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Zagadnienie konserwatora

1. Wstep. Rozpatrzmy system, w ktérym mamy pewng liczbg maszyn przeznaczonych
do pracy i jednego konserwatora do obstugi tych maszyn. Zalézmy Ze kazda maszyna pracu-
jaca w tym systemie moze ulec uszkodzeniu i wéwczas powinna byé naprawiana przez kon-
serwatora. Przyjmijmy, Ze maszyny naprawiane sg w kolejnoéci uszkodzen, a naprawa w pet-
ni przywraca zdolno$¢ maszyn do pracy.

Mozna takze rozpatrywac ogélniejsze systemy, np. z rezerwg maszyn sprawnych wilacza-
nych do pracy w chwili uszkodzenia jednej z maszyn pracujacych lub z wigksza liczbg kon-
serwatoréw [2]. Takimi systemami nie bgdziemy si¢ jednak zajmowali.

W systemach ktére bgdziemy rozpatrywali w tej pracy zakladamy, Ze czasy pracy maszyn
i czasy konserwacji s3 zmiennymi losowymi, przy czym do peinej charakteryzacji systemu na-
lezy zadanie rozktadéw prawdopodobienstwa tych zmiennych losowych. Ponadto we wszyst-
kich rozpatrywanych systemach bgdziemy zakladali, ze czasy pracy maszyn i czasy konserwa-
cji s3 niezalezne. :

Rozwiazanie zagadnienia konserwatora polega na wyznaczeniu rozktadu prawdopodobien-
stwa liczby maszyn pracujaéych w systemie w chwili ¢. Najczgsciej jednak wystarczajgce dla
praktyki jest znalezienie granicznego rozktadu prawdopodobienistwa liczby maszyn pracuja-
cych w systemie, gdy z czasem dagzymy do nieskoriczonosci (¢ = ©°). Gdy wspomniane roz-
ktady sg znalezione, wéwczas mozna wyznaczy¢ dalsze wazne charakterystyki systemu takie
jak: $rednia liczba maszyn pracujacych w systemie, frakcja czasu pracy maszyn, frakcja czasu
bezczynnosci konserwatora i inne. Wspomniane charakterystyki moga stuzy¢ do rozwigzywa-
nia réznych zagadnien optymalizacji systemdw.

Przy zalozeniu dowolnych rozktadéw czasu pracy maszyn i czaséw konserwacji nie jest
znane rozwiazanie zagadnienia konserwatora i trudno spodziewad si¢ efektywnych rozwigzan
analitycznych. Mozna natomiast analitycznie rozwigzad wiele interesujgcych przypadkdéw.
Przegladem tych przypadkdw, ktérym poswiecito uwage wielu autoréw, zajmiemy si¢ w ko-
lejnych rozdziatach tej pracy. -

2. System Palma. Rozpatrzmy system, w ktérym mamy N maszyn przeznaczonych do
pracy i jednego konserwatora. ZaldZmy, ze w systemie tym czasy konserwacji maszyn sg nie-
zaleZnymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wyktadniczym z parametrem A, a czasy pracy
maszyn s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wyktadniczym z parametrem pu.

Rozpatrywany system R. E. Barlow i F. Proschan [2] schematycznie przedstawiaja w na-
stepujacy sposéb
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System ten rozpatrywal C. Palm [15] (zob. réwniez [6]) w 1947 roku. Warto wspom-
nieé, ze wyniki otrzymane dla tego najprostszego do analizy systemu byly z powodzeniem
stosowane w wietu praktycznych sytuacjach. Przejdziemy teraz do przedstawienia rozwigza-
nia zagadnienia dla tego systemu. '

Niech m(t) bedzie procesem stochastycznym zdefiniowanym jako liczba maszyn uszko-
dzonych w chwili ¢. Bedziemy moéwili, Ze proces m(¢) znajduje sig w stanie E; jezeli w chwi-
li ¢ nie pracuje j maszyn. Jezelij=1, 2, ..., N, to jedna maszyna jest w konserwacjiaj — 1
maszyn czeka w kolejce do konserwatora. W stanie Eq wszystkie maszyny pracuja i konser-
wator jest bezczynny. Przejscie E]- -> Ej+1 nastgpuje w chwili uszkodzenia jednej z N — j pra-
cujgcych maszyn, natomiast przejscie Ej - Ej—l nastepuje w chwili zakoriczenia konserwacji
jednej z j uszkodzonych maszyn.

Nie trudno zauwazyé, Ze proces m(t) jest procesem narodzin i $mierci. Oznaczmy przez
by intensywnosci przejscia E; > E;,y aprzez )\] oznaczmy intensywnosci przejscia E;>E;_;.
Latwo sprawdzic, ze w rozpatrywanym systemie mamy

K = (N=u, 7j=0,1, .., N,

A=\ j=1,2, .. N,

Ao = 0.

Niech q (j, t) = Pr{m(t) =}, j= 0, 1, ..., N, bgds prawdopodobieristwami stanéw procesu
m(t). Podstawowy ukfad réwnan rézniczkowvch Kotmogorowa przyjmie postad

q'(0, t) = —Nug (0, t) + X gq(1, t),

q,(ir t) =(N—]'+1)Hq(i—1, t) - [(N—ﬁ:“*')\]Q(i: t)+Aqg+lv t)’
j=1,2, .., N-1,

(2.1)
g'(N, t)=pg(N—1, 1) = \g (¥, ©).
Graniczne prawdopodobieristwa stanéw procesu m(t); lim q(j, t)=q(), =0, 1, ..., N,
t—>oo
istnieja i mozna je wyznaczy¢ z nastgpujacego ukladu réwnan
—Nug(0) +Aq (1) =0,

(22) N=+DHgG=1) — [N=u+NlgG) +Xg(+1) =0,  j=1, 2, .. N1,

Mg (N=1) —Ag(N) =0,

N

Zq(i)=1.

j=0
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Rozwigzanie ukfadu réwnan (2.2) ma postaé

q(f)=(7%)—!(-’{)jq(0), i=12, . N,
(2.3) . ' ;1
1 j
9(0) = [FZO (NA-,—]')!(%)]

Rozwigzanie to jest dobrze znane praktykom pod nazwa wzoréw Erlanga. Dane we Wzo-
rach Erlanga ¢ (0) mozemy interpretowaé jako prawdopodobieistwo bezczynnosci konser-
watora. Jezeli prawdopodobienstwo ¢ (0) jest dane, to fatwo znalezé srednig liczbe maszyn
czekajacych w kolejce do naprawy

. AN+u
L=1lim Efm(t)}=N - —=1{1-4(0)].
t—> o0

Majac prawdopodobienistwa stanéw procesu 7 (¢) natychmiast mozna otrzymac rozkiad
prawdopodobieristwa stanéw procesu zdefiniowanego jako liczba maszyn pracujacvch w sy-
stemie w chwili £. Oznaczmy ten proces przez n(t). Powyzsza uwaga wynika natychmiast
z oczywistego zwiazku migdzy tymi procesami: n(t) = N — m(z).

3. System Takdcsa konserwacji maszyn. Rozpatrzmy najpierw system obshugi masowej
o N niezaleznych liniach obshugi, w ktérym zakladamy, ze odstgpy migdzy zgloszeniami jed- .
nostek do systemu sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie G(x) oraz,
ze dhugosci czaséw obshugi w kazdej linii obslugi sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz-
kiadzie wyktadniczym z parametrem u. Zglaszajaca si¢ do systemu jednostka jezeli zastaje
wszystkie linie obslugi zaj¢te, to rezygnuje z obshugi, w przeciwnym razie rozpoczyna obstuge
w ktérejkolwiek z wdlnych linii obshugi. System ten rozpatrywat L. Takécs ([18], [19]), jako
model centrali telefonicznej. Przejdziemy teraz do przedstawienia gldwnych rezultatéw za-
wartych w [19] dotyczacych tego systemu, a nastgpnie pokazemy jak przedstawione tutaj
rezultaty wykorzystuje si¢ do analizy pewnego zagadnienia konserwatora. Dowody przedsta-
wionych tutaj twierdzenn mozna znalezé w [19].

Niech s(t) bedzie procesem stochastycznym zdefiniowanym jako liczba jednostek w sy-
stemie w chwili £. Oznaczmy przez 1';, r=1, 2, ... chwile zgloszen jednostek do systemu.
Przy zatozeniach przyjetvch dla rozpatrywanego systemu obshugi masowej faficuch stocha-
styczny

(3.1) sW=srl—0), r=1,2, ..

Jjest wlozonym taficuchem Markowa.
Rzeczywiscie, nie trudno zauwazyd, ze

1) s(r)+l——nr, sW=o,1, .., N3
(3.2) s\ ={ '

s(") _ nr’ s(') =N,

gdzie n, jest liczbg zakonczonych obstug w przedziale <T;, 'r;_,_l). Ponie¥az czas obstugi jed-
nostki jest wyktadniczy, wigc rozkiad zmiennej losowe;j n, zalezy tylko od wartosci zmien-
nej losowej s('), a nie zalezy od dtugosci czasu obshugi jednostki przed chwilg T;. Stad i z wzo-
ru (3.2) wynika, ze faricuch (3.1) jest faricuchem Markowa. Dla procesu stochastycznego
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5(t) i Yaricucha Markowa{s{")} mozliwe sg stany 0, 1, ..., N. Zajmiemy si¢ teraz prawdopodo-
biefstwami standw laficucha stochastycznego {s(')},

LEMAT 8.1. Za#dimy, ze w chwili t = 0 nastgpilo zgloszenie, oraz, ze s(0) =i. Dia
r=0,1, .., k=0,1, .., N, Res 20 niech

(3.3) Al (s) = E{e'"'rl(‘:))} ,

orazdlak=0,1, ..., N, lwl<1iRes>0niech

(3.4) P, (5 w)= Z A}a") NHw'.

Woéwczas

(3.5) P,ls, w) =

7=0 i
3 el 2 emal}
]=0( )C (s, w) +1( ) 1(s w)

gdzie

1, jezeli k=-1,
(3.6) Ck (s, w)=

k

* Ay
M_, ]ezeh k=0,1, , N,

L T—ug* G+ ib)

natomiast

g = [ dG(x)
0
jest transformatq Laplace’a—Stieltjesa funkcji G(x).
TWIERDZENIE 3.1. Jezeli s(0) =i, gdzie i jest ustalone, to prawdopodobieristwa
Pris(") =7}, 7=0, 1, ..., N, majg funkcje tworzgcq postaci

(3.7) Zpr{s(')— Bw = Z( 1)’**1() L0 w), k=01, N,

k=j

przy czym @, (s, w) dane jest w lemacie 3.1, wzor (3.5).
TWIERDZENIE 3.2. Niezaleinie od warunku poczgtkowego s(0) graniczne prawdopodo-
bienstwa lim Pr{s'") =/}=0Q07(), j=0, 1, ..., N istnicjg i majq postac

r—>o0
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N
(3.8) Q=6)= 2. (-1)*7(7) B,
k=j
przy czym
Ny 1
(3.9) B, =c L ) E=0,1, ... N,

sg momentami dwumianowymi rozktadu Q™ (j), natomiast

1, jezeld k=0,

(3.10) C, =

g* (in)

——, jezeli k=1,2, ..., N.
g 1&g 6n) !

TWIERDZENIE 3.3. Jezeli rozktad G(x) odstgpdw migdzy zgtoszeniami jednostek do
systemu jest nieokresowy V | ze skoriczong wartoscig oczekiwang

%= x dG(x) <eo,
0
to graniczne prawdopodobienstwa 1im Pr{s(t) =j}= Q(), 7= 0, 1, ..., N, istniejq i nie za-
t—>oo :

lezq od warunku poczgtkowego. Ponadto graniczne prawdopodobieristwa {Q(j)} mozna wy-
razié przez graniczne prawdopodobieristwa {Q ™ (j)} nastgpujgco

S _AQTG-1)
Q) T , i=1,2, .., N,
(3.11) N
L A QG-1)
QO)=1-7 ,-=Zl_f )

Przejdziemy teraz do zastosowania analizy systemu centrali telefonicznej Také4csa do roz-
wigzania zwigzanego z nim zagadnienia konserwatora. Rozpatrzmy system, w ktérym mamy
N + 1 maszyn przeznaczonych do pracy i jednego konserwatora. Zaldzmy, ze w systemie
tym czasy pracy maszyn s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wykladniczym
z parametrem [, a czasy konserwacji s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o pewnym roz-
kiadzie G(x). Rozpatrywany system ma nast¢pujacy schemat

it Rozklad prawdopodobienstwa G(x) nazywamy okresowym jezeli istnieje liczba rzeczywista w taka,
Ze suma przyrostéw w tym rozktadzie w punktach 0, w, 2c0, ... jest rébwna 1, czyli
oo
Z [G(nw+0) —G(nw)] =1.

n=0
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Niech n(¢t) bedzie procesem stochastycznym zdefiniowanym jako liczba maszyn pracujg-
cych w chwili . Przyjmijmy jako poczatek rachuby czasu chwilg zakonczenia konserwagji.
Chwila ta jest jednoczesnie poczatkiem bezczynnosci konserwatora jezelin(0) =N + 1 lub
poczatkiem konserwacji jezelin(0) =1, 2, ..., N. Oznaczmy przez 7,, r =1, 2, ..., chwile
zakoniczenia konserwacji. Wdowczas fancuch stochastyczny

n( =n(r, —0), r=1, 2, ..,

jest wlozonym laricuchem Markowa o stanach 0, 1, ..., N.

Przy rozwigzaniu zagadnienia konserwatora dla wyzej zdefiniowanego systemu wvkorzy-
stamy rezultaty uzyskane uprzednio dla systemu centrali telefonicznej. W tym celu przesle-
dzimy zwigzek migdzy procesem n(t) zdefiniowanym w tym rozdziale dla systemu konserwa-
cji i procesem s(t) zdefiniowanym dla systemu centrali telefonicznej. Zwigzek ten wygodnie
jest przesledzié na realizacjach proceséw s(t) i n(¢) przedstawionych na rysunkach 3 i 4.

W svstemie GI/M/N bez oczekiwania kazde zgloszenie jezeli nie jest stracone rozpoczyna
obstuge, ktdra ma rozkiad wykladniczy z parametrem . W chwilach 'r;, r=1, 2, ..., zgloszen
jednostek do systemu, wartos¢ procesu s(t) zwigksza si¢ o jednostkg chyba, ze zgloszenie
jest stracone. Odst¢py migdzy kolejnymi zgtoszeniami tworza strumiefi odnowy, w ktérym
odstepy migdzy sygnatami majg rozklad G(x). Intensywno$¢ przejscia od stanu k dok — 1

w procesie s(t) jest réwna k.

s (t)“

I —
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W systemie konserwacji chwila zakoficzenia konserwacji jest.jednoczeénie poczatkiem
pracy tej maszyny. Poniewaz rozktad dtugosci czasu pracy maszyn jest wyktadniczy z para-
metrem (1, wigc intensywno$¢ przejécia od stanu k& do k£ +1 w procesie n(t) jest réwna k.
Gdy wszystkie maszyny pracuja, to konserwator jest bezczynny az do momentu uszkodzenia
ktérejkolwiek z maszyn.-Wobec tego, jezeli w procesie n(t) wykreslimy okresy czasu, w kt6-
rych konserwator jest bezczynny (zob. rys. 4), to chwile zakoficzenia konserwaciji 7,,
r=1, 2, ..., utworza strumien odnowy, w ktérym odst¢py miedzy sygnatami maja rozktad
G(x).

WprowadZmy w procesie konserwacji n(t) nows rachubg czasu pomljajqc okresy, w kté-
rych wszystkie maszyny pracuja. W p.roce51e s(t) przv_]ml_]mv Jako warunek poczatkowy

n(0), J;ieh n(0)=0, 1, ..., N,
o]
N, jezeli - n(0)=N+1,

i ponadto przyjmijmy, ze jezeli w procesie konserwacji mamy n(0) = N + 1, to w nowé¢j ra-
chubie czasu przyjmujemy tak jak gdyby w chwili ¢ = 0 nastapito przejécie ze stanu'N + 1
do stanu N. Z powyzszego wynika, e proces n(t) z nowa rachubg czasu i proces s(¢) maja,
jednakowe charakterystyki probabilistyczne. Przejicie od stanu N + 1 do stanu N w proce-
sie konserwacji odpowiada stracie sygnalu w systemie centrali telefonicznej.

Oznaczmy przez P(f, t) = Pr{n(t) =j},7=0, 1, ..., N+1, prawdopodoblcnstwa stanéw
procesu n(t) a przez P*(j, s), j=0, 1, ..., N+1, transformaty Laplace’a tych prawdopodo-
bienistw. Analizg systemu konserwacji rozpoczniemy od podania postaci tych transformat.

Wykorzystanie prawdopodobienstw P(f, t), =0, 1, ..., N+1, w praktyce jest raczej
rzadkie. Mogg one jednak shuzyé do badania szybkodci stabilizacji systemu.

TWIERDZENIE 3 4. Jezeli n(0) = N + 1, to dla Res > 0 mamy’

N+1
(3.12) P*(G, 5) = g(-l)k—f(;)ﬂ;(s), i=0, 1, .., N+1,
gdzie
N+ 1DuC,_y (s, 1)
(3.13)  BX(s)= - — X

N 1
(s + ku) [(N"' 1)#2(7) Cj(;, 1) +5% (NH) l(s, 1)]

j=0

HE PN

k—1 N
= el S et
(N+1)1§jl (N+l) 1
k =0 i\ Cj—l (s, 1)
+ s

: Nel o ]
(N + 1)#[_20(1}/)01,(5, 1)“1_;; (N;)Cj_l(s, 1);I
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oraz
L, : jezeli j=-1,
Cj(s, 1)= .
natomiast

g* )= [ £7dG(x)
0

jest transformatq Laplace’a—Stieltjesa rozktadu G(x).
TWIERDZENIE 8.5. Jezeli Sredni czas konserwacji jest skonczony f xdG(x) =1/ A <oo,

to niezaleinie od warunku poczgtkowego n(0) graniczne prawdopodobzemtwa P(j) =
= lim P(j, t), =0, 1, ..., N+1, standw procesu n(t) istniejg i majg postac

t—>co

N+1 ’
- VR k . _
(3.14) P() Z‘ (-1) (].)Bk, j=0,1, .., N+1,
k=j
gdzie
1, Jezeli k=0,
(3.15) B, =
N M1
N+1)C,_4 Z (J)CT
""“ jezeli k=1, 2, ..,N+1,
M 1
k[1+(N+1 7\2() ]
i=0 ¢
oraz
1, jezeli  j=0,
(3.16)
* (i) e . _
h e (ill) jezeli i=1,2, ..., N.

Oznaczmy przez P~ (j) = lim Pr{n(r) =7},7=0, 1, ..., N, graniczne prawdopodobief-
r—’ﬂ’

stwa stanéw hﬁcucha{n(')}.

TWIERDZENIE 3.6. Niezaleinie od warunku poczgtkowego n(0) graniczne prawdopodo-
bienistwa P(j) standw procesu n(t) majg postac
N+1

(N+1) PG —1) i=1,2, .., N+1,  P(0)=1- > P().
i+ S P ™1 =1

,(817)  PG) =
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4. Cykliczne systemy obshugi masowej. W tym rozdziale zajmiemy si¢ analizg pracy pew-
nego przedsiebiorstwa transportowego ([11], [8]). Przypusémy, ze w zwirowni pracuje ko-
parka adujgca zwir na samochody wywrotki, ktére przewozg go do betoniarni a nastgpnie
wracaja do punktu zaladowczego. W systemie tym zakladamy, ze czasy zatadunkéw sg nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o pewnym rozkladzie G(x), natomiast czasy przejazdéw samo-
choddw, na ktére sktadaja si¢ czasy przejazdéw do betoniarni, czasy wyladunkdéw  czasy po-
wrotéw s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktadniczym z parametrem .
Ponadto zatézmy, ze czasy przejazddw i czasy zaladunkéw sg niezalezne. Niech N bedzie
liczba samochodéw w systemie, m(t) niech bedzie procesem stochastycznym zdefiniowanym
jako liczba samochoddw znajdujacych si¢ w kolejce przed koparkg w chwili ¢, natomiast n(t)
niech bedzie procesem stochastycznym zdefiniowanym jako liczba samochodéw znajduja-
cych si¢ w drodze do koparki w chwili ¢. Procesy stochastyczne n(t) i m(t) zwigzane s3 oczy-
wista réwnoscig n(¢) = N — m(t). Nie trudno zauwazy¢, ze proces stochastyczny n(t) mozna
interpretowaé jako proces konserwacji maszyn w systemie N maszyn konserwowanych przez
jednego konserwatora. Przy tej interpretacji czasy pracy maszyn interpretujemy jako czasy
przejazdéw samochoddéw a czasy konserwacji interpretujemy jako czasy zatadunkdw.

Oznaczmy przez Pr{n(t) =j}=P(j, t), j=0, 1, ..., N, prawdopodobiedstwa stanéw pro-
cesu n(t), a przez lim P(j, t) = P(f), oznaczmy graniczne prawdopodobiefistwa stanéw tego

e

procesu. Z powyzszych uwag wynika, ze migdzy granicznymi prawdopodobier')st»;/ami P(f)
i q(j) istnieje zaleznos¢é
(41) P(i)=Q(N_j)r j=0r 1’ ey N.

Graniczne prawdopodobienstwa P(j) dane s3 w twierdzeniu 3.5.

Przyktad 4.1. Niech czasy przejazdow samochodéw beda zmiennymi losowymi
o rozkladzie wykfadniczym z parametrem g, a czasy zatadunkéw niech bedg zmiennymi lo-
sowymi o rozktadzie deterministycznym. Tutaj przyjeto, ze sredni czas zatadunku jest réwny

1
e 5 (minut), a $redni czas jazdy ;—11 = 50 (minut). W tablicy 4.1 znajdujg si¢ graniczne praw-

dobodobiefistwa liczby samochodéw znajdujacych sig przed koparka dlaN=1, 3, 5, ..., 13
samochodéw w systemie. Prawdopodobiefistwa ¢ () mozna wyznaczyé z twierdzenia 3.5,
w ktérym nalezy przyjad g*(s) = exp (— s/u).

Tablica 4.1. Graniczne prawdopodobienstwa g (f) liczby samochoddéw
znajdujacych si¢ przed koparka

; N 1 3 5 7 9 11 13

0 0.500 0.730 0.556 0.391  0.243 0.12¢  0.046

1 500 242 842 875 336 234 114

2 027 .089 178 242 248 171

3 .001 012 050 120 198 197

4 .001 010 045 119 186

5 001 012 056 140

6 002 - .020 085

7 1005 041

8 001 015

9 004

10 001
N

D i) 0.500 0.299 0.560 0.914  1.433 2.2%¢ 3451
=1
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Zalozenie wyktadniczego rozkladu czaséw jazdy ogranicza w pewnym stopniu mozli-
wosé stosowania tego systemu w praktyce przez to, ze gestosé tego rozk¥fadu ma maksimum
w zerze. W rozdziatach 5 i 6 ostabimy to zalozenie wprowadzajac rozkiad Erlanga wolny od
tego zarzutu. Od tych trudnoéci mozna sig takze uwolnié korzystajac z metody modelowa-
nia systemu na maszynach cyfrowych. W [8] mamy taka analizg systemdw cyklicznych przy
zaloZzeniu, ze czasy jazdy samochoddw maja rozktad jednostajny albo rozktad tréjkatny.

5. Uogolnienie systemu Takdcsa. Rozpatrzmy system, w ktorym mamy N + 1 maszyn
przeznaczonych do pracy i jednego konserwatora. Zatézmy, Ze w systemie tym czasy kon-
serwacji maszyn sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o pewnym rozkiadzie G (x), a czasy
pracy s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Erlanga rz¢du k. Funkcje ggstosci
rozktadu Erlanga przyjmujemy w postaci

Mk xk—l x
(5.1) fk(x)=(—k-_—me , x>0, u>0. |
Tutaj k jest ustalong liczbg naturalng. Jezeli k = 1, to czasy pracy maszyn majg rozkfad wy-
kladniczy, wéwczas opisany system redukuje si¢ do przypadku rozpatrywanego w rozdzia-
le 3 (system Takdcsa konserwacji maszyn).
Rozpatrywany w tym rozdziale system ma nastgpujacy schemat

praca
£,
N+1

G
1

konserwacja

Rys. 5

Niech n(t) bgdzie procesem stochastycznym zdefiniowanym jako liczba maszyn pracuja-
cych w chwili t. Naszym zadaniem bedzie znalezienie granicznych prawdopodobienstw sta-
néw procesu n(t).

Jezeli rozkiad prawdopodobieristwa czasu pracy maszyn jest rozkfadem Erlanga, ktdrego
funkcja ggstosci jest postaci (5.1), to czas pracy maszyny mozna roztozy¢ na k niezaleznych
faz. przy czym czasy pracy w kazdej fazie majg rozktad wykladniczy z parametrem u. Kolej-
ne fazy pracy maszyny numerujemy zgodnie ze zwyczajem przyjgtym w teorii kolejek w ten
spos6b, ze praca maszyny rozpoczyna sig od k-tej fazy a koficzy sig z chwilg zakonczenia
1-szej fazy pracy.

Oznaczmy przez ni(t), j= 1, 2, ..., k,liczbg maszyn znajdujacych si¢ w j-tej fazie pracy
w chwili £. Oczywiscie ogélna liczba maszyn pracujacych w chwili ¢ jest réwna

k
Z n].(t). Niech X(t) bedzie procesem stochastycznym, ktéry przyjmuje wartosé 0 jezeli kon-
j=1
serwator jest bezczynny, a w przeciwnym razie przyjmuje warto$¢ réwna dtugosci czasu do
zakonczenia konserwacji naprawianej maszyny.

Zalézmy, ze proces stochastyczny [ny (), ..., n, (), X(t)] jest stacjonarny i przyjmijmy
nast¢pujgce oznaczenia:
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(5.2) P(ny, ..., ny; x)=Priny (t) =ny, ..., n, (t) =n,, X(t) <x}, ny+..+n, <N,
(5.3) P(ny, ..., nk)=Pr{n1(t)=nl, ey my(t)=m, 3, nyt..+tn, SN+1,
(5.4) PN+1)=Prfn()=N+1}= 2 Py, ., n,),

n1+...+nk=N+l
(5.5) P (ny, ..., np) = Pr{n, (1,—0)=ny, .., n (1, —0)=n,}, ny+ ..+ n, <N,

gdzie 7, s3 chwilami zakoriczenia konserwacji. Powyzsze prawdopodobiefistwa w przypadku
gdy ich argumenty s3 ujemne interpretujemy jako zero.

TWIERDZENIE 5.1. Jezeli G(0+) = 0 i Sredni czas konserwacji jest skoficzony
1, A
" xdG(x) <2,
0
to prawdopodobieristwa (5.3) i (5.5) speiniajq nastgpujgcy uktad réwnan

—(1 = P(N +1))AP (ny, ..., ng) —ilng + ...+ n,) Plny, ..., n,)+

k—1
+ E P(n,, ..., n;— 1, it +1, .., "k)("jﬂ +1)u+
=1

(5.6) +P(ny+1, ..., n)(ny + 1)+ (1 —P(N+1)) AP (nq, ..., n,_qsn, —1)=0,
ny+..+n, <N,

k—1
—U(N+1)P(ny, ..., n}) +Z P(n,, ..., nj—l, ”j+l+1’ e nh)(nj+l+l)}1+
j=1
+(1 =P(N+1))AP (ny, ..., n, —1)=0, ny+..+n, =N+1

Dowdd pomijamy, mozna go znalezé w [12].
WNIOSEK 5.1. Jezeli czasy pracy maszyn sq zmiennymi losowymi o rozkladzie wyktad-
niczym z parametrem |4, czyli k = 1, to rownania (5.6) przyjmgq postaé

~[1 =P(N+1)] AP () —jPG) + G+ 1) uPG + 1) +
(5.7) + [1-PN+1D)]AP ((-1)=0, i=0,1, .., N,
—u(N+1) P+ |1 —-P(N+1}JAP (—-1)=0, fj=N+1.
Z réwnan (5.7) otrzymujemy
N+1)P(F-1)

P@) = , =1, 2, ..., N+1,
v+ )&+ P

©3) w1

P(0)=1- D" P().

=1
Rozwigzanic to otrzymat na inncj drodze L. Takacs (zob. (3.17)).
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Dla kompletnosci naszych rozwazah nad systemem opisanym w tym rozdziale wystarczy
przejsé do analizy fanicucha stochastycznego

(5.9) [n1(r,—0), ..., n, (7, - 0)].

Znajomosé prawdopodobienstw stanéw tego aricucha wobec twierdzenia 5.1 daje nam roz-
wigzanie zagadnienia konserwatora.

Niech Sy bedzie zbiorem standw laficucha stochastycznego (5.9). Jest to oczywiscie
zbidr k elementowych ciagdw liczb ‘

Sy={(n1, ...np): ny+.+ny <N}
Nie trudno zauwazyé¢, ze dla procesu [n; (), ..., n, (t)] przejicie od wartoéci procesu w chwi-
li 7, — 0 do wartosci procesu w chwili7 , ; — 0 moZna roztozyé na trzy etapy:

Przejscie rozpatrywanego proccsu w czasie od chwili 7, — 0 do chwili 7, + 0. Wéwczas
mamy

ny(r_ —0), jezeli i=1, 2, .., k—1,
k
(5.10) n(r, +0)= ub i=k i ) n(r,—0)=N+1,
: i=1
k
nr, —0)+1, jezeli i=k i ) nfr —O0)<N.
i=1

Odpowiadajgca, temu etapowi macierz prawdopodobienistw przejscia oznaczmy przez A N
Przejécie rozpatrywanego procesu w czasie od chwili 7, + 0 do chwili7, + 0, + 0, gdzie

0, jest dlugoscia czasu, w ktorym konserwator jest bezczynny. Oczywiscie gdy

k . :

z n.(‘r — 0) = N, to znaczy gdy w chwili 7_ + 0 wszystkie maszyny pracujq, to czas bez-

i=1

czynnosci konserwatora g Jest czasem czekania na uszkodzenie ktdrejkolwiek maszyny,

a wigc jest zmienng losows o rozkladzie wyktadniczym z parametrem Ny. W przeciwnym

k :
razie, gdy Z ni(1, — 0) <N, przyjmujemy, ze 0, = 0. Odpowiadajgca drugiemu etapowi
=1

macierz prawdopodobieristw przejscia oznaczmy przez B);. Dla kazdego & charaktervzu;a,ce-
go rzad rozkiadu Erlanga macierz prawdopodobienistw przejicia B v jest fatwa do konstruk-
cji. Przyktad konstrukgji takiej macierzy bedzie podany w rozdziale 6.

Przejécie rozpatrywanego procesu w czasie od chwili 7, + 0, + 0 do chwili7,, ; — 0. Od-
powiadajgca temu etapowi macierz prawdopodobienistw przejscia oznaczmy przez €y,

Przypusémy, ze dla ustalonego { w chwili 7, + 0, + 0 jedna maszyna znajduje si¢ w i-tej
fazie pracy, t_] n;(t, + 0, + 0) = 1. Maszyna ta w chwﬂl T,+0,+tu—0,gdzieu="7pp) —Tp —
— 0,, moze zna_pdowac sie w j-tej fazie obshugi z prawdopodoblcnstwem réwnym

(uu)—7 ’

GGt b B
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lub uszkodzi si¢ z prawdopodobiefistwem

0=1-2 4
=1
Przypuéémy teraz, ze n, (1' +o, +'0) =n,. Wc'owczas w chwili 7, + 6_+u — 0 bgdziemy
mieli nastgpujace liczby maszyn: n (=1, i-1, ..., 1) maszyn w j-tej fazie i n;y maszyn
uszkodzonych. Prawdopodoblenstwa tych zadrzen sg wielomianowe

n.! i n
~ N § if
(5'1 1) P(n’.'., ni,’-__l, ceny nio’ u) - n,'ol n ...ﬂ--! H qj J'

Poniewaz rozlozenia liczb na n G=41i-1,..,1)dlai=1, 2, ..., K wrozpatrywanym
czasie s3 niezaleZne wigc prawdopodobxenstwo przejicia P(n, s ey Mgy ”’1 ) seer n;; u) od

stanu (ny, ..., n,) wchwili7 +0_+ 0 do stanu (ny, s "k) w chwili7, + 0, +u — 0 dane °
jest wzorem

(5.12) P(ny, ..., ny, ny, -..,‘n;‘§ ) =Zq ?(n'.’., IPIRPRURE PR Y u).
§=

Sumowanie w tym wzorze rozcu;ga si¢ na wszystkie mozliwe uktady (n, ..., n;) daja-
ce stan (nl, v "k) a wigc takie, ze

=ng +n, .tn i=1, 2, ..., k.

i+1 1 ki’

Teraz ostatecznie prawdopodobienistwo przejicia od stanu (ny, ..., n,) do stanu (n'1 s ey n;)
w czasie konserwacji maszyny mozemy napisa¢ w nastgpujacej postaci

(5.13) P(ny, ..., n, n'1, . n;) =fP(n1, ey By n'l, . n;; u)dG(u).
. 0

Wzdr tén pozwala znalezé macierz prawdopodobienistw przejscia €y Majac macierze
prawdopodobienstw przejscia 4 N By 1 €y dla poszczegdlnych etapdéw tworzymy macierz
I, prawdopodobieristw przejscia dla taficucha stochastycznego (5.9). Jest ona postaci

(5.14) Il = A, B, Cy.

6. Przyklad. Rozpatrzmy system o nastgpujacym schemacie

praca

Ey
N+1

konserwacja

Rys. 6
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W systemie tym zakladamy, Ze czasy konserwacji s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi
o pewnym rozkladzie G(x), a czasy pracy maszyn s niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozkladzie Erlanga rzedu 2. System ten jest szczegdlnym przypadkiem systemu rozpatry-
wanego w rozdziale 5. Przyj¢cie rozkiadu Erlanga rz¢du 2 pozwoli na bardziej szczegdlows
analize¢ laficucha stochastycznego (5.9). W tym systemie bgdzie to faficuch stochastyczny

(6.1) . [ny(r, - 0), ny(7, - 0)],

o stanach nalezacych do zbioru Sp;. Przy tym elementy tych zbioréw bedziemy porzadkowa-
1i w nastgpujacy sposdb
S, = [00], s, ={oo0, 01, 10],

(6.2)
Sy = [00, 01, 10, 02, 11, 20, ..., ON, 1N—1, ..., NO].

Liczba elementdw zbioru Sy, jest rdwna’% (N+1)(N+2).
Zwigzki (5.10) dla taricucha stochastycznego (6.1) przyjma postac

n,(1, —0), jezelii=1 \
(6.3) ny(r, +0) = ubi=2 i X mfr,—0)=N+1,
i=1
2
n(r, —0)+1, jezelii=2 i D n(r, —0)<N.
=1

Poniewaz macierz Ay jest macierza prawdopodobienstw przejscia od stanu ze zbjoru Sy do
stanu ze zbioru S, , zatem jest macierzg o % (N + 1) (N + 2) wierszachio % (N+2)(N+3)

kolumnach. Niech 1 bedzie macierza kwadratows jednostkowa o n wierszach (i n kolumnach)
oraz O niech bedzie macierza zerowg o m wierszach i n kolumnach.
Mozna sprawdzié, ze speiniony jest wzér rekurencyjny

A | 01
N-1 N(N+1),N+2
(6.4) AN=[ ------------ §--2_(_..b----]} Sy»  N=1,2, ..,
[}

N+1,%(N+1)(N+2) N+1 1 N+1,1
Sn+1
gdzie
(6.5) " A, =[01 0]} S,.
e, !

Sy

Dowéd wzoru (6.4) pomijamy, mozna go dowiesé indukcyjnie. Elementy macierzy 4y
mozna takze wyznaczyd¢ ze wzoru

(6.6) Ay =(ay), i=1, 2, .., s (N+1)(N+2),  j=1,2 .., (N+2)(N+3),

gdzie

1, jezeli i=3 k(k—1)+1, b h(e—1)+2, .., d k(k—1) +k,
(6.7) a;= j=k+i, oraz k=1, 2, .., N+1,

0 w pozostatych przypadkach.
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k
Podobnie jak w poprzednim rozdziale, gdy Z n’.(Tr — 0) = N, to konserwator w chwili
i=1 k
7,+0 jest bezczynny az do chwili uszkodzenia ktorejkolmek maszyny. Gdy Z n, T -0)<N,

i=1
to czas w ktérym konserwator jest bezczynny 0, = 0. ’

Macierz B jest macierzg prawdopodoblenstw przejscia dla procesu [n, (), n, (¢)] od war-
todci procesu w chwili 7, + 0 do wartosci procesu w chwili 7, + 0, + 0. Poriewaz jest to ma-
cierz prawdopodoblenstw przqscxa od stanu ze zbioru Sy, do stanu ze zbioru Sy, zatem
ma ona 3 2 (N +2)(N +3) wierszy i3 2 (N+1)(N+2) kolumn. Mozna sprawdzié, ze

1 MNs
N+1)(N+2 N
(6.8) By = [---———%(—-—)(r——)———'--] o NeL2Z
On+2,AN(N+1) | BNs2 Nelf Swa\Sw
Sn-1 SN\Sy_1

gdzie BY, +2,N+1 jest macierzg prawdopodobieristw przejcia od stanu ze zbioru S N+ 1\S v do
stanu ze zbioru § N\S N _ 1 zatem jest macierzg o N + 2 wierszach i N + 1 kolumnach.
Przejdziemy teraz do uwag dotyczacych konstrukcji macierzy B]"\‘, +2.N+1° Zauwazmy, ze

prawdopodobieristwo przejicia od stanu (n,, n,) do stanu (n, — 1, n,) jest postaci

ny

6.9 -
(6.9) p P

a prawdopodobienstwo przejscia od stanu (ny, n,) do stanu (n, +1, n, — 1) jest postaci

)

(6.10) 9=
Shusznosé wzoru (6.9) jest konsekwencjg nastgpujacych spostrzezen. Czas do uszkodzenia
ktérejkolwiek maszyny znajdujacej si¢ w pierwszej fazie ma rozktad wykladniczy z parame-
trem n, U a czas do zmiany fazy ktdrejkolwiek maszyny znajdujacej si¢ w drugiej fazie ma
rozklad wykladniczy z parametrem n,u. Ponadto oczywisty jest fakt, ze jezeli X jest zmien-
ng losowy, o rozkladzie wyktadniczym z parametrem £, a Y jest zmienng losows o rozktadzie

wykfadniczym z parametrem w, to P(X <Y) = a}-i—s-.Prawdopodobicﬂstwo p dane wzorem
(6.9) jest prawdopodobiefistwem tego, Ze zmiana stanu w pierwszej sktadowej faficucha (6.1)
nastqpi przed zmiang stanu w drugiej skfadowej tego laricucha. To samo rozumowanie daje
wzdr (6.10). Z powyzszych uwag wynika, ze konstrukcja macierzy B} N+2,N+1 PT2Y ustalo-
nym N nie przedstawia trudnosci. :

Macierze BN+2,N+1 dla N=1, 2, 3 maja postac

»01 10

02[1/2 1/2

(6.11) B§,2=11 1/2 1/2{¢S,\s,,
2000 1
N e’

S\S,
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, 02 11 20
03[1/3 4/9 2/9
(6.12) B;3=12 1/3 4/9 2/9|1S,\s,,

21| 0 2/3 1/3

30L O 0 1
[ —

S,\s,

03 12 21 30

0411/4 3/8 9/32 3/32
13 | 1/4 3/8 9/32 3/32
(6.13) - By ,=22| 0 1/2 3/8 1/8 S\S;.
311 0 0 3/4 1/4
40L0 0 o 1

‘ S\S,
Dla przykladu sprawdzimy elementy znajdujace si¢ w drugim wierszu macierzy BZ g- Na

rysunku 7 strzatkami oznaczone s3 mozliwe przejicia od stanu (12) do stanéw (02), (11)

i (20) (z uwzglgdnieniem stanéw posrednich), natomiast liczby nad strzalkami oznaczaja
prawdopodobiefistwa wyznaczone z wzordw (6.9) i (6.10). Prawdopodobieristwo przejécia
od stanu (12) do stanu (02) jest wigc réwne 1/3:

od stanu (12) do stanu (11) jest réwne 4/9 oraz od stanu (12) do stanu (20) jest réwne 2/9.
Dla kompletnosci naszych rozwazah wystarczy jeszcze przeanalizowad przejscie od war-
tosci procesu n(¢) w chwili 7+ ¢, + 0 do wartosci tego procesu w chwili 7, ; — 0. Odpo-
wiednia macierz prawdopodobieristw przejicia oznaczmy przez C,;,. W obu chwilach
T,t0,+ 0i Top1 — 0 stan procesu nalezy do zbioru S, a wigc macierz €y, jest macierzg
kwadratows o % (N +1)(N + 2) wierszach. Konstrukcja macierzy €y, jest elementarna ale
do$c ktopotliwa. Ponizej znajduje si¢ macierz €5 = (Cij)’ i, =1, 2, .., 10, w ktérej [p(¢)]

jest symbolem calki f p(t) dG(t), oraz
0

- Mt - 11
po- u) p‘l_ute ’
6.14
(6.14) . e _ ot
py=1—¢€", pa=1—(1+ut)e".

Dla przykladu znajdiiemy prawdopodobierfistwo przejécia od stanu (11) do stanu (10)
bgdace w macierzy € elementem cg,. Nie trudno zauwazyé, ze przejécie od stanu (11) do
stanu (10) jest realizacja sumy dwéch rozhycznych zdarzen:



00

01

10

02

11

20

03

12

21

30

Macierz €.

00 01 10 02 11 20 03 12 21 30

1 0 0 0 0 0 0 0 0 o

[£,] (2] [p4] 0 0 0 0 0 0 0

[e;] 0 [£o] 0 0 0 0 0 0 0

[p3] (20280 [20,04] [po] (2040 [p3] 0 0 0 0

lpapy]  [p3pol [p200+0191] 0 (3] [p100] 0 0 0 0

[(p1)?1 0 [26's0] 0 0 (p3] 0 0 0 0
(3] [3£22,] [3p3p,] [3p,23] [6p20100] (32,071 [p3] (3,051 [3p}p0]  [p}]
[p3py]  [2p201£0]  [p2(p2p0+20161)] [papy]  [2b0b2p0tp101)]  [p1(20200%p101)] O b3  [20,£5] [pp,]
261’1 [poe1)®]  [p1(20200%01p1)] O [20}02] [polp200+20191)] O 0 [r3]  [pyp2]
(1)1 0 [3(p1)*p0l 0 0 [3p195] 0 0 0 A

D40IDMUISUOY FNUIIUPDIDZ

ga1
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1° zdarzenia polegajacego na tym, ze maszyna bedaca w drugiej fazie pracy zakoriczy dru-
ga fazg pracy oraz pierwsza fazg pracy i jednoczesnie maszyna bgdaca w pierwszej fazie pracy
pozostanie w tej fazie. Prawdopodobieristwo tego zdarzenia jest réwne [p,p,],

2° zdarzenia polegajacego na tym, ze maszyna bedaca w pierwszej fazle pracy zakoriczy ja
i jednoczeénie maszyna bedgca w drugiej fazie pracy zakoriczy te fazg i przejdzie do pierwszej
fazy pracy. Prawdopodobienistwo tego zdarzenia jest réwne [p'l P11}

Stad wynika, ze prawdopodobienstwo przejscia ze stanu (11) do stanu (10) podczas kon-
serwacji jest réwne [papo + 101 |-

Otrzymane dotychczas rezultaty dotyczace procesu [ny (¢}, n2(t)] s3 przedstawione w ta-
blicy 6.1.

Tablica 6.1. Etapy przejscia w procesie [n;(t), na(t)]

Chwila 1"_—0 1"+0 Tf+01‘+0 Tri-l_o

Zbidr stanéw Sy Sn+1 Sy Sy

Macierz prawdopodobienistw
przejécia Ay By Cyn

Macierz prawdopodobienistw przejicia faricucha stochastycznego [n, (1, - 0), ny (Tr —0)]
jest oczywiicie postaciITy, = 4, B, €.
Mozna sprawdzié, ze z wzoréw (6.4) i (6.8) wynika nastgpujacy wzér

5 PRI [P = S | SO
(6.15) S P 1350 | [ 5% =1, 2, ..,
N+1,3 N(v+1) | BN
A- e’
SN
gdzie BRY, | jest macierzq kwadratows o N +1 wierszach powstaly z macierzy By, o nyq

przez skreilenie ostatniego wiersza.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia granicznych prawdopodobieristw stanéw procesu n(t).
Prawdopodobiefistwa te znajdujemy z wzordw (5.6) danych w twierdzeniu 5.1. W naszym
przypadku z (5.6) otrzymujemy uklad 1 (N + 2)(N + 3) réwnan o tyluz niewiadomych.
Niech Py, | bedzie macierzy kolumnowg uporzagdkowanych liniowo wedlug (6.2) zmien-
nych P(ny, ny), ny +n, SN+1, niech Ry, | bedzie macierzg wspdlczynnikéw przy zmien-
nych P(ny, n,) w ukiadzie réwnar (5.6). Ponadto niech @, ; bgdzie macierza kolumnows,

ktdrej clementy majg postaé

(6.16) 95=A[1-P(N+1D] PG j), i, j=0,1,.., 3 (N+2)(N+3),
gdzie
(6.17) P(N+1)=P(0, N+1)+P(1, N)+..+P(N+1, 0).

Innymi stowy, jest to macierz kolumnowa ,,wyrazéw wolnych” w ukladzie réwnar (5.6).
Macierze R‘N +1 i QN +1 mozna okreéli¢ rekurencyjnie. Sformutowanie wzordw rekuren-

cyjnych pomijamy. Pierwsze z tych macierzy sg nastgpujgce:
00 01 10
010 n 900

]
R, ] Q, = 0: - o0 |l —4o0]>
olu -ulo
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oo _ e ) 0 0 071 [0
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010 010 0 0= 0 o o ~ 403
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Zatem uklad réwnah (5.6) w naszym przypadku ma posta¢

(6.18) Ry.1 Py = Quaps N=0,1, ..

Pokazemy teraz, ze rozwigzanie uktadu réwnan (6.18) nie przedstawia trudnosci. Na ra-
zie elementy macierzy @, ; zdefiniowane w (6.16) i (6.17) zalez jeszcze od nieznanego

prawdopodobienstwa P(N + 1). Podstawmy wigc.

(6.19) P*(;, j)=m-§(;(]]3—+l)], i j=0,1, .., 1 (N+2)(N+3).

Po tym podstawieniu z uktadu réwnafi (6.18) otrzymujemy uktad réwnah o niewiadomych
P*(i, ) o tej samej co poprzednio macierzy wspélczynnikéw przy niewiadomych ale o nowej
macierzy wyrazéw wolnych powstalej z macierzy ey +1 przez zastgpienie elementéw 9
przez P (i, j). Powstaty uklad réwnan latwo rozwigzac np. metoda, eliminacji zmiennych.
W rezultacie otrzymujemy prawdopodobienistwa P*(i, j) z wyjatkiem prawdopodobienstwa
P*(0, 0).
Oznaczmy
P*(N+1)=P*(0, N+1)+P*(1, N)+..+P*(N+1, 0).
Wdwczas z (6.19) mamy
P(N+1
P*(N+1)=
W) =S pPw+D]’
a wigc

1

SRR R v
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Stad iz (6.19) ostatecznie mamy

AP*(i, j)
T+ AP N+ 1)’

Pm,m;1—252SPGi%
2, .2

i“4i°>0

(6.20) PG f)= i, §=0,1, .., 3 N+2)(N+3), i+ >0,

gdzie

Korzystajac z (6.20) znajdujemy graniczne prawdopodobiernistwa liczby maszy}l pracuja-
cych w systemie. Poniewaz liczba maszyn pracujgcych w chwili ¢, n(t), jest réwna sumie
ny (t) + n, (t), wige

Prin(t) = i} = P() = D PG, i — ).

j=0

7. Poréwnanie wynikdw numerycznych. Przedstawimy teraz niektére wyniki numeryczne
majace na celu pordwnanie rozpatrywanych systemdw. W tablicy 7.1 znajdujg sig graniczne
prawdopodobieristwa liczby maszyn pracujgcych w trzech réznych systemach przy danej
‘liczbie maszyn. Pierwszy system jest systemem Palma, a wigc przyj¢to wykladniczy rozklad
czaséw pracy maszyn z parametrem {1 = 10 i wykladniczy rozklad czasu konserwacji z para-
metrem A = 1.

Tablica 7.1. Graniczne prawdopodobieristwa liczby maszyn pracujgcych w trzech systemach
konserwacji maszyn (rozklad czasu konserwacji deterministyczny)

Liczba Stan . Uogdlniony
maszyn systemu System Palma . System Tak4csa system Takdcsa
1 0 .09091 .09091 .09091
1 .90909 .90909 .90909
Q .01639 _-00876 .00831
2 1 .163938 17227 17276
2 81967 .81898 .81894
0 .00439 .00096 .00076
3 1 .04392 .02677 .02548
2 .21962 .24240 .24403
3 .73206 72988 .72973
0 .00155 .00013 .00008
1 .01552 .00438 .00355
4 2 ‘07760 .05387 05164
3 .25867 .29952 .30300
4 64666 .64209 .64173

Drugi system jest systemem Také4csa, w ktérym przyj¢to wyktadniczy rozktad czaséw
pracy maszyn z parametrem U = 1 i deterministyczny czas konserwacji réwny To = 1/10.
W trzecim systemie przyjgto, Ze czasy pracy maszyn majg rozkiad Erlanga rz¢du drugiego
z parametrem U = 2 i deterministyczny czas konserwacji réwny Ty =1/10. Zaiwazmy, Zc
réznice migdzy granicznymi prawdopodobiesistwami liczby maszyn pracujacych w tych sy-
stemach zmniejszaja si¢ gdy liczba maszyn pracujgcych rosnic. Ponadto zauwazmy, Ze rézni-
ce te w dwdch ostatnich systemach s3 mate, wystgpujg dopiero od trzeciego micjsca dziesigt-
nego. Tak wigc bardzo istotna zmiana w zatoZeniach, a mianowicie przejicie od rozktadu wy-
kladniczego do rozktadu Erlanga rz¢du drugicgo niewiele wplywa na postac rozwigzania.
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Wynika stad, ze badanie wplywu zalozeni w zagadnieniu konserwatora na postaé rozwia-
zania wymaga subtelnych metod.

Wyniki otrzymane w rozdziale 5 i 6 mozna wykorzystaé do analizy pracy przedsigbior-
stwa transportowego, o ktérym byla mowa w rozdziale 4.
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