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A. KIEEBASINSKI (Warszawa)

Analiza numeryczna algorytmu ortogonalizacji Grama-Schmidta

1. Wprowadzenie, oznaczenia

1.1. Wektory rzeczywistych skonficzenie wymiarowych przestrzeni kartezjanskich bedzie-
my oznaczali malymi literami alfabetu Yacirniskiego ze ,,strzatka”’, ewentualnie z jednym lub
dwoma wskaznikami, np. aZ Sc’]., '52"). Wektory te utozsamiamy z jednokolumnowymi macie-
rzami, ktérych elementami sg wspétrzgdne wektoréw. Wspétrzedne te oznaczamy tg samg
literg, opuszczajac ,,strzatke”, a dopisujac numer wspéhrzgdnej, jako pierwszy, dolny wskaz-
nik, np. oto zapis i-tych wspélrz¢dnych w/w wektoréw: d, X z’(:). Wektory—-kolumny mo-
g3 byé laczone w macierze wielokolumnowe, oznaczane odpowiednimi duzymi literami. Np.
z uktadu wcktoréw{:;c'].}]. =12 , przestrzeni n-wymiarowej mozemy zbudowad macierz

i=1,2,..,
ij'j=1,2,..,

. = . . .
do macierzy X, 2T _ macierz jednowierszowg (o n kolumnach). Iloczyn skalarny wektorow
zapisujemy jako iloczyn odpowiednich macierzy:

n

>T >

uTv=§ u,-v,,
< i
=1

r-kolumnowg X = (£ [%,1... l.‘;r) = (x :‘ XT oznacza macierz transponowang

. . . - T o
przyjmujac zarazem indukowang przezen normg¢ wektoréw lxl = V/xT %. Ten sam symbol

normy w przypadku dowolnych macierzy oznacza tzw. normg Schura: 1 Xl =+/ 2",2 (por.
(5], str. 117). i
Iloczyn wektora y przez liczbe ¢ zapisujemy zawsze w kolejnos’ci; - ¢ (niec- §!), tak,
aby liczbg ¢ mozna byto utozsamiaé z macierzg jednoelementows. Litera n oznacza wymiar
rozwazanej przestrzeni. Dla uproszczenia niektdrych zapiséw wprowadzamy réwniez wekto-
ry o mniejszej liczbie wspotrz¢dnych.
1.2. Rozwazania nasze dotyczg obliczen przeprowadzanych w tzw. rachunku zmienno-
pozycyjnym. Za J.H. Wilkinsonem arytmetyke t3 oznaczamy skrétem fl1'(por. [5 ], str. 8
i nast.). Litera ¢ oznacza iloéé cyfr binarnej mantysy liczby zmiennopozycyjnej. Liczba 2%
stanowi oszacowanie bfedu wzglednego reprezentacji rd dowolnej liczby rzeczywistej x w tej
arytmetyce:

lx —rd (x)| <27 ||,

Liczba 2% jest dla wspotczesnych emc bardzo mata (10'12—10'8). Czg¢sto mozemy pomijad
w oszacowaniach sktadniki rzgdu n - 2% a nawet n? 2 w obecnosci sktadnika rzg¢du 1. Po-

-zwala to na znaczne uproszczenie zapisu. Nalezy jednak korzystaé z tej mozliwosci rozwaz-
nie, aby mimo tych uproszczen przeprowadzana analiza dostatecznie wiernie przedstawiata
istotne cechy procesu obliczeniowego. Sprecyzujemy pojecie, pozwalajace okresli¢ sens ta-

kich uproszczonych oszacowai.
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Wprowadzimy symbol réwnosci przyblizonej. Niech a(t), b(¢), bgda funkcjami argumentu
t,t > 1. Zapis
a(t) T b(t)

oznacza, ze istnieje stata K, taka, ze dla kazdego t dostatecznie duzego zachodzi nierdwnosé

la(t) — b)) <K - 2% |b(t)].

Np.1.5+3n-2% =15 (K>2n).

Warto podkre§li¢, ze w dalszych rozwazaniach tego artykulu odpowiednie state X s3 co
najwyzej niewiclkimi krotnosciami n (lub n?). Latwo sprawdzimy, ze réwnoé¢ przyblizona
jest relacja zwrotng, symetryczng i przechodnia. Z a(t) T b(t) wynika a(t) - () T b(t) - c(t),
nie wynika natomiast na ogé! a(t) + c(¢t) 5 b(t) + c(t). Relacja ta jest jednak prawdziwa, jesli
sign (a(t)) = sign (c(t)).

Wprowadzamy réwniez symbol nierownosci przyblizone;j:

aft) <b(2),

co oznacza a(t) < b(t) lub a(t) T b(t).

1.3. Rozwazamy numeryczng, realizacjg nast¢pujacego zadania: Dla danego uktadu v
{55].} i=1,2, 0,7 liniowo niezaleznych wektoréw (n =r) nalezy wyznaczy¢ uktad ortonor-

malnych wektoréw {57].}].: 1.9 .. 4

T 0, i,

AT > _
(1) yi yj - L.

1, i=j,
takich, by kazdy z wektoréw 5c'k stanowit kombinacj¢ liniowg wektoréw ; 1s 572 s vees ;k :
> k +>
(2) xk=2yp Cpk-
p=1

Warunek ortonormalnoéci mozemy zapisaé w postaci macierzowe;j:
(3) Yly=1,
gdzie Y = (%1 |21 ... I&’r), za$ I macierz jednostkowa (r X 7). Warunek (2) zapisujemy analo-
gicznie réwnoscig: .
(4) X=Y.C,

. > ’ . . » I
gdzie X = (¥; |%2] ...| 5«:”), za$ C = (cpk)p, k=1,2,..,yJcst macierza gorna-tréjkatna,

Liniowa niezalezno$¢ kolumn macierzy X gwarantuje istnienie rozktadu ortonormalno-
-trdjkatnego (4). Dodatkowe warunki, np.:

(5) ;>0 (i=1,2,..,7),

zapewniajg jednoznaczno$é tego rozkladu. Uzasadnienie algorvtmu Grama~Schmidta stano-
wi w istocie dowdd konstrukcyjny tego faktu. Tu przedstawimy jedynie pobiezny jego za-
rys.

Przyjmujac y; = %1 / 1% I, w oparciu o zatozenie indukcyjne istnienia i jednoznacznosci
wektoréw ¥y, 52, ..., yk—l , spetniajgcych warunki (3), (4), (5) dlar =k — 1 i podstawiajgc
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_2T » _

(6) ok =Yy X p=1,2,....k=1)
tatwo sprawdzamy, ze dla dowolnego /=1, 2, ..., k wektor

1 1
Q) *() Z Yp Spk (zge )z’?k)
jest ortogonalny do wektoréw y1, ¥z, .., yl -1 (Zaden z wektorow zg) nie moze by¢ wekto-
rem zerowym, gdyz przeczyloby to liniowej niezaleznosci ‘wektoréw * X1, %2, e Sc’k). Przyjmu-
jac
8 cpp = N2,
oraz

3 = 2(k)

© Yo =%k Chp

otrzymujemy Yatwo przejscie indukcyjne do r = k. Wzory (6)—(9) opisujg tradycyjny algo-
rytm Grama—Schmidta. (Bgdziemy pisali odtad skrotem: algorytm GS). Realizuje on, jak
widzieliémy, rozkfad macierzy X (n X r) o r liniowo niezaleznych kolumnach na iloczyn
macierzy ¥ (n X r) o kolumnach ortonormalnych, przez macierz tréjkatng €  (r X r),

o dodatnich elementach na przekatne;j.

1.4. Jako$é¢ otrzymanych w rachunku numerycznym czynnikéw rozkfadu powinnismy
oceniaé¢ na podstawie racjonalnych kryteridw analizy numerycznej (por. [1], [5]). Nalezy
zatem uznad za zadowalajgcy taki algorytm, ktéry wytwarza btad, poréwnywalny z blgdem
reprezentacji numerycznej wyniku lub z wplywem btgdu reprezentacji numerycznej danych
zadania.

Mozcmy tatwo sprawdzic, ze samo zastapienie ,,prawdziwej’’ macierzy danych X oraz
czynnikéw jej rozktadu Y, C, przez ich numeryczne reprezentacje w fl: X', Y' ¢', moic
wprowadzi¢ w warunkach (3), (4) zaktScenia, dla ktérych najlepsze oszacowania sg postaci:

ly'Ty' -1l <2 Vr-2?,
(10)
Ix' —vy'c'l <2 +/r) - 27 Ixll.

Dlatego nazwiemy numerycznie stabilnym (lub numerycznie poprawnym, por. 5.2 oraz [1])
algorvtm dla ktdrego istniejg state Ky, K, (niezalezne od t) takie, Ze wyznaczone czynniki
Y, Crozkladu dowolnej macierzy X (n X r) spelniajy nicréwnosci

(11) 177y - 1<k, - 2%,

(12) Ix - YCI<k, -2¢-lxl.

Mozna tatwo sprawdzic, ze wurunki (11), (12) wraz z (5) zapewniajy zbicznose Y-v,
c-c, gdy t > (por. 5.3).

1.5. Jak si¢ przekonamy, tradycyjny algorytm GS nie jest numerycznie poprawny (dla
algorytmu tego istnieje stata K, , nic istnieje jednak uniwersalna stata Ky ).

Zanalizujemy réwnicz numerycznic poprawng modyfikacje algorytmu GS. Algorytm GS
byt omawiany w licznvch pracach (np. | 1], |3], | 9]). Publikujyc ten artykut cheistbym ula-
. twi¢ polskicmu czytelnikowi dostep do tej problemutyki. Analiza tu przedstawiona, w kilku
punktach wykracza poza zakres znanych mi publikacji.
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2. Analiza typowych operacji w algorytmach ortogonalizacyjnych

2.1. Zaktadamy, ze wynik kazdego ,,maszynowego”’ dziatania arytmetycznego na repre-
zentacjach zmiennopozycvjnvch jest poprawna reprezentacjg prawdziwego wyniku. Tzn.
w przypadku np. dodawania, jeli a i b sg swoimi reprezentacjami (rd () = q, rd (b) = b), to
(por. |[5]) obliczony wynik dodawania speknia relacje:
(13) fl(a+b)=(a+b)(1-¢g) lel <27

To samo dotyczy odejmowania, mnozenia, dzielenia a takze operacji pierwiastka kwadrato-
wego,

(13" fl Wa) =va (1 - p), lpl <27
Takg arytmetyk¢ ma migdzy innymi Odra 1204 z ¢ = 36.
Zapis typu (13) niekiedy wygodniej jest zastgpi¢ zapisem postaci:
fl(a+b)=(a+b)/(1~n),
przy czym
Inl<2*/(1 2% = 2"
Proste operacje na wektorach dajg, si¢ réwnie fatwo zapisaé:

{ﬂ(&tb’)=diag(1—-8£) @32, lel <2,

(14) fl(¥-c)=diag(1-8,)-y-c, |6ii<2't.
W zapisie takim bg¢dziemy systematycznie stosowali literg ¢ dla oznaczenia numeru biezacej
wspélrzgdnej, diag (a;) oznacza macierz diagonalng, (przekatniows) o elementach ay, ay, ...,
a,, na gtéwnej przekatnej.

Uw a g a. Jedli arvtmetyka danej emc nie gwarantuje spelmienia zaleznosci (13) dla sumy
lub réznicy, to niektdre z podanych w tej pracy oszacowari muszg ulec pewnej modyfikacji
(por. [5], str. 22).

2.2. Numeryczne obliczenie iloczynu skalarnego, s = fl (ﬁTﬁ), mozemy zrealizowad rézny-
mi sposobami. Sposdb standardowy jest opisany w | 5], str. 30—32, tu zapiszemy go
w pseudo-algolu:

IS: so := 0;
forp := 1 step 1 untiln do
Sp 1= Sp_) Uy X Vp;
s =5,

W niektérych przypadkach mozemy uzyskaé lepszg doktadnosé, uwzgledniajac poprawke
Mg¢llera (por. [2]):

IS1: sg =19 = 0;
forp := 1 step 1 until n do
begin

Zy :-= Up X VpiSp = sp_l +zp;
rp = sp-—l —sp +zp +'p—l
end;
s =5, +rn
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Wreszcie, w niektérych emc mozemy wykonaé stosunkowo tatwo kumulacjg iloczynu ska-
larnego na rejestrze podwdjnej dtugoéci, z zaokragleniem koficowego wyniku (por, [5], str.
37 i nast.). Zapiszemy to, nawigzujac symbolicznie do nazwy odpowiedniej procedury, pro-
ponowanej w [6]:

1s2: s := innerprod (1, n, up,vp,p).

Zgodnie z propozycjami w [5] i [2] obliczenia, w ktdrych systematycznie stosujemy
algorytm IS, bgdziemy nadal oznacza¢ skrétem fl, natomiast w przypadku stosowania IS1 —
skrétem fl, zas§ w przypadku stosowania IS2 — skrétem fl,.

Aby jednolicie i zwigZle zapisa¢ wynik analizy tych trzech sposobéw obliczania floczynv
skalarnego, postuzymy si¢ nastgpujacymi oznaczeniami (por. [5], str. 30 — 401 [2]):

(15) . s=al 3—d;
n—-1 n
(16) d= 8s+Z¢Sp o vp+Z\npsp=8's+Z'pruvap,
p=2 - p=1
Z oszacowaniami:
() el<2?,  18,I<TA In i<zt Iyi<2
ktérych znaczenie wyjaénia nastgpujaca tabelka:
A n : r
fl 1 1 n
(18) fi 2 0

fl, [ 1.5x2t |15x 2% 15x2%xn

Czgsto bgdziemy korzystali z nastgpujacej nieréwnosci, bgdgcej prosty konsekwencjgy (16)
i(17):

(19) ldl < 2"(| Tyl+ Tl - 130)
<27t (1+r) IE0- I3l

2.3. W algorytmie GS istotng rolg odgrywa obliczanie liniowych kombinacji wektordw
postaci:

-
|
-

Al .2 > :
V= ok — Yp " p
P

Zaleznie od sposobu organizacji obliczen mozemy kombinacjg takg sumowaé wyraz za wyra-
zem (fl), albo stosowaé ulepszone sumowanie (fl fl;) w stosunku do kazdcj wspétrzednej
z osobna. Zgodnie z (15) i (16) zapiszemy wi¢c 0ogdlna postaé obliczonego wektora,

<.

[}
i

-1
(20) M=3->3, -, -0,

p=1 -
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gdzie

(21) h“)-dxag(c)zm +Z diag (6 i yp Zdlag ‘n ) 3

lgi<2?, 18, 1<2% 4, In,|<27n.

Dla analizy algorytmu GS potrzebne jest oszacowanie norm wektoréw 30130 przvpad-
ku, gdy wektorv 571, s3 wyznaczonymi przyblizeniami wektoréw ukfadu ortogonalnego, zas
cp =1l T 2).

Z (8), (15) i (13') otrzymujemy zaleznosé:

VMR —a,, (1-p,). I l<2,
gdzie (z (19))
ldy | S 2 (1+T) 1EPP.

Z (9) i (14) otrzymujemy

(22) 3, = diag (1 — &) e, 1EI<2?,
a stad
(23) |13, 1 -1 < 2% (5 +T)/2.

Wynik ten dotyczy oczywiscie wszystkich ¢, , i;k ,k=1,2,..,r Zgodnie z (15) wspétczyn-

niki ¢ b kombinacji przedstawimy w postaci

— >T > =2 .
(24) cpd—ffl(yp x) ¢, dp’

gdzie z (19) i (23):

e = *T -»
(25) p p”
la, | < 2 (5 EHT - ll)<2* (1+1) - 131

Zatem spelniona jest nieréwnos¢:
(26) lcpl 1< 2.
Wykorzystujac to i nieréwnosé (23), otrzymujemy z (20) i (21) oszacowania:

2 (l)u<z 120+ 1A,

-1
12O < 2t (u 3D+ A 120+ "Z ||z(ﬂ>n)
p=2

Przyjmujac dla p <! zalozenie indukcyjne:
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> 3
1z <p I3,
otrzymujemy fatwo oszacowania:

12y <. B,
(27) B}
Ilh(’)l|l< 7t (1+A+n-12)-1. 130,

2.4. Oszacowania (27) mozemy w istotny sposdb poprawié, jesli wyznaczony uktad wek-
tordw {5? p} p=1,2,..,1—1 jest w przyblizeniu ortonormalny. Oznacza to zadanie, by ma-
cierz

=yTy_g

B= (sz)z]—l 2,. l-ldt'

miala dostatecznie mate elementy. Dla poprawienia oszacowah (27) wystarczy zalozy(é, ie
zachodzi nierdwnosé:

(28) ' I = iBl, = 1yTy - 1, < 0.5,

(I'-); oznacza spektralng norm¢ macierzy, por. [5], str. 116). Z zatozenia tego wynika, Ze
wartosci A macierzy Y* Y lezg w przedziale

(29) 1-B<A<1+8.

Zatem macierz ta Jest dodatnio okre$lona, uktad {S}P} p=1,2 _ 1 Jest liniowo niezalez-
ny, a ponadto oo

(29") Iyl =+/1+8.

Wektor # moze byé roztozony na sktadowe prostopadte 4 i  takie, zedlap=1,2,...,1 — 1
zachodzi 5:';3 = 8, za$ ? jest kombinacjg wektoréw 3 '

-1
(30) £=a+39 3=;§pqp=yav a=[q11q2v"-vql_l.]r'

Stad i z (29) otrzymujemy oszacowanie
(31) (1 =) 131 <IBIP <(1+6) 13,
Z (20) i (24) wynika, ze

MW =3 _y2_30,
gdzie

=1 (yTH=vT2-4d.
Zatem, z (25), (30) i (29")

202y 57— 0,

u3u<z-* hyT2l+ Ti=1 120 <2t (W/T+B+ IVI=1) 131,

Z (31) i (29) wynika, ze

(32)



22 A.Kietbasinski

IyB3lI <@ Il
1
gdzie, z (28),

(33) B=8V(1+B)/(1 —B)<1.

Stad, z (29') i (32) otrzymujemy oszacowanie
120y <\/n;z||2 B P + 2% (1+8+ TV + B = 1)) 131+ 1O,

A wigc, uwzgledniajac réwnoéé IxI? = 1212 + I2I?, zapiszemy
(34) 1Z01< h< 121+ IR,

s
Na podstawie (21) zapiszemy oszacowanie normy 121 w postaci:

-1
IO 2"("2(’) I+ Z i2(e) u)+ I (¥T2— D,

gdzie
= = ~ : >
M= (g || #y_y), m,, = diag (8,,) - ¥, 18,,1<27*-4.
Zatem z (23):
7 I1<2A.
P 1

Stad, z (29") oraz z (32):
I (¥T% + d)l <2'A Vi + By —1) 121,

i otrzymujemy nierdwnosé:

HUIES 2-t(||z<’)n+n2||2<P>||+A\/1+ﬁ)(l— )"x")

p=

Zatem z (34) otrzymujemy jak poprzednio przez tatwa indukcjg:

12001 < I< 12N,

1O <zf[1+ A\/—(l TR +n(—2)] 12

2.5. Wzdr (20) okresla wéktor 20 + i:(l), ktdry zachowuje (por. (32)) skfadows # wekto-
ra %, ortogonalng do wektoréw ¥, ,p <l, a w przypadku f dostatecznie matego ma sktadowg
prostopadta do # bardzo mata, lu rzynajmniej znacznie mniejszg, niz odpowiednia sktado-
wa wektora %, Pomewaz wektor h( JCS’( bardzo malty w poréwnaniu z (F{ R wigc spostrzeze-

(35)

ma te odnosza si¢ w pewnym stopniu rowniez do samego wektora z( ) . Przejscie od wektora
X do wektora 2 nazywamy wi¢c ortogonalizacja wektora x % wzgledem wektoréw 3 . p<l

Niekiedy okazuje si¢ niezbgdne kilkakrotne powtarzanie takiej ortogonalizacji. Potrzebna
wigc nam bedzie analiza procesu iteracyjnego, zapisanego w pseudo-algolu algorytmem PO:
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PQ: f;’ = YT{:))].;
s > j=0,1,..
zz?jﬂ = - Y
go to PO

(MoZemy tu przyjaé Wo =R, wtedyf% =2, = 2(1)).
Tak jak w (30) wprowadzimy rozktad ortogonalny kazdego z wektoréw 131.:

D=2+,
A
(36) T _2 3
Y'i, =0, U= Yq;

Z (32) i (35) otrzymamy zaleznosci

Y -2 _ M
Wiy =4 Y (B 3] d].) Zj,
(37) uiju <zt (WYTSl+ FVI=1 - 12)0),

||;?ju <2 U+ ANVIFHI-1) +n (- 2) 12,
Stad na podstawie (28), (32), (33) i (36) zapiszemy oszacowania
> T >
"vj+l"§6 ||v].||+gl "wj"’
> >
“uj+l"? ||uj|| - g2 ||13j||,
gdzie
B=p8+2%t(1+8)=p+27,
df 1
(38) gr=a) =2 1+ P+ HVA+HI-1) +n (-2)],
g=a() =2 1+ AVI+HI -1 +n(-2)]
Jesli "'7;’" >g H{v’j“, to dla wielko$ci
_ 2/
o o ||vj||/||u].||,

otrzymujemy nieréwnosé

(39) ! a,, <

Wielko$¢ @; jest kotangensem kata, ]akl wektor 13 tworzy z przestrzenia, rozpigta na wekto-
rach 3 y v’ p <I. Aby uzyskad wektory @ w; prawie ortogonalnc do tej przestrzeni musimy
osiggnad wielkosci @; bardzo bliskie zeru.

Dla zbadania zachowania ciggu {a.} okreslimy jego majorantg:

&o:faoy ]deﬁ a+gl\/1+a)/(1—g2\/1+°‘)
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> Latwo mozna sprawdzié, ze dla kazdego & € (D, L), gdzie
D=g:/1-f), Lz(1-Blg,

cigg {07]} jest malejacy i zbiezny do granicy = D. Réwnoczesnie spostrzegamy, ze jesli o 1<D.
to réwniez aj+l <D.

Udowodnilismy zatem nastgpuja,cv

LEMAT 1. Jesli wektor Do zawiera skindowgq iy, prostopadly do wektordw y 0 <l ta-
kg, Ze ol > g2 (1) - Vol (por. (38)), i jesli spetniony jest warunek (28), to dla dostateczme
duzych j kazdy wektor @, (otrzymany algorytmem PO) tworzy z pewnym kierunkiem pro-
stopadtym do wektordw 5’ , p <1, kgt nie wighszy niz g, (1)/(1 — B).

Interesuje nas ocsz1sc1e iloé¢ krokdw, potrzebnych do osiggnigcia tej maksymalnej gra-
nicznej doktadnosci w algorytmie PO. Zalezy ona od f§ i &p. Grubg charakterystyke ilosci
krokdw s otrzymujemy z warunku:

a - B =g, /(1 - B).

2.6. Specjalne znaczenie ma przypadek, gdy

(40) g=1lvTy -1, <¢,
przy czym

(41) : 1+ v 1.

Jesli zatazymy

(42) lZel>1.1-g, - I,
to

aol<10/(11 'gg),
+ =
a §10(‘P 1)/e2 el
21<‘P'N+g1V1+N2:
Qa3 fgl.

A wigc prawdziwy jest
LEMAT 2. Jesli zachodzq zaletnosci (40) — (42), to w procesie PO juz wektor W3 osigga
maksymalng graniczng doktadnosé:

(43) Ili}alll<2"[1+(p+A)\/z—1+n(1-2)].II:33II.
Niewiclkie wzmocnienie (41) i (42) pozwala twierdzi¢ to samo juz o wektorze %,.

3. Analiza algorytmu GS

3.1. W mys$l ogdlnych zasad, wskazanych przcz_] H. Wilkinsona (por. [5], str. 9—10) prze-
prowadzimy analiz¢ rozwazZanego procesu, konstruuj.;c pozorne zaburzenia, réwnowazne
wytworzonym blgdom. Symbole z}e ), Yk Cpk oznaczajg wigc obecnie wielkoci obliczone,
a nie wielkoéci ,,prawdziwe”, zdefiniowane zaleznosciami (6) — (9). Tradycyjny algorytm GS
moze by¢é zapisany w pseudo-algolu w sposdb nastepujacy:
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GS1: for k := 1 step 1 until » do
begin
EO: forp := 1 step 1 until2 — 1 do
AT >
cpk ypxk,

El: = 2, Z&’XC

Chp ! <k)n ;k. 2B e,

end

Zapis ten pozostawia niecokre§lony sposéb wykonywania instrukcji oznaczonej etykieta
E1l. Jedli chcemy poshuzyé si¢ jakim$ rodzajem kumulacji, to najbardziej celowe byloby rozpl-
sanie tej operacji na poszczegdlne wspétrzedne:

El: fori := 1 step 1 until n do

k—1
(k) ._
ik T Kik ‘Z Yip X Sph
p=1

Jesdli jednak zamierzamy stosowaé wylacznie standardowg arytmetykg fl, to taka organizacja
jest nieistotna. Stosujemy wdwczas raczej pofgczenie instrukcji EO i E1 we wspding petlg:

. A1) = 2.
EO1: ! =K
forp := 1stepluntil 2 — 1 do
begin

= 2T2 |
cpk = ypxk,
(p+1) ._ 2
B0 =) 5, x e

end

3.2. Zapiszemy w odpowiedni sposéb wektor ;I(ck)' Na podstawie (20) mamy

k—1

Hk)_ 2 2 . ?

(44) : zy —xk—E Yp cpk_hk
. p:l

z odpowiednimi oszacowaniami normy "Zk I, tvpu (27) lub (35). Poniewaz z zaleznoéci (22)
i (44) wynika, ze

2(") =y, €y + diag (e’(")) ?ﬁ"),

wigc mozemy zapisaé (44) w postaci:

k
2 3 _ 3
(45) x, —gk—Zyp-cpk.
p=1
Dla wektoréw pozornych zaburzen, é’k = ’-:k + diag (e’(k)) fl(zk), mamy oszacowanie postaci:

(46) A < 2% K (k) 12,1
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gdzie K (k) okre§lamy zgodnie z (27):

(47) K(k)=(2+d+nok/2)'k,

lub z (35):

(48) K(k)=2+A(1+B)(k—1) +n- (k- 2).

Z zaleinoéci (45), (46) wynika natychmiast nastgpujace
TWIERDZENIE 1. Czynniki Y i C otrzymane algorytmem GS speiniajg zaleznosci

(49) X-G=Y-C, IGl < 2. k() Ixl,

przy czym K(r) okreslamy wzorem (48) w przypadku, gdy uktad {53 k} speinia warunek przy-
blizonej ortogonalnosci (28), zas wzorem (47) w pozostatych przypadkach.

3.3. Aby sprawdzié, czy spehiony jest réwniez warunek (11), musimy oszacowaé ma-
cierz symetryczng B :f YTy —1. Zadowalajace oszacowanie dla elementéw diagonalnych

b, ,» uzyskujemy natychmiast z (23). Stwierdzamy, ze
i = 2Tz _ ~t
(50) bgpl= 13,3, — 1S 27 (5+1).

Zbadajmy przypadek j < k. Z (45) otrzymujemy

%jk d=fy1 yT( Z )/‘kk

Mnozac skiadniki w nawiasie przez y]. oraz uwzgledniajac (24), (26), (19) i (46) otrzymujemy

-t >
(51) b, ——(Z o " o~ iy 57 gk)/ckk, ldg | <271 +1) 12,1,

oraz oszacowanie moduhu:

12,1
il u*(k)u{Z' I+ 28 (LT + KR,

Oszacowania (52) nie mozemy w istotny sposéb poprawié. Zla ortogonalno$¢ wektoréw 5’

(52) I

y & (j < k) moze wynikngé w przypadku gdy ||'§ > ||2{k) I, a rowniez moze by¢é konsek-
wencjy zlej ortogonalnosci wektora y z ktéryms z wektorow Ypr p <k (czemu odpowiada
duze |b,, |). Tradycyjny algorytm GS nie jest wigc numervczmc poprawny w odniesieniu do
warunku (11). Ortogonalnosé konstruowanych wektordw y, moze by¢ dowolnie zha. Latwo
mozemy to sprawdzié na drodze eksperymentalnej (por. np. [5], str. 124). Przvpadek

||x 1> ||Z(k) I mozemy interpretowad, jako przybhzonq liniowg, zalezno$¢ wektora X, 5, od
wektordw y,,p <k,awigc i od wektoréw X, p < k. ZaloZzenie ,,silnej” liniowej niezalezno-
éci ukladu wektoréw {x } pozwala na uzyskanie pewnych oszacowan dla macierzy B (por.

np. [7]). Mozna by wigc méwié o numerycznej poprawnosci algorytmu GS w wezszej klasie
zadah, dla macierzy X o ,,dostatecznie silnie” liniowo niezaleZnych kolumnach. Ogranicze-
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nie klasy zadan musi by¢ jednak bardzo silne, aby odpowiednie oszacowanija mialy jakiekol-
wiek znaczenie praktyczne. Dlatego pomijam tu te rozwazania.

4. Modyfikacje algorytmu GS

4.1. NajwaZniejsza modyfikacja algorytmu GS polega na ,,wymuszeniu’’ dobrej ortogonal-
no$ci wektoréw { ] _ l 2,...,r Preez ewentualng dodatkows ortogonalizacjg wektora

(k) w stosunku do ¥4, ¥2, ..., 5)’ r—1 (1 <k <r).ZrozwaZzah poprzedniego rozdziatu wyjni-

ka bowiem, Ze, przy dostatecznie dobrej przyblizonej ortogonalnoéci tych wektordw, jedynie
relacja ||x > ||*(k)|l moze zadecydowa¢ o zlej ortogonalnoéci nowego wektora y , do wekto-
réw § 7 < k. ( eéh lI? fl = |'2(k)|| to ortogonalnosé ukladu{y } i=1,2,. ; begdzie dobra bez
dodatkowe_] ortogonalizacji wektora 2 "( )) Jedli 121> 112 ( )|| to, zgodme z p. 2.5, mamy
szansg uzyskaé wektor znacznie lepiej ortogonalnv do wektorow y; ,j <k, ortogonalizujagc

(k) wzgledem tych wektordw, tzn. zast¢pujgc z(k) wektorem 2, It zdefxmowanvm operacjami:

for =9028) (p=1,2, k1),
(53) k—1

z, =2y Srp'fpk‘

Ortogonalnosé wektora 2| Z, do wektoréw y Y; ,7 <k, begdzie dobra, jesli b¢dzie spetniony waru-

nek ﬂz | = ||§(k)|| (debv warunek ten riie by? spelniony, moZna by ewentualnie operacjg

ortogonahzowama powtdrzyé w stosunku do wektora 2, ). W ten sposéb mozemy otrzymacé
wektor ¥ i

(54) ¥y = Z, 1z, 0,

dobrze ortogonalny do poprzednich wektoréw 3, Y} W zwigzku z tym pomystem pojawiajg si¢
pytania, z ktdérych przytoczymy dwa najwazmejsze

— co zastgpi poprzedni czynnik C rozktadu (4) i czy nadal bgdzie spetniony warunek
(12)?

— czy postgpowanie to gwarantuje osiagni¢cie dobrej ortogonalnoéci ukIadu{y }"

Odpowiedzie¢ na te pytania mozemy dopiero po szczegdlowej analizie rozwaZanego pro-
jektu modyfikacji. Algorytm, ktdry tu pobieznie opisalismy, bgdziemy nazywali ,,algoryt-
mem GS z poprawiang ortogonalizacja”, co oznaczymy skrétem GSPO.

4.2, Wprowadzimy bardziej ztozone oznaczenia. Niech Y, oznacza macierz (392 1...13 p)‘
i analogiczne znaczenie nadajmy symbolom X_, C,; I, . Postugujac si¢ takg symbolikg moze-

PP
my sumgz ;jcj zapisa¢ w postaci Y, 2, gdzie &= [cy, 2, -\ p 17.
j=1
Jetlic;= 1 (3] %), toz (19) 1 (23):
(55) ¢=vl#-d, ldi<zt (I+vp-r- I3,

Nastgpnie wprowadzamy dalsze oznaczenia:

5 =vly = =
{56) pdf Yp » Ip, deflprllz, @, IIBPII.
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Oczywifcie zachodzi 6[:‘ < ¢, <\p- Bp (por. [5], str. 117).

Zatézmy, ze dla pewnego k, k > 1, ¢, _; jest bardzo male, rzgdu wielkosci 2%, a ponadto
wielkosé: . ’

(57) A

jest znacznie mniejsza od jednosci. A wigc dla wyznaczenia y 4 W algorytmie GSPO konieczna
jest powtérna ortogonalizacja, zgodnie z wzorami (53), (54). Otrzymujemy zatem:

~ _')(k) pd Ind _ T
(58) £,=28) v, f—h, }'k-Y

k lzﬁk) Z

f— mk’
gdzie, na podstawie (35) oraz (55):

7,0 <27 (1+ AVE=L +7 (k-2))- 124,
I <2t (If0+ V=1 T 12O,

(wykorzystaliSmy tu relacjg 1 + ﬁk_l =1).

(59)

Gdy wstawimy w (58) na miejsce 2 k) odpowiednie wyrazenie z (44), to otrzymamy (sto-
sujagc nowa svmbolike):
~ > > 2 > >
z, =%, =Y, _1(c, +f) — (b, +hy).

> ~
Poniewaz zamiast wektora E'k + fk mozemy efektywnie mieé tylko wektor Cp»

~ > > > > - n~
(60) 8 =@, +F) =8 +f + 1, <27t ic I,
wige
~ D ~ "
(61) 2, =%, =Y, ¢, —h,
przy czym

(62) M= Wa, +h, — ¥, RIS2? [24AVE—T 47 (k —2)] (1 +7,) IZ,1.

Podobnie wigc, jak w punkcie 3.2, wnioskujemy, Ze algorytm GSPO pozwala na wyzna-
czenie takich czynnikéw Ck’ Yk’ Ze

X,=Y,-C, +G,,
(63) .
llckl|§ 2t [5+24VE—1+2-1(k—2)]- Ix,I.
Wiemy bowiem z p. 2.6, Ze przy zalozeniu 1 +¢, T 1 algorytm PO osigga maksymalng
graniczna doktadnoéé w co najwyzej trzech krokach, przy czym krok trzeci jest potrzebny
jedynie wtedy, gdy 1 +7, h 1. Stad wystarczy zastapi¢ mnoznik 1 + 7, przez 2, aby otrzy-
mad oszacowanie (63), uwzglgdniajace wszystkie przypadki ,,zbieznosci” procesu PO. Jesli
jednak proces PO nie bylby ,,zbiezny” (ze wzgledu na lemat 2 mozliwe tylko wtedy, gdy
||17]." <g (k) ||z75].|l), to z zaleznoéci (36) — (38) otrzymaliby$my zalezno$é

(FA PR §(31 (k) + g2 (k) + ¢, _ )%

A wiec, zastgpujac wektor Z, dowolnym, choéby ,losowym” wektorem o normie g; (k) %N,
nie naruszymy oszacowania (63).
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4.3. Obecnie zajmiemy si¢ zbadaniem zachowania ciqgu{cpk} =12 ,» 8dzie
= 18,0

Macierz B, daje sig przedstawi¢ w postaci klatkowej:

k—1

gdzie, zgodnie z (56):

? _ T > 27T >
(64) bp =Yy 1Yk bpp =YY -1
Oczywiscie zachodzi réwnosé:

= 2 22 2

(65) o =Vl +2 1B, P + b2,
Z (50) otrzymujemy natychmiast
(66) o1 = lb1l <27 (5+T).

Tak jak poprzednio, zaktadamy, ze 1 + @ _ 15 1.

Z rozwazan w punktach 2.5 i 2.6 wynika, ze wektor y Y4 otrzymujemy normalizujac wek-

tor w, dla ktdrego spelmona Jest zalezno$éé typu (43) (z [ = k). A wigc przenosi si¢ to z nie-
wielka zmiang na wektor ¥, X

—-A A —
yk—u+v, Yk_lu-—O,

67 ' .
(67) Ilé‘lll<2"’[2+(1"+A)\/k—1+n(k—2)].
Stad i z (64)

1B, = ily,{_lalll< ||£l|l<2" [2+(M+D)VE—T1+7(k-2)].

Z (65), (66) i (50) otrzymujemy zatem oszacowanie

. k
(68) 9 < [RGE+D?+2) [2+(T+A)VP—1+0(-2)]*]"?
p=2

Z (68) i (63) wynika
TWIERDZENIE 2. Czynniki Y,_ ) C, wyznaczone algorytmem GSPO spedniajq zaleinosci

T ~t -t
Iy, Y, -1l § 27Ky, Ix, — Y,-C,l l< 27K, Ix 0,

ze statymi Ky, Ky okreslonymi tabelkg:
fl fl fl;
K, (r+2) - (n+1) 4.2 (r+3) 5.7vr

K, 3+2r—1+2r 5+44/r—1 5
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U w a g a. Arytmometr z rejestrem podwdjnej precyzji, stosowany zazwyczaj w arytme-
tyce fl, moze byé wykorzystany do powigkszenia doktadnosci réwniez niektérych innych
operacji (poza obliczaniem iloczynu skalarnego). Dlatego oszacowania podane w tabelce dla
tej arytmetyki mogg by¢ w takim przypadku nieco poprawione.

4.4. Twierdzenie 2 zapcwma uzyskanie w algorytmie GSPO dobrych wynikdw, jesli przy
wyznaczaniu kazdego wektora y k> k <, osiggniemy w algorvtmle PO maksymalng gramcznq
doktadno$é. Zgodnie z p. 2.6 nalezatoby wigc wyznaczaé ¥ &’ normalizujac taki wektor @, i+1?

ktéremu odpowiada wartosé a] 17 spelniajgca nier6wnos$é:
; l<g1(k)= P14+ T+ VE—1+70(k—2)].

Lemat 2 gwarantuje (przy pewnych zatozeniach), ze wlasnoé¢ taka ma wektor @3 (7 = 2),
ale dobrze byloby przerwaé proces PO wczesniej, jesli wektor @, (lub @) jest juz ,,dobry”.
Z zaleznosci (37) otrzymujemy (podobnie, jak przy wyprowadzaniu (39)) nieréwnosé

(69) X % I!aj+1|l/||wj||§\/(1+52 aj?)/(l +0‘]?)+g1,

a stad jesli x, € (0.5, 1),
ad jedli X;

o?

¢S (1= +2X81) -

Wielko$é x. potrafimy obliczaé z duza dokladnoscia, wigc otrzymana nieréwnosé pozwala

efektywnie oszacowaé @, a na podstawie (39) réwniez %p’

SEVI-X +2x81 +a)l

Jak wynika z twierdzenia 2 i z (38), oszacowania normy f8, _1sadlafli flw przyblizeniu

Vk razy wicksze, niz g, (k), zas dla fl;, 6 Vk - razy wigksze. (Mozemy jednak liczy¢ na to,
Ze Bk _1 Jest znacznie mniejsze od swego oszacowania). Wystarczy zapewnié¢ wigc wypelnie-

nie warunku

(70) x7 >1- —1—
aby %, ; nie przekroczylo poziomu 1.6 - g1 (k) (dia fl, fl) lub 4.3 - g, (k) (dla fl;). Dopuszcze-

nie tej mozhwoém powiekszyloby o okoto 50% stale Ky dla kazdej z rozwaZanych arytmetyk.
W podobny sposéb jak (69) otrzymujemy nieréwnosci

24172 _ -2 _
(1+a7) &1 <% (+te)” — 150

Jesli wigc w procesie PO zachodzi réwnos¢ przyblizona 1 + X; = 1, to jest to mozliwe jedynie
wtedy, gdv 1 + a, 3 a; (i gdy takie same relacje zachodzily dla Xp, &). Zatem mamy do
czynienia z przypadkiem niespelnienia zatozeni lematu 1 (o ktérym juz pisaliSmy w zakon-
czeniu punktu 4.2). Najtatwiej spostrzezemy ten przypadek, sprawdzajgc warunek postaci:

12,1 < g2 () - VBl m

dla jakiej$ liczby m, rz¢du jednosci lub dziesigtek.
Mozemy wéwczas albo kontynuowadé proces PO w oczekiwaniu, Ze wreszcie wystgpi zja-
wisko ,,zbieznoéci”’, albo, w obawie przed ,,zacykleniem” procesu, moZemy zastgpic¢ wektor

iu’]. +1>7 > 0, jakims wektorem losowym o odpowiednio malej normie.
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4.5. Algorytm GSPO mozemy zapisa¢ w pseudo-algolu.

GSPO: C = 0; comment wyzerowanie tablicy C [1:7, 1:7];
for k := 1 step 1 until r do
begin
N2 := I3, 1?;
eps = 20 x (1+ AVE —1+7 (k — 2))x V/NZ;
PO: forp := 1stepluntilk —1do
begin

= 2T 2.
fp' prxk,

= +
ok = Spr Ty

end;
k—1

X, =X —Z xp Xfp;
p=1

NI := ||a?k||2;

if N2 - NI1>=N2/(4 X k) then

begin

N2 := NI;

comment tu mozna przewidzie¢ wprowadzenie
> .
na X, losowego wektora o normie eps,

jesli np. NI <100 X eps?;

go to PO
end;
Cpp = sqrt (N1);
Xp 1= Xl
end;

Algorytm ten zastgpuje stopniowo niezerowe wektory X, }, ortogonalnymi wektorami v &
k=1,2,..,r, oraz umieszcza w prawej gornej cz¢sci tablicy kwadratowej C [1:7,1 : 7]
clementy ¢ ok macierzy tréjkatnej C rozktadu X =Y x C.

Proponowany algorytm stanowi oczywiscie tylko gruby projekt programu i powinien by¢
znacznie udoskonalony w trakcie adaptacji do konkretnego jgzyka programowania.

4.6. Algorytm GSPO jest co najmnicj dwa razy bardziej pracochfonny niz algorytm GS.
Uzywane sg wigc jeszcze inne mniej kosztowne modyfikacje algorvtmu GS, o lepszych wlas-
noéciach numerycznych, niz algorytm tradycyjny. Mozna zapozna¢ si¢ z nimi np. w pracach
[1], [4]. Zapewniajg one poprawnos$¢ algorytmu w sensie spetnienia warunku (12), nato-
miast warunek (11) jest spelniony tylko wtedy, gdy uktad jest ,,silnie liniowo niezalezny”,
lub jesli stosujemy poprawiunie ortogonalnosci, podobnie jak w GSPO. By¢é moze, przedsta-
wimy je w przysztosci w dalszej czgsci tego artykutu.

5. Uwagi koncowe

5.1. Analiza algorytmdw GS i GSPO, przedstawiona tu dla przypadku rozktadu ortonor-
malno-tréjkgtnego macierzy rzeczywistej, przenosi si¢ fatwo na przypadek zespolony. Jako-
$ciowy wynik analizy pozostaje bez zmian, wzrastajg jedynie wskazniki kumulacyjne, K,
K 2,81,82- “

Wzorujac si¢ na powyizszych rozwazaniach moZna réwniez do$¢ fatwo zanalizowaé algo-
rytmy GS i GSPO w przypadku ortogonalizacji w sensie iloczynu skalarnego
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@ Iy 5 A3

dla danej macierzy hermiteowskiej A = (a,.) ,, dodatnio okreslonej. Pewnej zmia-

i,7=1,2,.
nie ulegaja wowczas niektdre oszacowania. Np. oszacowanie (19) bt¢du wytworzonego przy

obliczaniu iloczynu skalarnego (Z, 3)% przybiera postaé

Id| 1< ot k. R. Nl 131,

gdzie K zalezy tylko od n i od $tosowanej arytmetyki, R = M/m, M — najwigksza, m — naj-
mniejsza wartosci wiasne macierzy A. (4213 12V oznaczaja tu nadal normy euklidesowe).
Czynnik R pojawia si¢ w oszacowaniach typu (10), (11) i (12) w nastgpujacy sposéb:

lyxxy —IN<K,-R-2¢%

ix-v.-cl<k,- -RrY?.2%.lxl,

gdzie K;, K, — stale zaleine tylkoodnir.
Dla uzyskania twierdzeh 1 i 2 musimy zatozyé ograniczonos¢ R, (1 +n - R - 27 = 1).

-5.2. W swym referacie o analizie numerycznej na konferencji IFIP 1971 W. Kahan sfor-
mulowal pogladowo pojecie numerycznej stabilnoéci (poprawnosci) algorytmu (por. [8]):
,rozwigzanie zadania, otrzymane algorvtmem numerycznie poprawnym, jest-trochg znie-
ksztalconym doktadnym rozwigzaniem zadania o trochg znieksztatconych danych”. Mozemy
latwo sprawdzié, Ze warunki (11), (l 2) podane w 1.4 s3 réwnowazne formule Kahana. Poka-
zemy najpierw, ze dla czynnikéw ¥, C, spelmaja‘cvch (5), (11) i (12) istnieja macierze:

Y (n X 7) o ortonormalnych kolumnach, € (r X r) tréjkatna gérna, é".’. > 0, takie, ze:

@) 1y — yu\ 2t Ky N2 1P,
(ii) |Ic—c|l< 2t Ky N2 - ICH,
Gi)  Ix— XN < K, Ixl,daX=7.¢.

Niech vic be¢da czynnikami rozktadu ortogonalno-tréjkatnego macierzy 4 (z (11) wynika,
ze ¥ jest dla dostatecznie duzych ¢ rzgdu r):

~ A

AT I
Y=Y.G, Y'.vY=1, g’.’.>0.
Stad, uwzgl¢dniajac (11), natychmiast otrzymujemy

GT.G=YT.¥=1+8, IBl<2t. k,.

Macierz G jest wigc czynnikiem rozktadu Banachiewicza — Cholesky’ego symetrycznej do-

datnio okreslonej macierzy I + B z I Bl rzgdu wielkosci 27 (por. [6], str. 9). Z analizy pro-
cesu Banachiewicza wynika natychmiast, ze G = I + P, gdzie P jest macierzg gérng tréjkatng
il+ "P"T 1. Poniewaz

B=U+P)T(q+pP)—1=PT + P+ PTP,

Zb,, T2 2 2 0]

i<j

zatem
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skad
el < iBIn2 < 2K 2.

A wigc
17 - Pl=17 (¢ -nl= ufz.pn§ upufz-t K A2r - 171

gdyz I Plh=/r. Przyjmujac ¢=¢.C, otrzymujemy oczywiécie -
Ci=8y >0,
Sraz
IC—Eh=lp. q+pyt.Cl <2* kN2 Ich.
Wreszcie, zauwazajac, ze

A A A A ~ ~ ~

X=Y-C=Y-G-C=Y-C,

otrzymujemy (iii).
Réwnie latwo sprawdzamy, ze w przypadku, gdy dla pewnych K ;» spetnione sg warunki
(i) — (iii) oraz

AT A A ~ A e ,
Y'.Y=1, X=Y-C, C, C tréjkatne gorne, ¢ >0,
to prawdziwe s3 oszacowania

||3>’T.?_1ul<2"1<1 V2,

Ix - ¥. CI<2? (K, + Ky -V2) - Uxll.

-

Tym samym wykazali$my réwnowaznos¢ formuty Kahana z warunkami typu (11), (12) dla
przypadku zadania rozktadu ortogonalno trdjkatnego.

5.3. Jesli macierz X (n X r) jest rz¢du r (r <n) oraz macierze X= )?(t) sg zbiezne do X
dla t = %o, to réwniez macierze b's sa rz¢du r dla dostatecznie duzych ¢. Istniejg zatem dla do-
statecznie duzych ¢ okre§lone jednoznacznie czynniki Y= }/"(t), C= 6(t) rozkfadu ortogonal-
no-tréjkatnego (typu (3), (4), (5)) macierzy . X).

Z faktu ogramczonoscx norm ||C(t) I=1X (t)l oraz z jednoznacznosci rozktadu X = ¥ - C
wynika zbieznosé¢ Y(t) =Y, C(t) = C przy t > o,

Z warunkdw (i), (ii) punktu 5.2 otrzymujemy wigc natychmiastowy wniosek: macierze
Y= Y(t) C= C(t) spelniajace warunki (11), (12), (5) sg zbiezne do Y i C odpowiednio przy

t > oo,

5.4. Jako przyklad zastosowari algorytmu GSPO (oraz wynikdw jego analizy) rozwazmy
zadanie rozwigzania ukfadu réwnan hmowych AR = b z dang nieosobliwg macierza
A (n X n) oraz wektorem wyrazéw wolnych b (n X 1). Zastosowanie GSPO w tym przy-
padku polega na rozktadzie tréjkatno-ortogonalnym macierzy A

A =L-Q,

gdzie L tréjkatna dolna, Q — ortogonalna. Zatem szukane rozwigzanie X* A1 , daje si¢
wyrazi¢ w postaci:

=0Ty, gduiey=L15.
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