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A. KIEŁBASIŃSKI (Warszawa) 

Analiza numeryczna algorytmu ortogonałizacji Grama-Schmidta 

1. Wprowadzenie, oznaczenia 

1.1. Wektory rzeczywistych skończenie wymiarowych przestrzeni kartezjańskich będzie­
my oznaczali małymi literami alfabetu łacińskiego ze „strzałką", ewentualnie z jednym lub 
dwoma wskaźnikami, np. J, tj, z~k). Wektory te utożsamiamy z jednokolumnowymi macie-
rzami, których elementami są współrzę.dne wektorów. Współrzędne te oznaczamy tą samą 
literą, opuszczając „strzałkę", a dopisując numer współrzędnej, jako pierwszy, dolny wskaź-

nik, np. oto zapis i-tvch współrzPdnvch w/w wektorów: d., x .. , z~pk}. Wektorv-kolumnv mo-
• 't • i •J i • • 

gą być łączone w macierze wielokolumnowe, oznaczane odpowiednimi dużymi literami.. Np. 
z układu wektorów{i·}· = 1 2 przestrzeni n-wymiarowej możemy zbudować macierz 

J J ' ' ••• 'r 
r-kolumnową X= (; 1 I ~21 ... 1.: } = (x . ./ ':_ 1

1 • 
2
2 ' ···' n. XT oznacza macierz transponowaną r iJ J - , , ••• , r 

do macierzy X, ;_T - macierz jednowierszową (o n kolumnach}. Iloczyn skalarny wektorów 
zapisujemy jako iloczyn odpowiednich macierzy: 

n 
-..T+ ~ 
U v=L.._, U,:·V., 

i= 1 • z 

przyjmując zarazem indukowaną przezeń normę wektorów 11.Xll = Jf.TI. Ten sam symbol 
normy w przypadku dowolnych macierzy oznacza tzw. normę Schura: llXll =~(por. 
[5],str.117}. i,j 

Iloczyn we
0

ktora y przez liczbę c zapisujemy zawsze w kolejności y · c (nie c · y !}, tak, 
aby liczbę c można było utożsamiać z macierzą jednoelementową. Litera n pznacza wymiar 
rozważanej przestrzeni. Dla uproszczenia niektórych zapisów wprowadzamy również wekto-
ry o mniejszej liczbie współrzędnych. 

1.2. Rozważania nasze dotyczą obliczeń przeprowadzanych w tzw. rachunku zmienno-
pozycyjnym. Za J .H. Wilkinsonem arytmetykę tą oznaczamy skrótem fl '.(por. [ 5], str. 8 
i nast.}. Literat oznacza ilość cyfr binarnej mantysy liczby zmiennopozycyjnej. Liczba 2-t 
stanowi oszacowanie błędu względnego reprezentacji rd dowolnej liczby rzeczywistej x w tej 
arytmetyce: 

lx -rd (x)l ~ 2-t lxl. 
Liczba 2-t jest dla współczesnych emc bardzo mała ( 10-12 -10-8 ). Często możemy pomijać 
w oszacowaniach składniki rzędu n • 2-t a nawet n 2 2-t w obecności składnika rzędu 1. Po-

. zwala to na znaczne uproszczenie zapisu. Należy jednak korzystat z tej możliwości rozważ­
nie, aby mimo tych uproszczeń przeprowadzana analiza dostatecznie wiernie przedstawiała 
istotne cechy procesu obliczeniowego. Sprecyzujemy pojęcie, pozwalające określić sens ta-
kich uproszczonych oszacowa.l. 
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Wprowadzimy symbol równości przybliżonej. Niech a(t), b(t), będą.funkcjami argumentu 
t, t ~ 1. Zapis 

a(t) 1 b(t) 

oznacza, że istnieje stała K, taka, że dla każdego t dostatecznie dużego zachodzi nierówność 

la(t) - b(t) I :r;;;;, K · 2-t I b(t) I. 
Np. 1.5 + 3n · 2-t 11.5 (K ~ 2n). 

Warto podkreślić, że w dalszych rozważaniach tego artykułu odpowiednie stałe K są co 
najwyżej niewielkimi krotnościami n (lub n 2 ). Łatwo sprawdzimy, Że równość przybliżona 
jest relacją zwrotną, symetryczną i przechodnią. Z a(t) l b(t) wynika a(t) · c(t) 1 b(t) · c(t), 
nie wynika natomiast na ogół a(t) + c(t) t b(t) + c(t). Relacja ta jest jednak prawdziwa, jeśli 
sign (a(t)) = sign (c(t) ). 

Wprowadzamy również symbol nierówności przybliżonej: 

a(t) :r;;;;. b(t), 
1 

co oznacza a(t) < b(t) lub a(t) t b(t). 

1.3. Rozważamy numeryczną realizację następującego zadania: Dla danego układu 
{~jh= l, 2, ... ,r liniowo niezależnych wektorów (n ~r) należy wyznaczyć układ orton_or-

malnych wektorów {y ·} . = 1 2 : 
J J ' '••• 'T 

(1) y! y.= . {o, i::f=j, 

ł 1 l, i=j, 

takich, by każdy z wektorów ;k stanowił kombinację liniową wektorów y 1, Y2, ... , y k: 

(2) 

Warunek ortonormalności możemy zapisać w postaci macierzowej: 

(3) yTy=/, 

gdzie Y = (y1 l:Y'2 I ... ly,), zaś I macierz jednostkowa (r X r). Warunek (2) zapisujemy analo-
gicznie równością: ~ 

(4) X= Y· C, 

gdzie X= (#1 lt2I ... I 't ), zaś C = (cpk)p k = 1 2 jest macierzą górną-trójkątną. r , , , ... ,r 
Liniowa niezależność kolumn macierzy X gwarantuje istnienie rozkładu ortonormalno-

·trÓjkątnego (4). Dodatkowe warunki, np.: 

(5) (i=l,2, .. „r), 

zapewniająjednoznaczność tego rozkładu. Uzasadnienie algorytmu Grama-Schmidta stano-
wi w istocie dowód konstrukcyjny tego faktu. Tu przedstawimy jedynie pobieżny jego za-
rys. 

Przyjmując Y1 = l1 / llt1 li, w oparciu o założenie indukcyjne istnienia i jednoznaczności 
wektorów y1 , Y2, .. „ yk-l' spełniających warunki (3), (4), (5) dla r = k - 1 i podstawiając 
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(6) (p=l,2, ... ,k-1) 

łatwo sprawdzamy, że dla dowolnego l = 1, 2, ... , k wektor 

l-1 
~l) _ + ~ + 
zk - xk - ~ Yp cpk 

p=l 
(7) 

. 1 d k ' + _. ..._ (z' d k ' +(l) . . b ' k Jest ortogona ny o we torow Yt, Y2, •.. , y1_ 1. a en z we torow zk me moze yc we to-
rem zerowym, gdyż przeczyłoby to liniowej niezależności 'wektorów ~1 , ~2 , •.• , ~k). Przyjmu· 
jąc 

(8) 

oraz 

(9) 

otrzymujemy łatwo przejście indukcyjne do r = k. Wzory (6)-(9) opisują tradycyjny algo-
rytm Grama-Schmidta. (Będziemy pisali odtąd skrótem: algorytm GS). Realizuje on, jak 
widzieliśmy, rozkład macierzy X (n X r) or liniowo niezależnych kolumnach na iloczyn 
macierzy Y (n X r) o kolumnach ortonormalnych, przez m~cierz trójk1tną C (r X r), 
o dodatnich elementach na przekątnej. 

1.4.Jakość otrzymanych w rachunku numerycznym czynników rozkładu powinniśmy 
oceniać na podstawie racjonalnych kryteriów analizy numerycznej (por. [1], [5 ]). Należy 
zatem uznać za zadowalający taki algorytm, który wytwarza błąd, porównywalny z bł~dem 
reprezentacji numerycznej wyniku lub z wpływem błędu reprezentacji numerycznej danych 
zadania. 

Możemy łatwo sprawdzić, że samo zastąpienie „prawdziwej" macierzy danych X oraz 
czynników jej rozkładu Y, C, przez ich numeryczne reprezentacje w fl: x', Y 1

, c', może 
wprowadzić w warunkach (3), (4) zakłócenia, dla których najlepsze oszacowania są postaci: 

lly'T y' - Ili~ 2 Vr· 2-t 
1 ' 

(10} 
llx' - v'c'll ~ (2 + ~). 2-t llxll. 

1 

Dlatego nazwiemy numerycznie stabilnym (lub numerycznie poprawnym, por. 5.2 oraz [ 1]) 
~g~tm, dla którego istnieją stałe K 1 , K2 (niezależne od t), takie, że wyznaczone czynniki 
Y, C rozkładu dowolnej macierzy X (n X r) spełniają. nierówności 

(11) 

(12) 

llY'rv -111 ~K1 • rt. 
llx - Y' Cli~ K2 • rt .11x11. 

~ożna łatwo sprawdzić, że warunki (11), (12) wraz z (5) zapewniają zbieżność Y ~ Y, 
C ~ C, gdy t ~ 00 (por. 5.3). 

1.5. Jak siit przekonamy, tradycyjny algorytm GS nic jest numerycznie poprawny {dla 
algorytmu tego istnieje stała K2 , nic istnieje jednak uniwersalna stała K 1 ). 

Zanalizujemy również numerycznie poprawną modyfikacji;; algorytmu GS. Algorytm GS 
był omawiany w licznych pracach (np. I 1 l, I 3], I 9 ]). Publikuj<1c ten artykuł chciałbym uła­
twić polskiemu czytelnikowi dost~p do tej problematyki. Analiza tu przedstawiona, w kilku 
punktach wykracza poza zakres znanych mi publikacji. 
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2. Analiza typowych operacji w algorytmach ortogonalizacyjnych 

2.1. Zakładamy, że wynik każdego „maszynowego" działania arytmetycznego na repre-
un tacjach zmiennopozycyjnych jest poprawną reprc:>:entacją prawdziwego wyniku. Tzn. 
w przypadku np. dodawania, jeśli a i b są swoimi reprezentacjami (rd (a) = a, rd (b) = b ), to 
(por. [5 ]) obliczony wynik dodawania spełnia relację: 

( 13) fl (a+ b) =(a+ b) (1 -c), 

To samo dotyczy odejmowania, mnożenia, dzielenia a także operacji pierwiastka kwadrato-
wego. 

(13') fl (Va) =Va (1 - p), 

Taką. arytmetyk~ ma między innymi Odra 1204 z t = 36. 
Zapis typu (13) niekiedy wygodniej jest zastąpić zapisem postaci: 

fl (a+ b) =(a+ b)/(1 -17), 

przy czym 

[17[ ~ 2-t /(1 - 2-t) = 2-t. 
, 1 

Proste operacje na wektorach dają, się. równie łatwo zapisać: 

(14) { 

fl (i!± V)= diag (1 - si) (u± t), 

fl (y · c) = diag (1 - O i) · y · c, 

Ie.I~ 2-t, 
z 

10.1~2-t. z 

W zapisie takim będziemy systematycznie stosowali liter~ i dla oznaczenia numeru bieżącej 
wspóh'zędnej, diag (ai) oznacza macierz diagonalną (przekątniową) o elementach a 1 , a2 , ••• , 

an, na głównej przekątnej. 
Uwag a. Jeśli arytmetyka danej emc nie gwarantuje spełnienia zależności (13) dla sumy 

lub różnicy, to niektóre z podanych w tej pracy oszacowań muszą ulec pewnej modyfikacji 
(por. [5.], str_ 22). 

2.2. Numeryczne obliczenie iloczynu skalarnego, s = fl (a Tv), możemy zrealizować różny­
mi sposobami. Sposób standardowy jest opisany w [ 5], str. 3 0-3 2, tu zapiszemy go 
w pseudo-algolu: 

IS: so := O; 
for p := 1 step 1 until n do 
Sp := Sp-1 +Up X Vp; 
S := Sn 

W niektórych przypadkach możemy uzyskać lepsz.1 dokładność, uwzglę_dniając poprawkfi. 
M</>llera (por. [2 ]): 

ISl: s0 := r0 := O; 
for p :== 1 step 1 until n do 
begin 

Zp :=Up X Vp;Sp := sp-1 +zp; 
Tp := Sp-1 -Sp+ Zp + Tp-1 

end; 
s := sn + rn 
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Wreszcie, w niektórych emc możemy wykonać stosunkowo łatwo kumulację iloczynu ska-
larnego na rejestrze podwójnej długości, z zaokrągleniem końcowego wyniku (por, [5], str. 
37 i nast.). Zapiszemy to, nawiązując symbolicznie do nazwy odpowieqniej procedury, pro-
ponowanej w ( 6]: 

IS2: s := innerprod (1, n, up, vp,p). 

Zgodnie z propozycjami w [5] i [2] obliczenia, w których systematycznie stosujemy 
algorytm IS, będziemy nadal oznaczać skrótem fl, natomiast w przypadku stosowania ISl -
skrótem fi, zaś w przypadku stosowania IS2 - skr6tem fl2 • 

Aby jednolicie i zwięźle zapisać wynik analizy tych trzech sposob6w obliczania iloczym• 
skalarnego, poshlżymy się. następującymi oznaczeniami (por. [5], str. 30 - 40 i [2]): 

(15) s = JT °J - d; 

n n-1 n 
(16) d=·&·s+ L f>p up· vp + L'flpsp = t>s+ L 'Yp X up X vp, 

p=l p=2 p=l 

z oszacowaniami: 

(17) 

których znaczenie wyjaśnia następująca tabelka: 

.'1 Tl r 
fl 1 1 n 

(18) li 2 o 2 

fl2 1.5 X 2-t 1.5 X 2-t 1.5 X 2-t X n 

Czę.sto bę.dziemy korzystali z następującej nier6wności, będącej prostą konsekwencją (16) 
i (17): 

(19) ldl ~ 2-t (luT vl + I'llull · llvll) 
1 

~ 2-t (1 +r) 11~11 · llvll. 1 . 

2.3. W algorytmie GS istotną rolę odgrywa obliczanie liniowych kombinacji wektorów 
postaci: 

Zależnie od sposobu organizacji obliczeń możc~y kombinack taką sumować wyraz za wyra· 
zem (fl), albo stosować ulepszone sumowanie (fl, fl2) w stosunku do każdej współrzędnej 
z osobna. Zgodnie z (15) i (16) zapiszemy wi<ic ogólną postać obliczonego wektora, 

l-1 
(20) t(l) = ~ - "'"""' y+ • c - h(l) L P P . , 

p=l 
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gdzie 

l-1 l-1 

(21) h(l) = diag ( &.) i(l) +"'""""' diag (8. ) y · c +' diag (TJ. ) • i<P) • L- •P P P ~ tp ' 
p=l p=2 

Ie.I~ 2-t, 18 ·p I~ 2-t Ll, ITJ·p I~ 2-t TJ. 
' ' 1 ' 

Dla analizy algorytmu GS potrzebne jest oszacowanie norm wektorów 1(1) i h(l) w przypad-
ku, gdy wektory Yp są wyznaczonymi przybliżeniami wektorów układu ortogonalnego, zaś 
Cp = f1(yT1) p . 

Z (8), (15) i (13') otrzymujemy zależność: 

gdzie (z (19)) 

Z (9) i (14) otrzymujemy 

(22) 

(23) 

Wynik ten dotyczy oczywiście wszystkich c kk i y k, k = l, 2t' ... , r. Zgodnie z ( 15) współczyn­
niki c p kombinacji przedstawimy w postaci 

(24) cp = f1 rr; ~) = cp - dp, 
df 

gdzie z (19) i (23): 

A •T + CP =yp X, 
(25) 

ldPl~2-t (lyJ~l+I'. llxll)~rt (1 +r). llxll. 

Zatem spełniona jest nierówność: 

(26) 

Wykorzystując to i nierówność (23), otrzymujemy z (20) i (21) oszacowania: 

Przyjmując dla p < l założenie indukcyjne: 
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otrzymujemy łatwo oszacowania: 

11;m11 :E:;; z • 11i11 
1 ' 

llh(l)ll :E:;; ~t (1 + .ó+ fi· l/2) · l · lliH. 
1 

(27) 

2.4. Oszacowania (27) możemy w istotny sposób poprawić, jeśli wyznaczony układ wek-
t?rów { Yp} p = l, 2 , •.• , l _ 1 jest w przybliżeniu ortonormalny. Oznacza to żądanie, by ma-
cierz 

B = (b„). ·- 1 2 l 1 = yT y - I 
łJ i, J - ' ' „. • - df 

miała dostatecznie małe elementy. Dla poprawienia oszacowań (27) wystarczy założyć, że 
zachodzi nierówność: 

(28) {3 = llBll2 = li yTy - 1112 :E:;; 0.5, 
df 

(li ·112 oznacza spektralną normę macierzy, por. [5), str. 116). Z założenia tego wynika, że 
wartości A macierzy yT Y leżą w przedziale 

(29) 1-{3:E:;;">-..:E:;;1+{3. 

Zatem macierz ta jest dodatnio określona, układ { Yp} p =: l, 2, •.. , 1 _ 1 jest liniowo niezależ­
ny, a ponadto 

(29 1
) llYlb = y'l+73. 

Wektor~ moze być rozłożony na składowe prostopadłe ił i it takie, że dla p = l, 2, „., I - 1 
h d ·-+T-+ 0-+ '+· k b' . k • -+ zac o z1 y p u = , zas v Jest om macJą we torow y p: 

l-1 
(30) ~=i!+ il, v = ) Y p · ą P = Y ą, 

T="I 
Stąd i z (29) otrzymujemy oszacowanie 

(31) (1 - {3) 11ą112 :E:;; 11t112 :E:;; (1 + {3) 11ą112 • 

Z (20) i (24) wynika, że 

gdzie 

Zatem, z (25), (30) i (29 1
) 

(3'2) 
:J{l) =i! - Y (Bq-d) - h(l), 

11J11:E:;;2-t ( 11yr~11 + rVt=l llill) :E:;; 2-t (y'1+73 + rVt=l) u11. 
1 1 

Z (31) i {29 1
) wynika, że 
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gdzie, z (28), 

(33) 
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llYBqll ~p llvll, 
1 

p = {3 .J(1 + {3)/(1 - {3) < 1. 

Stąd, z (29') i (32) otrzymujemy oszacowanie 

111(1) li ~Jlli1112 + p2 11zt112 + 2-t (1 + {3 + I'y(l + {3)(l - 1)) 11~11 + llh(l)H. 
1 

A więc, uwzględniając równość 11~112 = lli1112 + lltll2 , zapiszemy 

(34) 11.i(l) li~ 11~11 + llh(l) li. 
1 

Na podstawie (21) zapiszemy oszacowanie normy llh(l)ll w postaci: 

gdzie 

Zatem z (23): 

Stąd, z (29') oraz z (32): 

llM (YT~ + d)ll ~ 2-t L1 J(l + {3)(l - 1) 11~11. 
1 

i otrzymujemy nierówność: 

Zatem z (34) otrzymujemy jak poprzednio przez łatwą indukcj~: 

111(1) li ~ li.iii, 
(35) 

llh(l)11~2-t [1 + L1 y(l + /3)(1- 1) +Tl (l - 2)] llill. 
1 

2.5. Wzór (20) określa wektor t(l) + h(/), który zachowuje (por. (32)) składową. il wekto-
ra 't, ortogonalną do wektorów y , p < l, a w przypadku {3 dostatecznie małego ma składową 
prostopadłą. do it bardzo małą, lu$ przynajmniej znacznie mniejszą, niż odpowiednia składo­
wa wektora t . Ponieważ wektor h(l) jest bardzo mały w porównaniu z li.iii, wi<ic spostrzeże-

nia te odnoszą się w .pewnym stopniu również do samego wektora t(l). Przejście od wektora 

.i do wektóra t(l) nazywamy więc ortogonalizacją wektora .i' względem wektorów Yp, p < l. 
Niekiedy okazuje się. niezbędne kilkakrotne powtarzanie takiej ortogonalizacji. Potrzebna 
więc nam będzie analiza procesu iteracyjnego, zapisanego w pseudo-algolu algorytmem PO: 
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PO: ~ yT-~ } lj := wj; 
~ ~ ~ j=O,l, ... 
wj+l := wj- Y~; 

go to PO 

(Możemy tu przyjąć ?Jo =i, wtedy/~ =i, it 1 = 1(1)). 
Tak jak w{(3;; ~;:~~zimy rozkład ortogonalny każdego z wektorów iii/ 

(36) yT~j =O, ~ = Yqj. 

Z (32) i (35) otrzymamy zależności 

{ 

.... .... "i/. -+ h Wj+ l = uj - Y (B j-dj) - j' 

lld.11~2-t (li YTd.11 + p. v'f=1 · llit.11), 
J 1 J J 

ut.u~ 2-t (1 + L1. v(1+(3)(1-1) + 11 (1- 2)) 11~.11. 
J 1 J 

(3 7) 

Stą.d na podstawie (28), (32), (33) i (36) zapiszemy oszacowania 

uv.+ 1 11 ~tr nzu + gi nw.11, 
J 1 J J 

gdzie 

(38) 

llit.+lll;;;i: lli!.ll-g2 lliJ.11, 
J 1 J J 

ff= ff+ 2-t ( 1 + (3) = ~ + 2-t' 
df 1 

gt = gi(l) = 2-t [1 + (r + L1) y(l + {3)(1 - 1) +Tl (l - 2)], 
df 

g2 =g2(l) = 2-t [1 + Lly(l + {3)(1-1) +Tl (l - 2)]. 
df 

Jeśli llitjll > g2 llwjll, to dla wielkości 

O'.. = 11~.ll/llit.ll, 
J df J J 

otrzymujemy nierówność 

(39) 

' 

23 

Wielkość O'.j jest kotangensem ką.ta, jaki wektor Wj tworzy z przestrzenią, rozpiętą na we kto~ 
rach Yp, p < l. Aby uzyskać wektory ilij prawie ortogonalne do tej przestrzeni musimy 
osiągnąć wielkości O'.j bardzo bliskie zeru. 

_ Dla zbadania zachowania ciągu { O'.j} określimy jego majorantę: 

ao = O'.o, Ci.+l = (/3. a.+ gl ~)/(1 -g2 .J1 +a?). 
df J df J J J 
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·Łatwo można sprawdzić,"że dla każdego <i0 € (D, L), gdzie 

ciąg {<i;} jest malejący i zbieżny do granicy ~ D. Równocześnie spostrzegamy, że jeśli Ol.i ~ D, 

to r6wnieź Ol..+ 1 ~ D. 
1 1 

Udowodniliśmy zatem następujący 
LEMAT 1. jeśli wektor Wo zawiera składową i!0 , prostopadłą do wektorów Yp, p < l, ta-

kq, że llu0 li> g2 (l) ·.11~0 li (por. (38)), i jeśli speJniony jest warunek .(28), to dla dostatecznie 
dużych j każdy wektor Wj (otrzymany algorytmem PO) tworzy z_pewnym kierunkiem pro-
stopadłym do we~torów Yp• p < l, kąt nie większy niż g 1 (l)/(1 - (3). 

Interesuje nas ocżywiście ilość kroków, potrzebny~h do osiągnictcia tej maksymalnej gra-
nicznej dokładności w algorytmie PO. Zależy ona od {3 i Ol.o. Grubą charakterystykę ilości 
kroków s otrzymujemy z warunku: 

2.6. Specjalne znaczenie ma przypadek, gdy 

(40) 

przy czym 

(41) 

J cśli założymy 
(42) 

to 

A wi11c prawdziwy jest 

l+l(J=l. 
1 

Ol.o ~ 10/(11 · K2 ), 
1 

Oi.1 ~ lO(lfJ + gi )/g2 = N, 
1 df 

Ol.2 ~ lfJ . N+ Kt Jt + N2, 
1 

LEMAT 2. jeśli zachodzq zależności (40) - (42), to w procesie PO już wektor W3 osiąga 
maksymalną graniczną dokładność: 

(43) 

Niewielkie wzmocnienie (41) i (42) pozwala twierdzić to samo już o wektorze W2. 

3. Analiza algorytmu GS 

3.1. W myśl ogólnych zasad, wskazanych przc~fH. Wilkinsona (por. [5], str. 9-10) prze· 
prowadzimy analizfi rozważanego procesu, konstruując pozorne zaburzenia, równoważne 
wytworzonym błc;dom. Symbole il1), y k, cpk oznaczaj'\ więc obecnie wielkości obliczone, 
a nie wielkoki „prawdziwe", zdefiniowane zależnościami (6) - (9). Tradycyjny algorytm GS 
może być zapisany w pseudo-algolu w sposób następujący: 



GSl: 

EO: 

El: 
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for k := 1 step 1 until r do 
begin 

for p := 1 step 1 until k - 1 do 
·- y-.T-+ • cpk .- pxk' 

end 

k-1 
tkk) := ~k - L Yp X cpk; 

p=1 
ckk .- Hiik)ll; yk := 1<(>/ckk 

25 

Zapis ten pozostawia nieokreślony spos6b wykonywania instrukcji oznaczonej etykietą 
E 1. Jeśli chcemy posłużyć si~ jakimś rodzajem kumulacji, to najbardziej celowe byłoby rozpi-
sanie tej operacji na poszczególne wsp6łrzctdne: · 

El: for i := 1 step 1 until n do 

k-1 
z~Ż) := xik - L Yip X cpk 

p=1 

Jeśli jednak zamierzamy stosować wyłącznie standardową. arytmetykct fl, to taka organizacja 
jest nieistotna. Stosujemy wówczas raczej połączenie instrukcji EO i E 1 we w~6lną pętl«i: 

EOl: 111) := ~k; 
for p := 1 step 1 until k - 1 do 
begin 

cpk := "ff °tk; 

_ i~+l) := 1~) -Yp X cpk 

end 

3.2. Zapiszemy w odpowiedni sposób wektor 11k). Na podstawie {20) mamy 

k-1 
(44) t(k)=~ - ~ y ·c -h k k L p pk k 

p=1 

z odpowiednimi oszacowaniami normy llhk li, typu (27) lub {35). Ponieważ z zależności (22) 
i (44) wynika, te 

t(k)=y~ ·c +diag(e(k))j(k) 
k k kk i k ' 

wictc mozemy zapisać {44) w postaci: 

k 
(45) ~ -+ ~-+ 

xk-gk=LyP·cpk· 
p=l 

Dla wektor6w pozornych zaburzeń, gk = hk + diag (e~k >) zik), mamy oszacowanie postaci: 

(46) 
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gdzie K(k) określamy zgodnie z (27): 

(47) 

lub z (35): 

(48) 

K(k) = (2+L1+11 · k/2) · k, 

/((k) = 2 + L1v'(1 + {j)(k - 1) + 11. (k - 2). 

Z zależności ( 45), ( 46) wynika natychmiast następujące 
TwIERDZENIE 1. Czynniki Y i C otrzymane algorytmem GS spełniają zależności 

(49) X- G = Y· C, llGll ~ 2-t. K(r) llxll, 
1 

przy czym K(r) określamy wzorem (48) w przypadku, gdy układ {Yk} spełnia warunek przy-
bliżonej ortogonalności (28), zaś wzorem (47) w pozostałych przypadkach. 

3.3. Aby sprawdzić, czy spełniony jest również warunek (ll), musimy oszacować ma-
cierz symetryczną. B = yT Y - I. Zadowalające osza.cowanie dla elementów diagonalnych 

df 
b kk, uzyskujemy natychmiast z (23). Stwierdzamy, że 

(50) 

Zbadajmy przypadekj < k. Z (45) otrzymujemy 

k-1 

bjk M;y;r;k = ;,~~k - L Yp. cpk -ik)tckk' 
p=l 

Mnożąc składniki w nawiasie przez -YJ oraz uwzględniając (24), (26), (19) i (46) otrzymujemy 

k-1 

(51) bjk = -(L b;p. cpk -d;k + Yfi~lckk' ld;kl =f rt<1 + r) 11~k11. 
p=l 

oraz oszacowanie modułu: 

(52) 

Oszacowania (52) nie możemy w istotny sposób poprawić. Zła ortogonalność wektorów yj' 
yk (j < k) może wyniknąć w przypadku, gdy llxkll > li.tik) li, a również może być konsek-

wencją. złej ortogonalności wektora Yj z którymś z wektorów Yp, p < k (czemu odpowiada 
duże lbjp I). Tradycyjny algorytm_ GS nie jest wi<ic numerycznie poprawny w odniesieniu do 
warunku (11). Ortogonalność konstruowanych wektorów yk może być dowolnie zła. Łatwo 
możemy to sprawdzić na drodze eksperymentalnej (por. np. [5], str. 124). Przypadek 
llikll > Hllk) li możemy interpretować, jako przybliżoną liniową zależność wektora 'tk od 
wektorów Yp, p < k, a więc i od wektorów :p, p < k. Założenie „silnej" liniowej niezależno­
ści układu wektorów {~p} pozwala na uzyskanie pewnych oszacowań dla macierzy B (por. 
np. [ 7]). Można by więc mówić o numerycznej poprawności algorytmu GS w węższej klasie 
zadań, dla macierzy X o „dostatecznie silnie" liniowo niezależnych kolumnach. Ogranicze-
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nie klasy zadań musi być jednak bardzo silne, aby odpowiednie oszacowania miały jakiekol-
wiek znaczenie praktyczne. Dlatego pomijam tu te rozważania. 

4. Modyfikacje algorytmu GS 

4.1. Najwatniejsza modyfikacja algorytmu GS polega na „wymuszeniu" dobrej ortogonal-
ności wektorów {:Y ·}. = 1 2 przez ewentualną dodatkową ortogonalizację wektora 

J J ' ' ••• ' r 1ik) w stosunku do y1 , y2 , ••• , yk-l (1 < k :E;;;r). Z rozważań poprzedniego rozdziału w~ni-
ka bowiem, że, przy dostatecznie dobrej przybliżonej ortogonalności tych wektorów, jedynie 
relacja lltkll ~ lltlk)ll może zadecydować o złej ortogonalności nowego wektora yk do wekto-
rów y.,j < k. Qeśli lltkll ~ 11;(kk)ll, to ortogonalność układu{Y·}. = 1 2 k b<i,dzie dobra bez J 1 1 , , •.. , 
dodatkowej ortogonalizacji wektora ~k)).Jeśli llxkll ~ llllk)ll, to, zgodnie z p. 2.5, mamy 

szans<i uzyskać wektor znacznie lepiej ortogonalny do wektorów yj' j < k, ortogonalizuj~c 

.tik) wzgl<idem tych wektorów, tzn. zastępując .tik) wektorem zk, zdefiniowanym operacjami: 

(53) 
{ 

f ·= y„Tt(k) pk . p k 
k-1 

- ·- „(k) zk .- zk -,L Yp ·fpk' 
p=l 

(p= 1, 2, „ .•. k -1), 

0rtogona1ność wektora zk do wektorów 'Yr i< k, bę.dzie dobra, jeśli bę.dzie spełniony waru-
nek llZ/e li =::: 11.żlk) li. (Gdyby warunek ten rtie był spełniony, można by ewentualnie operację 
ortogonalizowania powtórzyć w stosunku do wektora zk ). w ten sposób możemy otrzymać 
wektor yk, 
(54) ;k := z-k111.zk11, 

dobrze ortogonalny do poprzednich wektorów Yr W zwi<izku z tym pomysłem pojawiają się 
pytania, z których przytoczymy dwa najważn1ejsze: 

- co zast'lpi poprzedni czynnik C rozkładu ( 4) i czy nadal będzie spełniony warunek 
(12)? 

- czy postępowanie to gwarantuje osi'lgnię.cie dobrej ortogonalnoki układu {y .} ? 
Odpowiedzieć na te pytania możemy dopiero po szczegółowej analizie rozwa1inego pro-

jektu modyfikacji. Algorytm, który tu pobieżnie opisalismy, bę.dziemy naz~ali „algoryt-
mem GS z poprawianą. ortogonalizacją", co oznaczymy skrótem GSPO. 

4.2. Wprowadzimy bardziej złożone oznaczenia. Niech Y p oznacza macierz (y 1 I y2 I ... ly p), 
i analogiczne znaczenie nadajmy symbolom X p, C p; I p. Posługując się taką symbolik'! może­

p 
""' -+ • , • y -+ d . -+ [ ]T my sum<c,L.,., Yfj zap1sac w postaci p c, g zie c = c 1 , c2 , „., cp . 
j=l 

Jeśli c. = fl (y!;), to z (19) i (23): 
ł ł 

(55) c=YT;_J 
p ' 

11J11:=e;;;2-t (lltn + ,.;p. r. 11~11). 
1 

Nast<1pnie wprowadzamy dalsze oznaczenia: 

(56) 
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Oczywiście zachodzi 13p· ~i.pp ~ v'P · (3p (por. (5], str. 117). 
Załóżmy, że dla pewnego k, k > 1, i.pk-l jest bardzo małe, rzędu wielko§ci 2""t, a ponadto 

wielkość: · 

(57) 

jest znacznie mniejsza od jedności. A wi~c dla wyznaczenia yk w algorytmie GSPO konieczna 
jest powtórna ortogonalizacja, zgodnie z wzorami (53), (54). Otrzymujemy zatem: 

(58) 

gdzie, na podstawie (35) oraz (55): 

(59) 
llhkll ~ 2-t· (1 + L1 v'k=i +Tl (k-2)). 111ik>11, 

11~k11~2-t (11~11+~ r lltik>n). 

(wykorzystaliśmy tu relację_ l + (3k-l = 1). 
Gdy wstawimy w (58) na miejsce 1\k) odpowiednie wyrażenie z (44), to otrzymamy (sto-

sując nową symbolikę): 

- ~ + + + -zk = xk - yk-1 (ck+ fk) - (hk + hk). 

Ponieważ zamiast wektora ck 7 i,., możemy efektywnie mieć tylko wektor ~, 

(60) ~=n(tk+1:>=tk+~+~. 11~11~rt11c-k11, 

wi~c 

(61) 

przy czym 

(62) 11~11 = llhk + 'hk - Yk_ 1 ~n~2-t [2 + L1~ +Tl (k - 2) J (1 + 'Yk) n:kn. 

Podobnie więc, jak w :e_unkcie 3.2, wnioskujemy, że algorytm GSPO pozwala na wyzna-
czenie takich czynników Ck , Y k, że 

xk = Yk ·ck+ ck, 
(63) 

nG'kn ~ 2-t (5+2L1~+2.11 (k - 2)] · nxkll. 

Wiemy bowiem z p. 2.6, że przy założeniu 1 + i.pk-l ~ 1 algorytm PO osiąga maksymalną 
graniczną dokładność w co najW)'źej trzech krokach, przy czym krok trzeci jest potrzebny 
jedynie wtedy, gdy 1+'Yk~1. Stąd wystarczy zastąpić mnożnik 1 + 'Yk przez 2, aby otrzy-

mać oszacowanie (63), uwzgl~dniające wszystkie przypadki „zbieżności" procesu PO.Jeśli 
jednak proces PO nie byłby „zbieżny" (ze wzglcedu na lemat 2 możliwe tylko wtedy, gdy 
llz"!jll ~g2 (k) llwjll), to z zależności (36) - (38) otrzymalibyśmy zależność 

llfkll/ u;ku ~(g1 (k) + g2 (k) + i.pk_ 1) 2. 

A więc, zastępując wektor zk dowolnym, choćby „losowym" wektorem o normie g2 (k) li~ k li, 
nie naruszymy oszacowania (63). 
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4.3. Obecnie zajmiemy się zbadaniem zachowania ciągu{ipk} k = 1 2 , gdzie ' ' ... ,r 

Macierz Bk daje sict przedstawić w postaci klatkowej: 

gdzie, zgodnie z (56): 

(64) 

Oczywiście zachodzi równość: 

(65) 

Z (50) otrzymujemy natychmiast 

(66) 

(
Bk-1 bk ) 

Bk= +T b ' 
bk-1 kk . 

lfJ1 = lb11 I~ 2-t (5 +I'). 
1 

Tak jak poprzednio, zakładamy, źe 1 + l{Jk- l 7 1. 
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Z rozważań w punktach 2.5 i 2.6 wynika, że wektor yk otrzymujemy normalizując wek-
tor ZZ, dla którego spełniona jest zależność typu (43) (z l = k). A więc przenosi si<c to z nie-

::::ką zmraną na wek{tor :: ~ U + .J, y k- I i1 = ii, 

n V'll ~ 2-t [ 2 + ( r + L1) ~ + 11 ( k - 2)]. · 

Stąd i z (64) 

llbkll = 11Yr_ 1 vll ~ llVll ~ 2-t [2 +(I'+ .d) v'k=! + 11 (k - 2) ]. 

Z (65), (66) i (50) otrzymujemy zatem oszacowanie 

k 

(68) l{Jk ~ 2-t [k (5 +n2 + 2 L [2 + (r+Ll) v'P=1 +11 (p-2)]2]1!2. 
p=2 

Z (68) i (63) wynika 
TWIERDZENIE 2. Czynniki Y i C wyznaczone algorytmem GSPO spełniają zależności r r 

llx - Y . cli~ 2-tK2 llx 11, r r r 1 r 

ze stałymi K 1 , K 2 określonymi tabelką: 

fi 

(r + 2) · (n + 1) 4.2 · (r + 3) 5.7~ 

3 + 2y;-=ł + 2r 5+4~ 5 
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U w a g a. Arytmometr z rejestrem podwójnej precyzji, stosow~ny zazwyczaj w arytme-
tyce fl2 może być wykorzystany do powi~kszenia dokładności również niektórych innych 
operacji (poza obliczaniem iloczynu skalarnego). Dlatego oszacowania podane w tabelce dla 
tej arytmetyki mogą być w takim przypadku nieco poprawione. 

4.4. Twierdzenie 2 zapewni~ uzyskanie w algorytmie GSPO dobrych wyników, jeśli przy 
wyznaczaniu każdego wektora y k, k ~ r, osiągniemy w algorytmie PO maksymalną graniczną 
dokładność. Zgodnie z p. 2 .6 należałoby wi<ic wyznaczać y k, normalizując taki wektor Wj+ 1, 
któremu odpowiada wartość '7+ 1, spełniająca nierówność: 

a:.+1 ~ gi(k) = 2-t [1 +(I'+ L1) Vk=1 + T/ (k - 2) ]. 
J 1 . 

Lemat 2 gwarantuje (przy pewnych za.łożeniach), że własność taką ma wektor w3 (j = 2}, 
ale dobrze byłoby przerwać proces PO wcześniej, jeśli wektor w2 (lub wi) jest już „dobry". 
Z zależności (37} otrzymujemy (podobnie, jak przy wyprowadzaniu (39}} nierówność 

(69) x. = 11w.+1 11111w.11 ~J(1 + ~2 a:~)/(1 +a:?)+ gi, 
·-, df 1 1 1 1 1 

a stąd jeśli X;€ (0.5, 1), 

<ij ~ ( 1 - xj + 2 X; K 1 ) lxj · 
Wielkość X; potrafimy obliczać z dużą dokładnością, wic;c otrzymana nierówność pozwala 
efektywnie oszacować a:j, a na podstawie (39) również '7+ 1: 

a:j+l ~ (ff'J1 - xj + 2 X;K1 +Ki )IX;· 
Jak wynika z twierdzenia 2 i z (38}, oszacowania normy {3k-l sc:idla fl i fi w przybliżeniu 
Vk razy wię.ksze, niż g 1 (k}, zaś dla fl2 , 6 ..Jk -razy wi~ksze. (Możemy jednak liczyć na to, 
. źe /3k-l jest znacznie mniejsze od swego oszacowania). Wystarczy zapewnić wic;c wypełnie­
nie warunku 

(70} 2 1 
Xj>l-4·k 

aby a:j+ 1 nie przekroczyło poziomu 1.6 ·Ki (k} (dla fl, ft), lub 4.3 ·Ki (k} (dla fl2 ). Dopuszcze-
nie tej moźliwoki powiCi,kszyłoby o około 503 stałe K 1 dla każdej z rozważanych arytmetyk. 

W podobny sposób jak (69) otrzymujemy nierówności 

(Y. + Kif2 -1 ~a: .. 
'j 1 1 

Jeśli wi~c w proct:sie PO zachodzi równość przybliżona 1 + Xi ~ 1, to jest to możliwe jedynie 
wtedy, gdy 1 + 0:1 ~ 0:1 (i gdy takie same relacje zachodziły dla Xo, a:0 ). Zatem mamy do 
czynienia z przypadkiem niespehiienia założeń lematu 1 (o którym już pisaliśmy w zakoń­
czeniu punktu 4.2). Najłatwiej spostrzeżemy ten przypadek, sprawdzając warunek postaci: 

llwj+l 11 ~ (g2 (k))2 
. llwoll • m 

dla jakiejś liczby m, rzc;du jedności lub dziesh1tek. 
Możemy wówczas albo kontynuować proces PO w oczekiwaniu, że wreszcie wyst~pi zja-

wisko „zbieżności"~ albo, w obawie przed „zacykleniem" procesu, możemy zastąpić wektor 
wj+Pj >O, jakimś wektorem losowym o odpowiednio małej normie. 
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4.5. Algorytm GSPO możemy zapisać w pseudo-algolu. 
GSPO: C := O; comment wyzerowanie tablicy C [1 : r, 1 : r]; 

for k := 1 step 1 until r do 
begin 

N2 := llxkll2 ; 

eps := 2-t X (1+L1~1+11 (k - 2)) X V/i2; 
PO: for p := 1 step 1 until k - 1 do 

begin 
•T + fp := xp X xk; 

cpk := cpk +fp 
end; 

k-1 
-xk .- xk - L, xP x fp; 

p=l 
Nl := llxkll 2 ; 

if N2 - Nl ~ N2/(4 X k) then 
begin 

N2 := Nl; 
comment tu można przewidzieć wprowadzenie 
na "tk losowego wektora o normie eps, 
jeśli np. Nl ~ 100 X eps2 ; 

go to PO 
end; 
ckk := sqrt (Nl); 

xk := xk/ckk 
end; 

Algorytm ten zastępuje stopniowo niezerowe wektory ;k ortogonalnymi wektorami yk, 
k = 1, 2, ... , r, oraz umieszcza w prawej górnej części tablicy kwadratowej C [ 1 : r, 1 : r] 
elementy cpk macierzy trójkątnej C rozkładu X= Y X C. 
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Proponowany algorytm stanowi oczywiście tylko gruby projekt programu i powinien być 
znacznie udoskonalony w trakcie adaptacji do konkretnego języka programowania. 

4.6. Algorytm GSPO jest co najmniej dwa razy bardziej pracochłonny niż algorytm GS. 
Używane są więc jeszcze inne mniej kosztowne modyfikacje algorytmu GS, o lepszych włas~ 
nościach numerycznych, niż algorytm tradycyjny. Można zapoznać się z nimi np. w pracach 
[ 1], [ 4]. Zapewniają one poprawność algorytmu w sensie spełnienia warunku ( 12), nato-
miast warunek ( 11) jest spełniony tylko wtedy' gdy układ jest „silnie liniowo niezależny"' 
lub jeśli stosujemy poprawianie ortogonalności, podobnie jak w GSPO. Być może, przedsta-
wimy je w przyszłości w dalszej części tego artykuhl. 

5. Uwagi końcowe 

5.1. Analiza algorytmów GS i GSPO, przedstawiona tu dla przypadku rozkładu ortonor-
malno-trójkątncgo macierzy rzeczywistej, przenosi się łatwo na przypadek zespolony. Jako-
ściowy wynik analizy pozostaje bez zmian, wzrastają jedynie wskaźniki kumulacyjne, K 1 , 

K2, gt, g2 · 
Wzorując się na powyższych rozważaniach można również dość łatwo zanalizować algo-

rytmy GS i GSPO w przyp"'-dku ortogonalizacji w sensie iloczynu skalarnego 
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(i! V' = it*7l -:J ' u'J:t df · 

dla danej macierzy hcrmiteowskiej.7l =(a .. ) .. _ l 2 dodatnio określonej. Pewnej zmia-11 i,J - , , „.,n 
nie ulegają wówczas niektóre oszacowania. Np. oszacowanie (19) błędu wytworzonego.przy 
obliczaniu iloczynu skalarnego (~. ~)Jl przybiera postać 

Id 1 ~ 2-t . x . R . 11 z:11 . 11 ;n, 
1 

gdzie K zależy tylko od n i od łtosowanej arytmetyki, R = M/m, M - największa, m - naj-
mniejsza wartości własne macierzy .?l. ( Hi!ll i lltll oznaczają tu nadal normy euklidesowe). 
Czynnik R .pojawia się w oszacowaniach typu (10), (11) i (12) w następujący sposób: 

li Y*.7l Y - Ili ~ K 1 • R · 2-t, 

llx - Y. <;li ~K2. R 112 • 2-t. llxll, 

gdzie K 1 , K2 - stałe zależne tylko od n i r. 
Dla uzvskania twierdzeń 1 i 2 musimv założvć ograniczoność R, ( 1 + n · R · 2-t = 1). • • • 1 

. 5.2. W swym referacie o analizie numerycznej na konferencji IFIP 1971 W. Kahan sfor-
mułował poglądowo pojęcie numerycznej stabilności (poprawności) algorytmu (por. [8 ]): 
„rozwiązanie zadania, otrzymane algorytmem numerycznie poprawnym, jest· trochę znie-
kształconym dokładnym rozwiązaniem zadania o trochę zniekształconych danych". Możemy 
łatwo sprawdzić, że warunki (11), (12) podane w 1.4 są równoważne formule Kahana. Poka-
żemy najpierw, że dla czynników Y, C, spełniających ( 5), ( 11) i ( 12) istnieją macierze: 
Y (n X r) o ortonormalnych kolumnach, C (r X r) trójkątna górna, tii >O, takie, że: 

(i) 

(ii) 

(iii) 

li y - Yll ~ 2-t K 1 IV2r . li Yll, 
1 

11c - en~ 2-t K11../2. 11811. 
1 

A t A A A 
llX-Xll~2- K 2 • llXll,dlaX= Y· C. 

1 

Nie_sh Y i G będą czynnikami rozkładu ortogonalno-trójkątnego macierzy Y (z (11) wynika, 
że Y jest dla dostatecznie dużych t rz«idu r): 

" Y= Y· G, )\T " Y · Y=I, 

Stąd, uwzglę.dniają.c (11), natychmiast otrzymujemy 

GT. G= yT. Y=I+B, 

Macierz G jest więc czynnikiem rozkładu Banachiewicza - Cholesky'ego symetrycznej do-
datnio określonej macierzy I+ B z UBll rzędu wielkości 2-t (por. [ 6], str. 9). Z analizy pro-
cesu Banachiewicza wynika natychmiast, że G =I+ P, gdzie P jest macierzą górną trójkątną 
i 1 + llPll = 1. Ponieważ 

1 

zatem 
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skąd 

A więc 

li y - Yll = li y ( G - /)li = li y. Pii ~ UPll ~ 2-t K 1 /V2r . li Yll 
1 1 

gdyż li Yll = Yr· Przyjmując C = G · C, otrzymujemy oczywiście 

t„=g .. · c-.. > o, 
u " u. 

nc - en= 11p. (/ + Pr1 . 811~2-t Ki/../2. 11811. 
1 

Wreszcie, zauważając, że 
A AA A· "'"""' 
X= Y · C = Y · G · C = Y · C, 

otrzymujemy (iii). 
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Równie łatwo sprawdzamy, że w przypadku, gdy dla pewnych Ki, spełnione są warunki 
(i) - (iii) oraz 

AT J\ 
Y · Y=I, 

A A /\ 

X= Y· C, "" A C, C trójkątne górne, cii >O, 

to prawdziwe są oszacowania 

li JrT · Y - Ili ~ 2-t K 1 V°2, 
1 

llx - y. cli ~ 2-t (K2 + K 1 • V2) . Uxll. 
1 

Tym samym wykazaliśmy równoważność formuły Kahana z warunkami typu (11), (12) dla 
przypadku zadania rozkładu ortogonalno trójkątnego. 

5.3. Jeśli macierz X (n X r) jest rzędu r (r ~n) oraz macierze X= X(t) są zbieżne do X 
dla t ~oo, to również macierze X są rzędu r dla dostatecznie dużych t. Istnieją zatem dla do-
statecznie dużych t określone jednoznacznie czynniki Y = Y(t), C = C(t) rozkładu ortogonal-
no-trójkątnego (typu (3), (4), (5)) macierzy X(t). 

Z faktu ograniczoności norm llĆ(t)ll = llX(t)ll oraz z jednoznaczności rozkładu X= Y · C 
wynika zbieżność Y(t) ~ Y, C(t) ~ C przy t ~ 00• 

Z warunków (i), (ii) punktu 5.2 otrzymujemy·więc natychmiastowy wniosek: macierze 
Y = Y(t), C = C(t), spełniające warunki (11), (12), (5) są zbieżne do Y i C odpowiednio przy 
t~oo. 

5.4.Jako przykład zastosowań algorytmu GSPO ~oraz wyników jego analizy) rozważmy 
zadanie rozwiązania układu równań liniowych :Jlx = ó z daną nieosobliwą macierzą 
~ (n X n) oraz wektorem wyrazów wolnych;; (n X 1). Zastosowanie GSPO w tym przy-
padku polega na rozkładzie trójkątno-ortogonalnym macierzy :Jl,: 

[J{ = L. Q, 

gdzie L trójkątna dolna, Q - ortogonalna. Zatem szukane rozwiązanie~* =:Jl-l b, daje się 
wyrazić w postaci: 

„ -1 ~ gdzie y = L b. 
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