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Sterowanie optymalne dla niestacjonarnego ukladu liniowego
z kwadratowym funkcjonalem kosztéw

(Praca wptyneta do Redakeyi 25.07.1997)

1. Wprowadzenie. W tej pracy rozwazamy dyskretny uklad sterowania
stochastycznego:

(1) Tr+1 = ArZ + Brug + Crwi,

gdzie xy jest n-wymiarowym wektorem w chwili k,k = 0,1,...,ug jest m-
wymiarowym wektorem sterowania w chwili k, £ = 0,1,..., a wy, k =
0,1,..., jest n-wymiarowym wektorem losowym o zerowej wartosci $redniej

i skonficzonej wariancji Xy, takim, Ze zmienne losowe w;, w; sa niezalezne
dla ¢ # j. Warunek poczatkowy z¢ w réwnaniu (1) jest n wymiarowym
wektorem losowym takim, ze zmienne losowe g 1 wy sg nieskorelowane dla
k = 0,1,.... Ponadto, dla kazdego k& = 0,1,..., A, Bx, Cr sa danymi
macierzami o wymiarach n X n,n X m i n X n odpowiednio. Dla uktadu (1)
rozpatrzmy funkcjonat kosztéw w postaci:

N-1
(2)  Jn(z0,u)=E Z (Qrzr, Tx) + (Rrug,uk)) + E(KzNn,TN).
k=0

gdzie Qi, Ry, K, k = 0,...,N — 1 s3 macierzami symetrycznymi, Qg,
k = 0,...,N — 1, s3 nieujemnie okreslone, a R, ¥k = 0,..., N -11i K
sa dodatnio okreslone, u = (ug,...,uy_1) jest zastosowanym sterowaniem,
a zp jest zadanym warunkiem poczatkowym dla réwnanie (1). Problem
sterowania optymalnego, na skoficzonym przedziale czasowym [0, N] polega
na znalezieniu takiego sterowania u = (uyg, ..., un—1) dla ktérego funkcjonal
kosztéw (2) osigga warto$§¢ minimalng. Sterowanie takie bedziemy nazy
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wadé sterowaniem optymalnym. Problem ten rozwigzuje nastepujace, dobrze
znane twierdzenie, ktérego dowéd mozna znalezé w [1]; str. 46.

TWIERDZENIE 1. Sterowaniem optymalnym w uktadzie (1) z funkcjon-
atem kosztow (2) jest sterowanie w postaci liniowego sprzezenia zwrotnego

(3) uy = — Lz,
gdzie
(4) Ly = (Ry + B Py41(K)Bi) ' BxPey1(K) Ay,

a P.(K) zadane jest rownaniem rekurencyjnym
(5) Pk(K) ZA/(kPk+1(K)(Ak—BkLk)-f-Qk, k=N—1,...,0

z warunkiem poczgtkowym

(6) Py(K) = K.
Ponadto minimalna wartosé funkcjonatu kosztow wynosi

(7) In (2o, w) = (Po(K)zo,Z0) + o,

gdzie g zadane jest réwnaniem rekurencyjnym

(8) gr = tr(Cx 2y Cr Py (K)) + gre1, k=N-1,...,0
z warunkiem poczgtkowym

(9) gy = 0.

Rozwazmy teraz zadanie sterowania optymalnego na nieskoniczonym
przedziale czasowym. W przypadku nieskoriczonego horyzontu czasowego
wprowadzmy funkcjonal kosztéw w postaci:

N-1
(10) J(zo,u) = lim lEZ((Qac ) + (Ryug, uk))
05 NN 2 kTks Tk EUk, Uk}).
Podobnie jak poprzednio zadanie sterowania optymalnego polega, na znale-
zieniu takiego ciggu sterowan u = (ug,uy,...) dla ktérego funkcjonal kosz-
téw (10) osiaga warto$é¢ minimalng. Sterowanie takie bedziemy nazywaé ste-
rowaniem optymalnym.

Przypomnijmy, ze macierz A nazywamy stabilng, jezeli jej wartoéci wlas-
ne maja moduly mniejsze od 1. Par¢ (A, B) nazywamy stabilizowalna jezeli
istnieje macierz K taka, ze macierz A + BK jest macierza stabilng. Pare
(A, B), gdzie A, B sa macierzami o wymiarach n x n i n X m, nazywamy
sterowalng jezeli macierz

[B AB ... A"'B]

ma, rzad n. Par¢ (A, C) nazywamy obserwowalna jezeli para (C’, A’) jest
sterowalna. Wreszcie pare (A, C) nazywamy wykrywalng jezeli istnieje ma-
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cierz K taka, ze macierz A + KC jest macierza stabilng czyli gdy para
(A’,C’) jest stabilizowalna.

W sytuacji, gdy wspoétezynniki Ay, Bg i Cy réwnania (1), Qp 1 Rx
funkcjonatu kosztéw (11) oraz macierz kowariancji X sg stale, to rozwiaza-
nie zadania sterowania optymalnego w ukladzie (1) z funkcjonalem kosztéw
(10) podaje nastepujace twierdzenie, ktérego dowéd mozna znaleié w [1],
str. 56.

TWIERDZENIE 2. Jezeli Ay = A, B, =B, Cr, =C,Qr =Q, R, =R > 0,
Yy = X dla k = 0,1,... para (A, B) jest sterowalna i para (A,/Q) jest
obserwowalna, to algebraiczne réwnanie Riccatiego:

(11) P=APA-APB(R+BPB)"'BPA+Q

ma doktadnie jedno rozwigzanie symetryczne nieujemnie okreslone P,
macierz

A—-B(R+B'PB)"'B'PA
jest stabilna, sterowanie w postact lintowego sprzezenia zwrotnego
(12) U = —(R+B'PB)"'B'PAz;, k=1,2,...

jest optymalne, a minimalna warto$é funkcjonatu kosztéw wynosi J(zo,u) =
tr(CXCP).

Nastepne twierdzenie, ktérego dowdd znajduje sie w (3], str. 63, pokazuje,
ze rozwigzanie réwnania (11) mozna otrzymaé jako granice ciagu pewnych
iteracji.

TWIERDZENIE 3. Niech spetnione bedg zatozenia twierdzenia 2, wéwczas

(13) P = lim Si(Sy),
k—oo
gdzie k =0,1,... dane jest wzorem rekurencyjnym

(14)  Sk(So)
= A,Sk_l(So)A - A,Sk_]_(S(])B(R + BISk_l(SQ)B)—IBISk_l(SO)A +Q

z dowolnym warunkiem poczgtkowym Sy > 0 1 2bieznosé w (13) jest jednos-
tagna wzgledem Sy, w kazdym obszarze ||So|| < ¢, gdzie ¢ jest pewng stalg
dodatnig.

Gléwnym celem tej pracy jest znalezienie sterowania optymalnego w
ukladzie (1) z funkcjonatem kosztéw (10) przy zalozeniu, ze wspdtczynniki
Ak, B i Cx réwnania (1), Qx 1 Ry funkcjonalu kosztéw (11) oraz macierz
kowariancji X, maja granice, gdy k£ — oo
lim Ay = A, lim By =B, lim Cy=C,

(1 5) k—oo k—o0 k—o00
im Xy =%, lim Qr=0Q, lim Rk =R >0
k- 00 k— o0 k— oo
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oraz macierz A jest stabilna, para (A,/Q) jest obserwowalna, a para (A, B)
jest sterowalna.

2. Asymptotyczne wlasno$ci algebraicznego réwnania Ricca-
tiego. W przysztych rozwazaniach wygodnie bedzie si¢ postugiwa¢ funkcja

P,SN) (K) okreslona wzorem
(16) PN(K) = Py_i(K), k=0,...,N,
gdzie macierze Py_;(K) zadane sa zaleznosciami rekurencyjnymi (4)-(6).
Na mocy (4)-(6) i (16) spelnia ona zalezno$¢ rekurencyjna:
17 PM(K) = Ay PNE) (Av—k — By-kIn-k) + @GNk,
k=1,...,N, P™M(K)=K,
gdzie
(18)  Ln—k = (Rv—i + By_x PV (E)Br—i) "' Br-x P (K) An—i
lub laczac (17) i (18) w jedno réwnanie
(19) PM(K) = Ay o P (K)An -
~ Ay PN E) By (B + By PN (K) By )™
X BN—kPISﬂ(K)AN—k +QN-k.
Nastepne twierdzenie charakteryzuje zachowanie P,C(N) gdy N dazy do
nieskonczonosci.

TWIERDZENIE 4. Zatdzmy, ze zachodzg rédwnosci (15) oraz, Ze macierz A
jest stabilna, para (A, B) kest sterowalna i para (A,/Q) jest obserwowalna.
Wowczas

&
. N
(20) lim S PM(K) =P,

N—oo
k=0

gdzie PISN)(K) zadane jest zaleznoscig (19), a P jest jedynym symetrycznym
dodatnio okreslonym rozwigzaniem réwnanie (11).

Dowdéd. Do dowodu tego twierdzenia bedzie nam potrzebny nastepu-
jacy lemat, ktérego dowéd znajduje si¢ w [2], str. 191.

LEMAT. Jezeli cigg macierzy {2, jest zbiezny do macierzy stabilnej 12, to
wstniejg state 0 < p < 1 1 ¢ > 0, takie, ze dla dowolnych liczb naturalnych
1> 017k > 1 zachodzi nierdwnosé

E—i—1
(21) | TT s < enh
§=0
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Wprowadzmy nastepujace oznaczenie
(22) L(A,B,Q,R,P) = APA~ APB(R+ B'PB)"'B'PA+ Q.

Wykorzystujac oznaczenie (22) réwnania (14) i (19) mozemy zapisa¢ w
postaci

(24) Sk(S()) :L(A,B,Q,R, Sk_l(so)), k= 1,2,...
i
(25) PM(K) = L(An—k, By—k, Qu—t, Bn—r, PN (K)),
k=1,...,N.
Ustalmy N > 0. Wéwczas z réwnania (19) mamy
(26) PN (K) < Ay PO (B) An—i + Qs
dla dowolnego k = 1,..., N. Korzystajac z oszacowan (21) i (26) mozemy
ciag PV (K iczyé jak ‘
ag P, ' (K) ograniczy¢ jak nastepuje
(27) 1P (R < (),
gdzie c(K) jest pewna stala dodatnia. Podobnie mozna pokazad, ze istnieje
stala c; (K) taka, ze
N

(28) IS: (P D < e (K,
dla dowolnych k,{, N, N > k > 1. Na mocy réwnosci (15) i nieréwnosci
(27) dla kazdego £ > 0 istnieje Ny takie, ze dla wszystkich N,k takich, ze
N—k>N,
(29) |AL(N, k)|l <,
gdzie
AL(N,k)

= L(A, B, Q7R’P]£N)(K)) - L(AN—kaBN—kaQN—kaRN—k)PJSN)(K))'

Dalej nietrudno zauwazy¢, ze dla kazdego € > 0 istnieje p > 0 takie ze
dla dowolnych macierzy symetrycznych nieujemnie okreslonych U, V takich,
ze U] < ci(K) i ||V]| < € mamy
(30) WU, V)] < ee,
gdZie W(Uv V) = L(A7Bu Q7 R) U+ V) - L(A, Ba Q) Ra U)

Pokazemy teraz, ze dla dowolnych € > 01 & istnieje stala c(k) taka, ze dla
dowolnych I, N, N — k — 1 > Ny (Ny jest stalg o jakie] mowa w nieréwnodéci
(29)) mamy
(31) 1Z(N,k, D]l < c(k,é),
gdzie Z(N,k,{) = PYN(K) — Sp(PV(K)). Dowéd praeprowadzimy przez
indukcje wzgledem k. Z (29) wynika prawdziwosé¢ (31) dla £ = 1
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(c(1) = 1). Zal6ézmy, ze dla pewnego k istnieje stala c(k) taka, ze nieréwnosé
(31) zachodzi dla wszystkich [, NN — k —1 > Np. Na mocy (29) mamy
wowczas

(32) P,
= L(AN-k~1-1, BN-k-1-1, @N-k~1-1, BN —k—1-1, P/Sfl)(K))
= L(A,B,Q,E, PY)(K)) — L(N, k + 1),
oraz
(33) ANk + D] <¢,
dla dowolnych [, N, N—k—1—] > Ny. Dalej na mocy zalozenia indukcyjnego
(30) 1 (32) mamy
(N)
(34) Pl (K)
= L(4, B,Q, R, Se(PV(K)) + Z(N,k,1)) — AN,k +1)
= Sk41 (B (K)) + W(Sk(B (K)), Z(N, k, 1)) — A(N, k +1)
= Sk+1(PN(K)) + Z(N,k + 1,1),
gdzie Z(N,k + 1,1) = W(Sg(PY (K)), Z(N,k,1)) — AN,k +1) i
IZ(N,k+ 1,01 < [IW(Sk(BY (K)), Z(N,LD) |+ AN, k + D)l < e(k+1)e,
dla c(k + 1) = gc(k) + 1. Dowéd indukeyjny jest tym samym zakoriczony.
Ustalmy dowolnie § > 0. Na mocy twierdzenia 2, istnieje kg, takie, ze
]
(35) Sk (So) — Pl < 3
dla k > kg 1 [|Sp]| < c1(K). Dla e = i(%o—) wybierzmy zgodnie z (29) stalg
Ny. Wéweczas dla dowolnych k, N, N —k > No+kg z (31) i (35) otrzymujemy
(36) PR, () ~ P
N
< 1P, (K) = Sk (P ()| + 115k, (PEV(K)) = P < 6.
Na mocy (27) mamy

N
1
(37)  lim sup — > _|P{V(K) - P
N—oo N

k=1

IA

N
: 1 (V)
lim sup — Z 1P (K) — P
N—oo Nk:N—N0+1

N-—N,
: 1 N
= lim sup — 1P (k) - P
TN k=ko+1
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ale z (36) wynika, ze

N—-Np

1 N—N;—k
(38) lim sup — S IR (K) - Pl < lim sup ————

N 6 =19,
N—eo k=ko+1 N—oo

co wobec dowolnosci § koticzy dowdd twierdzenia.
W dalszych rozwazaniach potrzebne nam bedzie nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 5. Zaldzmy, ze zachodzg réwnosci (15), By = 0, k =

1,2,... oraz, ze macierz A jest stabilna. Wowczas
(39) lim Py =P,
N—o0

gdzie Py zadane jest zaleinoécig rekurencyjing
(40) ﬁ]\,:,_l = A{N—PNAN + 2N,

z warunkiem poczgtkowym Pg, a P jest jedynym symetrycenym dodatnio
okreslonym rozwigzaniem réwnania

(41) P=APA+X.

Dowdéd. Jezeli A jest macierzg stabilng, to réwnanie (1) ma istotnie
doktadnie jedno rozwigzanie nieujemnie okre§lone P dla kazdej macierzy
symetrycznej nieujemnie okreslonej X; [4], str. 339. Z lematu, w ten sam
sposéb jak w dowodzie twierdzenia 4, ze stabilno$ci macierzy A wynika
ograniczono$é ciggu Py. Odejmujac réwnania (40) i (41) oraz wykorzystujac
ograniczono$¢ ciagéw Py 1 Ay otrzymujemy, ze

(42) [Prni1— Pl < |AnPrnAN — APA| + |28 - 2|
<cldAn = Al + 12y = 2.

Z nieréwnosci (42) teza twierdzenia wynika w sposéb oczywisty.

3. Gléwny rezultat. Gléwny wynik tej pracy zawarty jest w nastepu-
jacym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 6. Zaldimy, Ze zachodzqg rownoéci (15) oraz, Ze macierz
A jest stabilna, para (A, B) jest sterowalna i para (A, Q) jest wykrywalna.
Wiowezas sterowaniem optymalnym w ukladzie (1) z funkcjonatem kosztéw
(10) jest sterowanie w postaci liniowego sprzezenia zwrotnego

(43) i = —(R+B'PB)"'B'PAzy, k=12,...,
a minimalna warto$é funkcjonatu kosztéw (10) wynosi

J(zo,u) = tr(CXCP).
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Dowdéd. Namocy réwnosci (7) 1 (8) w twierdzeniu 1, réwnoéci (15) oraz
twierdzenia 4 otrzymujemy, ze dla dowolnego sterowania u jest:

N-1
(44) J(z0,u) > lim N((P(N)(O)mo,mg + ,;)tr (Cy—xCly_ kp“")))

= tr(CEC'P),

gdyz jak wykazaliémy w dowodzie twierdzenia 3 ciag P,SN) Jest jednosta-
jnie ograniczony. Nier6wno$é (44) pokazuje, ze funkcjonal kosztéw (10) nie
moze przyjmowaé warto§ci mniejszych niz tr(CXCP). Pokazemy teraz, ze
dla sterowania okreslonego wzorem (43) funkcjonal kosztéw przyjmuje ta
warto$é. Dowdd twierdzenia bedzie tym samym zakonczony. Niech Z bedzie
rozwigzaniem réwnania (1) odpowiadajacym sterowaniu . Z réwnania (1)
oraz z faktu, ze zmienne losowe Zj, i wy sg nieskorelowane, wynika, ze macierz
Py, = 7,7}, spelnia réwnanie rekurencyjne

(45) Pry1 = (Ax — BrL)Pi(Ag — BeL)' + Cy Zi Gy,
gdzie L = —(R + B'PB)~1B'PA. Na mocy réwnosci (15) jest
(46) Jlim (A — ByL) = A— BL

i na mocy twierdzenia 2 macierz A — BL jest stabilna. Zatem na podstawie
twierdzenia 5 wynika stad, ze

(47) lim Py = P,

k—o00
gdzie P jest jedynym nieujemnie okreslonym rozwigzaniem réwnania
(48) P=(A-BL)P(A-BLY +CXC".
Obliczymy teraz warto$¢ funkcjonalu kosztéw odpowiadajaca sterowaniu u.
Mamy, na podstawie (15) i (47):
N-1
(49) J(zo, %) = lim ig > ((Qk + LRy L)zy, z)
0 Ry 2 k kL )Tk, Tk
-1
(lim — L (Qr + L'RyL)Py) = tr((Q + L'RL)P).
k=0

N—'ooN

Zauwazmy dalej, ze réwnanie (11) mozemy zapisaé w postaci

(50) P=(A-BLYP(A—BL)+ L'RL +Q,
zatem
(51) L'RL+ Q=P —(A— BL)P(A - BL)

Przeksztalcajac prawa strone (49) i wykorzystujac (51) i (48) mamy kolejno
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(52) tr((Q + L'RL)P) = tr((P — (A — BL)'P(A — BL))P)
= tr(PP) — tr(A — BL)'P(A — BL))
= tr(P(P — (A — BL)' P(A — BL))) = tr/(CZC'P).

Réwno$é (52) koriczy dowéd twierdzenia.

4. Zakonczenie. W pracy znaleziono sterowanie optymalne na nieskonc-
zonym przedziale czasowym dla klasy liniowych uktadéw stochastycznych
niestacjonarnych z kwadratowym funkcjonatem kosztéw. W rozpatrywanych
ukladach sterowania wspdélczynniki réwnania, funkcjonalu kosztéow, jak i
macierz kowariancji zakléceri sa zmienne w czasie, ale posiadaja granice,
gdy czas dazy do nieskoniczonoéci. Udowodniono, ze dla takiej klasy uktadéw
sterowanie optymalne mozna zrealizowaé w postaci liniowego i stacjonarnego
sprzezenia zwrotnego z macierza wzmocnienia taka sama jak dla ukladu
stacjonarnego o parametrach réwnych granicom odpowiednich parametréw
ukladu niestacjonarnego.
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