ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANA I (1973)

J. WINKOWSKI (Warszawa)

O symulacji algorytmicznej

1. Wprowadzenie. Nie ma dotychczas ostatecznie uksztaltowanej teorii symulacji. Be-
dziemy jednak starali si¢ przedstawi¢ temat w sposéb mozliwie $cisty, uzywajac poje¢ ma-
tematycznych. Najwazniejsze z nich to pojgcia algorytmu i obliczenia. 4lgorytmem nazy-
wamy par¢ M = (S;f) ztozong ze zbioru S (zbidr standw) i operacji jednoargumentowej
(na ogét czgséciowej) f w S (funkcja przejscia). Algorytm stanowi przepis przeksztatcania
krok po kroku pewnych danych (stany) wedtug statej reguly (funkcja przejscia). Na przy-
ktad znany algorytm dodawania liczb w zapisie dziesi¢tnym jest przepisem przeksztalca-
nia odpowiednich napiséw az do uzyskania napisu koncowego, ktéry jest reprezentacja
szukanego wyniku, Obliczeniem albo procesem obliczeniowym algorytmu M = (S; f) nazy-
wamy kazdy ciag so, 51, ... stanéw ze zbioru S, w ktérym s, ; = f(s,,), i ktdry jest nie-
skoniczony lub koriczy sie stanem s, dla ktdrego f(s;) nie jest okreslone. Takie obliczenie
jest w pelni wyznaczone przez algorytm M i przez stan 5o i oznaczamy je przez
Obl (M, s¢). Stan so nazywamy poczqtkowym, a ostatni stan s, (o ile istnieje) — korntco-
wym. Stan poczatkowy so reprezentuje dane poczatkowe, stany sy, sz, ... — wyniki po-
srednie, a ewentualny stan koricowy s, — wynik koricowy. Tak np. proces obliczeniowy
algory tmu dodawania jest ciagiem kolejno otrzymywanych napisow. Pierwszy z napiséw
reprezentuje dodawane liczby.

- Ogdlnie metoda symulacji polega na badaniu zjawisk poprzez prowadzenie ekspery-
mentéw z innymi, podobnymi zjawiskami. W przypadku symulacji algorytmicznej rolg
takich podobnych zjawisk spelniaja obliczenia (procesy obliczeniowe) odpowiednich
algorytmoéw. Obliczenia, majace z natury charakter dyskretny, nadaja si¢ szczegdlnie do-
brze do symulacji zjawisk dyskretnych, tzn. takich, ktérych stan zmienia si¢ jedynie
w pewnych chwilach t; < ¢, < ... Natomiast zjawiska o charakterze ciagltym trzeba na
ogdt aproksymowad zjawiskami dyskretnymi. Tutaj bedziemy méwili tylko o zjawiskach
dyskretnych.

Symulacja zjawiska jest wykonywana na podstawie jego opisu. Opis obejmuje najpro-
stsze fakty charakteryzujace mechanizm zjawiska, ale nie obejmuje wielu wlasnosci, wy-
nikajacych wprawdzie z opisu, ale trudnych do przewidzenia. Symulacja pozwala spraw-
dzi¢ czy zjawisko ma pewne wlasnosci, obliczyc¢ rézne charakterystyki itd. Dzigki uzyciu
komputera mozna to wykona¢ w stosunkowo krotkim czasie.

W przypadku zjawisk losowych symulacja daje material statystyczny do szacowania
interesujacych charakterystyk metodami statystyki matematycznej. Jest to o tyle istotne,
ze obliczenie takich charakterystyk bezposrednio na podstawie opisu zjawiska jest bardzo
zmudne, a czg¢sto wrecz niewykonalne.

Niekiedy przez symulacje zjawisk fizycznych mozna uzyska¢ rozwiazanie problemdéw
czysto matematycznych. Przyktadem moze by¢ problem wyznaczania dtugosci najkrot-
szej drogi od wierzchotka A4 do wierzchotka B w grafie skierowanym, ktdrego tukom sa
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przypisane pewne diugosci, Dla rozwigzania wystarczy symulowac rozchodzenie sig (ze
stala predkoscia) wzdtuz tukéw grafu pewnego zaburzenia spowodowanego chwilowym
impulsem w wierzchotku 4. Szukana dtugo$¢ jest illoczynem predkosci rozchodzenia sig
zaburzenia i czasu potrzebnego na pierwsze dotarcie zaburzeniaod 4 do B (por. [3]).

Symulacja moze dostarczy¢ informacji o charakterze poszukiwanych rozwiazat nie-
ktdrych problemdw matematycznych, wyobrazen o procesach fizycznych, chemicznych,
biologicznych, ekonomicznych itp.

Wszystko to czyni z metody symulacji wygodne narz¢dzie badawcze, ktére moze by¢
wykorzystywane do weryfikowania réznych teorii zjawisk, prognozowania, badania dzia-
lania projektowanych urzadzen czy organizacji i tym podobnych celéw.

2. Pojecie opisu i modelu zjawiska. W praktyce dysponujemy nieformalnym opisem
zjawiska. Ten opis, albo inaczej teorig zjawiska, staramy si¢ wyrazi¢ za pomoca, pojg¢
matematycznych, tzn. skonstruowac¢ model matematyczny.

Ze zjawiskiem wigZemy pewien zbidr standw S i prawa, wedtug ktérych osiaga ono
stany z S, poczynajac od pewnego poczatkowego sg € S.

W przypadku deterministycznym staramy si¢ znalezc takie funkcje 7, @, by dziatanie
praw sprowadzito si¢ do tego, ze zjawisko osiagnawszy w chwili ¢ stan s € S pozostaje
w nim do chwili

(1) t=1(t,5)
nastepnie przechodzi do stanu
(2) s=¢(s)

itd. Mozliwo$¢ znalezienia funkcji 7, ¢ zalezy od sposobu charakteryzacji standw zjawi-
ska, tzn. od wyboru zbioru S. Funkcje 7, ¢ okreslone sa (by¢ moze czgsciowo) w T X §,
gdzie T jest zbiorem chwil (liczby rzeczywiste), i przyjmuja odpowiednio wartosci z T
i S. Funkcja T reprezentuje upltyw czasu i w zwiazku z tym powinna spetnia¢ warunek

3) ‘ t<71 (¢ 5)

Zbidr S i funkcje 7, ¢ mozna oczywiscie wybierac na wiele sposobow.

PRZYKLAD 1. Niech zjawisko polega na obstugiwaniu zgtaszczajacych si¢ klientdw
przez pewng, stacj¢ obstugi. Poczatkowo stacja nie pracuje. W chwili ¢ = 0 zgtasza sig¢
klient i stacja rozpoczyna jego obstugiwanie. Nastepni klienci sa obshugiwani, jesli zastaja
stacje wolna, badZ czekaja w kolejce na zwolnienie stacji. Klienci zgltaszaja si¢ w stalych
odstepach czasu o dtugosci d, a czas obstuzenia jednego klienta wynosi e.

" Charakteryzujemy stan zjawiska przez liczbg ¢ klientéw w kolejce, chwilg & zgtosze-
nia si¢ ostatniego klienta i chwil¢ B ostatniego rozpoczecia obstugi. Ze zjawiskiem wigze-
my zbiér S wszystkich takich stanéw, tzn. tréjek (g, @, f) z catkowitym g = 0 i z rzeczy-
wistymi &, . Przez T oznaczamy zbidr nieujemnych liczb rzeczywistych. Prawa, wedlug
ktérych przebiega zjawisko, wyrazamy przez funkgje T, ¢ okreslone w

(4) X0={(t,q,a,ﬁ)eTxS|a<t<a+d,6<t}

formutami
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min{a+d, B+e} dlat<p+e,

T(tq 0B) =1t dlaf+e<t i qg>0,
A a+d dlaf+e<tiq=0,
(5)
((g+1, a+d, B) dlat<f+eia+d<f+e,

lubf+e<tia+d=t,
lubf+e<tiqg=0,

1}
A

¢ (¢ q o B)
(-1, @ ¢t) dlaf+es<t<a+diqg>0,
(g, o B) dlat<f+e<a+d.

Jesli bowiem w chwili ¢ stacja pracuje (¢ < + ¢), to najblizsza chwilg zmiany stanu
jest chwila pierwszego zgtoszenia si¢ klienta (gdy o + d <8 + €) lub chwila zakoficzenia
wykonywanej obstugi (gdy f + e < a + d). Jesli stacja jest wolna (B + e < t), to albo czeka-
ja klienci (g > 0) i w chwili ¢ stacja zaczyna pracowad, albo nie ma klientdw (g = 0) az
do chwili pierwszego zgloszenia si¢ klienta. Natomiast osiagnigcie jednego ze stanow
(g+1,a+d, B), (g —1,0a,t), (g, & f) oznacza odpowiednio zgloszenie si¢ klienta, rozpo-
cz¢cie obstugi i zakorniczenie obstugi. *

W przypadku losowym uzalezniamy dodatkowo dziatanie praw od pewnych czynni-
kdéw losowych tak, by '

(6) ‘ t=7(s w), 5=0¢(ts w),

gdzie ( reprezentuje czynniki losowe i pochodzi z pewnego zbioru §2 z 0-cialem podzbio-
réw ¥ oraz z miara prawdopodobienistwa P okre$lona na & (a wiec jest elementem prze-
strzeni prawdopodobieristwa (§2, F, P)). Wtedy mozna przedefiniowad zbiér stanéw i pra-
wa przyjmujac

(7) $'=8Sx8, ¢'(ts w)=(0 (s w),w)

i sprowadzié¢ tym samym losowoé¢ zjawiska do losowoéci wyboru stanu poczatkowego
36 = (so, W). Wowczas stan poczatkowy staje si¢ zmienng losowa 0 okreélona na prze-
strzeni prawdopodobienstwa (§2, F, P) formuta

(8) | Y (w)= (SO!(‘))’

i przyjmujaca wartosci z S'=8§x Q. ‘
PRZYKLAD 2. Niech w zjawisku obstugi z przyktadu 1 odstgpy migdzy zgloszeniami
kolejnych klientdw i kolejne czasy obstugi beda odpowiednio wartoéciami rzeczywistych
zmiennych losowych Dy, D,, ..., E,, E,, ... okreslonych na przestrzeni prawdopodobien-
stwa (§2, F, P).
Stany zjawiska charakteryzujemy dodatkowo przez liczb¢ m zgtoszonych klientéw
i przez liczbg n klientdw, ktdrych obstuga zostata rozpocz¢ta. Ze zjawiskiem wigzemy
zbiér S wszystkich takich stanéw (tzn. uktadéw (q, @, f, m, n) z catkowitymi g = 0,
m =0, n 20 i rzeczywistymi a, ), a prawa rzagdzace przebiegiem zjawiska wyrazamy
przez funkcje T, @ okreslone w

(9) Xo={(t, q o,p mn w)eTx S X Qla<t<a+0m (w),B<t}
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formutami

J min{a+Dm (W), B+E, (w )} dat<B+E_(w),
il e ‘ dlaf+E (w)<tig>0,
@D, (@) dlaf+E, (w)<tig=0,
(10)
(gt1,a+D (W), B, m+l,n) dlat<B+E (w)

ia+D (W)SB+E (w),

lub f+E (w) St

i oatD (w) =t
b +E <tigq=0,

B(t.g, 08 mn,w) = e dn oAbl Ak

(g—1,0, t,m,n+1) dla +E (w)st<a+D (w)ig>0,
~(q,a,ﬁ,m,n) dlat<B+En(w)<a+Dm(w).

Natomiast ¢’ (¢, q, @, B m, n, W) rézni si¢ od @ tym, ze po prawej stronie (10) wystepuja
odpowiednio (g + 1,a+ D, (W), B, m + 1,n, W), (g — 1,0, ¢, m, n+ 1, w), (g, a, B, m,
n, W) '

Warto zwrdcic uwage, Ze wzbogacenie opisu stanu o liczby m, n bylo potrzebne do
wskazania wlasciwych zmiennych losowych (D,,, E, ) w definicji funkcji 7, ¢@. *

Gdy zjawisko daje si¢ scharakteryzowaé jak wyzej, powstaje mozliwos¢ obliczania na
podstawie stanu poczatkowego i chwili poczatkowej kolejnych stanéw i chwil ich osiagnie-
cia. Wystarczy w tym celu wykonywad jednoargumentowg operacje¢ F okreslong (byé mo-
Ze czgsciowo, jesli funkcja Tlub ¢ jest czgsciowa) w X = T X S formula

(11) F(t, s) = (7(t, s), d(t, s)).
Otrzymujemy ciag
(12) X0, X1 =F(x0),x2 = F(xl)ﬁv, vee

elementdw zbioru X nieskonczony lub konczacy sie elementem xp, € X z nieokre§lonym
F(xk )
. Struktura relacyjna

(13) M= (X; F)

stanowi algorytm abstrakcyjny, ktéry bedziemy nazywali algory tmem symulacji zjawi-
ska. Stany tego algorytmu reprezentuja stany zjawiska i chwile ich osiagania.

Otrzymany ciag (12) jest obliczeniem Obl(M, x¢) algorytmu symulacji M ze stanem
poczatkowym xq. W przypadku deterministycznym obliczenie ODbl(M, x¢) jest wyzna-
czone jednoznacznie przez xq (gdzie xo = (o, 5o), to Jjest chwilg rozpoczecia, a 5o — sta-
nem poczatkowym zjawiska) i to wtasnie obliczenie nazywamy modelem zjawiska. Nato-
miast w przypadku losowym mamy do czynienia z tzw. obliczeniem losow y m
Obl(M, £) (gdzie & = (to, 0), to jest chwila rozpoczecia; a 0 — losowym stanem poczatko-
wym zjawiska) i to obliczenie losowe nazywamy modelem zjawiska. Ma ono wiele reali-
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zacji postaci Obl (M, x¢) odpowiadajacych réznym warto$ciom xq = (¢o, 5o ) zmiennej lo-
~ sowej £ = (to, 0). Wszystkie te realizacje s obliczeniami tego samego algorytmu M.
Zjawisko moze mie¢ wiele algorytmdw symulacji, poniewaz S, 7 i ) mozna wybra¢
na wiele sposobdw.
PRZYKLAD 3. Algorytm M = (X; F) symulacji zjawiska z przykladu 1 otrzymujemy
okreslajac w X9 C X operacje F wedtug (11); fatwo sprawdzié, ze dziedzina operacji F'
Jest zbidr X i dla wszystkich (¢, ¢, a, ) € X,

(+d, q+1, atd, B) dlat<f+eia+d<f+e
lubf+e<t i a+d=t
lubf+e<tiqg=0,

(14) Flt,,0,6) =1
(¢, g—1,q, t) dlaf+e<t<a+d ig>0,

(ﬁ+e,q,a,ﬁ) dat<f+e<a+d,

\

oraz F (t, q, a, f) € X,.
Jesdlinp.d =3,e=5ixq = (0,0,0,0), to kolejnymi stanami obliczenia Obl (M, x0) sa

X0 = (O’O’O;O)) X1 = (3,133’0), x2 bt (5:1:330),
(15) %3 = (5,0,3,5), x4 =(6,1,6,5), x5 =(9,2,9,5),
x6 =(10,2,9,5), x4 =(10,1,9,10).itd.

i obliczenie to (nieskoniczone) jest modelem zjawiska. Obserwujac je mozemy stwierdzi¢
jak zmienia si¢ wielko$¢ kolejki z uplywem czasu, kiedy kolejka osiagnie pewng krytyczna
dhugo$c itd. Zjawisko jest jednak na tyle proste, Ze te same wyniki mozna uzyskaé bez sy-
mulacji, stosujac odpowiednie wzory, *

PRZYKLAD 4. Algorytm symulacji zjawiska z przyktadu 2 otrzymujemy przyjmujac
X=TxSx8iM= (X; F), gdzie dla (¢, q, @, , m, n, W) ze zbioru Xy okreslonego for-
muty (9)

((a+Dm(w),q+ La+D, (w),B m+1,n w)
dla t<B+En(w)
ia+D (w)<p +En(w),
lubﬁ+En(w)<t
ia+D (w)=¢
lubﬁ+En(w)<t ig=0,

(16) F(t,q,a,B,m,n,w)=J :
(t, g—1,0, t, m, n+1, W) dla f+E (w)<t<a +D, (w)

ig>0,
\ B+E, (w),q,08,m,n,w) dlat<f+ E (w)<a+ D, (w).

W tym przypadku modelem zjawiska jest proces losowy Obl (M, §), gdzie § = (0,0),a0
jest losowym stanem poczatkowym zjawiska okreslonym na (§2, &, P) formula
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(17) 0 (w)=(0,0,0,1,1, W).

Przewidzenie wielkosci kolejki w zadanej chwili ¢ nie tylko nie jest takie proste jak
w przykladzie 3, ale traci w ogéle sens wobec losowosci zjawiska. Mozna co najwyzej mo-
wic o oczekiwanej wielkosci kolejki w chwili ¢. Teoretycznie, znajac zmienne losowe
Dy, Dy, ..., Ey, E;, ..., mozna prébowac ja obliczyé na drodze czysto analitycznej. W prak-
tyce jest to niewykonalne bez specjalnych zatozeri natury probabilistycznej. Natomiast
mozna szacowac te¢ wielko$¢ metodami statystyki matematycznej, dysponujac odpowied-
nimi danymi z obserwacji zjawiska. Rola symulacji polega na tym, ze symulacja moze do-
starczy¢ zastegpczych danych, réwnowaznych oryginalnym z punktu widzenia statystyki
matematycznej. W tym celu wystarczy losowaé w € §2 wedlug miary prawdopodobier-
stwa P, wykonywa¢ obliczenie Obl (M, (0, 0 (W) )) do osiagnigcia chwili ¢ i rejestrowaé
otrzymana wiclkos¢ kolejki. Opisréznych technik losowania znajdzie Czytelnik w mono-
grafiach poswigconych metodom Monte Carlo (np. w [8]). *

3. Konstruowanie algorytmu symulacji. Konstruowanie algory tméw symulacji nastre-
cza pewne trudnosci juz w prostych przypadkach (por. podane wyzej przyklady). Z dru-
giej strony, metoda symulacji stosowana jest zwykle do badania skomplikowanych zja-
wisk (w stosunku do ktérych zawodza np. inne metody ). Dlatego dazy si¢ do roztozenia
zjawiska na mozliwie proste sktadowe. Te sktadowe odpowiadaja zwykle pewnym kon-
kretnym lub fikcyjnym obiektom. Mozna np. uwazaé, ze w zjawisku, o ktérym méwili-
smy wyzej, mamy do czynienia z pewnym Zrédtem klientéw i ze stacja obstugi. Mozna
byto by bra¢ pdd uwage réwniez klientéw.

Staramy si¢ wyspecyfikowa¢ zbidr I wszystkich sktadowych w ten sposéb, by kazda
zmiang stanu konstruowanego algorytmu symulacji M = (X; F) postaci ¥ = F(x) dato
si¢ objasni¢ akcja pewnej sktadowej U(x) € I. Doktadniej chodzi o to, aby dzialanie opera-
cji F opisac przez dziatania pewnych operacjif—#(x) charakterystycznych dla sktadowych

M(x) tak, by F(x) =f;(x)(x). Wtedy algorytm M mozemy opisad przez zbidr standw X,
zbidr sktadowych /7, funkcje M : D, = Iz dziedzing D” C X i przez rodzing jednoargu-
mentowych (by¢ moze cze¢sciowych) operacjif:. (i €I) w X. Funkcja i wyznacza skladows
M(x) dzialajaca w stanie x € D“ (% ¢D“ oznacza Ze zadna skladowa nie moze dziataé),
afi Jest transformacja stanu algory tmu odp owiadajaca akcji sktadowej i € I (fakt, ze fz
nie jest okreslona dla x oznacza, ze sktadowa i nie moze dziala¢ w stanie x).

PRZYKLAD 5. Zjawisko z przyktadu 1 rozkladamy na dwie sktadowe 4, B zwane
odpowiednio Zrédlem klientSw i stacja obstugi. Wtedy 7 = {A,B}.

Wszystkie akcje Zrédta A polegaja na dostarczeniu jednego klienta. Kazdej takiej
akcji odpowiada wykonanie transformacji f, stanu algorytmu symulacji, gdzie fA jest
operacjag w X okreslong dla wszystkich (¢, ¢, a, f) € X, dla ktérych a <t <a + d, formu-
ta

(17) fgtgaB)=(a+d qg+1,a+dp)

Wielko$¢  + d reprezentuje tu chwilg osiagnigcia przez zjawisko stanu (g + 1, a + d, f).

Natomiast akcje stacji B polegaja na rozpoczeciu obstugi lub na zakonczeniu trwaja-
cej obstugi. Akcja rozpoczgcia obstugi moze mie¢ miejsce tylko wtedy, gdy stacja jest
wolna (B + e < t) i sa klienci (¢ > 0), a akcja zakoriczenia trwajacej obstugi tylko wtedy,
gdy stacja pracuje (¢ <8 + ¢). Zatem kazdej akgji stacji B odpowiada wykonanie transfor-
macjifB, gdziedla (¢, ¢, 0, f) eX i<t
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(¢, g—1, 0, t) dlaf+e<t i g>0,

(18) f3 60 %B)=B+e g 08 dat<B+e

nieokreslona w pozostalych przypadkach.

Wielkosc 8 + e w stanie (B + ¢, g, @, B) reprezentuje chwile 7 osiagniecia przez zjawisko sta-
nu (g, @, B), w ktérym stacja B jest wolna (8 + ¢ < 7).

Funkcja u : X, -*{A, B} wyznaczajaca sktadowe dzialajace w poszczegélnych stanach
jest okreslona nastepujaco:

[A dat<f+eia+d<fi+telubf+e<tia+d=t
lubf+e<tiqg=0,
(19) wu(t, q,osﬁ)=J

B dlaf+es<t<a+d i ¢>0lubt<f+e<a+d.

\

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja F' okreslona (dla wszystkich (¢, ¢, o, f) € Xo) wzorem
FI (t, qs a’ 6)=ﬁl(t,q,a,ﬁ) (t’ q) a) ﬁ)

Jest identyczna z funkcja F okre$long wzorem (14). *

PRZYKLAD 6. W przypadku przyktadu 2 mozna rozumowac podobnie. Otrzymu-
jemy

(200 4yt gapB mn w)=(@+D (w),g+1,a+D_(w),8m+1,n w)
przy ast<a+D, (w),

(¢, g—1, 0, t, m, n+1, W) dlaﬁ+En(w)<t ig>o0,
(21) f; (t:q)a’ﬁ’m:n:w) = (ﬁ+En ((A) )’ q, a; B: m, n, CO) dla t < B + En(w )y
nieokreslona w pozostatych przypadkach

przy B <,

(4 dlat<B+E (w) i a+ D, (w)<B+E, (w),
lubf+E (w)<tia+D )=t
J lubB+En(w)<
(22)  u(tq,afmnw)= _
B dlaf+E (w)<t<a+D (w)ig>0
lubt<B+En(w)<a+Dm(w),

\

przy wszystkich (¢, g, @, B, m, n, W) ze zbioru X, okreslonego formuts (9). *

Struk tury relacyjne M,- = (X; f,) odpowiadajace sktadowym i € I stanowia zndéw algo-
rytmy. Problem skonstruowania algorytmu symulacji M sprowadza si¢ do skonstruowania
algory tmdéw A-lz-, opisujacych w istocie dziatanie pojedynczych sktadowych w zjawisku,
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oraz funkcji M, wyznaczajacej dziatajace sktadowe. Nie eliminuje to jednak trudnosci, po-
niewaz nie wiadomo z gory, jak wybrac zbiér X stanow algorytmu symulacji. Dlatego
tatwiej jest najpierw skonstruowaé niezalezne od siebie algorytmy M;=

= (X f;) symulujace dziatanie sktadowych i € I, a nastgpnie utworzy¢ z nich algorytm
symulacji M = (X; F).

Stan x; € X; algorytmu M; powinien opisywac chwilg osiagniecia przez zjawisko aktu-
alnego stanu, zwanga dalej chwilg biezqcg, i aktualny stan skltadowej i €1, i powinien od-
powiadac jednemu ze stanéw x € X nieznanego jeszcze algorytmu symulacji M. Nie moz-
na jednak wymagac tego od wszystkich uktadéw (xl.)'z. el standw x; €X,, poniewaz po-

szczegdlne x; moga odpowiadac réznym x € X. Tak np. chwile biezace w X; %; moga by¢
rézne, moze brakowac naturalnych zaleznosci miedzy stanami sktadowych itd. Nie mniej
jednak, nawet nie znajac algory tmu M, mozemy zwykle stwierdzi¢ czy uklad jako catosé
jest odpowiednikiem pewnego stanu x € X (tzn. czy kazdy ze standw x; odpowiada stano-
wi x). Trzeba w tym celu odwota¢ si¢ do wynikajacej z opisu zjawiska interpretacji ukta-
du jako catosci. Jesli bowiem taka interpretacja jest mozliwa, tzn. wszystkie sposrdd sta-
néw x; (i €1) odpowiadaja stanowi s zjawiska i chwili ¢ jego osiagnigcia, to musza odpo-
wiadac pewnemu stanowi algory tmu symulacji, albowiem para (¢, s) powinna by¢ repre-
zentowana przez jeden ze stanéw tego algorytmu. Wszystkie uktady (x;); . standw

x; € X;, ktdre majg interpretacje w zjawisku w powyzszym znaczeniu, tworza pewien
podzbidr Y produktu Hz- eI Xie

PRZYKLAD 7. Wezmy pod uwagg zjawisko z przyktadu 1. Stan algorytmu M, sy-
mulacji dziatania Zrédta klientéw 4 opisujemy przez liczbe K klientdw, ktérzy maja byd
obstuzeni (przez nieznana chwilowo stacje obstugi), chwile a dostarczenia ostatniego
klienta i chwilg biezaca u. Wobec tego stanami algorytmu M 4 sa trojki (u, K, a) z catko-
witym K 2 0 i rzeczywistymi u, a. Natomiast funkcja przejscia jest

(a+d,K+1,a+d) dlaa<u<a+d,

(23) f, @K, a)=
’ nieokreslona w pozostatych przypadkach.

Podobnie stan algorytmu Mp symulacji dziatania stacji B opisujemy przez liczbe Q
klientéw czekajacych na obstuzenie (niezaleznie od tege skad pochodza), chwile b ostat-
niego rozpoczecia obshugi i chwile biezaca v. Zbidr Xp stanéw tego algorytmu sklada sig¢
z tréjek (v, Q, b) z catkowitym Q = 0 i z rzeczywistymi v, b, a jego funkcja przejécia jest

(v, Q—1,v) dlab+e<v i Q>0,

(24) fp @ Qb)=q(b+e Q) dlab<v<b+e,

nieokreslona w pozostatych przypadkach.

Wzajemne oddzialywanie zrddta 4 i stacji B na siebie w zjawisku polega na tym, ze stacja
B obstuguje tych klientéw, ktdrych dostarcza zrédto 4, a wiec K, Q oznaczaja te sama
liczb¢. Poza tym u, v oznaczajg chwile wskazywana przez jeden zegar. Trzeba to bra¢ pod
uwagg interpretujac stany obu algorytméw w zjawisku. Zatem interpretacje w zjawisku
maja te uktady ((u, K, a), (v, K, b)) standéw algorytmdw 4, B z produktu X, X Xp,dla
ktérych u = v i K = Q. Tworza one zbidr

¥ ={((, K, a), (o K, b)) X, x Xp lu=v i K=Q}. *
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Na to, by z algorytméw M; symulujacych dziatanie sktadowych i € / mozna byto
utworzy<¢ algorytm symulacji M, trzeba je skonstruowaé tak, ze
(i) jesli (x;); .7 € Y i moZe nastapi¢ akcja i-tej sktadowej, to stan x; algorytmu M;
determinuje wplyw tej akcji na stany wszystkich M; (i €1), a otrzymany uktad
(X;); ¢ 7 nalezy do Y,
(ii) kazdy uktad (x;); .; € Y determinuje dziatajaca sktadowa.
Wtedy bowiem jako zbidr stanéw algorytmu symulacji mozna wzia¢ dowolny zbidr X,
ktdry przez pewne przeksztaltcenie h daje si¢ przeksztalci¢ na Y, poniewaz wszystkie ele-
menty x € X takiego zbioru majg interpretacje w zjawisku (taka jak 4 (x)) i mozna w nim
okresli¢ operacje f; opisujace akcje sktadowych, oraz funkcj¢ M wyznaczajaca dzialajace
skladowe.
Wtasno$¢ (i) oznacza bowiem istnienie funkcjif,-]- przyporzadkowujacych stanom x;,
x; algory tmdw M; » M; z ukladdw (x,); .y € ¥ stany X; algory tmdéw M; z uktaddw
( Dier €Y otrzymywanych z (x;); . ; W wyniku akql i-tej skladowej Te funkcje flJ sa
okreslone (na ogét czgsciowo) w X; x X i przyjmuja wartosci z X przy czym dla kazde-
goi €1, x; € X; wartosci f; (x;, x;), f( ) sa réwnoczesnie okreélone oraz

(25) fiy (e %,) = £ (%),

gdy sa okreglone. Otrzymuje si¢ je przez interpretacjg uktadéw (x;); e 1 €Y w zjawisku,
Dlatego dowolne operacjcf;- w X spetniajace dla (x;); . ; = h(x) warunki

(26) h(f; ) (fu % )] el

i okreslone dla tych x € X, dla ktérych wszystkie fij (% % ) (/ € I) sa okreslone, opisuja
akcje sktadowych.

Z kolei whasnos¢ (ii) oznacza istnienie funkcji ¥ przyporzadkowujacej niektérym ukla-
dom y €Y dzialajaca sktadowg V(y) € I. Ztozenie M funkcji A, V jest wigc funkcja przypo-
rzadkowujaca niektérym elementom x € X dzialtajaca sktadowa pi(x) €1

PRZYKLAD 8. Z interpretacji ukladéw stanéw algory tm 6w My, Mg w przykladzie 7

wynika, ze wpltyw akcji kazdej ze sktadowych A, B na stany algorytméw My, Mp wyraza
si¢ przez funkcje

| JfA (wKa), gdy (wK.a)= (%K) if4 (u,K,a) okreslone,
fAA ((u’K>a)s (E,K,E))z i ;

nieokreslona w pozostatych przypadkach,
(@,K,b), gdy u=viK=Q ify (u,K,a)okreslone

fap(w.K,a), (2,Q,)) = if4 (0.K,0) = (,K,3),
nieokre$lona w pozostatych przypadkach,

(27) Sa Jfg ©.Qb) gdy (Q,b) = (3,0,b) i fz(v,Q,b) okreslone,
fBB ((v’ Q,b)’ (5’ Q’b )) = ‘
| nieokredlona w pozostatych przypadkach,
(7,Q,a), gdyu=viK= =Q 1f _(v Qpb) okreglone
| J i f5(0,Q.6)= (5,0,5),
fBA ((u’Kra)’ (v’be)) =

nieokre$lona w pozostatych przypadkach,

\
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a kazdy uktad ((4,K,a), (1,Q,6)) € Y (z u = v, K = Q) determinuje dziatajaca sktadowa

A dlau<b+eia+d<b+elub
b+t+eS<uia+d=ulubb+e<u i K=0,
(28) v ((4,K,a), (v,Q,b)) = .
‘ B dlabt+esu<a+diqg>0Ilub
u<b+e<a+d.

Zatem para algorytmdw M 4, Mp ma whasnosci (i), (ii). Jako zbidr standw algorytmu sy-
mulacji mozna wybrad zbidr X z przyktadéw 3 i 5, poniewaz przeksztatcenie & okre§lone
wzorem

(29) h(t, q, & B)=((t, q, @), (¢, ¢, B))

transformuje wzajemnie jednoznacznie X na Y. Natomiast w charakterze operacji opisu-
Jjacych akcje skfadowych mozna wzia¢ funkcje f?A ; fB z przykladu 5, poniewaz spekniaja
one warunki (26). Podobnie, sktadajac 4 i ¥ otrzymujemy funkcje u okre§long wzorem
(19). *

Algory tmy M, ktérych rodzina ma wtasnodci (i), (ii) i ktérvch kazdy stan wchodzi
w pewien uklad (x;); . € Y, nazywamy algory tmami symulacji dziatania sktadowych zja-
wiska lub krétko algorytmami sktadowych. Warto podkresli¢, ze kazdy z nich konstruuje
si¢ niezaleznie od pozostatych, a oddziatywanie odpowiedniej sktadowej na pozostate wy-
raza si¢ dopiero przez interpretacje jego stanéw w zjawisku. Trzeba jednak pamietaé, ze
dla zagwarantowania wlasnosci (i), (ii) stan algory tmu kazdej sktadowej powinien zawie-
ra¢ wystarczajace informacje o zjawisku. Ze wzgledu na wlasnos¢ (i) powinien on zawie-
ra¢ informacjg o tym, od czego zalezy sposéb dziatania sktadowej, i informacje
na ktére wplywa dzialanie sktadowej. Wtasnos¢ (ii) moze by¢ zagwarantowana
metoda, ktéra opiszemy w nastgpnym punkcie.

PRZYKLAD 9. Algorytmy My, Mp z przyktadu 7 tworza rodzing algorytmdw skla-
dowych 4, B zjawiska. Whasnosci (i), (ii) stwierdziliSmy w przyktadzie 8. Kazdy stan
(u,K,a) € X4 wchodzi w kazdy uktad ((u,K,a), (u,K,b)) € Y, a stan (1,Q,b) € Xp w uklad

(v, Qa), @,Qb))evY. * . :
Niech algorytmy M; = (X, f;) stanowia rodzing algory tmow sktadowych ¢ € I i niech

Y, X, h, f;-, M beda takie jak wyzej. Wtedy rzutowania prj: H,.d X, - Xj przeksztatcaja ¥
na cale X; (wlasnos¢ rodziny algorytméw sktadowych), i tym samym przeksztalcenia
h;: X = X, powstate ze ztozenia h z pr;, przeksztalcaja X na X;.

Przeksztalcenia h; wyznaczaja w zbiorze X rodzine réwnowaznosci

(30) x =x wtedy i tylko wtedy, gdy hi(x)= h(%).
i ,

Z wtasnosci (i) wynika, ze réwnowaznosci = (¢ € I) spelniaja nastgpujacy warunek: -
1

(iii) dla kazdego J C I, jesli x = x dla wszystkich i € /, to dla kazdegoj €] f;-(x),
!

f;(a"c ) sa réwnoczesnie okreslone lub nie i, jedli s okreslone, tofj(x) '=,'f-}(§ )dla
wszystkich ¢ € /. ' !
Warunek ten oznacza, ze dla kazdego J C I réwnowaznosé = = ﬂ,-ej = (taka ze x
3

Y
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wtedy i tylko wtedy, gdy x ? x dla wszystkich i € /) jest stabilna wzgledem kazdej opera-

cjif;- (7 €J). Jedli jest on spetniony, to przy naturalnym przeksztatceniu

m, X X/=
/ J

zbioru X na zbidr X/? warstw elementéw }_—-rdwnowainych, przyporzadkowujacym sta-

nom x € X warstwy m (%) stanéw IE réwnowaznych z x, kazda z operacji f;(] €]) przecho-

dzi na relacje
7rj(f].)={(x ,xj)eX/7x X/-]—— lxy=m(x) i % =m (%)i %=f(x)
dla pewnych x € X, x GX},
ktora zndw jest operacja (w X/IE). W szczegolnosci dla kazdego ¢ €1
(31) ﬂ=%@)

jest operacja w X:- = X/=, dzigki czemu struktura relacyjna
1
(32) M= (X5 ;)

stanowi algorytm. Poniewaz x = X oznacza réwno$¢ rzutow pri(h (), pr,.(h (%)), wiec ist-
1

nieje przeksztalcenie roZnowartosciowe

’
(p:.:X‘.—*Xi

takie, ze

‘pi (ni(x )) " hi(x )’
przy czym ; (X:) = X,. Réwnoczesnie z wlasnosci (25),>(26) operacjif;-, f; wynika, ze
¥; (f:-) = f;. Innymi stowy, algorytmy M;-, M; sa izomorficzne.
Ostatecznie, z konstruowanym algorytmem symulacji M = (X; F) wiaze si¢ pewna
struktura relacyjna

3) Bl (2

z nosnikiem X, jednoargumentowymi operacjami f: okreslonymi (by¢ moze czg¢sciowo)
w X i z réwnowaznosciami = w X, spelniajaca warunek (iii) i taka, Ze algorytmy M;- okre-
i

§lone wzorem (32) s3 izomorficzne z odpowiednimi algory tmami M, sktadowych i € .
Tego rodzaju struk tur¢ nazywamy systemem nad rodzing algorytmow M; (i € I).

Précz systemu 2 nad {Mi}iel' z algorytmem symulacji wiaze si¢ jeszcze funkcja U
okres$lona w X o wartosciach w I, wyznaczajaca dziatajace sktadowe, ktorg nazywamy
funkcjq sterujacq systemu X. Para (X, M), zwana systemem sterowanym, wyznacza w pel-
ni algorytm '
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(34) MNZ, 1) = (X; F),

gdzie F(x) = fu(x)(x) dla wszystkich x € X, dla ktérych prawa strona jest okreslona. Ten
algorytm, zwany algorytmem systemu sterowanego (2, \) jest algorytmem symulacji zja-
wiska o ktory chodzi. Tak wigc algory tm symulacji zjawiska konstruujemy w postaci algo-
rytmu systemu sterowanego nad rodzing algory tmdéw sktadowych.

PRZYKLAD 10. Dla zjawiska z przyktadu 1 tworzymy algorytmy My, My sktado-
wych 4, B jak w przyktadzie 7. Nastgpnie wybieramy zbidr X, przeksztatcenie &, i opera-
cje 4, fp jak w przyktadzie 8. Wéwczas

(t, ¢, 0, B)= (£ §, &) wtedyitylko wtedy, gdy t=#g=g, a=a,
A :

(6 ¢ & B) wtedyitylkowtedy, gdy t=1%q=q,8 =,

1 poszukiwanym systemem nad rodzina algory tméw My, Mp jest

Z=(X;fy, [z, = =)

’

A B

Nastepnie okreslamy funkcje¢ sterujaca Mjak w przykladzie 8. Otrzymany algorytm
U2, W) jest identyczny z algorytmem z przyktadu 5. *

PRZYKLAD 11. Rozwazmy zjawisko rdzniace si¢ od opisanego w przyktadzie 1 tym,
Ze stacji B pomaga obstugiwad klientéw stacja C (taka sama jak B i obstugujaca klienta
w takim samym czasie e). Niech stacja C podejmuje si¢ obstugi tylko wtedy, gdy stacja B
jest zajeta. Akcje stacji C i B przebiegaja, tak samo, wiec algorytm M symulacji dzialania
stacji C jest identyczny z Mp. Jesli wigc R 2 0 oznacza liczbe klientéw czekajacych na
obstuzenie przez ktdrakolwiek stacje, ¢ — chwilg ostatniego rozpoczecia obstugi przez sta-
cj¢ C, i w chwilg biezaca, to w zbiorze X wszystkich trojek (w, R, ¢) z catkowitym
R 2 0irzeczywistymi w, ¢ okreslamy funkcje przejscia f, wzorem

b

(w,R—1,w) dlac+e<w i R>0,
fe(w, R, c)=q(c+e R, c) dlacsw<c+e,
nieokreslona w pozostatych przypadkach.

W tym przypadku interpretacje w zjawisku maja uklady ((4, K, a), (v, Q, b), (w, R, c)),
dlaktérychu =v=w i K = Q = R, tzn. nalezgce do zbioru

Y ={( K, a), (v, Qb), (w, Rc)eX, x XX Xp,u=v=w i K=Q=R}

Niech X' oznacza zbidr wszystkich uktadéw (¢, ¢, @, f, ¥) z catkowitym g = 01irze-
czywistymi t, @, 3, v, h'— przeksztatcenie X' na Y’ okreélone wzorem

h(t q,0,8,7) = ((t g, ), (¢ q,B), (t, g, 7))

Przyjmujac
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(a+d, g+ 1,a+d,B,y) daa<t<a+d,

fy g aBy)=
nieokreslona w pozostatych przypadkach,
(t,g-1,a,t ) dlaf+e<ti ¢g>0,
i (t,q.a,ﬁ,‘r)J(ﬁ+e,q,a,ﬁ,"r) dlat<f+e i <t
\ nieokreslona w pozostalych przypadkach,
(t,g —1,0,0,¢) dlay+e<tigqg>0,
(t,q.a,B,v)J(7+e,q,a,ﬂ,7) dat<y+eivs<y
| nieokreslona w pozostatych przypadkach,
oraz
(t ¢ 0B,7)= (£ 4, &0, 7) wtedyitylkowtedy, gdy t=1¢g=g a=4
A

t, q, 0,8,7)='(t 7, &, 8, ¥) wtedyitylko wtedy,gdy t=tqg=gq, (=0,
B

wtedy i tylko wtedy, gdy t=tqg=q,v=7,

~€l

t, q,0,8,7)=' (£ q, &8,
C

otrzymujemy system

' = (X'; fA,fB,fC,j =)

nad rodzing algorytmow M 4, Mg, M.
Trojka M 4, Mg, M stanowi rodzing algorytmdw sktadowych 4, B, C, a funkcjg¢ ste-
‘rujaca 4’ mozna okredli¢ dlaa<¢t<a+d, f <t vy <twzorem

(4 dlat<f+eit<y+eia+d<sf+eia+d<vy+e,
luby+e<t<f+ei a+d<f+e,
lubf+es<t<y+e ia+ds<vy+e,
lubf+e<tiy+es<tiqg=0,
u'(t,q,a,ﬂ,'y):JB daf+e<t<a+d iqg>0,
lubt<f+e<ca+d if+tesy+e,
luby+e<t<f+e<a+d,
C dat<f+eiy+est<a+dig>0,
lubt<y+e<a+d iy+e<f+e.

Algorytm %X, ') systemu sterowanego (2', 1) jest algory tmem symulacji zja-
wiska. *

4. Symulacja uptywu czasu. Teraz wskazemy metod¢ opisywania stanéw algorytmdéw
sktadowych, zapewniajaca mozliwos¢ skonstruowania funkcji sterujacej. Metoda ta wiaze

si¢ $cisle z symulacja uplywu czasu w zjawisku.
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Algorytm symulacji M = 3, W), w ktérym X = (X;{f;-},-el,{E.}id)jest systemem
4

nad rodzing algorytmdw M; = (X;; f;) sktadowych 7 € I, i jest funkcja sterujaca systemu

2, oblicza kolejne stany zjawiska i chwile ich osiagania, realizujac algorytmy M; przez
wykonanie odpowiednich operacjif_z-. Stany algorytmdw M, M; zawieraja informacje o cza-
sie. Kolejnos¢ wykonywania operacji f; odpowiada nastgpstwu akcji sktadowych w cza-
sie. Funkcja sterujaca U, wyznaczajac dziatajace sktadowe, powoduje posrednio symulacje
uptywu czasu. Problem skonstruowania takiej funkcji wigze si¢ wigc $cidle z problemem

wyboru techniki symulacji uptywu czasu.
Na to, Zeby bylo mozliwe skonstruowanie funkcji sterujacej, uktady (xi)z‘el standw

x; € X algorytméw M, powinny determinowa¢ dzialajaca skladowa (wtasnos¢ (ii) z punk-
tu 3). Musza wigc zawierad informacj¢ o dotychczasowej historii zjawiska, wyznaczajaca
w pelni dalszy przebieg zjawiska. Mozna to zapewnic¢ przez wlaczenie do opisu stanu kaz-
dego algorytmu M; wspdlnej informacji o ewentualnych przysztych akcjach sktadowych,
dajacych si¢ pmew1d21ec na podstawie dotychczasowej historii zjawiska. Wystarczajch

informacja jest ciag
(35) L = (ilx tl)) (i2, t2 ), eoe

par (i, t; ) reprezentujacych przewidywane akcje i wskazujacych sktadowa ¢, realizujaca,
akcjg oraz chwile zrealizowania ¢, . Tego rodzaju ciag L, uporzadkowany tak, ze

(36) tSt ...

nazywamy planem dziatania, a pary, z ktérych si¢ sktada — zdarzeniami. Sktadowa i,

w (35) oznaczamy przez SKLADOWA (L), a chwilg ¢, przez CHWILA (L). O skladowej.
méwimy, ze jest L-bezczynna, jesli nie ma zdarzenia w L.

Wlaczenie planu dziatania do opiséw standw algory tméw sktadowych upraszcza te
opisy i sprowadza je faktycznie do naturalnych charakteryzacji stanéw sktadowych. Plan
dziatania wchodzi w skiad opisu stanu algorytmu symulacji M, a jego pierwsze zdarzenie
wyznacza dzialajaca sktadowa i chwilg akcji. Doktadniej, jesli L (x ) oznacza plan dziatania
dla stanu x € X, to taka skladowa jest

(37) | {1(x) = SKEADOWA (L (x))

a chwilg akcji jest CHWILA (L (x)). Dzigki temu otrzymujemy w naturalny sposéb funk-
cje M wyznaczajaca dziatajaca sktadowa,

Stan (algorytmu symulacji, algorytmdw sktadowych ) opisujemy przez informacjg ¥
o chwili biezacej, plan dziatania L, oraz przez pewng informacj¢ /. Pozadane jest by te in-
formacje nie byly ze soba zwiazane. Dla wygody przez PLANOWANIE (j, T) oznaczamy
operacj¢ wstawienia do planu L w stanie (U, L, J) zdarzenia (j, T) po wszystkich wystepu-
jacych w L zdarzeniach (i, t, )z t;, ST, a przez UPLYW CZASU operacje zastgpienia
w stanie (¥ L, J) informacji l9mformaqq CHWILA (L), a nastgpnie usunigcia pierwszego
zdarzenia z planu L.

PRZYKLAD 12. Wrécmy raz jeszcze do przykladu 1. Stan algorytmu M4 zrédta A

~ wyrazamy przez chwilg biezaca ¥, plan dziatania L, i liczbe K = 0 klientdw, ktérzy majg

by¢ obs}uzem Niech

E(D L K)= (5L, K+1).
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Funkcje przejécia f4 definiujemy, okreslajac f, (9, L, K) jako wynik kolejnego dziatania
operacji £, PLANOWANIE (4, CHWILA (L) + d), UPLYW CZASU, gdy stacja B nie jest
L-bezczynna, badz operacji §, PLANOWANIE (B, CHWILA (L)), PLANOWANIE (4,
CHWILA (L) +d), UPLYW CZASU, gdy stacja B jest L-bezczynna. Podobnie stan algo-
rytmu Mp stacji B wyrazamy przez chwilg biezaca I, plan dziatania L, iliczbe Q >0
klientéw czekajacych na obstuzenie, a funkcje przejécia fp definiujemy, okreslajac
by (9, L, Q) jako wynik dziatania operacji ), PLANOWANIE (B, CHWILA (L) +¢),
UPLYW CZASU, gdy Q 2 0, badz operacji UPLYW CZASU, gdy Q = 0, gdzie N9 L, Q)=
= ('9: L, Q e 1)
Poniewaz w zjawisku K = Q, wigc stanami algorytmu symulacji moga by¢ trdjki
(9 L, q), w ktérych ¥ oznacza chwile biezaca, L plan dziatania, a ¢ 2 0 oznacza wielkos¢
kolejki. Podobnie jak w przykladzie 8 mozna tatwo otrzymac operacje f-A’ fB opisujace
akcje sktadowych. Réwnowaznosci :4;', ? sa w tym przypadku identycznosciami. *
Stosujac te same metody mozna tworzy¢ rowniez algorytmy symulacji zjawisk,
w ktérych wystepuje nieskonczenie wiele sktadowych.

PRZYKLAD 13. Wezmy pod uwage nastepujacy proces urodzin i zgonow. W kazdej
chwili p = 2 bedacej liczbg pierwsza rodzi si¢ obiekt (1, p ). Obiekt ten zyje p jednostek
czasu i ginac w chwili 2p pozostawia po sobie potomka (2, p). Potomek ten zyje znéw p
jednostek czasu i ginac w chwili 3p pozostawia po sobie potomka (3, p) itd.

Ten proces odpowiada zachowaniu si¢ systemu sktadowych (m, p) odpowiadajacych
obiektom (m, p), i pewnej dodatkowej sktadowej (1,1). O wszystkich skladowych mozna
zakladad, ze wystepuja przez caly czas w systemie, z tym ze poza czasami zycia odpowied-
nich obiektéw sa w wyréznionym stanie # i wtedy nie moga dziala¢. Sktadowa (1,1), nie
bedaca nigdy w stanie #, dziata w kazdej chwili catkowitej ¢ 2> 2, w ktérej nie dziataja in-
ne sktadowe, i wtedy wyprowadza sktadowg (1, t) ze stanu #. Kazda skladowa (m, p)

(p = 2) dziata w chwili (m + 1 )p wprowadzajac sktadowa (m + 1, p) ze stanu # i przecho-
dzac do stanu #. '

Algorytmy sktadowych definiujemy nastepujaco. Stanami kazdego algorytmu M(m, )
sa pary (9, L), gdzie & oznacza chwil¢ biezaca, a L plan dziatania, przy czym L-bezczyn-
nos¢ sktadowej oznacza stan #. Funkcje przejs’ciaf( 1,1) algorytmu M(l,l ) definiujemy,
okreslajac f(l,l) (8, L) jako wyriik dziatania operacji PLANOWANIE ((1,CHWILA (L),
2.CHWILA (L)), PLANOWANIE ((1,1), CHWILA (L) + 1), UPLYW CZASU. Dla kazde-
go p = 2 funkcje przejéciaf(m’p) algory tmu M(m’p)definiujemy, okreélajac f(m’p)(ﬂ, L)
jako wynik dziatania operacji, PLANOWANIE ((m +1,p), CHWILA (L) +p), &, UPLYW
CZASU, gdzie £ polega na zastapieniu w L zdarzenia ((1,1), t) zdarzeniem ((1,1), CHWILA
(L) + 1). Stanami algory tmu symulacji M moga by¢ réwniez pary (9, L)iwtedy operacje
me,p) opisujace akcje sktadowych sa identyczne z operacjamif(m’p). |

Latwo zauwazy¢, Ze obliczenie Obl (M, (0, L)) algory tmu symulacji M, w ktérym
Ly = ((1,1), 2), daje wszystkie liczby pierwsze. Sa to chwile akcji sktadowej (1,1). A oto
kilka pierwszych standw tego obliczenia '

0’ ((111)’2)

25 (LA%8 ) (152054 ) e

3, ((1,2).4), ((1,1),4), ((1,3),6)

4, ((1,1),5), ((1,3),6), ((2,2),6)

5, ((1,3),6), ((2,2),6), ((1,1),6), ((1,5),10)

69 ((2’2)’6)’ ((1’1)97)’ (2’3)’9)’ ((1’5)’10)

6, ((1,1),7), ((3,2),8), ((2,3),9), ((1,5),10)itd.

Przyktad ten zostal zaczerpnigty z [3].
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' 5. Algorytmy symulacji w jezykach programowania. Dotychczasowe rozwazania mia-
- ty charakter ogdlny. Algorytmy, o ktdrych mdwilismy, byly algory tmami abstrakcyjnymi.
Nie wigzalismy ich ze érodkami realizacji obliczen. Teraz zajmiemy si¢ programowaniem
wykonania obliczen symulujacych, tzn. obliczen algorytmdw symulacji przez komputer.
: Programy wykonania takich obliczeti bedziemy nazywali programami symulacji. Sa to
i réwniez algorytmy, ale nie pokrywaja sie z algory tmami symulacji w dotychczasowym
. znaczeniu.
' Program symulacji zawiera:
— czg$¢ centralng, realizujaca funkcje przejscia F algory tmu symulacji M = (X; F) na in-
formacjach reprezentujacych stany x € X,
— c2¢$¢ przygotowawczq, ktéra doprowadza algory tm symulacji reprezentowany przez
cze¢s¢ centralng do odpowiedniego stanu poczatkowego x¢ € X,
— cykl, realizujacy obliczenie symulacyjne przez cykliczne wykonywanie czeéci central-
. ne;j.
| Moze on by¢ czg¢scia wigkszego programu (ktory np. dostarcza mu pewnych informacji).
W sklad czesci céntralnej wchodza mniejsze czesci, ktére realizuja operacje f'; opisujace
akcje sktadowych. Jedna z tych czesci Jest wykonywana przy kazdym wykonaniu czeséci
centralnej.
Jesli potrafimy roztozy¢ zjawisko na mala liczbe sktadowych, to program symulacji
mozna zbudowac stosunkowo prosto. W jezyku ALGOL 60 mozna to zrobi¢ nastepujaco.
Numerujemy wystepujace sktadowe liczbami 1, ..., n. Opisujemy algorytmy M; =
= (X f;) sktadowych 1, ..., n w formie deklaracji procedur P; dziatajacych na pewnych
informacjach glE)baJnych i na swoich parametrach formalnych 4, B, ..., wywolywanych
przez nazwg. Parametry formalne 4, B, ..., wraz z niektérymi informacjami globalny-
; mi, reprezentuja stan algorytmu M ; W instrukcji (ciele) procedury P;. Instrukcja proce-
o dury P; opisuje sposéb wykonywania operacji przejscia f;.
' Do informacji globalnych zaliczamy informacje o chwili biezacej postaci
real ¢
i informacje o planie dziatania postaci
integer array i [1:G]
real array ¢ [1:G]
Kazdy plan dzialania

L= (il, tl ), veey (tm, tm),“‘

gdzie t; < ...<t,, opisujemy przez poczatkowe pozycje wektordw i, ¢ przyjmujac

‘ (38) i[1] =4y, i[m]:im, t[1]=ty, ..., t[m]=‘tm, t [m+1] =+ oo,

Wtedy planowane zdarzenia sa parami (i [z], ¢ [z]), gdzie z = 1, ..., m. Dla postugiwania
si¢ informacja o chwili biezacej i o planie dziatania tworzymy procedury:
SKLADOWA, funkcyjna, wyznaczajaca sktadowa i [1],
CHWILA, funkcyjna, wyznaczajaca chwile ¢ [1],
BEZCZYNNA, funkcyjna, z parametrem formalnym j wywolywanym przez warto$é, -
wyznaczajaca bulowska wartos¢ formutly ,,w planie dziatania wystepuje zdarzenie
1 sktadowej j”’, .
it PLANOWANIE, z parametrami formalnymi j, 7 wywolywanymi przez wartos¢,
i wstawiajaca do planu dziatania zdarzenie (j, T) po wszystkich zdarzeniach (i [=],
tlz])zt[z]<T,

n;“i-;,,;,‘«-_.‘;,a_.}ﬂ;.v.,, S R A et
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UPLYW CZASU, przypisujaca zmiennej ¥ wartos¢ ¢ [1] i usuwajaca z planu dziala-
nia pierwsze zdarzenie (i [1], ¢ [1]),
itp. Na przyktad procedur¢ PLANOWANIE trzeba zbudowa¢ tak, by wywotlana z para-
metrami ak tualnymi j,, T, w sytuacji (38) wyszukiwata wéréd 1, ..., m liczbe 2, dla kté-
rej t [z] STy <t[z+1], i doprowadzata do sy tuacji

z’[1]=i1, o z'[z]=z'z, i[z+l]=j0, z'[z+2]=vz'z+1, b z'[m+}]=z'm,

t1]=1¢,, .o tlz]=¢,, t[z+1]=1'0, tle+2]=¢,, 15 - tfm+1]=¢_, t{m+2]=+ oo,

PRZYKLAD 14. Algorytmy Zrédta 4 i stacji B z przykladu 12 opisujemy w formie
deklaracji
procedure Zrddio (K); integer K;
begin K :=K + 1;
if BEZCZYNNA (1) then PLANOWANIE (2, CHWILA);.
PLANOWANIE (1, CHWILA + d);
UPEYW CZASU
end;
procedure stacja (Q); integer Q;
begin if Q=0 then go to L;
Q =Q-1;
PLANOWANIE (2, CHWILA + ¢);
L : UPLYW CZASU
end;
numerujac Zrédto 4 liczbg 1, a stacj¢ B liczba 2.*

Czes¢ centralng programu symulacji, ktéra ma reprezentowaé algorytm symulacji M,
tworzymy w formie nastgpujacego bloku z deklaracjami procedur P -
begin procedure Py (4,, B,,...) ...

procedure P, (4,, B, ..) ...

switch SW :=L,,..., L,;

go to SW [SKLADOWA];
L,:P, (A'l, B} ,++:); 8O to koniec;

LawPo Al B 1
koniec: end;

: Stan algorytmu M jest reprezentowany przez zestaw H informacji globalnych, zawie-
rajacy mformacy; o chwili biezacej (zmienna ¥) i informacje o planie dziatania (wektory
i, t). Pewne podzestawy H; tego zestawu (obejmujace zmienng, di wektory 7, t) reprezen-
tuja stany poszczegélnych algorytmdw M;. Wsréd informacji podzestawu H; s3 odpo-
w1edmk1A B ... parametréw formalnych A4;, B;,...procedury P, Operaqef opisujace
akcje skl’adowych 1,...,n sa realizowane przez instrukcje P; (Az{, B;,) Wybor dziataja-
cej skladowej jest dokonywany przez instrukcje go to SW [SKEADOWA].

PRZYKLAD 15. W przykladzxe 12 czgsc centralna programu symulacji wyglada na-
stepujaco:
begin procedure Zrddto (K)...
procedure stacja (Q) ...
switch SW :=L1, L2;

J); go to koniec;
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go to SW [SKEADOWAY];
L,: Zrddto (q); go to koniec;
L, : stacja (q); go to koniec;
koniec: end;
Stan algorytmu symulacji jest tu reprezentowany przez zmiennga q (wielko$¢ kolejki ), in-
formacje o chwili biezacej (zmienna ) i informacje o planie dziatania (wektory 4, t).
Czesc przygotowawcza powinna zawierad instrukcje

qg :=0;
g = 0;
t[1] :=+ oo

PLANOWANIE (1,0); :
a cykl realizujacy obliczenie symulacyjne powinien mie¢ postad
forn: 1 step 1 until m do < czesc centralna >; *

Jesli trzeba bra¢ pod uwage duzo, a nawet nieskonczenie wiele sktadowych (jak
w przyktadzie 13), lub jesli nie wiadomo z géry, jakie obiekty wystapia, to opisana meto-
da nie daje si¢ zastosowad. Jednak réwniez i wtedy czesto mozna efektywnie zbudowa¢
program symulacji i wykonac¢ symulacj¢ (przynajmniej cz¢sciowo). Dla utatwienia pro-
gramowania w takich przypadkach budowane s3 specjalne jezyki programowania zwane
symulacyjnymi (np. GPSS, SIMSCRIPT, CSL, SOL, SIMULA). Maja one wiele cech wspdl-
nych. Wymienimy niektdre, biorac za punkt wyjscia jezyk SIMULA.

W SIMULA wykorzystywane jest podobienistwo zachowania sie skladowych w zjawi-
sku. Sktadowe zachowujace si¢ podobnie maja podobne algorvtmy symulacji dziatania
(por. przyktad 13). Jesli podobienstwo jest tego rodzaju, ze algorytmy mozna opisaé for-
malnie tak samo, to ten sam opis formalny moze stanowié opis algorytmdw wielu sktado-
wych. Ma on wtedy charakter opisu klasy podobnych algorytméw. Opierajac si¢ na tym
spostrzezeniu wprowadzono deklaracje klas algorytméw. W SIMULA sktadowa zjawiska
reprezentuje si¢ w algorytmie symulacji i w modelu zjawiska nie tyle przez algorytm skta-
dowej, co raczej przez ciag kolejnych stanéw algorytmu sktadowej w modelu zjawiska.
Taki ciag jest nazywany procesem i opisuje losy sktadowej. Jezyk daje mozliwosci inicjo-
wania procesow, nazywania proceséw i ich atrybutéw (tzn. informacji charakteryzujacych
stan), oraz manipulowania procesami i ich atrybutami za posrednictwem nazw. Przewidzia-
ne s3 $rodki do postugiwania si¢ planem dziatania. Operagje takie jak zatozenie planu
dziatania, wybieranie dzialajacego procesu i niektére modyfikacje planu dziatania sa imple-
mentowane automatycznie i nie wymagaja programowania. Pozostate modyfikacje planu
dziatania programuje si¢ szczegdlnie prosto dzieki specjalnym instrukcjom do planowania
akcji. Mozliwe jest tworzenie kolejek proceséw itp. Dokladniejsze informacje o SIMULA
i 0 innych jezykach symulacji znajdzie Czytelnik np. w przegladowej pracy O. J. Dahla [3].
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