
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 
Seria III: MATEMATYKA STOSOWANA XXXIII (1991)

W i t o l d  K o n d r a c k i  Warszawa 

M i c h a ł  K o z a k  Białystok

Twierdzenie o gęstości dla działań I.L.H.-grup Liego

(Praca wpłynęła do Redakcji 26 .10 .1988 )

W stęp. Fizyka teoretyczna i mechanika ośrodków ciągłych dostarczają 
wielu przykładów nieskończenie wymiarowych grup oraz ich działań na nie-
skończenie wymiarowe rozmaitości. I tak w ogólnej teorii względności poja-
wia się grupa dyfeomorfizmów, w hydrodynamice grupa dyfeomorfizmów za-
chowujących objętość, w teorii pola Yanga-Millsa grupa cechowań. Niestety, 
grupy te nie są grupami Banacha-Liego. Pojawia się też naturalna potrzeba 
wprowadzenia pojęcia ogólniejszego, obejmującego występujące w zastoso-
waniach przykłady grup. Obiekt taki został wprowadzony w 1968 roku przez
H. Omori i nazwany przez niego granicą projektywną grup Hilberta- Liego(w 
skrócie I.L.H.-grupą Liego). Pojęcie to wyczerpuje istotne dla zastosowań 
przykłady -  okazuje się bowiem, że grupa C,co-dyfeomorhzmów zwartej roz-
maitości, a także grupa C °°-dyfeomorfizmów zachowujących objętość, są
I. L.H.-grupami Liego. Z pojęcia tego wyprowadza swe źródła nowa dziedzina 
geometrii różniczkowej operująca takimi obiektami jak I.L.H.-rozmaitości, 
I.L.H.-odwzorowania, I.L.H.-wiązki i I.L.H.-działania grup. Pojęcia te nie 
znalazły -  jak nam się wydaje -  miejsca w polskojęzycznej literaturze. Dla-
tego celem niniejszej pracy jest zwrócenie uwagi polskiego czytelnika na tę 
stosunkowo mało znaną, choć ważną i przydatną dziedzinę nieskończeniewy- 
miarowej geometrii różniczkowej. Naszym zadaniem nie jest przedstawienie 
I.L.II.-geometrii, lecz raczej pokazanie w jaki sposób pojęcia tej teorii mogą 
być stosowane przy dowodzeniu twierdzenia o gęstości dla I.L.H.-działań 
grup. Szczególny jego przypadek był dowodzony dla działania grupy C°°- 
dyfeomorfizmów na C°°-metryki riemannowskie w pracy J. P. Bourguignon 
([3]). Innych przykładów dostarczają prace [5], [8], [9], w których twierdzenie 
to było dowodzone dla każdego przypadku z osobna.
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Nie można również nie wspomnieć o przypadku skończenie wymiarowym: 
gdy skończenie wymiarowa grupa Liego działa gładko i właściwie na skończe-
nie wymiarową rozmaitość to zbiór punktów posiadających trywialną grupę 
izotropii jest pusty lub otwarty i gęsty.

Zaprezentowane w niniejszym artykule twierdzenie obejmuje (po nie-
kiedy niezbędnych modyfikacjach) wszystkie powyższe przypadki. Zakła-
damy u czytelnika pewną znajomość elementarnych faktów, związanych z 
działaniem grup Liego na rozmaitości.

(Osoby tym zainteresowane odsyłamy do książek Bourbaki [2] i G. Bre- 
dona [4].)

1. P odstaw ow e po jęcia  i lem aty. Ważnym narzędziem do badania 
własności grup Liego na rozmaitości jest pojęcie otoczenia tubularnego i 
stowarzyszone z nim pojęcie przekroju. Niech X  będzie G-przestrzenią, a 
G . x orbitą działania grupy G przechodzącą przez punkt x E X .

D e f i n i c j a  1. Otoczeniem tubularnym orbity G . x nazywamy parę 
( U ,P r )x, gdzie :
1° U jest G'-niezmienniczym, otwartym otoczeniem orbity G .x
2° P r : U —> G .x  jest odwzorowaniem spełniającym następujące warunki:

a) Pr  jest G-współzmiennicze, tzn. E U i V# E G

P r(g  • u) = g • Pr(u)

b) Pr  jest lokalnie trywialne, tzn. W  E G .x  3 otwarte otoczenie V
punktu x' w orbicie G . x takie ,że P r_1(F ) ^ (a :), gdzie YKX)
jest pewną podrozmaitością w U.

c) Pr jest retrakcją, tzn. Pr o Pr =  Pr
d) P r  jest gładką submersją, tzn. pochodna odwzorowania Pr jest su- 

riekcją i jej jądro posiada przestrzeń dopełniającą.

D e f i n i c j a  2. Przekrojem w punkcie y w otoczeniu tubularnym U nazy-
wamy zbiór XX*/) :=  P r~ 1(y ) dla y należącego do orbity G . x.

Wprowadźmy następujące oznaczenia: 
niech Ix będzie grupą izotropii punktu x E X  względem działania grupy G 
na przestrzeń X , tzn.

Ix  :=  {tf € G\gx =  x }.
Klasy sprzężoności grup izotropii w grupie G oznaczać będziemy nawiasem 
( ) .  Tak więc klasą sprzężoności grupy izotropii I  jest ( / ) .  W zbiorze klas 
sprzężoności grup izotropii możemy wprowadzić porządek zdefiniowany w 
następujący sposób:

(h )  di (h )  <=> 3<y E G g h g ~ l C h
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Następujący lemat zapozna nas z pewnymi własnościami otoczenia tubular- 
nego :

L e m a t  3. Jeśli ( U,pr) lest tubularnym otoczeniem orbity G . x to 
1° W  G p r ^ ix )  Ix> C Ix 
2° V*' G U (Ix.) < (Ix)

1° (przez zaprzeczenie) -  załóżmy, że istnieje taki element g G G, o 
własnościach gx' =  x ' , gx x. Zadziałajmy takim elementem na przekrój 
Yl(x ) =  pr~l {x). Mamy, korzystając z ekwiwariantności rzutu pr :

Wiemy, że x ‘ G pr 1(a;), a ponieważ g G Ix>, zatem mamy również x' G 
Pr ~1(g(x ))• Otrzymujemy wobec tego wniosek,że

pr~1(g (x ))n p r ~ 1(x) =  0

co jest sprzeczne, bowiem włókna tubularnego otoczenia ( U,pr) są rozłączne.

2° Skoro x' G ( U ,pr)x istnieje zatem taki element g , że g(x') G pr_1(x). 
Ma mocy 1° otrzymujemy, że Igxi C Ix . Zatem mamy (Ix>) < (Ix), bowiem 
zachodzi równość Igx< =  g lx>g~l . ■

L e m a t  4. Niech zwarta grupa Liego G działa gładko, liniowo i izome- 
trycznie na przestrzeń unitarną H. Niech (U ,P r)x będzie otoczeniem tubu-
larnym orbity G . x C H, x G H. Wówczas, dla każdego punktu y G U i 
każdego elementu g grupy G mamy

D o w ó d . Ponieważ exp jest odwzorowaniem G-współzmienniczym, ma-
my zatem

Uwaga: Dla przestrzeni unitarnych odwzorowanie exponens jest zwy-
kłym dodawaniem wektora do punktu, tym niemniej -  ze względów zwy-
czajowych -  odwzorowanie to oznaczamy, tak jak i dla innych przestrzeni, 
przez exp. Udowodnimy teraz lemat mający kluczowe znaczenie w dalszej 
części pracy:

L e m a t  5. Niech H będzie przestrzenią unitarną i zwarta grupa Liego G 
działa na H gładko, liniowo i izometrycznie. Oznaczmy przez Hid zbiór tych 
elementów z / / ,  które posiadają trywialną grupę izotropii względem działania 
grupy G. Wówczas, o ile zbiór Hid nie jest pusty, jest on zwarty i gęsty w

D o w ó d .

gy =  V ^=> g*exp 1(y) =  exp 1(y)

g* exp 1(y) =  exp \ gy) =  exp : (y)

H.
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D o w ó d . Pokażemy najpierw, że zbiór Hid jest otwarty. Rozpatrzmy do-
wolny punkt y G H^d) i jego orbitę G . y  C Hid. Niech ( U ,P r)y będzie 
otoczeniem tubularnym orbity G . y. Weźmy pod uwagę przekrój G
( U, P r )y dla działania grupy G na przestrzeń I I . Z ogólnych własności prze-
kroju Yh(y) (lemat 3) mamy, że jeśli Iy jest grupą symetrii punktu y , zaś 
y' elementem z XX?/) różnym od y wówczas Iy< C Iy. Ponieważ w naszym 
przypadku Iy =  id, widać zatem, że otoczenie tubularne ( U, P r)y zawiera się 
całkowicie w H^d) • H^d) możemy zatem przedstawić w postaci sumy zbio-
rów otwartch będących otoczeniami tubularnymi orbit punktów należących 
do H(id).

Gęstość zbioru //(^ ) w P  pokażemy przez zaprzeczenie : -  rozważmy 
niepusty zbiór H\ := H — Hid• Niech x będzie elementem zbioru / / ,  y zaś 
elementem zbioru Hid. Rozważmy funkcję dy : II 0  G . x — R+ U {0 }, 
która każdemu punktowi x' G G .x przyporządkowuje jego odległość dyx< 
od punktu y. Zauważmy że odległość dyx> realizowana jest przez długość 
geodezyjnej, łączącej punkt y z x ', która -  mimo że przestrzeń II nie jest w 
ogólności zupełna -  istnieje, gdyż dla przestrzeni unitarnych jest to odcinek 
łączący punkt y z punktem x ' .

Geodezyjną tę oznaczamy przez Pyx'. Jest godnym uwagi że dy jest 
funkcją ciągłą, określoną na zbiorze zwartym G . x. Istnieje zatem punkt 
xq  G G .x ,  dla którego funkcja dy przyjmuje minimum. Wtedy odcinek xoy 
jest prostopadły do orbity G . x w punkcie .tq . Ponieważ zbiór III jest otwarty 
(jako różnica całej przestrzeni i zbioru domkniętego), zatem przekrój XX<To) 
zawiera jedynie punkty o nietrywialnej izotropii. Rozpatrzmy teraz zbiór 
wektorów należących do włókna NXo wiązki normalnej do orbity N(G ,x). 
Z lematu (3) wynika, że wszystkie wektory z NXo mają nietrywialne grupy 
izotropii, które zawierają się w grupie izotropii IXo punktu xq (identyfiku-
jemy grupę IXo z grupą Ix0 J .  Weźmy pod uwagę wektor v należący do NXo, 
który jest styczny do geodezyjnej r yXo w punkcie xo. Rozpatrzmy dowolny, 
nietrywialny element g z grupy izotropii IXo o własności g*v = v. Ponieważ 
mamy również gxo = xo, zatem każdy punkt geodezyjnej PyXo ma symetrię 
g. Ale punkt y będąc elementem zbioru Hid może mieć jedynie trywialną 
symetrię, co prowadzi do sprzeczności. Wobec tego mamy

h 7̂) = h

2. Twierdzenie ogęstości dla działań I.L.H.-grup Liego. Obecnie 
podamy za Omori [10] kilka definicji obiektów klasy I.L.H., które są nie-
zbędne dla sformułowania ostatecznego twierdzenia.

D e f i n i c j a  6 . Przestrzeń topologiczna V  jest gładką rozmaitością I.L.H. 
modelowaną na przestrzeni Frecheta, jeśli V  posiada następujące własności: 

1° V  jest granicą odwrotną V =  lim Vk gładkich rozmaitości hilber-
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towskich Vjt, k e  N  modelowanych na ciągu przestrzeni Hilberta (Ek)kę.N 
dla których F  jest granicą odwrotną F  =  lim Ek takich, że Vk D Vi dla
/ > k, Ep D Ei dla / > k.

2° (warunek zgodności) Dla każdego elementu x G V istnieją otwarte 
otoczenia Up(x) w przestrzeniach Vk oraz gładkie mapy E : IG(.r) V k C 
Ek, odwzorowujące zbiory Uk(x) w otwarte podzbiory Vk zawarte w Ek, 
spełniające warunek Uk(x) D Ui(x), E k \ut=  V7/ dla / > k.

D e f in ic ja  7. Dane są dwie rozmaitości I.L.H. M\ i Mo. Odwzorowa-
nie E : Mi —► Af2 nazywamy odwzorowaniem I.L.H., jeśli E jest granicą 
odwrotną ciągu odwzorowań gładkich E{ : M *^  M f > gdzie Mi =  
lim M 2 =  lim M f, a a jest pewną permutacją taką, że

DEFINICJA 8. Odwzorowanie E pomiędzy dwiema rozmaitościami I.L.H. 
Mi i Mo jest rzędu < k , jeśli permutacja er (i) przyjmuje najmniejszą wartość 
i -f k dla każdego i.

D e f in ic ja  9. G jest I.L.II.-grupą Liego jeśli G jest grupą, I.L.H.-rozma- 
itością oraz lewo- i prawostronne mnożenie w grupie G, jak również branie 
elementu odwrotnego są I.L.H.-odwzorowaniami.

DEFINICJA 10. Niech V  będzie rozmaitością I.L.II., 6 '—grupą Liego I.L.H 
V =  limV;,, G =  lim G*. Mówimy, że G działa w sposób C ^ ’k-I.L.H. na
rozmaitość V, jeśli grupa Gi+k działa na rozmaitość V\ w sposób gładki, 
oraz odwzorowanie G X V  —> V  jest odwzorowaniem I.L.II. i dla każdego 
elementu g G G, g : V —> V jest odwzorowaniem I.L.II. rzędu < 0.

DEFINICJA 11. Mówimy że działanie E I.L.II.-grupy Liego G = lim Gk+i 
na I.L.H. rozmaitość M =  limM*,., które jest granicą odwrotną działań Ek : 
MkX-Gk+i —> E =  lim <&/,., dopuszcza tubularne otoczenie (U,pr) orbity
G . ?n, 772 G M , jeśli istnieje G-niezmiennicze otoczenie U orbity oraz lokalnie 
trywialny rzut pr : U —► G .m  będący gładką, G-współzmienniczą retrakcją 
otoczenia U na orbitę oraz submersją. Ponadto, istnieje ciąg tubularnych 
otoczeń ( UkiPt'k) dla działań Ek : Mk X Gk+ 1 Mk taki, że lim IG = U i 
lim pi'k = pr

D e f in ic ja  12. Przekrojem ^  w punkcie 77?., co oznaczać będziemy 
^ ( 777), dla działania E LL.Il.-grupy Liego G na I.L.II.-rozmaitość M  na-
zywać będziemy zbiór := p7,_1(77?,), gdzie m G M a pr jest rzutem w
otoczeniu tubularnym ( u,pr) orbity G . 111.
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Okazuje się [3], że E =  limEfc, gdzie E*, są przekrojami dla działań
grup Gk+ 1  na rozmaitości M^. Możemy teraz sformułować twierdzenie 

będące głównym wynikiem naszej pracy:

TWIERDZENIE 14. Niech G będzie I.L.H.-grupą Liego działającą na spój-
ną I.L.H.-rozmaitość M , wyposażoną w G-niezmienniczą metrykę rieman- 
nowską. Grupa G działa na rozmaitość M w sposób I.L.H. gładki i właściwy. 
Załóżmy również, że działanie grupy G na M posiada przekrój w każdym, 
punkcie x E M . Niech M^d) C M będzie zbiorem punktów z M o trywialnej 
grupie izotropii. Wtedy, jeśli M^d) jest niepusty, to jest on otwarty i gęsty 
w M .

D o w ó d . Otwartość zbioru M^d) jest konsekwencją istnienia przekroju 
w każdym punkcie x £ M  dla działania grupy G na rozmaitość M . Analo-
gicznie bowiem do lematu (5), zbiór M^d) możemy przedstawić w postaci 
sumy otwartych otoczeń tubularnych orbit punktów należących do M^d). 
Pokażemy (przez zaprzeczenie) gęstość zbioru M^d) w M :

Niech M\ :=  M  — M^d) będzie niepustym zbiorem. Mi jest ze swojego 
określenia zbiorem otwartym. Ponieważ M  jest spójny, istnieje zatem niepu- 
ste przecięcie zbiorów M^d)L\M\. Niech x £ M ^ ^ flM i. Rozpatrzmy przekrój 
^2(x) dla działania grupy G na rozmaitość M . Zbiór M\ n ^ (a ;) jest otwarty 
w zatem otwarty jest również zbiór exp-1 (M i fi XXx )) C Nx , gdzie
Nx jest włóknem wiązki normalnej do orbity G .x , stycznym do przekroju 
^2(x). Skoro Mi fi Mid =  0, mamy również

exp_1(M i n ^ ( z ) )  n e x p fi ^ ( . t )) = 0.

Rozpatrzmy teraz różniczkę działania grupy izotropii Ix na zbiór 
exp-1 (^ (a :)) : działanie grupy ( / x)* na włókno Nx jest liniowe i gładkie. 
Oznaczmy przez (N x)^d) zbiór punktów z Nx o trywialnej grupie symetrii 
dla działania (Ix)*. Korzystając z lematu (4) mamy równość

exp_1(M (id) fi ^ ( z ) )  =  {N x){id) D exp_1(^ ( .T )) .

Ponieważ włókno Nx jest przestrzenią unitarną, zaś z właściwości działania 
grupy G na M  wynika, że grupa izotropii Ix jest zwarta, to możemy również 
skorzystać z lematu (5), z którego wynika, że zbiór (Nx)^d) jest gęsty w Nx. 
Mamy oczywiście również gęstość zbioru (Nx)^d) ("1 exp-1 (^ (a :)) w zbiorze
(Nx) n ex p _1(J ](^ ))-

Zwróćmy uwagę na to, że niepusty i otwarty zbiór exp-1 (M i D ^ (a :)) 
jest na mocy lematu (4) zawarty w zbiorze (Nx — (Nx)^d)) D exp-1 (^ ( x ) ) ,  
co prowadzi do sprzeczności, bowiem zbiór (Nx)^d) jest gęsty we włóknie 
Nx wtedy i tylko wtedy, gdy każdy niepusty zbiór otwarty w Nx  zawiera 
punkty zbioru (N x\ id). ■
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Abstract
The density theorem for the actions of I.L.H.-Lie groups

The density theorem for the action of I.L.H.-Lie group G  on the I.L.H.-manifold M  
is proved i.e. it was shown that the stratum with trivial isotropy group is open and dense 
subset of M .




