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Wstep. Fizyka teoretyczna i mechanika osrodkéw ciaglych dostarczaja
wielu przykladow nieskorniczenie wymiarowych grup oraz ich dzialan na nie-
skotniczenie wymiarowe rozmaitosci. I tak w ogolnej teorii wzglednosci poja-
wia sie grupa dyfeomorfizméw, w hydrodynamice grupa dyfeomorfizméw za-
chowujacych objetosé, w teorii pola Yanga—Millsa grupa cechowan. Niestety,
grupy te nie sa grupami Banacha-Liego. Pojawia si¢ tez naturalna potrzeba
wprowadzenia pojecia ogolniejszego, obejmujacego wystepujace w zastoso-
waniach przyklady grup. Obiekt taki zostal wprowadzony w 1968 roku przez
H. Omori i nazwany przez niego granica projektywna grup Hilberta— Liego(w
skrécie I.L.H.-grupg Liego). Pojecie to wyczerpuje istotne dla zastosowan
przyklady — okazuje sie bowiem, ze grupa C'**-dyfeomorlizmow zwartej roz-
maitosci, a takze grupa C°°-dyfeomorfizmow zachowujacych objetosé, sa
[.L.H.-grupami Liego. Z pojecia tego wyprowadza swe Zrédla nowa dziedzina
geometrii rézniczkowej operujaca takimi obiektami jak I.L.H.-rozmaitosci,
I.L.H.-odwzorowania, 1.L.H.-wiazki i [.L.H.-dzialania grup. Pojecia te nie
znalazly — jak nam sie wydaje — miejsca w polskojezycznej literaturze. Dla-
tego celem niniejszej pracy jest zwrdcenie uwagi polskiego czytelnika na te
stosunkowo malo znana, choé wazna i przydatna dziedzine nieskonczeniewy-
miarowe]j geometrii rézniczkowej. Naszym zadaniem nie jest przedstawienie
I.L.H.-geometrii, lecz raczej pokazanie w jaki sposob pojecia tej teorii moga
by¢ stosowane przy dowodzeniu twierdzenia o gestosci dla I.L.H.-dzialan
grup. Szczegdlny jego przypadek byt dowodzony dla dzialania grupy C°°-
dyfeomorfizmdéw na C'°°-metryki riemannowskie w pracy J. P. Bourguignon
([3]). Innych przyktadéw dostarczaja prace [5], [8], [9], w ktérych twierdzenie
to byto dowodzone dla kazdego przypadku z osobna.
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Nie mozna réwniez nie wspomnie¢ o przypadku skoficzenie wymiarowym:
gdy skonczenie wymiarowa grupa Liego dziala gladko i wlasciwie na skoncze-
nie wymiarowa rozmaitosc to zbiér punktéw posiadajacych trywialna grupe
izotropii jest pusty lub otwarty i gesty.

Zaprezentowane w niniejszym artykule twierdzenie obejmuje (po nie-
kiedy niezbednych modyfikacjach) wszystkie powyzsze przypadki. Zakla-
damy u czytelnika pewna znajomosc elementarnych faktéw, zwiazanych z
dzialaniem grup Liego na rozmaitosci.

(Osoby tym zainteresowane odsylamy do ksiazek Bourbaki [2] i G. Bre-
dona [4].)

1. Podstawowe pojecia 1 lematy. Waznym narzedziem do badania
wlasnosci grup Liego na rozmaitodci jest pojecie otoczenia tubularnego i
stowarzyszone z nim pojecie przekroju. Niech X bedzie G-przestrzenia, a
G .z orbita dzialania grupy G przechodzaca przez punkt z € X.

DEerINICIA 1. Otoczeniem tubularnym orbity G .z nazywamy pare
(U, Pr);, gdzie :
1° U jest G-niezmienniczym, otwartym otoczeniem orbity G .z
2° Pr:U — G .z jest odwzorowaniem spelniajacym nastepujace warunki:
a) Pr jest G-wspdlzmiennicze, tzn. Vu € U i Vg € G

Pr(g-w) = g- Pr(u)

b) Pr jest lokalnie trywialne, tzn. Vo' € G.z3 otwarte otoczenie V
punktu z’ w orbicie G . z takie ;2 Pr=1(V) ~ V x Y (z), gdzie Y (z)
jest pewna, podrozmaitoscia w U.

¢) Pr jest retrakcja, tzn. Pr o Pr = Pr

d) Pr jest gladks submersja, tzn. pochodna odwzorowania Pr jest su-
riekcja i jej jadro posiada przestrzen dopelniajaca.

DEFINICIA 2. Przekrojem w punkcie y w otoczeniu tubularnym U nazy-
wamy zbidr Y (y) := Pr~1(y) dla y nalezacego do orbity G . z.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
niech I bedzie grupg izotropii punktu ¥ € X wzgledem dzialania grupy G
na przestrzen X, tzn.

Ix :={g € Glgz = z}.

Klasy sprzezonos$ci grup izotropii w grupie G oznacza¢ bedziemy nawiasem
(). Tak wiec klasa sprzezonosci grupy izotropii I jest (I). W zbiorze klas
sprzezono$ci grup izotropii mozemy wprowadzié porzadek zdefiniowany w
nastepujacy sposdb:

(Il) < (12) = 3_(] edG gIlg_l C Iz
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I

Nastepujacy lemat zapozna nas z pewnymi wlasnosciami otoczenia tubular-
nego :

LemAT 3. Jesli (U, pr) lest tubularnym otoczeniem orbity G .z to
1°Ve' e pr-l(z) InClI,
2°Va' e U (Ip) < (1)

Dowdd.
1° (przez zaprzeczenie) — zalézmy, ze istnieje taki element ¢ € G, o
wlasnodciach g2’ = 2', gz # 2. Zadzialajmy takim elementem na przekrdj
S>(z) = pr~Y(z). Mamy, korzystajac z ekwiwariantnosci rzutu pr:

9> () =gpr!(z) = pr(g(2)).

Wiemy, ze ' € pr~!(z), a poniewaz g € I, zatem mamy réwniez z' €
pr~1(g(z)). Otrzymujemy wobec tego wniosek,ze

pri(g(@)Npr~l(z) =0

co jest sprzeczne, bowiem widkna tubularnego otoczenia (U, pr) sa rozlaczne.

2° Skoro 2’ € (U, pr); istnieje zatem taki element g, ze g(z') € pr=1(2).
Ma mocy 1° otrzymujemy, ze Iyo C I,. Zatem mamy ([+) < (I;), bowiem
zachodzi réwno$¢ Iy = glug™1. =

LEMAT 4. Niech zwarta grupa Liego G dziata gtadko, liniowo i izome-
trycznie na przestrzen unitarng H. Niech (U, Pr), bedzie otoczeniem tubu-
larnym orbity G.2 C H, x € H. Wowczas, dla kazdego punktu y € U i
kazdego elementu g grupy G mamy

gy=y <= g.exp 1 (y) = exp~'(y)

Dowdd. Poniewaz exp jest odwzorowaniem G-wspdlzmienniczym, ma-
my zatem

gwexp~!(y) = exp~!(gy) = exp~!(y)

Uwaga: Dla przestrzeni unitarnych odwzorowanie exponens jest zwy-
klym dodawaniem wektora do punktu, tym niemniej — ze wzgleddéw zwy-
czajowych — odwzorowanie to oznaczamy, tak jak i dla innych przestrzeni,
przez exp. Udowodnimy teraz lemat majacy kluczowe znaczenie w dalszej
czesci pracy:

LEMAT 5. Niech H bedzie przestrzeniq unitarng i zwarta grupa Liego G
dziala na H gtadko, liniowo i izometrycznie. Oznaczmy przez Il;4 2bidr tych
elementow z H, ktére posiadajq trywialng grupe izotropii wzgledem dzialania
grupy G. Wowczas, o ile zbior H;q nie jest pusty, jest on zwarty i gesty w
H.
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Dowdd. Pokazemy najpierw, ze zbiér H;4 jest otwarty, Rozpatrzmy do-
wolny punkt y € H(iq) i jego orbite G'.y C H;y. Niech (U, Pr), bedzie
otoczeniem tubularnym orbity G.y. Wezmy pod uwage przekrdj Y (y) C
(U, Pr), dla dzialania grupy G na przestrzen H.Z ogdlnych wlasnosci prze-
kroju 37 (y) (lemat 3) mamy, ze jesli I, jest grupa symetrii punktu y, zas
y' elementem z ) (y) réznym od y woéwczas I, C I,. Poniewaz w naszym
przypadku [, = id, widaé zatem, ze otoczenie tubularne (U, Pr), zawiera si¢
calkowicie w I(;q) - H(jq) mozemy zatem przedstawi¢ w postaci sumy zbio-
réw otwartch bedacych otoczeniami tubularnymi orbit punktow nalezacych
do H(id)-

Gestoéé zbioru ;) w H pokazemy przez zaprzeczenie : — rozwazmy
niepusty zbiér Hy := H — H;4. Niech 2 bedzie elementem zbioru H, y za$
elementem zbioru ;4. Rozwazmy funkcje d, : H D G.2 — Ry U {0},
ktéra kazdemu punktowi 2’ € G .2 przyporzadkowuje jego odleglo$é dyq
od punktu y. Zauwazmy ze odleglo$é d,» rcalizowana jest przez diugosé
geodezyjnej, taczacej punkt y z 2/, ktéra — mimo Ze przestrzen H nie jest w
ogdlnosci zupetna — istnieje, gdyz dla przestrzeni unitarnych jest to odcinek
taczacy punkt y z punktem a'.

Geodezyjng te oznaczamy przez I'ya'. Jest godnym uwagi ze d, jest
funkcja ciagla, okreslona na zbiorze zwartym G'.z. Istnieje zatem punkt
zo € G .z, dla ktérego funkcja dy, przyjmuje minimum. Wtedy odcinek 2oy
jest prostopadly do orbity G . & w punkcie z¢. Poniewaz zbior f; jest otwarty
(jako réznica calej przestrzeni i zbioru domknietego), zatem przekrdj (o)
zawiera jedynie punkty o nietrywialuej izotropii. Rozpatrzmy teraz zbior
wektoréw nalezacych do widkna N, wiazki normalnej do orbity N(G .x).
Z lematu (3) wynika, ze wszystkie wektory z N, maja nietrywialne grupy
izotropii, ktdre zawieraja sie w grupie izotropii I, punktu 2o (identyfiku-
jemy grupe I, z grupa I, ). Wezmy pod uwage wektor v nalezacy do Ny,
ktdry jest styczny do geodezyjnej I'yz, W punkcie zg. Rozpatrzmy dowolny,
nietrywialny element ¢ z grupy izotropii I, o wlasnosci g.v = v. Poniewaz
mamy réwniez gzg = g, zatem kazdy punkt geodezyjnej I'yz, ma symetrie
g. Ale punkt y bedac elementem zbioru H;y moze mie¢ jedynie trywialna
symetrie, co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego mamy

Tag = H

2. Twierdzenie ogestosci dla dzialan I.L.H.-grup Liego. Obecnie
podamy za Omori [10] kilka definicji obiektéw klasy LL.H., ktdre sa nie-
zbedne dla sformulowania ostatecznego twierdzenia.

DEFINICIA 6. Przestrzen topologiczna V jest gladka rozmaitoscia 1.L.H.

modelowang, na przestrzeni Frécheta, jesli V' posiada nastepujace wlasnosci:
1° V jest granica odwrotna V = lim V) gladkich rozmaitosci hilber-
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towskich Vi, & € N modelowanych na ciagu przestrzeni Hilberta (Ek)keN
dla ktérych F' jest granica odwrotna I = lim F; takich, ze Vi D V) dla
[ >k EyDE dlal > k.

2° (warunek zgodnosci) Dla kazdego elementu z € V istnicja otwarte
otoczenia Uy(x) w przestrzeniach V, oraz gladkie mapy ¥ : Uy(z) — Vi C
Ey, odwzorowujace zbiory Up(z) w otwarte podzbiory V) zawarte w Ey,
spelniajace warunek Ug(z) D Ul(z), ¥y |u,= ¢ dla > k.

DErINICIA 7. Dane sa dwie rozmaitosci [.L.H. M; i M>. Odwzorowa-
nie ¥ : M; — M, nazywamy odwzorowaniem LL.H., jeSli ¥ jest granicay
odwrotng ciagu odwzorowan gladkich ¥; : A{;(i) — M? | gdzie My, =
li}_n Mgy, My = 1131 M}, a o jest pewna permutacja taka, ze

VU |an =V
|]”a(i+1) i+1

DEeriNicIA 8. Odwzorowanie ¥ pomiedzy dwiema rozmaitosciami [.L.H.
My i M> jest rzedu < k, jesli permutacja o(i) przyjmuje najmniejsza wartosc
t + & dla kazdego 1.

DEFINICIA 9. G jest L.LL.I1.-grupa Liego jesli G jest grupa, I.L.H.-rozma-
itoscig oraz lewo- i prawostronne mnozenie w grupie G, jak rowniez branie
elementu odwrotnego sy I.L.H.-odwzorowaniami.

Derinicia 10. Niech V bedzie rozmaitoscia .L.H., G—grupa Liego I.L.H
V = 1limV;,, G = limG;. Méwimy, ze G dziala w sposéb C**-1.L.H. na
rozmaito$é V, jesli grupa Gy, dziala na rozmaitos¢ V; w sposob gladki,
oraz odwzorowanie GG X V' — V jest odwzorowaniem LL.IL. i dla kazdego
elementu g € G, ¢ :V — V jest odwzorowaniem 1.L.H. rzedu < 0.

DEFINICIA 11. Mdéwimy ze dzialanie ¢ I.L.H.-grupy Liego G = lim G .44
na L.LL.H. rozmaitoéé M = lim My, ktére jest granica odwrotng dzialan &, :
M xGip1 — My,, ® = lim &4, dopuszcza tubularne otoczenie (U, pr) orbity
G.m, m € M, jedli istnieje G-niczmiennicze otoczenic U orbity oraz lokalnie
trywialny rzut pr: U — G . m bedacy gladka, G-wspdizmiennicza retrakcja
otoczenia U na orbite oraz submersja. Ponadto, istnieje ciag tubularnych
otoczent (U, pry) dla dzialan ®p : My X Gryr — My taki, ze lim Uy = U i
lim pry = pr

DEFINICIA 12. Przekrojem ) w punkcie m, co oznaczaé bedziemy
S (m), dla dzialania ¢ I.L.H.-grupy Liego G na L.L.H.-rozmaito$¢ M na-
zywac bedziemy zbidr > (m) = pr=Y(m), gdzie m € M a pr jest rzutem w
otoczeniu tubularnym (u, pr) orbity ;. m.
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Okazuje sie [3], ze ¥ = hm Yk, gdzie X sa przekrojami dla dzialan

®). grup Gxy1 na rozmaitosci M t. Mozemy teraz sformulowaé twierdzenie
bedace gléwnym wynikiem naszej pracy:

TWIERDZENIE 14. Niech G bedzie I.L.H.-grupq Liego dziatajgcq na spoj-
ng I.L.H.-rozmaitosé¢ M, wyposazong w G-niezmienniczq metryke rieman-
nowskq. Grupa G dziata na rozmaitosé M w sposdb I.L.H. gtadki i wlasciwy.
Zatdimy rowniez, ze dziatanie grupy G na M posiada przekréj w kazdym
punkcie € M. Niech Miqy C M bedzie zbiorem punktow z M o trywialnej
grupie izotropii. Wiedy, jesli M(.q) jest niepusty, to jest on otwarty i gesty
w M.

Dowdd. Otwartosé zbioru M(;q) jest konsekwencja istnienia przekroju
w kazdym punkcie z € M dla dzialania grupy G na rozmaito§é M. Analo-
gicznie bowiem do lematu (5), zbiér M(;q) mozemy przedstawi¢ w postaci
sumy otwartych otoczen tubularnych orbit punktdw nalezacych do M(;y).
Pokazemy (przez zaprzeczenie) gestos¢ zbioru Mgy w M: |

Niech My := M — m bedzie niepustym zbiorem. M; jest ze swojego
okreslenia zbiorem otwartym. Poniewaz M Jest spomv, istnieje zatem niepu-
ste przeciecie zbioréw M(,d)ﬂMl Niechz € M(,d NM; . Rozpatrzmy przekrdj
Y >(z) dla dzialania grupy G na rozmaitos¢ M. Zbiér M1N3 () jest otwarty
w Y (z), zatem otwarty jest réwniez zbidr exp~!(My N 3 (z)) C N, gdzie
N, jest wiéknem wiazki normalnej do orbity G .z, stycznym do przekroju
Y >(z). Skoro My N M;q = 0, mamy réwniez

exp™ (M1 N ) (2)) Nexp™ Mgy N Y _(v)) =

Rozpatrzmy teraz rozniczke dzialania grupy izotropii I na zbidr
exp~ (3 (z)): dzialanie grupy (I;). na widkno N, jest liniowe i gtadkie.
Oznaczmy przez (Nz)(iq) zbior punktow z N, o trywialnej grupie symetrii
dla dzialania (I).. Korzystajac z lematu (4) mamy réwnosé

exp™ (Miay N Y (2)) = (Na)jigy Nexp™ () _(2))-

Poniewaz wldkno N, jest przestrzenia unitarna, za$ z wlasciwosci dzialania
grupy G na M wynika, ze grupa izotropii I, jest zwarta, to mozemy rowniez
skorzystac z lematu (5), z ktorego wynika, ze zbior (N )(;q) jest gesty w N,.
Mamy oczywiscie rowniez gestosc zbioru (N,;)(id) N exp“l(Z(m)) w zbiorze
(Nz) nexp~ ! (3(2)).

Zwréémy uwage na to, ze niepusty i otwarty zbiér exp~!(M; N D (z))
jest na mocy lematu (4) zawarty w zbiorze (N, — (Ny)ia)) Nexp ™ (X (2)),
co prowadzi do sprzecznosci, bowiem zbidér (N;)q) jest gesty we widknie
N wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy niepusty zbior otwarty w Ny zawiera
punkty zbioru (N;)(iq). =
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Abstract
The density theorem for the actions of I.L.H.-Lie groups

The density theorem for the action of I.L.H.-Lie group G on the I.L.H.-manifold M

is proved i.e. it was shown that the stratum with trivial isotropy group is open and dense
subset of M.





