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WSTEP
W mechanice hamiltonowskiej, istniejacej juz od dwéch stuleci, Jed-
nym z probleméw, ktérych do te] pory nie rozwazano jest zagadnienie
opisu dynamiki uktadu mechanicznego, ktdrego hamiltonian jest za-
dany w poataci funkcji nierézniczkowalnej, niecigglej, a nawet nume-
ryczne] [ﬁﬂ . Tego rodzaju problemy pojawiajg sie przy rozwazaniu
odbié od twarde] Sciany, zderzer twardych kul lub przechodzeniu
czastki przez bariere potencjatu. Teoria sterowania réwniez dostar=-
cza przyktadéw tego rodzaju, gdyz sterowania optymalne [4], [5]
sg czesto nieciggte, co w konsekwencji prowadzi do nieciggitych
hamiltoniandw., Pojawia sig¢ wiec naturalna potrzeba rozszerzenia
mechaniki na szerszg klas¢ hamiltonianéw - istniejace dotad wzory
dawaty mozliwo$cli rozwazania hamiltoniandw co najmniej klasy C1.
Celem niniejszej pracy byto sformutowanie mechaniki hamilto-
nowskiej tak, by rozszerzyé klase rozwazanych hamiltonianéw i unik=

ngé podanych powyzej trudnosci. Wymagalo to wprowadzenia pojecia

[21]
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nadpotoku, ktdére jest nieco ogdlniejsze od pojecia potoku pola
wektorowego f6], &ﬂ. Obiekt ten Jest bardziej adekwatny do opisu

dynamiki uktadu mechanicznego.

I. MECHANIKA HAMILTONOWSKA W JEZYKU GEOMETRII SYMPLEKTYCZNEJ

W klasyczne] mechanice hamiltonowskiej uktad mechaniczny jest
scharakteryzowany przez nastepujgce pojecia: zbidr standéw, hamil-
tonian, réwnania ruchu, Powyzsza charakteryzacja przyjmuje w Je-
zyku geometrii sympletycznej nastepujgcag postad:

1. Przestrzenia fazowg jest 2n-wymisrowa rozmaitos$¢ réznicz-
kowalna S klasy C”.

2. Hamiltonian jest gtadka funkcjg na S, klasy C%,

3« Réwnania ruchu zakodowane sg w rézniczkowej dwuformie
zewnetrznej (3 na S (we F”@NZT*S)), majace nastepujace
wtasnosci:

- VYsesVXeTS X .Jwe) Jest niezerowym kowektorem, gdy
X # O (niezdegenerowanie w),

- dw = 0 (zamknieto$é w).

Pare (S,QQ bedziemy nazywaé rozmaitoscig symplektyczng [6],
(10] . Majac do dyspozycji tréjke (S,u),H), chcemy odpowiedzied
na podstawowe pytanie, Jjakie sobie stawiamy, zajmuJgc sie mecha-
nikg, a mianowicie, jak zmienia sie stan s uktadu (se S) po cza=

sie t, Odpowiedzig na nie Jest potok.

DEFINICJA 1.1. Potokiem na rozmaitosci S nazywamy ciggie od-

wmmwﬁep:Sﬂﬂ:g—ﬂ,D:Sx{ﬂ,wdmﬁ@emmmn
otw

1. 9(-,0) = 1d_;
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2, Jezeli (m,s), (P (mys),t), (m,s+t)e D, to PP (mys),t) =
= P (mys+t);
3. ymes 3Uu s3m Ae eR% vtele el
otw
odwzorowanie P(*,t) : U,— (Um,t) jest gtadkie;
4, P Jest gtadkie wzgledem drugiej zmiennej;
5. VseS {(sst): (s,t) €D} Jjest spéjny.
Wygodnie jest przyjaé nastepujgce oznaczenie ¢ (s,t) = pt(s) .
Jedli w chwili t = O stan ukladu byl s, to po czasie t stan uktadu
bedzie \pt( s). Jedli uktad ma hamiltonian H, to potok z nim zwig-
zany bedziemy oznaczaé' ¥ H(.)( o)
Chcemy, aby potok spetnit nastepujgce postulaty fizyczne:
1. Postulat symetrii.
Jedli ! jest symplektomorfizmem [6], [9] oraz H = H of,

to \Plé = §°‘19Ié o‘§°1 ( symplektomorfizm § Jest to taki dyfeomor-

fizm S, ktéry zachowuje dwuforme w , tzn. %" w=uw).

‘ . | -
2, Zasada lokalnosci. Jesli ofwc S, H1,g Z‘d' to
H H l
1 = 2
i !9, Pt |e -
3, Cechowanie energii, Jesli Hy = H, + e, gdzie e = const,

H H
to “Pt1 = \ptz. Postulat ten oznacza fizycznie niezmiennosé poto-

ku ze wzgledu na wybdr zera energii mechanicznej uktadu,

L, Sprzezenie miedzy jednostkq czasu a energias

Hy H
H1 = cH— Wet = Pge €= const,

5. Zasada zachowania energii i praw mechaniki:
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\PE zachowuje H 1 w ¢

d H *

ZH s)) =0 VsesS =

Y ((Pt( ’ L,at(f W

gdzie 4)’; : I AZT*S) — FW(AZT*S) jest transportem dwuform,
Nasuwa sie pytanie, w jaki sposéb tréjce (S,w ,H) przypisuje

sie potok \pH(.)t). Okazuje sie, Ze istnieje procedura, ktéra w

sposéb jednoznaczny okresla potok, gdy mamy do dyspozycji trdojke

(S,w,H). Jest ona mianowicie dana wzorem:

—d—l ~p¥_!w = Xy Jw = -dH,

dt

gdzie X, Jjest polem wektorowym hamiltoniamu H,X;€ Fr®(TS).
Do tej pory, méwigc o przestrzeni stanéw uktadu mechanicznego,
mielismy na my$li 2n-wymiarowg rozmaitos$é S, Kazdy jej punkt re=-
prezentowal ped i potozenie uktadu. Podejscie to nie wyrédzniato
ani wspéirzednych polozeniowych, ani pedowych uktadu i choé nie-
watpliwie najogdélniejsze, nie utatwiato jakosciowego opisu zacho-
wania sie ukfadu mechanicznego. Blizsze naszej intuicji fizycznej
i czestsze w zastosowaniach jest wyréinienie przestrzeni, ktdrej
punkty reprezentulgq polozenie, a ktérg bedziemy nazywaé przestrze-
nig konfiguracyjng M. W tym ujeciu, definicje przestrzeni fazowe]
S, hamiltonianu H, dwuformy (s majg nastepujgce sformutowania:

1, Przestrzenig fazowg S ukladu jest przestrzen wigzkl kos=-

tycznej do M:

S = T"M
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(T"M = (TM)*, TM - wiazka styczna do M). Zauwazmy, ze w kazdym
punkcie x ¢ M mamy zaczepiong przestrzern wektorowg pedéw, bedacg
wtéknem nad punktem x - Sx'

2. Hamiltonian He C*® (S) jest funkcja H : T"M—R!. Korzysta-
Jac z liniowej struktury wiékien, w kazdym z nich moina wprowa-
dzié iloczyn skalarny {* , ¢) 1 okresli¢ hamiltonian

H(x,p) = (p|p) + V(n),

gdzie V(n) = V(or(n)) Jest podniesieniem za pomocg rzutu & poten-
cjatu V okreslonego na przestrzeni konfiguracji M. (p|p) ma sens
energii kinetycznej uktadu, natomiast ivl(n) - Jjego energii poten-
cjalnej.

3. Forme  wprowadzamy w nastepujacy sposéb: Jesli o Jest
gradkim cieciem wigzki T*M (x ¢ '*(T"M)), to forma symplektyczna

() speinia wzér:

o*w=do, x: M—T'N,
gdzie o™ Jjest transportem dwuform:

% 0 2% 00, 2% *

oc’s THATT S)— T (AT'M), S=TM
Okazuje sie, 2e tak wprowadzona forma Jjest zamknigta i niezdege-
nerowana.

Dotychczas rozpatrywalismy hamiltonian, bedgcy funkcjq klasy

C® na przestrzeni fazowej S (H € C*(S)). Dzieki rézniczkowalnosci
hamiltonianu moglismy okreslié pole wektorowe hamiltonianu X,
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i potok uplé, ktéry opisywal dynamike przestrzeni fazowej:

d H
- dw = Jw = =dH,
atlo 't *H

Zauwazmy, 2e Jesli weZmiemy pod uwage¢ hamiltonian, ktéry Jjest
funkc)g nierézniczkowalng bgdZ nieciagts, to powyzsza procedura
traci swé) sens, bowiem historia ukladu mechanicznego, opisywana
przez potok \pg w momencié osiggniecia przez uktad punktéw nie-
rézniczkowalnosdci hamiitonianu urywa sie z uwagi na niemoznosé
okredlenia dH, a co za tym idzie i potoku, Wytania sie zatem ko-
niecznoéé zastapienia potoku pojeciem ogélniejszym, tzn. nadpoto-
kiem, ktéry w sposéb catosSciowy opisuje historie uktadu mechanicze
nego, réwniez po osiggnieciu przezer punktéw osobliwych hamilto-

nianu,

DEFINICJA 2,2, Niech S bedzie rozmaitoscig, a D - otwartym
podzbiorem R1 x S. Odwzorowanie

D> (t,x)— ‘Pt(x) €8S

bedziemy nazywaé nadpotokiem, gdy spetnione sg warunki:

1., Niech (t,s)€ D. Istnieje otwarte otoczenie ¢ punktu s w M,
ze \.pt(o) Jest gradkim dyfeomorfizmem & na \pt(o')cs.

2. ¥ses ‘P(.)(S) Jest gtadka krzywa w S sparametryzowang

T tych t, dla ktérych (t,s)e D.

przez otwarty podzbidr R
3. Jezeli (t,s), (1,s), (t + 1,s) €D, to (1, Py (s)) € D oraz

VL (R (8) = (e
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Wprowadzone pojecie dopuszcza mozliwoéé rozwazania krzywych
catkowych (krzywych postaci \p('“s)) okreslonych na niespéjnych
podzbiorach.R1. Dwa ponizsze twierdzenia podajg zwigzki miedzy
potokiem a nadpotokiem:

TWIERDZENIE 1. Jeéli M jest rozmaitoscig, a N - jej otwarts
podrozmaitoscig i xpg(x) potokiem na dziedzinie dg < M,
to P () = P g(x)ld, gdzie d jest zbiorem tych punktdw
nalezacych do d,, dla ktérych x €N oraz \pg(x)e N, Jest
nadpotokiem.

TWIERDZENIE 2, Niech \,(s) okreslona na D< R! x S bedzie nad-

potokiem., Oznaczamy przez Dy zbidr tych punktéw (t,s) ¢ D,
dla ktérych (o«ct,s)€ D dla wszystkich o €[0,1].

Wéwczas Do Jest otwartym i spéjnym podzbioremR1 X 5 oraz
nadpotok \pt(s)lD Jjest potokien.
0]

Zauwazmy, ze nadpotok wyznacza Jjednoznacznie pole wektorowe,
natomiast pole wektorowe moze wyznaczaé na ogét wiele réznych
nadpotokdéw (wystarczy bowiem z dziedziny potoku usuwaé po jednym
punkcie, aby uzyskiwaé rézne nadpotoki).

PRZYKLAD., Niech M = R'. Rozwazmy potok Pox) = x + t o dzie-

1 X Rﬂ. Jezeli z M usungé punkt O, to D bedzie zbio-

dzinie DO =R
rem takich punktéw (t,x), dla ktérych x ¢ O oraz t + x ¢ O, Wtedy
¢ 2(x)Jest nadpotokiem na R! = {0}, bowiem krzywe catkowe \Po( ()

nie sg spéjne.
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II. EWOLUCJA UKLADU MECHANICZNEGO DLA OSOBLIWYCH HAMILTONIANOW
Na wstepie rozwazmy przypadki, w ktérych przestrzen konfiguracyj-

nMs= R1. Nastepnie przeniesiemy nasze rozwazania na problem wie-

lowymiarowy.
Przypadek 1 - odbicie od nieskoriczenie twardej Sciany. Rozwaz=-

my hamiltonian zadany wzorem

2
Rz > (x,p)—H(x,p) =-§; + V(x) € R1.
m

gdzie V(x) jest funkcjg okreslong nastepujgco:

1 O' X€R1 - {0},
R

00, xao.

3> x »V(x) a{

Potencjat V(x) bedziemy przyblizaé funkcjami gtadkimi Vn(x) spet-

niajgcymi warunki:

Te V(%) = V(%) punktowo na R1;

2. V_(x) > V(x) niemal jednostajnie na zbiorze R' - {0};

3. VE>0 INje N Vn)N, V (x)> 0 dla xe ]-00, x4,
Vi,(®) < 0 dla xe]xq, 00 ;

4, VE >0 JN,e N Vn >N, v‘;l(x)>/o. x e ]-oo,xo[u]x1,oo[,

gdzie X,,x, 3 Vixy) = V(x1) = E, E - energia uktadu.
TWIERDZENIE 3. Jesli cigg funkeji Va spetnia powyzsze zato=-
zenia, to ciag potokdw $n odpowiadajgcych hamiltonianom

2
H = P 4+ V_(x) zbiega punktowo na R2 - ({0} x R1) do
2m n
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nadpotoku (t ¥ —p@)

\Pt(xlp) = ('Ix "‘%h p Sgn(%'@"' t))s p>0, x<O0,

Bedziemy méwié, ze nadpotok odpowiada hamiltonianowi H

z potencjatem V.

Na mocy twierdzenia, ktére méwi, 2e gdy wspétczynniki pola
wektorowego zbiegajg niemal jednostajnie, wéwczag odpowiadajgce
im potoki zbiegajg co najmniej punktowo, otrzymujemy natychmiast

zbieznoéé potokéw na odcinkul-co ,0[ dla t¢ ’g’“ . Aby udowodnié
zbieznodé dla catego potoku, tzn., dla t > :%E , wystarczy wykazad,
Zze czas potrzebny na przejscie od stanu (XgeP)e Xg < O, P> O,
,
2Xg| *5 -
Chcemy, aby ciagowi hamiltonianéw H_(x,p) = £~ + V_(x) odpo-
2m n

do stanu (x5,~p) z odbiciem od Sciany dgzy do

wiadat zbiezny cigg czaséw przejscia od stanu (xo,p) do stanu
(xo.-p). Dlatego konieczne Jest przyjecie zatozed 3 i 4 na funkcje
gtadkie V (x). Chodzi o to, by wyeliminowaé np. sytuacje, w kté=-
rych V (x) speinia zatozenia 1,2 i ma siodlo (tzn. Vl(x) = 0)

o warto$ci E, na odcinku ]x,,d[ (rys. 1).

?

jv(x)
!

I\

ﬁ
)
|
m

\
U5 IR
O b=

3
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Wéwczas przejécle od stanu (xo,p), Xg < X, <0, P> 0, P = V2nE do

stanu (xo,-p) nie jest moZzliwe w skoriczonym czasie, bowiem w momen-.

cle osiggniecia siod®a przez uktad Jego stan nie ulega zmianie.
Tego rodzaju zachowanie uktadu bedziemy nazywaé stratami

czasu. Rozwazmy stan o energii E, przeprowadzimy rozumowanie dla

lewej pdtosi, co nie ogranicza ogdélnosci rozwazan (rys. 2).

Vix)
E
1 E=%+V(x)
Valx)
Xe Xg 0 x
Rys. 2
Wprowadzimy oznaczenia:
tx0x1 - czas przejs$cia uktadu od stanu (xo,p) do stanu (x.,,p).
txooxo - czas przejscia uktadu od stamu (xo,p) do stanu (xo,-p).

Niech €: 0<¢e<E, x_: Vn(xc) = & xp: V (Xg) = E. Mamy ogdélny

£
wzér

o Jom o —ax'
S ) {0 e

Zauwazmy, 2e t Jest ograniczony z dotu przez t - czas

xOOxo minxoOxO
swobodnego przejscia od stanu (xo,p) do stanu (xo,-p) s gdzie

tminXOOxo odpowiada potencjatowi V(x) = O,
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x€[xp O[ 4 tmimr.OOxO = %0 \/—‘%_;\ (x5 < 0).

Wazny Jest fakt, Ze przejscie od stanu (xgep) do stanu (xo,-p)

nie pocigga za sobg strat czasu. Zauwaizmy jednak, ze dla t 0
*0"*0
suprOxO’

przez aproksymacje V,(x) na odcinkach [xo,xE 1, [_xe +¥p] pa pod-

istnieje oszacowanie z géry, ktére oznaczamy przez t

stawie »atozeri 3 i 4 przez liniowe funkcje Ly 1Ly

Ly(x) = £7n (o)

(x-xo) + Vn(x0> .
€

E-g

Lz(x) = (X-XE) + £ .

Xg=Xe

Pozwala to na wyliczenie t explicite:

supxoox0

Xe

*5
t P 1im ( dx’ +.r d’ )=
0 2
SUpxg X0 1’81‘—’:6 ¥ ‘fE-L,] (x") " “’E‘Lz (xl)‘

b'e
€ i
d
=2 “jglim (j' * ) +
2108 X \/ € -Vp(xg) R
0 E - x*_xo- (x 'Xo) - Vn(XO)
g ,

+ 2 ‘]—gl_“lim ( ax ):

n-t N
e-0 % 'JE- B-¢ (x'=x¢) = €
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dx’

=2\E-lim( ‘)+

n-o
a0 % \ﬁ<e -V )(c:()) N, VEXOXO)XO Vg

Xg dx’
+2@11m (S' )z

n-+x

€0 X% \]?(XE (x +E+( E';E)x) )

R R

VE
Zauwazmy, 2e tsupxooxo ) txooxo > tminXOOxO oraz
= 2L 2m
tsupxc)ox0 = tminxOOxo == Xg NTF . Zatem txOOx = - XN

co chcielismy wykazad.
2
Przypadek 2. Rozwazmy hamiltonian R2 3(x,p)—H(x,p) = %ﬁ +V (%)

o, x € ]-00,0[,
R1 I x—V(x) =
E, x € [0,00[

(Patrz rysunek 3.)

Vix}

Rys. 3
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(a) Rozwazmy stan o energii EO < E. Podobnie jak w przypad-
ku 1, potencjatr V(x) bedziemy przyblizaé funkcjami Vn(x), speinia=-
jacymi warunki:

1. Vn(x)-—-»V(x) niemal Jjednostajnie wraz z pierwszg pochodna
na zbiorze R! - {o} s

2. Vn(x)-—»v (x) punktowo dla x = O;

3. V (x) » 0 dla x€]-o040[ 3

4, INVYn > N V‘r'l(x) >0 nma odcinku ]-o00,x50,
gdzie x: Vn(xo) = E.

Stosujac te samg procedure, co w przypadku 1, uzyskujemy, Ze
czas przejscia od stanu (x,l.p) do stanu (x1,-p) Jest réwny -2x1-%.
Nadpotok ma postaé

Yp (XoP) = (-lx + ‘!;Ltl' P sgn(;—m- - t)), t # ;m .

(b) Stany o energii EO = E, Ewolucja ma sens tylko do momentu
osiggniecia przez uktad punktu x = O,
(¢c) Stan o energii Eo > E. Nadpotok ma postaé

P (0p) = (x +BY 20 (x) V2aE),

»

gdzie wybralidmy x €]-00,0{ , p>O0.
Zauwaimy, 2e czas przeJjscia od stanu (x44p) do stanu (x,,p),
gdzie xX4%, > 0, p>0, Jest oczywiscie réwny

1% = %l & -

Zastanéwmy sie, czy przejscie od stanu (X49P) do stanu
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(xz,p - V2mE), %y <0, x2>0, p >0, nie pocigga za sobg strat
czasu. W tym celu obliczmy czas przejscia od stanu (-¢,p) do

-~

stanu (£,p - V2mE), £>0:

-€ ’\/EO-V (x)

Przechodzgc do granicy £ — 0 i pamietajac, ze Eo > E, mamy catke
po dgzacym do O odcinku ze skoriczonego wyrazenia podcalkowego,

a zatem l:l.mO t-EE = 0, co oznacza, 2e przy przechodzeniu od
standw (x:.—;)) do standw (xz,p - \/TZE) wspomnianych powyzeJj nie
ma strat czasu.

Przypadek 3. Rozwazmy hamiltonian R2 3 (xyp)— H{x,p) =
=2 4+ v(x), gdzie
2m

R X € r! - {0},
v(x) =
E' X = 0.

(Patrz rysunek 4.)

Rys, 4

(a) Rozwazmy stan energii EO < E. Analogicznie do przypadku 2
potencjal V(x) bedziemy przyblizaé gtadkimi funkcjami V,(x) spet-

niajgcymi warunki:
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Te Vn(x)-—+V(x) niemal jednostajnie wraz z pierwszg pochodng
na zbiorze R' - {0}

2. Vn(x)——»V(x) punktowo dla x = 0}

B.VEO<E ]N1€N Yn>N, Vo(x)» 0, X€]-°°.xo1[,

v;,l(x)go, x € Ixgps o0l

4, VEgKE 3N,eN Vn>N, V. (x)}0, .xe]-oo.xm[u]rm,w[,‘

gdzie
Xp1e %o < 0.
Xot Valxg) = Eq, * =
| X020 X% 7 O-

Opierajac sie na wynikach przypadku 1, uzyskujemy: czas przeJjscia
od stanu (x1,-p). do stanu (x1,p), gdzie x, { 0, p > 0, jest

réwny tx10x1 = -2x1<-§%>.

Nadpotok ma postacd

Pp0op) = (-lx +EE, psan(-B - 1)), ¢4,

(b) Stany o energii E, = E. Jedli stan poczgtkowy jest (x,p),
x <0, p >0, to ewolucje uktadu mozna okres$lié tylko do momentu
osiggniecia przez niego punktu x = O.

(c) Stany o energii Ey > E. gadpotok ma postad

(x*",;Ltl p - VZmE), x =0,
\Pt(xvp)z
x + Bt py . xe R - {0},

gdzie wybralismy x €]-c0, O[, p > O. Czas przejécia od stanu
(x1.p) do stanu (xz,p),gdzie xX4% > 0, p > 0, Jest oczywiscie
réwny |x; = x,|.2 , Réwniez tagxy = 1% - %|-2 dia p > o,
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X% < O, poniewaZ nie ma strat czasu przy przejsciu ukladu od
stanu (x1,p) do stanu (xz,p), X4 Xy < 0, Mamy bowiem

limt = = lim («Ff —) =0,
E—)O e—»O -£ { -V(X)

bo podobnie jak w przypadku 2, mamy catke po odcinku dazacym do
zera, ze skoriczonego wyrazenia podcatkowego z uwagi na to, 2ze
EO > E.

Przypadek 4., Jako ostatni rozpatrzymy hamiltonian:

2
RZB(,xop)—‘*H(xop) = ‘Eﬁ + V(x) € R1n

gdzie

- X, xe¢ ]-0,0[, >0,

v(x): R'3 x —V(x) =

ﬂx’ x€[0,03[ » {-)>>Oo

(Patrz rysunek 5.)

Ryse. 5

Rozwazmy stan o energii E > 0. Analogicznie do przypadkéw po=~
przednich potencjal V(x) przyblizamy funkcjami gradkimi Vn(x).
spetniajgcymi warunki:
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1. Vn(x)-—9V(x) niemal Jednostajnie wraz z pierwszg pochodng
na zbiorze R! - {o};

2. V_(x)—V(x) punktowo na R';

Vo (x) <0,  x€lxy =€, Ol, €70,
3. YE>O ]N1€NVn7N1

Vi (x) >0, x€10, x5, +€L, £>0;

Ly YE>O HNZEN Vn>N2 V;(x)?,O, XG]X01 ~E 4 Xgp *E C.
gdzie

("01' Xq <0y
Xgt Vn(xo) = E, Xg =
' X020 %0 0i

B g
Oczywidcie tx1x = \WE f —_—,
2 X 'JE-V(XU

Niech Xpo Xgi V(xA) = V(xB) = E, Analizujgc ksztalt potencjatu,
Yatwo zauwazyé, Ze uktad nie doznaje strat czasu. Mogloby sie to
zdarzyé jedynie w otoczeniach éunktéw Xy i Xpe lecz zatozenie 3
usuwa watpliwosci tego rodzaju. Nadpotok ma postaé: jako poczagtko~

wy stan uktadu wybieramy stan (-x,p), gdzie x>0, p >O:

\P‘b (=%x4P) = (x(t) op(t)) ’
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x(t) =%

p(t) =

+ 2xoc|_t + 2 e~ Oc + 2xot]
2
p 1,/P 2
-—2-[1: *%E'E\F’Z + 2xoc] teB,
2 .
P /
25 (? +2 xoc) %[ + 2x0(1 + )+ mocl '

p +tm, teAa,

2
P 1 /P
m + 2xcC = mPlt + - + 2X0C), tEB
I (e + 85 - |2 + 2xa) -
2
p
- m{&[ 1 \J + 2xx(1 +—) +P——], tec,
B2

mcd
fpz p
1
- a\—5 + 2xc+ maft -—(5 — + 2x0(2 +%) +£Ec]'
) m
t €D,
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’ 2
P
As[nt, --%554- -—n?+2xoc-&+n'l‘[,
p2 p2
B = |nT +o1T ;2-+2xoc--h,%-;2-+2xoc(1 +%) ‘%&* nT[,

2 2
,p P 8
C =T + %— ;? + 2xo(1 +£%) -'%&3 % ;? + 2xx(@ + a()-iki+ nr[,

2 2
P P
D = ]nT +%\/m7. + 2xo(2 +%)-£ﬁ,(%+§) ;2- + 2xoc-%+ o1f,

2
2 24P

T = okres ruchu T =(T+ 'oT) — + 2 X0te
m

PowyZsze przypadki tatwo jest uogélnié na przypadek, gdy prze-
strzen konfiguracyjna M uktadu mechanicznego jest n-wymiarowa.
Przy,jmu:jq one wtedy postac nastepujgcego twierdzenia,

TWIERDZENIE &4, Niech x;ozmaitos'é M bedzie przestrzenig konfi-
guracyjng uktadu mechanicznego, dim M = n, Niech Mo ozna-
cza (n-1) -wymiarowg dor)nkniqtq podrozmaito$é w M, Niech w
wigzce ™M bedzie zadana forma kwadratowa energii kine-
tycznej {-,->. Zatézmy, ze na T*M mamy zadany hamiltonian
H = {P|P) + V, gdzie V jest podniesieniem za pomocg rzu-
tu g funkcji okreélonej na M, gtadkiej w punktach M = Mo.
V ma poza tym nastepujgcg wtasnodé: dla kazdego x €M

0

istnieje mapa K taka, 2e otoczenie M > U x przechodzi
otw
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na () c Rn, przy czym

REUAMI— (W N BT, |, = Vo).

V(xj, cees XB) = V(x1), przy czym (x;, ceey X sg wspéle
rzednymi wzdiuz Rn’1, a V(xy) ma w punkcie x, = O kiekek
réwny kietkom w O potencjatdw rozwazanych w przypadku 1,
2, 3, 4, Wéwczas istnieje nadpotok \pg odpowiadajgcy ha=-
miltonianowi H w taki sposéb, 2e speinione sg wszystkie
postulaty z paragrafu 1.

W celu przeprowadzenia dowodu wystarczy zapisaé problem w
mapie tak, jak w zatozeniu twierdzenia, co sprowadza sie do Jjedne=
go z podanych powyzej przypadkéw, Gtadkie hamiltoniany Hn rozwaza=
ne w tych przypadkach spelniajg oczywiscie postulaty, i widaé, 2ze
granica odpowiadajgcych im potokéw Py réwniez je spelnia.r

Podsumowujgc, wprowadzone pojecie nadpotoku pozwala opisadé .
dynamike uktaddw mechanicznych o nierdzniczkowalnych, a nawet nie-
ciggiych hamiltonianach., Historia ukladu mechanicznego opisywana
za pomocg potoku urywata sie w momencie osiggniecia przezen punk=-
téw osobliwych hamiltoniamu, natomiast uzycie nadpotoku pozwala
na usuniecie tych trudnosci, umofliwiajac opis zachowania sie sy-
stemu réwniez po osiggnigciu punktéw nierdzniczkowalnosci bgdz
nieciggtosci hamiltonianu., Nie zachodzi tez koniecznoéé usuwania
punktdéw osobliwych hamiltonianu z przestrzeni fazowej, jak dla

potoku,
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