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1. WSTEP

Dane sg dwie populacje 574 i Sn’z. W populac ji 9\’1 wektor losowy gi ma

p-wymiarowy rozklad normalny z zerowym wektorem warto$ci oczekiwa-

nych i dodatnio okreslong macierzg kowariancji Z i (1 =1, 2). Dana
Jest obserwacja z, ktdéra z prawdopodobieristwem a priori q ( Q> o,

QU +q, = 1) pochodzi z populacji £ (1 = 1, 2). Problem polega na

znalezjieniu bayesowskiej metody rozstrzygajace]j, z ktérej populacji
pochodzi obserwacja z, w przypadku gdy

Zi = 512[(1 - ?1) I+ 915]’

~

gdzie & 12 Jest wspdlng wariancjq skladowych wektora losowego Z;»
Py Jest wspélnym wspSiczynnikiem korelacji dla wszystkich par skla-
dowych wektora losowego —Z—i’ lpx P Jest macierzg Jednostkowy, a E .

Pxp
Jest macierzg, ktérej wszystkie elementy sq jedynkami.,

[119]
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2. BAYESOWSKA METODA DYSKRYMINACYJNA

Niech f(g\61,9i) bedzie funkcjy ggstosci wektora losowego Z, (1=
= 1,2 + W przypadku gdy parametry Gi, 91 sq znane, decydujemy, ze
obserwacja z pochodzi z te] populacji, dla ktérej prawdopodobien-

stwo a posteriori
) 2
(0 P(ﬂ—i! E) = qif(-z-‘61’91)/jz,iqu(_2_|61'91) ’ i=1, 2,

Jest maksymalne, Rozwigzanie to pokrywa sie¢ z rozwigzaniem uzyska-
nym na drodze minimalizacji ryzyka bayesowskiego (patrz np. Ander—
son, 1958).

W przypadku gdy 61, 91 nie sg znane, mozemy postuzyé sie esty-
matorem funkcji gestoici f(g'@i,gi), i =1, 2. Zatézmy, 29‘311, seey
ZNii Jest prébg losows pochodzgcg z populacji mi (i=1, 2), Ozna-
czamy przez 3(61,91) gestosé a priori parametréw 6i i 94» @ przez
D; wartos$ci obliczore na podstawie N;-elementowej préby. Bayesow-
skim estymatorem funkcji f(§I61’9i) Jest warto$é oczekiwana funkcJji
gestosci wektora Zyy wzgledem rozktadu a posteriori parametréw 6y
¢4 (patrz np. Ferguson, 1967), tj.

(2) f(z{D;) =”P(51’S’1|D1) 1(z]65,9y) d6;dg;,
gdzie

3) P(6195D3) = L(Xqgs «oey )'(Nii“esi'?i)g(si'?i)
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oznacza gestodé a posteriori parametréw 61, ©3 (1 =1, 2), nato-

miast L jest funkcjg wiarogodnoici dla préby 311, cony KN i* Zatem
i

reguta klasyfikacyjna (1) przyjmie teraz postaé

2
) B(wm|z) = qif(z|ni)/32=?1qu(;_|nj>. 1=1, 2

Dodajmy, 2e dla dowolnej macierzy kowariancji (nieznanej)Z%i(i =

= 1, 2) oraz réwnych i nieznanych wartosci oczekiwanych Hyo= Ky =
= )L przedstawiony problem klasyfikacJji Jest nierozwigzany (patrz
Geisser, 1964).

3. PRZYPADEK, GDY PARAMETRY &; I @, S4 ZNANE

Mozna wykazaé (patrz Pasewicz, 1978), 2e funkcJja gestosfci wektora

1osowego_§i ma postaé

(5) f(£|6i’?i) = (Zgﬁyp/2{519(1_?£fp-ﬁ/2 [1 N (p'1)?i]1/2}-1 X

1 - . {a+b
X exp w{ 5 ta - §1&+D) ]\.
26i \1-90 1+(p-—1)§3i

Zgodnie ze wzorem (1) decydujemy, 2e cbserwacja z pochodzi z popu-

lacjyi 91y wtedy, gdy
6) Q4 5(2 [69,99) > apf (2]65,9,)-

Jezeli
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(7) a,flz ’51 940 < ayf(z \52,92> ,

to decydujemy, Zze obserwacja z pochodzi z populacjiGTz.JeZeli

natomiast
(8) q1f(§j61.91) = q2f(§]627§32)9

tc decyzji o zaklasyfikowan.u obserwacji z nie podajemy albo decy-
dujemy, 2e obserwacja r pochodzi z populac;jisT1 albo 29T2, gdy ist-

niejg inne przyczyny dyktujgce taki wybér.

4, PRZYPADEK, GDY PARAMETRY 61, 91 NIE 54 ZNANE

Zatdzmy, Ze Zijk Jjest k-tg obserwacjy, J~tej cechy z i-tej popula~-
Cji’ gdziek=1, srey Ni, j=1, LY p’i=1, 2.

Worowadzimy nastepujace oznaczenia

, — 3 2 a . 2
® Ay = 214— %"zijk = tr g Zy3Zyy = PN;SY,
Ny
.‘/—. 2 p Z‘ o
(10) Ai + Bi = %;&%JZijk) = trkg = Zkizki> = pNiSiL1 +(P~1)rﬂ
(11) \)i = Ni + 1, Ki = Ai + 2, Bi = Bj_ + b,

gdzie

(12) a = 2, zg = tr(zz"), a+b =<Z 23)2 = tr_(Ezz').
3 J T
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Niech fi(g) bedzie bayesowskim estyma{orem funkcji gestosdeci f(g‘ﬁi,gi)
postaci (5). Prawdziwe Jest nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE. Jezeli (Geisser 1 Desu, 1968) %aczna gestosé roze

ktaduv a priori parametréw 61, Q3 Jest postaci

(13)  8(64,94) o {63 (1=py) [1 "’\p‘13§’ﬂ}-1'

to
y. m v, ’ ’ N /2 ‘ 11 9‘1)N
(14 £ (z) = [& p/2| (“f)r[‘kazii} A+ ¥ “[p-1)a,~B 2" 1
) i _) (fﬂ') P{N'\\ '\Kp‘mi l o \)i/zr o %(p“‘)\) .
! \—2—;7{ L_'z_- | (Ag+B) ™ (e A;-B j 1

D o wé d. Istotnie. Na mocy réwnosci (3) mamy
(15)  P(O1.91]435By) = LA By|65.9) € (65061)

gdzie

1
2 7 ~3N; -1 «

o =PNy/2
(16)  L(A,Byj61,6;) = (27)  * [6,2(1-¢)

:I_ - - R
[ J U 2n\6,21-¢y)  6,2[1 +(o-1 )]

Dokonujac podstawienia
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[1 +(p—1)9j_]6'12 =y,
a7
L0 - ¢p0;% =8,

réwno$é (15) mozna zapisaé w postaci

@8)  P(ogy,B|A;,B)e oci-z 177 g

1 [A; + B (p=1) A; - B, 7]
X exp{- - { 1 i, L i-%.
2p 1 y

Poniewaz powyzsza funkcja Jest proporcjonalna (zaréwno ze wzgledu
na zmienng Oci, Jak 1 ze wzgledu na 91) do zgstosci uogélnionego roz-

k1adu gamma, wigc

N
-pN./2 (A,+B,)2 1
(19)  Plor;,8] 41,8;) = (2p) P (——i%—L’——— X
) 2Ni+1r(l\li)
<3 7
| 1NN
5 [(2-1) ay-8,] exp{-— LiAi»fBi , Ai"Biﬂ.
(P~ N, +1 71 T 2p| & %)
8,2 i th@_ﬂ Ni} i 1 ”

[y

Funkele fi (z) obliczymy jako wartos¢ oczekiwang funkc ji f(§|51'91) .—.|]
= £(zlogy s Qi) wzgledem rozkladu a posteraori (19), tzn.



BAYESOWSKA METODA DYSKRYMINACYJNA W PRZYPADKU... 125

(20) fi z) = (J; (j) flz l“i'si) P(ociyei\\AipBi)doCid@i.

Wykorzystujgc niezaleznosdé zmiennychoci i @i ( prawa strona réwnog-
ci (19) Jest iloczynem funkcji gestoéci zmiennych 1osowychcxi i @i)
oraz dwukrotnie uwzgledniajgc gestosé uogélnionego rozktadu gamma
w prawe) stronie réwnosci (20), otrzymamy teze twierdzenia.
Zaklasyfikowanie obserwacji z opieramy teraz na zwigzkach (6),

(7), (8), gdzie w miejsce funkc)i f(g\ﬁi,gi) podstawiamy funkcje
A
fi(g). Jezeli zatozymy, ze Ny =N

5 = N, to
£ A,+B (p=1) A,-B
z p-1) A,-
@)  1n— ) N 1n 14 Np-H1n ——2 1,
fz(g) A2+B2 (_p-1)A2--B2

+ (N+1) 1n —Z%L+ (N+1) (p=1) 1n (=Y A8y

A
A4+B, (p~1) A4-B,

i obserwacjg z zaklasyfikujemy do populacjig\‘1 wtedy, gdy

(22) ln‘ﬁligJ > c,

a2
gdzie ¢ = 1n .
R

Jedli nieréwnodé (22) nie bedzie zachodzila, to podejmujemy de-
tyzJje podobng do decyzji opartej na zwiazku (7) albo (8).
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