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1. w s t ę p

Dane są dwie p o p u la c je  5T̂  i  srr .̂ W p o p u la c j i  w ektor losow y ma 

p-wymiarowy rozk ła d  normalny z zerowym wektorem w a rto śc i oczekiw a-

nych i  dod atn io  o k reś lon ą  m acierzą  k ow a ria n c ji ( i  = 1 , 2 ) .  Dana 

j e s t  obserw acja  z , k tó ra  z prawdopodobieństwem a p r i o r i  q.̂  ( qi > 0 ,  

q1 + q2 = 1) p och od z i z p o p u la c j i  91̂  ( i  = 1 , 2 ) .  Problem p o leg a  na 

z n a le z ie n iu  ba y esow sk ie j metody r o z s t r z y g a ją c e j ,  z k t ó r e j  p o p u la c j i  

poch od zi obserw acja  z ,  w przypadku gdy

S i  = -  ? 1 ) I  + ? i Ę ],

2g d z ie  6^  j e s t  w spólną w a ria n cją  składowych wektora losow ego Z^,

9  ̂ j e s t  wspólnym w spółczynnik iem  k o r e la c j i  d la  w szy stk ich  par sk ła -

dowych w ektora losow ego Z^, I pxp j e s t  m acierzą  jednostkow ą, a Ępxp 

je s t  m acierzą , k t ó r e j  w szy stk ie  elem enty są jedynkam i.

[119]
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2 . BAYESOWSKA METODA DYSKRYMINACYJNA

N iech f ( z | 6 ^ ,^ )  b ę d z ie  fu n k cją  g ę s t o ś c i  wektora losow ego ( i  =

= 1 ,2  .W  przypadku gdy param etry <5 ,̂ 0^ są znane, decydujem y, że 

obserw acja  z p och od zi z t e j  p o p u la c j i ,  d la  k t ó r e j  prawdopodobień-

stwo a p o s t e r io r i

( 1 ) P(^r±| z )  * qi f  ( - l ^ i » ? i ) /  ^ q j f (—l^ i '^ i )
.1=1

1 . 2 ,

j e s t  maksymalne. R ozw iązanie to  pokrywa s ię  z rozwiązaniem  uzyska-

nym na drodze m in im a liz a c ji  ryzyka bayesow skiego (p a trz  np. Ander-

son , 1 9 5 8 ).

W przypadku gdy 6^, n ie  są znane, możemy p os łu ży ć  s ię  e s ty -

matorem fu n k c j i  g ę s t o ś c i  f C z ^ , ^ ) ,  i  = 1,  2 . Załóżm y, ż e X 1i# . . . i  

—N i  Prdkq losow ą pochodzącą  z p o p u la c j i  9T̂  ( i  = 1 , 2 ) .  Ozna-

czamy p rzez  g (ę ^ ,ę ^ ) g ę s to ś ć  a p r i o r i  parametrów 6^ i  a p rzez  

D  ̂ w a r to ś c i o b l ic z o n e  na podstaw ie N ^-elem entowej p rób y . Bayesow- 

skim estymatorem fu n k c j i  f  (z  j ^ , ^ )  j e s t  w artość oczekiwana fu n k c ji  

g ę s t o ś c i  w ektora Z^, względem rozk ładu  a p o s t e r io r i  parametrów 6^, 

^  (p a tr z  np. Ferguson , 1 9 6 7 ), t j .

(2 ) * ( * ! % )  = J J P(O i* ? i| Di ) f ( z | ^ i» ? i ) d ^ id ? i»

g d z ie
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oznacza g ę s to ś ć  a p o s t e r io r i  parametrów ^  ( i  = 1 , 2 ) ,  n ato-

m iast L j e s t  fu n k cją  w ia rogod n ości d la  próby  X ^ ,  . . . ,  ^ . Zat<

reg u ła  k la s y f ik a c y jn a  (1) p rzy jm ie  te r a z  p os ta ć

(4) P Ą I z )  -  q 3f ( z | D j ) ,  1 - 1 , 2 .
j  —1

Dodajmy, że  d la  dow oln e j m acierzy  k o w a r ia n c ji  (n ie zn a n e j) ( i  =

= 1 , 2 )  ora z  równych i  n ieznanych  w a rto ś c i oczekiw anych = )u.2 = 

= }i. p rzedstaw ion y  problem  k la s y f i k a c j i  j e s t  n ierozw iąza n y  (p a t r z  

G e is se r , 1964 ).

3 . PRZYPADEK, GDY PARAMETRY 6^ I  S& ZNANE

Można wykazać (p a t r z  P asew icz , 1 9 7 6 ), że  fu n k cja  g ę s t o ś c i  wektora 

losow ego Ẑ  ma p o s ta ć

(5) f ( z | 6 i . ? l )  -  (29r)-P/ 2 {ffl P (1 -?iy P - lV2 [1 ♦ (P-1)pi l'l /2 }~ 1 x

x e x p  J _ ! ----------
2̂6̂ (1-^) 1̂ (p-1) ?i j

Zgodnie ze wzorem (1) decydujemy, że obserwacja z pochodzi z popu-
lacji wted>, gdy

(6) qif(z i^ ,^ ) > q2f (z|er2,92).

Jeżeli
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(7) q ^ z  <  q2f ( z  ,

t o  decydujem y, źe  obserw acja  z poch od zi z p o p u la c j i  9V^, J e ż e l i  

natom iast

(6 ) q1f ( z j ^ 1 ,^ 1) = q2f ( z | 6 p ,<p2 ) ,

to  d e c y z j i  o za k la sy fik ow a n iu  o b se rw a c ji z n ie  podajemy a lb o  decy -

dujemy, że  obserw acja  z p och od z i z p o p u la c j i  gr1 a lb o  z 9?2 , gdy i s t -

n ie ją  in n e przyczyn y  d y k tu ją ce  ta k i wybór.

4 . PRZYPADEK, GDY PARAMETRY 6 ±t p ± NIE S£ ZNANE

Załóżm y, źe  Z±^k j e s t  k - t ą  ob serw a cją , j - t e j  cech y  z i - t e j  popu la -

c j i ,  g d z ie  k = 1, . . . ,  Nl f  j  = 1, . . . ,  p ,  i  = 1 ,  2 .

Wprowadzimy n a stęp u ją ce  ozn aczen ia

(11) ^i “  Ni  + 1 » A± = Ai  -f a , Bi  «  B± + b , 

g d z ie

(1 2 ) a “  5  2 j  “  a + b e ( S z j ) 2 «  t r ( E z z ' ) .
v J
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N iech f ^ ( z )  b ę d z ie  bayesowskim estymatorem fu n k c ji  g ę s t o ś c i  f(z| 6^ ,< ^ ) 

p o s ta c i  ( 5 ) .  Prawdziwe j e s t  n a stęp u ją ce  tw ie rd z e n ie :

TWIERDZENIE. J e ż e l i  (G e is s e r  i  Desu, 1968) łą czn a  g ę s to ś ć  roz -

k ładu  a p r i o r i  parametrów 6^, j e s t  p o s ta c i

to

W  *4 (5 )

*^ p / 2

9r
/ t  .s A / 2 r

V2 / \ r i ~ . (Xi+6P 1

D o w ó d .  I s t o t n ie ,  Na mocy rów ności (3 ) mamy

(15) P (01 tfi | A± ,B±) -  L (A± , B± 15 j_, g ( ^ , ^ )  ,

g d z ie

“p N j/2 r  ̂ 4 n , ,p -1)
(16) l ( a 1>Bi| S i> ? 1 )  -  (23T) L<5i 2 (1-ę>l )]

' - K exp L At ł  Bi
S 2 f l

Dokonując podstawienia
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(17)

[ i  + ( p - 1 ) 9 i ] s j 2 = oci f

. ( 1  -  <5̂ ) 0/  “

równość (1 5 ) można za p isa ć  w p o s ta c i

- 5N . - I  - I ( p - 1)N , - 1
(18) P{ocitS±\ Ai ,Bi )o c X i  2 1 0. 2 1

r 1 
x exp<-

2p

A± + B± (p -1) A± -  Bi

OC,

Ponieważ powyższa fu n k cja  j e s t  p rop orc jon a ln a  (zarówno ze względu 

na zmienną OĈ , jak  i  ze w zględu na 8^] do g ę s t o ś c i  u og ó ln ion eg o  roz-

kładu gamma, w ięc

1
X- PNl / 2  ( A ^ --------------y

[ ( p - 1) A ^ b J 1
(p-1) N,

l ( p - i ) N i + y
f 1 r v Bi  (p-i) v Bii]\ *** ; + — —    > 9

2 (p-1) N±

e x p » - — 
l  2p|_ OC.

Funkcję ^ ( z )  ob liczy m y  jak o  w artość oczekiw aną fu n k c ji  f ( z | 6 j*P i )  

= f(z|oci f  Q±) względem rozk ład u  a p o s t e r io r i  ( 1 9 ) ,  t z n .
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O* CO
(20) f A (z)  « J /  f (z jc t i # 0i )P(oc:L>0:Li A j ^ ^ d c c ^ ^ .

W ykorzystu jąc n ie z a le ż n o ś ć  zmiennych oc± i  ©i  ( prawa stron a  równoś-

c i  (19) J e s t  iloczyn em  fu n k c j i  g ę s t o ś c i  zmiennych losow ych  oc.̂  i  9^) 

ora z  dw ukrotnie u w zg lęd n ia ją c  g ę s to ś ć  u og ó ln ion eg o  rozk ładu  gamma 

w praw ej s t r o n ie  rów n ości ( 2 0 ) ,  otrzymamy t e z ę  tw ie rd z e n ia .

Z ak la sy fik ow an ie  o b se rw a c ji  ^  opieram y te r a z  na zw iązkach (6) ,

(7) » ( 8 ) ,  g d z ie  w m ie js ce  fu n k c j i  f(z| 0 'i ,̂ >i ) podstawiamy fu n k cję
A
-±(z)» J e ż e l i  założym y, że  N̂  »  N2 -  N, t o

Ł(z)  A1+B1 (p -1 )A i -B 1
(21) ln  — -  = N  ln  —!— -  + N (p-1) ln ------------- -— -  +

f 2 ( z ;  a 2+b 2 (p -1 )A 2-B 2

A-+B5 (P” 1) A^-Bo
+ (N+1) ln  _ + (N+1) (p -1 ) ln ---------- _

A1+B1 (p-1) A1-B 1

i  obserw a cję  z za k la sy fik u jem y  do p o p u la c j i  51̂  w tedy, gdy

A

f f l (^ )(22) In  V 1— >  c ,
f 2^ )

^2g d z ie  c * ln  —— .
*1

J e ś l i  n ierów ność (22 )  n ie  b ę d z ie  z a c h o d z iła , t o  podejmujemy de-

c y z ję  podobną do d e c y z j i  o p a r t e j  na związku (7 ) a lb o  ( 8 ) .
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