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1. WSTEP

Teoria solitonéw Jest Jedng z najbardziej dynamicznie rozwijajg-
cych si¢ dyscyplin fizyki matematycznej., Idee 1 metody teorii so-
litonéw przenikngeiy niemal do wszystkich dziedzin fizyki teorety-
cznej, od mechaniki klasycznej zaczynajgqc, a na kwantowe] teorii
pola koriczgc. Problemy teorii solitonéw wzbudzitly takie spore za~-
interesowanie wsréd matematykéw, i to tej klasy co S.S. Chern,

B, Kostant, Yu.I. Manin, S.P. Nowikow czy W.I. Arnold.

Solitony to stosunkowo proste rozwigzania pewnej kategorii
nieliniowych réwnan rézniczkowych czgstkowych najczesciej (choé nie
wylgcanie) w dwéch zmiennych niezaleznych, ktére nazywamy dalej uk-
tadami solitonowymi. Méwimy ,teoria solitonéw", ale poprawniej na-
lezaloby powiedzied: ,teoria ukladéw solitonowych" - to wlasnie
uktady solitonowe z ich niezwyklg matematykg i szerokim obszarem
zainteresowan wywolujg rosngce zalnteresowanie wsréd fizykéw i ma-
tematykdéw.

(5]
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Jak odrézni¢ uklad solitonowy od niesolitonowego réwnania réz-
niczkowego czgstkowego? Niestety, nie istnieje 2adna rozsgdna de-
‘finicJa ukladu solitonowego. Pojawiajgqce sie ciggle w literaturze
nowe przyklady ukladédw solitonowych rozsadzajq kazdg prébe zbudo-
wania ,ogélne] teorii solitonéw". Praktycznie podstawg identyfika=-
cJi danego nieliniowego rdéwnania rézniczkowego czgstkowego Jako

ukladu solitonowego Jest mozliwoéé znajdowania klas rozwigzarn za

pomocq dosé¢ dobrze okreslonych technik, z ktérych wymienimy (a nas-
tepnie nieco blizej przedstawimy) dwie: (1) metoda Hiroty (od naz-

wiska Japoriskiego fizyka Ryogo Hiroty) i (2) metoda odwrotnego pro-

blemu rozpraszania (kr6cej metoda odwrotna). Wszystko przy tym

wskazuje na to, Ze stosowalnos¢ pierwszej metody Jest zbieina ze
stosowalnoscig drugiej metody.

Dla fizyki teoretyczne}, ktéra odkgd istnieje cierpi na ,komp-
leks nieliniowoéci" istnienie rozwigzywalnych modeli nieliniowych

z licznymi i waznymi zastosowaniami Jjest rzeczg niezwykle istotng.
Odnosnie do zastosowari teorii solitonéw wspomnijmy, Ze zastosowa=
nie metody odwrotnej w ogélnej teorii wzglednosci umozliwilo mig-
dzy innymi dokiadne zbadanie ukladu dwéch obracajgcych sie czarnych
dziur o wspélnej osi obrotu. Ciggle nie zbadane do korica teorio-
-grupowe, symplektyczne czy geometryczne aspekty teorii solitonéw
to przedmiot zainteresowania matematykdéw.

W artykule niniejszym sprébujemy przedstawié komcepcje ukiadu .
solitonowego na przykladzie klasycznego juz réwnania Kortewega-de
Vriesa (r.Kdv).

Podstawowa wiedza na temat ukladéw solitonowych zawarta jest
w pracach [j-é]. Niestety, 2adna z wyzej wymienionych pozycji nie
uwzglednia duzego postepu, Jaki nastqpil w pigcioleciu 78-33 mie-
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dzy innymi w zakresie stosowalnosci teorii solitonéw w ogélnej te-
orii wzglednosci, klasycznej teorii pél z cechowaniem, fizyce sta-
tystycznej, optyce nieliniowe) i w wielu innych dyscyplinach fizy-
ki teoretyczne]. Pewng prébe przedstawienia statusu teorii solito-
néw okoto roku 1979 podjeto w [9].

2. ROWNANIE KORTEWEGA-DE VRIESA

Solitony - podobnie Jak 2ycie = wyszly z wody. Nasze rozwazania za-
czynamy od przyblizenia poJjecia ,modelowego réwnania diugich fal
wodnych". Przypomnijmy, 2e doskonalg ciecz barotropowg opisujemy
za pomocq 5 funkcji polozenia T i czasu t: ?(?}t) (pole predkosci),
p(¥,t) (cisnienie) 1 o(Fot) (eestoss) [10] . Réwnaniem dynamicznym
teorii takie] cieczy jest réwnanie Eulera

(1a) V’t “‘(-‘;'V)?‘?-"(?' VP),

gdzie f(?,t) Jest gestoscig zewnetrznych sil objetoiciowych.
Pozostatymi réwnaniami teorii sg ’

(16) 0 + divS>V -0

oraz

(1e) ¢ = ¢(m,

gdzie g(p) Jest pewng (postulowang) funkcjg.

Jednym z zastosowar teorii (1) Jest opis liniowych (malych) po=-
vierzchniowych fal na wodzie o stalej giebokoéci h [16]. Podstawn -
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wyr wynikiem jest nastepujgca relacja dyspersyjna wigzgca modui

wektora falowego k z czestodcig @
(2) w2 = gk tgh kh,
gdzie g - przyspieszenie ziemskie. W dwéch sytuacjach: a) piytka
woda (h 2 0) lub b) diugie fale (k ~v 0) bezwymiarowy iloczyn kh =0
Wéwczas (2) mozna zastgpié
3
(3) W=vok - xk’ ,
gdzie
1

Vo = gh , X =g ﬁﬁrhz .
W przypadku Jednowymiarowym rdéwnanie Eulera redukuje sie¢ do

Voo + W, =01 (£ -

't 'y S:’ va) .

Inspirowani tg formulg ,modelowym réwnaniem ditugich fal wodnych"x

nazywamy kazde réwnanie postaci

(&) V’t"wox “-/\-(v) ’

gdzie j\_ Jest wielomianem w Bx i Bt o stalych wspélczynnikach,

przy czym relacja dyspersyjna zlinearyzowanego réwnania (4) dla

®Lub (Jak kto woli) ,modelowym réwnaniem fal na ptytkiej wodzie'
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k — 0 przechodzi w (3). Oto dwa przyklady tekich réwnah

(5) Vog + Woy == vgVhy = &V, x
oraz

o
(6) Vg + VW, = = vV, + Yo Voext *

Dalej zajmujemy sig¢ réwnaniem (5). Jezeli w tym réwnaniu doko-

namy transformacji y = x - Vvgt, to (5) przejdzie w

(7) V,t+W,y+ ocv,m-O.
KoleJne przeksztalcenia
V= -u, t =646 T, y = Vb X

przeprowadzajg (7) w slynne réwnanie Kortewega-de Vriesa (1895)

(8) Upp = 6 U,y + Uypyy = 0 .

Bardziej Scisle wyprowadzenie tego réwnania moina znalezé w [11] .
O innych zastosowaniach r. KdV wspominajg Zrddta [1,7,12] .
Hydrodynamiczny sens rozwigzania u(X,T) r. KdV jest nastepujgcy.

Funke ja

V(x,t) = -u [,—V%;c—(x - vt ,?1@ t]
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Jest polem predkosci kropli cieczy doskonalej.
Réwnanie KdV (8) jest réwnaniem nieliniowym i znalezienie Ja-
kiegokolwiek rozwigzania nie Jest rzeczg banalng. Za Kortevegiem

i de Vriesem poszukajmy rozwigzania w postaci

(9) u(X,T) = F(X - VT).

gdzie V = const. Proces falowy dany przez (9) jest ruchem jedno-
stajnym (z predkoscig V) ksztaltu F(X). W szczegélnym przypadku,

gdy F(ttxo) = 0, rozwigzanie (9) nazywamy samotng fala. Antycypu-
Jjac rezultat, poidzmy

F(X = VI) = = 2a° 1 (ax - Ladp - axo),

gdzie a 1 X, - pewne stale rzeczywiste. Funkcja f = f(EZ)(dalej
kladziemy, oczywiscie, = = aX - 4a3T - axo) speinia nastepujgce

réwnanie:
(10) -4f° + 12f£° + £ = O,
Podstawienie f = 1/3 - h w (10) daje

(11)  12hh” = n*,

Réwnanie (11) Jest podstawowym réwnaniem funkeji eliptycznych

Weierstrassa, Jego ogélne rozwigzanie dane jest zaé przez

B(Z) = P(Z - Toley &)
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gdzie P Jest eliptyczng funkcjq Weierstrassa ﬁ}], state E]O, 8>
i g3 sS4 zad dowolne. Specyfikujgc odpowiednio te parametry, Jako
szczegbélng postad (zdegenerowana funkcja eliptyczna) dostajemy

f(E) = COSh.zT .

—_—

Samotng falg réwnania KdV (8) Jest zatem

2

(12)  u(X,T) = -2a cosh™?(aX - 4a’T - aXq) .

Parametr a okresla zaréwno predkosé samotnej fali V = 4a2>0
(Jednostronna propagacja), Jjak i jej amplitude 2a2 = 1/2 V (wyzsza
samotna fala Jest Jednoczeénie szybszg). Parametr X okresla ,po-
lozenie" samotne] fali w chwili T = O.

Model KdV, dopuszczajac powyzsze rozwigzanie, wyjasnia dos¢ dob-
rze pewne niezwykle zJjawisko zaobserwowane po raz pierwszy przez
Johna Scotta Russella. Dzialo sie to w sierpniu 1834. Pan Russell
Jechat konno wzdluz kanalu Edynburg-Glasgow i obserwowal przeply-
wajgcq wtasnie kanalem barke, ktérg dosé szybko ciggnela para koni.
¥ pewnym momencie barka zostata gwaltownie zahamowana (przypusz-
czalnie poziom wody w kanale byl niski i dno barki natrafito na
mielizng). Wéwczas w okolicy dziobu barki uformowal sig pojedynczy
garb wody, ktéry nastepnie oderwal si¢ od barki i przez diuzszy
czas nie zmieniajgc istotnie swego ksztaltu i predkosci przemiesz-
czatl sig¢ wzdluz kanalu. Pan Russell obserwowal to zjawisko ¢walu-
Jgc nabrzezem kanatu przez ponad dwie mile az do momentu, gdy garb
tracqc predkosé i wysokosé przestal byé zauwazalnym indywiduum.
Zjawisko to zrobilo duze wrazenie na Russellu i w istotny sposéb
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wpiynelo na Jego dalsze losy zyciowe.

J. Scott Russell reszte zycia poswiecil na stworzenie teorii
wyJasniajgce] tego typu zjawiska. Swoje dociekania teoretyczne sta-
le konfrontowal z eksperymentami. Pod koniec zycia byl gieboko
przesdwiadczony o stusznoéci i uniwersalnosci zbudowane] przez sie-
bie teorii. Swoje péi-empiryczne formuly (wigzgce np. predkosé
propagacji fali w osrodku z JeJ amplitudq) zastosowal miedzy inny~
mi do oszacowania promienia Kosmosu!

Pole predkofci kropli wodnych, odpowiadajgce rozwigzaniu (12),
dane Jest przez

2

v(x,t) = 2a cosh™2 V—i [x -(Vgo +%a2)t].

~
W teorii liniowych fal powierzchniowych na wodzie [10] wykazu je
sie, Ze wysokosié fali Jest proporcjonalna do pola predkosci. A za-
tem ,garb rozwigzania® (12) przemieszcza si¢ ze stalg predkoscig
Yo +-%-a2. W ten sposéb modelujemy ,eksperyment" J,S. Russella,
Wspétczesny odpowiednik obserwacji Russella wyglada duzo bar-
dziej efektownie [14]. Oto na zdje¢ciu morza Andamariskiego (obszar
wodny na péinoc od Sumatry i na zachéd od pétwyspu Malajskiego)
wykonanym z orbity statku kosmicznego SoJjuz-Apollo zauwazono cigg
ciemnych réwnolegtych kresek. Kazda taka kreska oznacza pojedynczy,
wal tzw. wewngtrznej fali diugi na okoto 100-150 km, przy czym fi-
zyka 1 matematyka owych wewngtrznych fal nie réini sie istotnie od
fizyki i matematyki fal powierzchniowych. RéZnica polega na tym,
2e fale powlerzchniowe powstajq na granicy rozdziatu wody i powiet-
rza, podczas gdy fale wewngitrzne formujaq sie wewnytrz wody, a mia-

nowicie na granicy rozdzialu dwéch warstw oceanicznych: wyzej po-
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Yozone]) cieplejszej i mniej stonej (liejszeJ) 1 nizeJ polozonej
zimniejszeJ oraz bardzieJ zasolone} (ciqzszej). Marynarzom dobrze
Jjest znany efekt ,martwej wody", kiedy przy spokojnym morzu nagle
spada predkos$é statku: jego energia kinetyczna zostaje zuzyta do
wytworzenia owych fal wewnetrznych. Réwniez budowniczowie oceanicz~
nych wiez wiertniczych muszg braé¢ pod uwage w swoich obliczeniach
obecnoéé fal wewnetrznych. Oczywiscie, réwnanie KdV (8) takZe mode-
luje fale wewnetrzne.

Jezell akceptujemy rozwigzanie (12) Jako model pojedynczego

garbu fal powierzchniowych lub wewne¢trznych, to rodzi sie natural-
nie pytanie, czy potrafimy znaleié rozwigzanie r. KdV modelujgce
stan koegzystencji dwéch garbéw (cokolwiek by to mialo znaczyé!).

Matematycznie problem mozna postawié nastepujgco. Mozna wykazad
[15], Z2e problem poczgtkowy dla r. KdV ma jednoznaczne rozwigza-
nie dla odpowiednio dobraneJ klasy rozwigzan i warunkéw poczgtko-
wych u(X,Ty) . Zalézmy, ze jest to prawdziwe takze i dla To—> =~c0 .
Oznaczmy przez u(1) i u(2) dwa szczegélne rozwigzania (12) z
a=ag(ay) 1 X = x01(x02) - odpowiednio, przy czym a;> a, > O,
Jako warunek poczgtkowy dla To—> =-00 przyjmijmy u(1) + u(2).
Jest to wtasnie (na razie w rejonie asymptotycznym T —> -oo) ko~
egzystencja dwéch samotnych fal, z ktdérych u, (szybsza) bedzie do-
| ganiaé u,e. PowyZzszy warunek poczgtkowy - zgodnie z naszym zaloZe-
hiem - inicjuje pewng Jednoznaczng ewolucje u(X,T). Jakg? Moina
sformutowac¢ to pytanie w terminach mechaniki: jaki jest efekt zde-
rzenia obu samotnych fal? Przed rokiem 1965 panowal powszechny po=-
glad, Ze nieliniowosS¢ zawsze prowadzi do destrukeji (cg najmniej
deformacji) samotnych fal przy ich zderzeniu (negacja oczywiste]

wlasnosci réwnari liniowych). Wasnie w roku 1965 Norman Zabusky
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(matka Zabusky‘ego urodzila si¢ w Polsce) i Martin Kruskal opubli-
kowali prace pt. ,Interaction of solitons in a collisionless plas-
ma and the recurrence of initial states" [16]. W pracy teJ migdzy
innymi autorzy oméwili wyniki numerycznego calkowania r. KdV. War-
to podkreslié, ze w pracy tej po raz pierwszy poJawii si¢ termin
wsoliton"., W r. 1977 Martin Kruskal w ten sposéb komentowat wyniki
powyzsze]j pracy: [5]:

nRezultaty numeryczne wykazaly, ze owe samotne fale (ang. so-
litary waves ) jak gdyby przenikaja sig wiajemnie... i wychodzgq z
nieliniowego oddzialywania absolutnie nie zmienione w ksztaicie,
amplitudzie i szybko$ci (jedynie parametr X0 ulega zmianie - A.S.).
ZazwyczaJ uwaza sie¢, ze fale sg niszczone lub rozpraszane przez
efekty nieliniowe, zatem odpornosé fal w tym wypadku (szczegélnie
efektownie zademonstrowana na filmie j komputerowym") byle czym$
zdumiewajgcym." I nieco dalej: ... Zabusky i Ja zrozumielismy, ze
tego rodzaju fale majJg dostatecznie wiele cech czgstek material-
nych, aby usprawiedliwié czgstko-podobng nazwe... Nazwalismy Je za-
tem solitonami.”

Wyniki pracy Zabusky ego i Kruskala implikujg dwa kolejne pyta-
nia.

1) Czy potrafimy znaleZé rozwigzanie réwnania KdV, ktérego imi-
tacje komputerowg wykryli Zabusky i Kruskal?

2) Czy rozwigzanie numeryczne Zabusky’ego i Kruskala (zderzenie
dwéch solitonéw r. KdV bez zmiany ich parametréw ai) ma swéj odpo-
wiednik eksperymentalny?

Na pierwsze pytanie odpowiedZ Jest twierdiqca, ale nieodzowny
Jest tuta) pewien komentarz. W r. 1967 opublikowano niezwyklg pra-
ce [17]. Kwartet Jej autoréw: C. Gardner, J. Greene, M. Kruskal i
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R. Miura (w literaturze solitonoweJj znany Jako grupa GGKM) pokazal,
Jak mozna rozwigzaé problem Cauchy’ego dla r. KdV. Istota pomysiu
polegala na szcze$Sliwym skojarzeniu r. KdV z ... mechanikg kwanto-

wg! Metoda rozwigzywania r. KdV zaproponowana przez GGKM zostata

nazwana metodg odwrotnego problemu rozpraszania (lub krécej metodg
odwrotng). Bardéo krétko o te]j metodzie nieco dalej. GGKM ograni-
czyli sie w B7] do naszkicowanlia metody bez wyliczenia Jjakichkol-
wiek nowych rozwigzan z r. KdV. Efektywne zrealizowanie metody
GGKM nastgpito dopiero w latach 71-72. Autorzy prac [18,19,2@],
stosujgc metode odwrotng, znaleZli tzw. klase rozwigzan N-solito-
nowych, tzn. reprezentujgcych proces zderzenia N solitondéw, ktdre
- tak jak to byto w rachunkach numerycznych Zabusky’ego i Kruskala
- nie zmieniajgq w wyniku zderzern swoich parametréy a, tzn. zacho-
wuja swoje ksztalty i predkosci. Wspomnieli$my na poczatku o dwéch
(choé nie jedynych) metodach rozwigzywania ukladéw solitonowych:

0 metodzie Hiroty i o metodzie odwrotnej.

W r. 1971 pojawilta sie¢ plerwsza praca Hiroty z bardzo dlugie]
serii prac poswigconych rozwigzywaniu ukiadéw solitonowych. Stosu-
Jac odpowiednig zamiang zmiennej zaleznej (patrz p. 3), Hirota w
dos¢ elementarny sposéb znalazl postaé explicite rozwigzania N-so-
litonowego r. Kdv [21].

W ramach formalizmu metody odwrotne] wykazuje sig, 2e dla do&é
ogélnej klasy warunkéw poczgtkowych spelniajgcych migdzy innymi wa-
runek u(x,To)——+ 0 dla X— oo ewolucja wedlug r. KdV doprowa-
dza do wylonienia sig ciggu solitondéw o réinych predkosciach, po-
ruszajqcych sie¢ - Jak to juz nam wiadomo - na prawo, podczas gdy
nreszta" rozwigzania malejqc staje si¢ przyblilonym rozwigzaniem

linioweJ czedci r. KdV i jako taka przemieszcza sie na lewo. Ten
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efekt, a takze istnienie rozwigzar N-solitonowych, to dosé suges-
tywne argumenty za stabilno$cig solitonéw Jjako rozwigzan r. Kdv.
Odnoénie do pytania 2). W latach rosngce] popularnosci r. KdVv
i innych wtedy Jjuz wykrytych ukladéw solitonowych (poczgtek lat
siedemdziesigtych) przeprowadzono wiele eksperymentéw (nie tylko
z wodal), w ktérych weryfikowano réwnanie KdV jako m?del dla pew-
nych zjawisk falowych, a w szczegélnosci identyfikowano wylaniajg-
ce sie w trakcie ewolucji solitony, a takze doprowadzano do zderzen
solitonéw. Wszystkie tego rodzaju eksperymenty potwierdzity uzytecz
nosé r. KdV jako modelu [22,23]. W takich to okolicznoéciach, przy
uzyciu metod numerycznych, technik analitycznych, a takze ekspery-
mentéw z wolna formowato sie nowe pojecie fizyki teoretycznej -

soliton®.

3. ROZWIAZANIE 2-SOLITONOWE ROWNANIA KORTEVEGA-DE VRIESA

Nalezy sie¢ domy£laé, 2e dla Czytelnika, ktéry dopiero teraz pozna-
Je pojecie solitonu, najbardziej interesujgqcg rzeczg Jest, na tym
etapie lektury, postaé explicite, a takie wlasnosci rozwigzania N-
~solitonowego r. KdV, np. rozwigzania 2-solitonowego. Aby otrzymad
postaé¢ explicite rozwigzania 2-solitonowego r. KdV, najprosciej Jes
postuzyé sie metodgq Hiroty. Zakres efektywnej stosowalnosci metody
Hiroty Jest mnie] wigceJ taki sam, jak metody odwrotne] (chodzi tu
zaréwno o kategorie uktaddéw solitonowych, jak i typy rozwiqzaﬁ).

Metoda odwrotna w jeJ $cistym ujeciu Jest pod wzgledem matematycz-

®rak rozumiany soliton - to soliton wlasciwy (wg terminologii
uzyte) w [9]). W fizyce, biologii i technice termin soliton czasa-
mi uzywany Jest w szerszym znaczeniu: stabilnej samotne) fali.

1



O SOLITONACH ELEMENTARNIE 17

nym dosé zaawansowang teorig, chociaz fizycy-teoretycy stosujq jej
uproszczony i mniej scisty wariant, natomiast metoda Hiroty [2,
24, 25, 261 pojeciowo jest duzo prostsza. Dla Jjej skutecznego sto-
sowania w przypadku znajdowania rozwigzan N-solitonowych wystarczy
pomystowosé, zdolnosci kalkulacyjne, nieco wiedzy kombinatorycznej.
Metoda Hiroty przez pewlen czas zyla w cieniu metody odwrotnej.
Jedng z przyczyn tego stanu rzeczy bylo to, ze sam Hirota w pre-~
zentowaniu zastosowan swojej metody nigdy nie troszczyt sie o uza-
sadnienie swoich trikdéw. Wracajgc do r. KdV i jego 2~solitonowego
rozwigzania, sprébujmy zrozumieé istote chwytéw Hiroty na tym wlas-
nie przykiladzie.

Przede wszystkim zapiszemy inaczej rozwigzanie (12) r. Kdv.
Wprowadzone tu oznaczenie na soliton Jjest doséé oczywiste:

[N

(13) um(x,'r |a,%y) = - 2a

-2 3
cosh™“(aX - 4a"T - aX,) =

= -2872( In(1 + eE) ’
gdzie g = 2(§X - LadT - axo). Wzér (13) sugeruje podstawienie
(%) u(X,T) = -232 nf(x,T). .

Dla funkcji f(X,T) otrzymujemy pozornie bardziej skomplikowane niz

oryginalne réwnanie

(15)  Loyp = Togfom + Fyyyuy = b5, yqyfayg + 3854y = 0 &
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Réwnanie (15) ma pewng ~ na pierwszy rzut oka niewidoczng -
strukturg, dzigki ktérej réwnanie to daje sie rozwigzaé (tzn. np.
mozliwe Jest znalezienie przeliczalnej ilodci rozwigzan).

Struktura ta dana jest w réwnowaznej formie zapisu (15)

[(Og = 3 (3p = 209 + (3 - axy‘*] £(x, T E£(X;T) =0

Na podstawie (13) dedukujemy, ze rozwigzaniem (15) jest funk-
cja £ (x,T l a,xo) =1+ LW poszukiwaniu innych rozwigzarn réw-
nania (15) zauwazmy, 2e suma dwéch solitonéw z a = a, (az) 1% =
= xo1(X02) » przy czym - tak Jjak poprzednio - a, > a, > 0 w granicy
T— foo staje si¢ rozwigzaniem. Niech éi = 2(&11( - haf'r -

- aiin) , 1 = 1,2, Wéwczas

ul® (x,'r|a1,x01) + u(X,TIaZ,XOZ) =

S

§1

2
=-233In(1+e +e

2, J1vdey

£, §2 . e§1 +§2

Oczywiscie, funkcja 1 + ¢ ' + e nie moze byé rozwig-
zaniem réwnania (15). Okazuje sig, ze w ,Jjezyku f" latwiej Jest
uwzglednié¢ nieliniowo$é r. KdV niz w ,jezyku u". Latwo bowiem spra¥
dzié, ze rozwigzaniem réwnania (15) Jest funkcja
2 f
a,-a +
(16) f(z)(x’T|a1’ 85y Xgq» x02)*“ 1 + e§1 + e§2 +(—-—1—2—> e§1 2

a1 +82
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' a; - a, a,
«Miarg nieliniowodci" Jjest oczywiscie 1 - -8—1-1——52 = a—1 .

Dla az/a1 2~ 1 (Y =1) nalezy oczekiwaé wyraZniejszych efektdéw
nieliniowych. Niebawem wrécimy do tej kwestii.
Na podstawie (14) 1 (16) wnioskujemy, 2e funkcja

A7) u@ (X1 ay,8%y%0,) =

2 2 i
= - ZDx in £¢ >(X,Tl a1,a2,xo1,X02) =

2
a, - a +
= - 2812( 1n[1 + eg‘l + e§2 +<——1————2— e§1 gz]
ay + a,

Jest rozwigzaniem r. KdV (8). Jest to wtadnie rozwigzanie 2-soli-

tonowe. Wykazemy teraz, Ze rozwigzanie to istotnie przedstawia pro-
ces zderzenia dwéch solitondéw (domys$lamy sig¢, 2e sq to solitony z
parametrami ay, XOi -1i=1,2), tak Jak to zostalo opisane przez
M. Kruskala. Nie ulega wgtpliwosci, Ze wygodniej bedzie uzywaé wzo-
ru (16) zamiast wzoru (17). Ale trzeba wzigé pod uwagg fakt, ze
przeksztalcenie f-— u nie Jest réinowartosciowe, np. Jezeli fr—ou,
to réwniez X * BT *¥¢, .y (xs» By = const) . Badamy asymp-
totyke rozwigzania (17) na plaszczyzinie (X,T), ,idgc" po ,promie-
niach" X = vT (v = const) dla T—> =00 1lub T— +o0 . Na takich
wpromieniach" gi = Zai[(v - vi)'r - in] » gdzie v, (predkosé soli-
tonéw) = 4&12 (vq > v2). Oznaczmy I = (=00, V,), II = {vz}, III =
= (Vyy V4), IV = {v4}» V = (vq, +0) . Dla T— -00 , Jak latwo

sprawdzié, mamy
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v €1 v ¢ II v ¢ III1 v ¢ IV velV

§1~» + oo + 00 + 00 —2a1X01 - 0O

(18)

§2—9 + 00 -2a

2%02

Na mocy (18) atwo jest wyliczyé granice f(z) 1ud eg1f(2), lub tez

¥
e 2f(2) itp. 1 na tej podstawie dedukujemy, 2e dla T— =00

vel vell welll ve IV velV
(19)
u(z)(x,T ces)— 0 ul 0 u® 0
a=a, a = a,
Xo = Xop - %o = Xo1
- ({/az
aq =~ 8,
gdzie d =1n . Podobna analiza wykonana dla T— +00

8.1 +82

prowadzi do nastepujgcego rezultatu:

vel vell velIlIl|v e IV veV

(20)
w1 . )| © uM 0 uM 0
a = 8.2 a = 8.1
X0 = Xo2 Xo = Xo1~

- &/ay
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Rezultaty zebrane w (19) i .(20) interpretujemy nastgpujgco. Pozos-
tawanie na ,promieniu®™ X = vT (T— *00) kinematycznie oznacza
wpodréz" obserwatora poruszajgcego sie wzdluz osi X z predkosciag
v i Sledzgcego ewolucje u(z)(X,T

ses)s Zaréwno dla T — ~00 , Jak
i dla T— + 00 obserwator albo towarzyszy jednemu z dwéch solito-
néw (v = vq4 lub v = v2), albo tez rejestruje gasngce do zera ,0go=~
ny" ksztaltéw solitonéw (w pozostatych przypadkach). Krétko méwigc:
tak Jak to obserwowali numerycznie Zabusky i Kruskal, solitony

r. KdV w wyniku zderzenia zachowujq swojg osobowosé (ksztalt i
predkosé) i tylko (w pelneJ analogii do wersji mechanicznej takie-
go zderzenia) ,obdarzajg sig" wzajemnie przesunigciami: soliton
szybszy (a1, X01) doznaje przesunigcia Xg9™— ¥oq - (f/a1, soli-
ton wolniejszy (az, Xy,) doznaje za$ przesunigcia X,, ~ (5/92-—9 Xgoe
Taki Jest wniosek z analizy asymptotyczne]d (T——):cw), ktéra nie
bierze pod uwagg obszaru oddziatywania solitonéw (T - skoriczone) .
W rzeczywistosci typ oddziatywania silnie zalezy od stosunku

0 < a2/a1 < 1. Jezeli O g az/a1 (duza réznica predkosci), to
v(az/aﬁ) x 0 i mamy banalny przypadek prawie-liniowego oddziatywa-
nia, Przeciwnle, Jezeli a2/a1 £ (poréwnywalne predkosci), to so-
litony przez duiszy okres czasu ,jadg" obok siebie (oddzialywajq
nieliniowo) i dlatego tez mogg wystgpié pewne nieoczekiwane efekty,
Jak np. bardzo intrygujqca i dedukowalna z formy (17) wymiana oso-
bowosci: szybszy soliton po dopedzeniu wolniejszego zaczyna maled
(ergo tracié na szybkosci), podczas gdy wolniejszy soliton rosnie
(zwigksza swojg szybkoéé), przy czym proces ten trwa do momentu,
g8dy wolniejszy soliton uzyska osobowosé szybszego i vice versa.
Tego efektu analiza asymptotyczna nie Jest w stanie oczywiicie

przewidzieé. Podobng dyskusje¢ mozna przeprowadzié¢ i dla rozwigza-
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nia N~solitonowego r. KdV [21]. ¥ wyniku ewolucji danej przez to
rozwigzanie kazdy z solitonéw oddziatuje z kazdym wediug regul opi-
sanych dla przypadku N = 2.

Ogdélnie uwaza sig, 2e istnienie tego typu rozwigzan N-solitono-
wych (rzeczywistych lub zespolonych) dla dowolnego N naturalnego
jest praktyczng definicjg ukladu solitonowego. Dyskutowana powyze]
dynamika solitonéw Kortewega-~de Vriesa Jest wyjgtkowo prosta: dla
innych ukladéw solitonowych przy zwigkszonej liczbie zmiennych nie-
zaleznych (2— 3, 4, a nawet dowolne n naturalne) lub przy zwigkszo
nej liczbie zmiennych zaleznych (pél solitonowych) oddzialywanie
miedzy solitonami staje sig coraz bardziej zréinicowane. Formalna
unifikacja réznych typéw rozwigzan N-solitonowych staje si¢ mozliwe
dopiero w jezyku metody odwrotne].

Zanim przejdziemy do naszkicowania metody odwrotnej, warto jed-
ng rzecz zaakcentowaé¢. Uklady solitonowe z ich wszystkimi unikalny-
mi wlasnosciami (z ktérych dokladniej przedyskutowalismy tylko ist-
nienie rozwigzan N-solitonowych) sg w Swiecie nieliniowych réwnan
rézniczkowych czastkowych wyjatkowg rzadkoscig.

Dla przyktadu, drugie z dyskutowanych wczedniej modelowych rév
nari dtugich fal wodnych (6) ma rozwigzania typu samotnych fal, kté
re jednak nie sg solitonami: po zderzeniu dwéch takich samotnych

fal stwierdza sie (numerycznig), 2e obie samotne fale stajgq sie¢
wolniejsze, a ponadto tworzy sie¢ nowy skladnik rozwigzania (fala
liniowa).
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4, METODA ODWROTNA¥

Wspomnielismy Jjuz wczedniej, e metode odwrotng zastosowano po raz
pierwszy wtadnie w przypadku r. Kdv [17, 12]. Niezwyklodé te) meto-
dy polegata miedzy innymi na tym, ze 1) problem Cauchy 'ego dla

r. KdV (z warunkiem brzegowym U(X, Ty) — O dostatecznie szybko dla
X — Fo0) zostal zredukowany do rozwigzywania pewnego liniowego
réwnania calkowego (tzw. réwnania Gelfanda-Levitana-Marczenki),

2) dla szczegdlnych warunkéw poczgtkowych réwnanie calkowe mozna
stosunkowo tatwo rozwigzaé i uzyskane w ten sposéb rozwigzania

r. KdV sg niczym innym jak rozwigzaniami N-solitonowymi, 3) Jjest

ona wyniklem niekonwencjonalnego skoJjarzenia problemu nieliniowego

(n KdV) z teorig liniowg (mechanika kwantowa, Scidlej teoria spek-
tralna jednowymiarowego operatora Schrddingera L = - axz + u(x))i
dzieki temu liczne, wczedniej uzyskane wyniki z zakresu teorii
spektralnej Jednowymiarowego operatora Schr#dingera, mozna bylo za~
stosowaé¢ w teorii r. Kdv.

Poczgtkowo wydawalo sie, Z2e tego rodzaju metoda rozwigzywania
r., KdV Jjest wyJjgtkowym atrybutem r. KdV. Tymczasem juz w r. 1968
Peter Lax podal pierwsze uogdlnienie metody odwrotne] [15, 27].
Uogélnienie Laxa oznaczalo miedzy innymi, 2e wykryl on przeliczdl-
ng hierarchig réwnari typu r. KdV. Nawiasem dodajmy, Ze wszystko
wskazuje na to, Ze generalnie uklady solitonowe ukladajg sie w ta-
kie hierarchie, ktére majczesciej zaczynajq sie¢ od réwnar linio-
wych, na drugim miejscu stojgq zad uklady solitonowe z ciekawymi za-
stosowaniami fizycznymi, podczas gdy pozostate elementy hierarchii

nie majg zastosowari fizycznych. Kazde nastepne uogélnienie metody

¥y punkcie tym zmieniamy oznaczenie (X,T)——» (x,t)!
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odwrotnej, dokonane kolejno przez V. Zakharova i A. Shabata [28,6],
a nastgpnie przez M, Ablowitza, D. Kaupa, A. Newella i H. Segura
E29] i daleJ przez wielu innych autordéw, oznaczalo i nadal oznacza
powiekszenie zareJjestrowanej klasy ukladéw solitonowych. Obecnie
dysponujemy wieloma sformutowaniami metody odwrotnej i licznymi jej
uogélnieniami.

Istote metody odwrotnej - zgodnie z intencjg tego artykuiu -
zilustrujemy na przykladzie réwnania Kortewega-de Vriesa. Rozwazmy
problem wtasny dla Jednowymiarowego operatora Schr8dingera L =
= - Bi + u(x), gdzie u(x) (tzw. potencjat) jest odpowiednio gtad-
kg funkcjq rzeczywista z warunkiem brzegowym u(x) — O dla X— ¥

dostatecznie szybko:

(21) LY (x,k) = ¥2V (x,k).

Kazdy taki operator (tzn. potencjal) definiuje tzw. dane spektral-

ng, ktére skradajq sig z:

1) widma cigglego k ¢ R1,

2) widma dyskretnego {k: k = in,, iny, ..., iny, ny > 0,
J = 1,2, veuy N}, przy czym dopuszczamy tu mozliwos$é, ze widmo dys-
kretne Jest zbiorem pustym,

3) pewnej funkcji zespolonej r(k) okreslonej na widmie ciggiym
r! i zwanej wspétczynnikiem odbicia,

4) pewnej funkcji rzeczywistej bn okreslone) na widmie dyskret-

nym [6]. Dane spektralne odpowiadajace potencjatowi u(x) oznaczymy
przez ) [u(x].

¥zwane niekiedy danymi rozproszeniowymi.
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Okazuje sie, ze przy dosé ogélnych zalozeniach odwzorowanie

(22) u(x) — Z[u (x)]

Jest réznowartosciowe. Problem wyliczenia E:[u(xﬂ dla danego po=-

tencjalu u(x) nosi nazwe problemu rozpraszania dla operatora L.

Nazwa pochodzi od kwantowo-mechanicznych zastosowa’ réwnania (21).
Dla rozwigzania problemu rozpraszania dla operatora L stosuje sie
badZ klasyczny aparat funkcji specjalnych, bgdZ tez metode fakto-
ryzacji Infelda-Hulla [30]. Poszukiwanie przeciwobrazu (tzn. po-

tencjalu) dla danych danych zderzeniowych nosi nazwe¢ odwrotnego

problemu rozpraszania. Zaréwno w omawianym przypadku operatora L,

Jak i1 w ogdélniejszym przypadku istniejgq dwie podstawowe techniki
rozwigzywania odwrotnego problemu rozpraszania: metoda rdéwnania
catkowego Gelfanda~Levitana-Marczenki [3.6] i metoda uktadu rdéwnar
calkowych osobliwych [6,31], ktérej giéwnym autorem Jest A. Shabat.
Istota tricku GGKM polega na... yuczasowieniu" powyzszych wyni-
kéw. Potraktujmy rozwigzanie u(x,t) r. KdV jako 1-parametrowg ro-
dzing¢ potencjaléw, ktdéra definiuje 1-parametrowg rodzine danych
spektralnych E:ﬁJQx,tﬂ . Jak wyglgda ewolucja danych spektraln, :ch?
OkazuJje sig, Zze nie tylko widmo ciggte (oczywiste), ale tez i wid-

mo dyskretne pozostaje niezmienione, ergo oba widma sg zdefiniowa-

ne przez warunek poczgtkowy. Nastepnie

{23a) r(k,t),, = 8ik’r(k,t)

oraz

(23b) b (t),, = 8nb_(t).
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Widzimy zatem, 2e skomplikowana nieliniowa ewolucja wedlug rdéw-
nania Kortewega~de Vriesa w zmiennych E:[u(x,tﬂ upraszcza sie
znakomicle. Na zakoriczenie zidentyfikujmy spektralnie rozwiqzania
N-solitonowe: ich dane spektralne zawierajgq N dyskretnych wartosdci
wlasnych oraz r(k,t) = 0. To znaczy - rozwigzanie N-solitonowe
Jest identyczne z tzw, bezodbiciowym (r = O) potencjalem z N dys-
kretnymi warto$ciami wlasnymi. Taka spektralna identyfikacja prze-

nosi sie i na inne uktady solitonowe.
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