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1, WSTĘP

Teoria solitonów jest jedną z najbardziej dynamicznie rozwijają-

cych się dyscyplin fizyki matematycznej. Idee i metody teorii so-

litonów przeniknęły niemal do wszystkich dziedzin fizyki teorety-

cznej, od mechaniki klasycznej zaczynając, a na kwantowej teorii 

pola kończąc. Problemy teorii solitonów wzbudziły także spore za-

interesowanie wśród matematyków, i to tej klasy co S.S. Chern,

B. Kostant, Yu.I. Manin, S.P. Nowikow czy W.I. Arnold.

Solitony to stosunkowo proste rozwiązania pewnej kategorii 

nieliniowych równań różniczkowych cząstkowych najczęściej (choć nie 

wyłącznie) w dwóch zmiennych niezależnych, które nazywamy dalej uk-

ładami solitonowymi. Mówimy „teoria solitonów", ale poprawniej na-

leżałoby powiedzieć: „teoria układów solitonowych" - to właśnie 

układy solitonowe z ich niezwykłą matematyką i szerokim obszarem 

zainteresowań wywołują rosnące zainteresowanie wśród fizyków i ma-

tematyków.

[5]
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Jak odróżnić układ solitonowy od niesolitonowego równania róż-

niczkowego cząstkowego? Niestety, nie istnieje żadna rozsądna de-

finicja układu solitonowego. Pojawiające się ciągle w literaturze 

nowe przykłady układów solitonowych rozsadzają każdą próbę zbudo-

wania „ogólnej teorii solitonów". Praktycznie podstawą identyfika-

cji danego nieliniowego równania różniczkowego cząstkowego jako 

układu solitonowego jest możliwość znajdowania klas rozwiązań za 

pomocą dość dobrze określonych technik, z których wymienimy (a nas-

tępnie nieco bliżej przedstawimy) dwie: (1) metoda Hiroty (od naz-

wiska japońskiego fizyka Ryogo Hiroty) i (2) metoda odwrotnego pro-

blemu rozpraszania (krócej metoda odwrotna). Wszystko przy tym 

wskazuje na to, że stosowalność pierwszej metody jest zbieżna ze 

stosowalnością drugiej metody.

Dla fizyki teoretycznej, która odkąd istnieje cierpi na „komp-

leks nieliniowości", istnienie rozwiązywalnych modeli nieliniowych 

z licznymi i ważnymi zastosowaniami jest rzeczą niezwykle istotną. 

Odnośnie do zastosowań teorii solitonów wspomnijmy, że zastosowa-

nie metody odwrotnej w ogólnej teorii względności umożliwiło mię-

dzy innymi dokładne zbadanie układu dwóch obracających się czarnych 

dziur o wspólnej osi obrotu. Ciągle nie zbadane do końca teorio- 

-grupowe, symplektyczne czy geometryczne aspekty teorii solitonów 

to przedmiot zainteresowania matematyków.

W artykule niniejszym spróbujemy przedstawić koncepcję układu 

solitonowego na przykładzie klasycznego już równania Kortewega-de 

Vriesa (r.KdV).

Podstawowa wiedza na temat układów solitonowych zawarta jest 

w pracach [l-8] . Niestety, żadna z wyżej wymienionych pozycji nie 

uwzględnia dużego postępu, jaki nastąpił w pięcioleciu 78-03 mię-
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dzy innymi w zakresie stosowalności teorii solitonów w ogólnej te-

orii względności, klasycznej teorii pól z cechowaniem, fizyce sta-

tystycznej, optyce nieliniowej i w wielu innych dyscyplinach fizy-

ki teoretycznej. Pewną próbę przedstawienia statusu teorii solito-

nów około roku 1979 podjęto w [9].

2. RÓWNANIE KORTEWEGA-DE VRIESA

Solitony - podobnie jak życie - wyszły z wody. Nasze rozważania za-

czynamy od przybliżenia pojęcia „modelowego równania długich fal 

wodnych". Przypomnijmy, że doskonałą ciecz barotropową opisujemy 

za pomocą 5 funkcji położenia r i czasu t: V(r,t) (pole prędkościj , 

p(r,t) (ciśnienie) i >̂(r,t) (gęstość) [10] . Równaniem dynamicznym 

teorii takiej cieczy jest równanie Eulera

(1a) V,t . (v-Vjv - o_1(f - \7p ) ,

gdzie f(r,t) jest gęstością zewnętrznych sił objętościowych. 

Pozostałymi równaniami teorii są

(1b) + div<^V « 0

oraz

(ic) f - 2 (p) .

gdzie £(p) jest pewną (postulowaną) funkcją.

Jednym z zastosowań teorii (1) jest opis liniowych (małych) po-

wierzchniowych fal na wodzie o stałej głębokości h [10] . Podstawo-
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wym wynikiem jest następująca relacja dyspersyjna wiążąca moduł 

wektora falowego k z częstością co •

(2) CO2 ® gk tgh kh,

gdzie g - przyspieszenie ziemskie. W dwóch sytuacjach: a) płytka

woda (h ̂ 0) lub b) długie fale (k ̂  0) bezwymiarowy iloczyn kh ^0

Wówczas (2) można zastąpić

(3) u)« vQ k - oc V? ,

gdzie

* oc i \l&k*

W przypadku jednowymiarowym równanie Eulera redukuje się do

v,t  + w , x . §- 1 ( f - P . x ) .

Inspirowani tą formułą „modelowym równaniem długich fal wodnych"* 

nazywamy każde równanie postaci

(A) v,t  + w , x -A(V)  ,

gdzie A jest wielomianem w c>x i c>̂. o stałych współczynnikach, 

przy czym relacja dyspersyjna zlinearyzowanego równania (4) dla

*Lub ( jak kto woli) „modelowym równaniem fal na płytkiej wodzie'
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k-*0 przechodzi w (3). Oto dwa przykłady takich równań

(5) V>t + ^ ’x - - v0V*x - a V >xxx

oraz

(6 ) v,t  + w , x - - v0v.x + a v(xxt

Dalej zajmujemy się równaniem (5). Jeżeli w tym równaniu doko-

namy transformacji y ■ x - vQt, to (5) przejdzie w

(7) V,t + W , y + oc Vłyyy - 0 .

Kolejne przekształcenia

V ® -u, t = 6 '\l~6oP T, y = \J6cc' X 

przeprowadzają (7) w słynne równanie Kortewega-de Vriesa (1895) 

(8) u,T - 6 uu,x + u »xxx “ 0 *

Bardziej ścisłe wyprowadzenie tego równania można znaleźć w [li] .

0 innych zastosowaniach r. KdV wspominają źródła [l,7,12]. 

Hydrodynamiczny sens rozwiązania u(X,T) r. KdV Jest następujący. 

Funkcja

V(x,tj = -u [ (x - v Qt , t
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jest polem prędkości kropli cieczy doskonałej.

Równanie KdV (8) jest równaniem nieliniowym i znalezienie ja-

kiegokolwiek rozwiązania nie jest rzeczą banalną. Za Kortevegiem 

i de Vriesem poszukajmy rozwiązania w postaci

(9 ) u(X,T) - F(X - VT) .

gdzie V = const. Proces falowy dany przez (9) jest ruchem jedno-

stajnym (z prędkością Vj kształtu F(X). W szczególnym przypadku, 

gdy F(t°°) * 0, rozwiązanie (9) nazywamy samotną falą. Antycypu-

jąc rezultat, połóżmy

F(X - VT) « - 2a2 f (aX - 4a3T - sXq ),

gdzie a i XQ - pewne stałe rzeczywiste. Funkcja f =* f (2) (dalej 

kładziemy, oczywiście, ■ aX - 4a3T - aXQ^ spełnia następujące 

równanie:

( 1 0 )  - 4 f '  + 1 2 f f '  + f"'  « 0 .

Podstawienie f » 1/3 - h w (10) daje

(11) 12hh' = h'\

Równanie (11) jest podstawowym równaniem funkcji eliptycznych 

Weierstrassa, jego ogólne rozwiązanie dane jest zaś przez

h( 2 ) " P (H  - ^ 0 |S2 * 8 3 ) >
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gdzie P Jest eliptyczną funkcją Weierstrassa [13J, stałe S  q»

i gj są zaś dowolne. Specyfikując odpowiednio te parametry, jako

szczególną postać (zdegenerowana funkcja eliptyczna) dostajemy

f(S) - oosh‘2 S  •

Samotną falą równania KdV (8) jest zatem

(12) u(X,T) » -2a2 cosh*"2(aX - 4a^T - aXQ) .

2Parametr a określa zarówno prędkość samotnej fali V = 4a >0 

(jednostronna propagacja) , jak i jej amplitudę 2a^ « 1/2 V (wyższa 

samotna fala jest Jednocześnie szybsza) • Parametr Xq określa „po-

łożenie" samotnej fali w chwili T » 0.

Model KdV, dopuszczając powyższe rozwiązanie, wyjaśnia dość dob-

rze pewne niezwykłe zjawisko zaobserwowane po raz pierwszy przez 

Johna Scotta Russella. Działo się to w sierpniu 1834. Pan Russell 

jechał konno wzdłuż kanału Edynburg-Glasgow i obserwował przepły-

wającą właśnie kanałem barkę, którą dość szybko ciągnęła para koni.

W pewnym momencie barka została gwałtownie zahamowana (przypusz-

czalnie poziom wody w kanale był niski i dno barki natrafiło na 

mieliznę)• Wówczas w okolicy dziobu barki uformował się pojedynczy 

garb wody, który następnie oderwał się od barki i przez dłuższy 

czas nie zmieniając istotnie swego kształtu i prędkości przemiesz-

czał się wzdłuż kanału. Pan Russell obserwował to zjawisko Cwału-

jąc nabrzeżem kanału przez ponad dwie mile aż do momentu, gdy garb 

tracąc prędkość i wysokość przestał być zauważalnym indywiduum. 

Zjawisko to zrobiło duże wrażenie na Russellu i w istotny sposób
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wpłynęło na jego dalsze losy życiowe.

J. Scott Russell resztę życia poświęcił na stworzenie teorii 

wyjaśniającej tego typu zjawiska. Swoje dociekania teoretyczne sta-

le konfrontował z eksperymentami. Pod koniec życia był głęboko 

przeświadczony o słuszności i uniwersalności zbudowanej przez sie-

bie teorii. Swoje pół-empiryczne formuły (wiążące np. prędkość 

propagacji fali w ośrodku z jej amplitudą) zastosował między inny-

mi do oszacowania promienia Kosmosu!

Pole prędkości kropli wodnych, odpowiadające rozwiązaniu (12), 

dane jest przez

v(x,t) « 2a2 cosh”2 ~  [x -( v Q + a2)t] •

''V

W teorii liniowych fal powierzchniowych na wodzie pio] wykazuje 

się, że wysokość fali jest proporcjonalna do pola prędkości. A za-

tem „garb rozwiązania" (12) przemieszcza się ze stałą prędkością
2 2v0 + y  a . W ten sposób modelujemy „eksperyment" J.S. Russella.

Współczesny odpowiednik obserwacji Russella wygląda dużo bar-

dziej efektownie £lV|• Oto na zdjęciu morza Andamańskiego (obszar 

wodny na północ od Sumatry i na zachód od półwyspu Malajskiego) 

wykonanym z orbity statku kosmicznego Sojuz-Apollo zauważono ciąg 

ciemnych równoległych kresek. Każda taka kreska oznacza pojedynczy, 

wał tzw. wewnętrznej fali długi na około 100-150 km, przy czym fi-

zyka i matematyka owych wewnętrznych fal nie różni się istotnie od 

fizyki i matematyki fal powierzchniowych. Różnica polega na tym, 

że fale powierzchniowe powstają na granicy rozdziału wody i powiet-

rza, podczas gdy fale wewnętrzne formują się wewnątrz wody, a mia-

nowicie na granicy rozdziału dwóch warstw oceanicznych: wyżej po-
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łożonej cieplejszej i mniej słonej (lżejszej) i niżej położonej 

zimniejszej oraz bardziej zasolonej (cięższej). Marynarzom dobrze 

jest znany efekt „martwej wody", kiedy przy spokojnym morzu nagle 

spada prędkość statku: jego energia kinetyczna zostaje zużyta do 

wytworzenia owych fal wewnętrznych. Również budowniczowie oceanicz-

nych wież wiertniczych muszą brać pod uwagę w swoich obliczeniach 

obecność fal wewnętrznych. Oczywiście, równanie KdV (8) także mode-

luje fale wewnętrzne.

Jeżeli akceptujemy rozwiązanie (12) jako model pojedynczego 

garbu fal powierzchniowych lub wewnętrznych, to rodzi się natural-

nie pytanie, czy potrafimy znaleźć rozwiązanie r. KdV modelujące 

stan koegzystencji dwóch garbów (cokolwiek by to miało znaczyć!) • 

Matematycznie problem można postawić następująco. Można wykazać

[15] , że problem początkowy dla r. KdV ma jednoznaczne rozwiąza-

nie dla odpowiednio dobranej klasy rozwiązań i warunków początko-

wych u(x,Tq). Załóżmy, że jest to prawdziwe także i dla Tq— » -00 . 

Oznaczmy przez u(1) i u (2) dwa szczególne rozwiązania (12) z 

a o a^ag) i Xq ■ Xq^(Xq2) - odpowiednio, przy czym â  > > 0.

Jako warunek początkowy dla TQ— » -00 przyjmijmy u(1) + u(2).

Jest to właśnie (na razie w rejonie asymptotycznym T — > -oć>) ko-

egzystencja dwóch samotnych fal, z których û  (szybsza) będzie do-

ganiać U2 * Powyższy warunek początkowy - zgodnie z naszym założe-

niem - inicjuje pewną jednoznaczną ewolucję u(X,T) . Jaką? Można 

sformułować to pytanie w terminach mechaniki: jaki jest efekt zde-

rzenia obu samotnych fal? Przed rokiem 1965 panował powszechny po-

gląd, że nieliniowość zawsze prowadzi do destrukcji (co najmniej 

deformacji) samotnych fal przy ich zderzeniu (negacja oczywistej 

własności równań liniowych). Właśnie w roku 1965 Norman Zabusky
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(matka Zabusky'ego urodziła się w Polsce) i Martin Kruskal opubli-

kowali pracę pt. „Interaction of solitons in a collisionless plas-

ma and the recurrence of initial states” [ló] . W pracy tej między 

innymi autorzy omówili wyniki numerycznego całkowania r. KdV. War-

to podkreślić, że w pracy tej po raz pierwszy pojawił się termin 

„soliton”. W r. 1977 Martin Kruskal w ten sposób komentował wyniki 

powyższej pracy: [5]:

„Rezultaty humeryczne wykazały, że owe samotne fale (ang. so-

litary waves ) jak gdyby przenikają się wzajemnie... i wychodzą z 

nieliniowego oddziaływania absolutnie nie zmienione w kształcie, 

amplitudzie i szybkości (jedynie parametr XQ ulega zmianie - A.S.) . 

Zazwyczaj uważa się, że fale są niszczone lub rozpraszane przez 

efekty nieliniowe, zatem odporność fal w tym wypadku (szczególnie 

efektownie zademonstrowana na filmie „komputerowym”) była czymś 

zdumiewającym.” I nieco dalej: ... Zabusky i ja zrozumieliśmy, że 

tego rodzaju fale mają dostatecznie wiele cech cząstek material-

nych, aby usprawiedliwić cząstko-podobną nazwę... Nazwaliśmy je za-

tem solitonami."

Wyniki pracy Zabusky'ego i Kruskala implikują dwa kolejne pyta-

nia.

1) Czy potrafimy znaleźć rozwiązanie równania KdV, którego imi-

tację komputerową wykryli Zabusky i Kruskal?

2) Czy rozwiązanie numeryczne Zabusky'ego i Kruskala (zderzenie 

dwóch solitonów r. KdV bez zmiany ich parametrów â ) ma swój odpo-

wiednik eksperymentalny?

Na pierwsze pytanie odpowiedź jest twierdząca, ale nieodzowny 

jest tutaj pewien komentarz. W r. 1967 opublikowano niezwykłą pra- 

cę [17]. Kwartet jej autorów: C. Gardner, J. Greene, M. Kruskal i
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R. Miura (w literaturze solitonowej znany jako grupa GGKM) pokazał, 

jak można rozwiązać problem Cauchy’ego dla r. KdV. Istota pomysłu 

polegała na szczęśliwym skojarzeniu r. KdV z «... mechaniką kwanto-

wą! Metoda rozwiązywania r. KdV zaproponowana przez GGKM została 

nazwana metodą odwrotnego problemu rozpraszania (lub krócej metodą 

odwrotną). Bardzo krótko o tej metodzie nieco dalej. GGKM ograni-

czyli się w [17] do naszkicowania metody bez wyliczenia jakichkol-

wiek nowych rozwiązań z r. KdV. Efektywne zrealizowanie metody 

GGKM nastąpiło dopiero w latach 71-72. Autorzy prac Cl8,19,20], 

stosując metodę odwrotną, znaleźli tzw. klasę rozwiązań N-solito- 

nowych, tzn. reprezentujących proces zderzenia N solitonów, które

- tak jak to było w rachunkach numerycznych Zabusky’ego i Kruskala

- nie zmieniają w wyniku zderzeń swoich parametrów a, tzn. zacho-

wują swoje kształty i prędkości. Wspomnieliśmy na początku o dwóch 

(choć nie jedynych) metodach rozwiązywania układów solitonowych:

o metodzie Hiroty i o metodzie odwrotnej.

W r. 1971 pojawiła się pierwsza praca Hiroty z bardzo długiej 

serii prac poświęconych rozwiązywaniu układów solitonowych. Stosu-

jąc odpowiednią zamianę zmiennej zależnej (patrz p. 3), Hirota w 

dość elementarny sposób znalazł postać explicite rozwiązania N-so- 

litonowego r. KdV [21].

W ramach formalizmu metody odwrotnej wykazuje się, że dla dość 

ogólnej klasy warunków początkowych spełniających między innymi wa-

runek u ( X ,T q )— > 0 dla X »• too  ewolucja według r. KdV doprowa-

dza do wyłonienia się ciągu solitonów o różnych prędkościach, po-

ruszających się - jak to już nam wiadomo - na prawo, podczas gdy 

nreszta" rozwiązania malejąc staje się przybliżonym rozwiązaniem 

liniowej części r. KdV i jako taka przemieszcza się na lewo. Ten
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efekt, a także istnienie rozwiązań N-solitonowych, to dość suges-

tywne argumenty za stabilnością solitonów jako rozwiązań r. KdV.

Odnośnie do pytania 2). W latach rosnącej popularności r. KdV 

i innych wtedy już wykrytych układów solitonowych (początek lat 

siedemdziesiątych) przeprowadzono wiele eksperymentów (nie tylko 

z wodą!), w których weryfikowano równanie KdV jako model dla pew-

nych zjawisk falowych, a w szczególności identyfikowano wyłaniają-

ce się w trakcie ewolucji solitony, a także doprowadzano do zderzeń 

solitonów. Wszystkie tego rodzaju eksperymenty potwierdziły użytecz1 

ność r. KdV jako modelu [2 2,23]. W takich to okolicznościach, przy 

użyciu metod numerycznych, technik analitycznych, a także ekspery-

mentów z wolna formowało się nowe pojęcie fizyki teoretycznej - 

soliton*.

3. ROZWIĄZANIE 2-S0LIT0N0WE RÓWNANIA KORTEVEGA-DE VRIESA

Należy się domyślać, że dla Czytelnika, który dopiero teraz pozna-

je pojęcie solitonu, najbardziej interesującą rzeczą jest, na tym 

etapie lektury, postać explicite, a także własności rozwiązania N- 

-solitonowego r. KdV, np. rozwiązania 2-solitonowego. Aby otrzymać 

postać explicite rozwiązania 2-solitonowego r. KdV, najprościej jesi 

posłużyć się metodą Hiroty. Zakres efektywnej stosowalności metody 

Hiroty jest mniej więcej taki sam, jak metody odwrotnej (chodzi tu 

zarówno o kategorie układów solitonowych, jak i typy rozwiązań). 

Metoda odwrotna w jej ścisłym ujęciu jest pod względem matematycz-

*Tak rozumiany soliton - to soliton właściwy (wg terminologii 
użytej w [9]). W fizyce, biologii i technice termin soliton czasa-
mi używany jest w szerszym znaczeniu: stabilnej samotnej fali.
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nym dość zaawansowaną teorią, chociaż fizycy-teoretycy stosują jej

24, 25, 26] pojęciowo jest dużo prostsza. Dla jej skutecznego sto-

sowania w przypadku znajdowania rozwiązań N-solitonowych wystarczy 

pomysłowość, zdolności kalkulacyjne, nieco wiedzy kombinatorycznej. 

Metoda Hiroty przez pewien czas żyła w cieniu metody odwrotnej. 

Jedną z przyczyn tego stanu rzeczy było to, że sam Hirota w pre-

zentowaniu zastosowań swojej metody nigdy nie troszczył się o uza-

sadnienie swoich trików. Wracając do r. KdV i jego 2-solitonowego 

rozwiązania, spróbujmy zrozumieć istotę chwytów Hiroty na tym właś-

nie przykładzie.

Przede wszystkim zapiszemy inaczej rozwiązanie (12) r. KdV. 

Wprowadzone tu oznaczenie na soliton jest dość oczywiste:

(14) u(X,T) - -2 lnf(X,T).

Dla funkcji f(X,T] otrzymujemy pozornie bardziej skomplikowane niż 

oryginalne równanie

uproszczony i mniej ścisły wariant, natomiast metoda Hiroty [2 ,

(13) u^(X,T | a»xo) * ~ 2 a2cos h**2(aX - 4a3T - aXQ) « 

® -2c)^ ln(1 + ê ) ,

gdzie Wzór (13) sugeruje podstawienie
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Równanie (15) ma pewną - na pierwszy rzut oka niewidoczną - 

strukturę, dzięki której równanie to daje się rozwiązać (tzn. np. 

możliwe jest znalezienie przeliczalnej ilości rozwiązań). 

Struktura ta dana jest w równoważnej formie zapisu (15)

[(c>x - c>x,)(c>T - S.J,,) + (c) - f(X,T)f(X,'T')

X'
T'

Na podstawie (13) dedukujemy, że rozwiązaniem (15) jest funk-

cja f ^  (X,T a,XQ) = 1 + eC . w poszukiwaniu innych rozwiązań rów-

nania (15) zauważmy, że suma dwóch solitonów z a = a1(a2) i Xq ■

« x0'|(x02̂  * Przy czym - tak jak poprzednio - â  > a2 > 0 w granicy 

T — > - co staje się rozwiązaniem. Niech ^  ~ Aa^T -

" aixoP • i » 1,2. Wówczas

u (1) (X,T|a1,X01) + uCx.Tlaj.XoP -

o >2 . Jl  ̂J>2 . 1̂ + ̂ 2\» - 2 ln(1 + e + e + e  ).

 ̂1 f 5  ̂1 ?
Oczywiście, funkcja 1 + e + e + e  nie może być rozwią-

zaniem równania (15). Okazuje się, że w „języku f" łatwiej jest 

uwzględnić nieliniowość r. KdV niż w „języku u". Łatwo bowiem spraw 

dzić, że rozwiązaniem równania (15) jest funkcja

(16) f®(X,T|a1t a2, XQ1, X^) - 1 + J 1 + J 2 + J 1 + ̂
\ a1+a2
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2

nMiarą nieliniowości” Jest oczywiście 1 -

Dla a2/a,j ^  1  ̂4:16"0 należy oczekiwać wyraźniejszych efektów

nieliniowych. Niebawem wrócimy do tej kwestii.

Na podstawie (14) i (16) wnioskujemy, że funkcja

Jest rozwiązaniem r. KdV (8). Jest to właśnie rozwiązanie 2-soli-

to no we. Wykażemy teraz, że rozwiązanie to istotnie przedstawia pro-

ces zderzenia dwóch solitonów (domyślamy się, że są to solitony z 

parametrami â , Xq^ - i * 1,2), tak Jak to zostało opisane przez 

M. Kruskarla. Nie ulega wątpliwości, że wygodniej będzie używać wzo-

ru (16) zamiast wzoru (17). Ale trzeba wziąć pod uwagę fakt, że 

przekształcenie f — >• u nie Jest różnowartościowe, np. Jeżeli fi— *u, 

to również e ^  + +T f ,— * u (oc , (3 , f ~ const). Badamy asymp- 

totykę rozwiązania (17) na płaszczyźnie (X,T), „idąc” po „promie-

niach” X = vT (v = const) dla T — » - co lub T — ► + co .Na takich 

itpromieniach” | ̂  = 2a^[(v - v̂ ) T - XqJ , gdzie (prędkość soli-
o

tonów) « 4a^ (v̂  > v2). Oznaczmy I - (- oo , v2) , II = {v2}» 111 “

* (v2, v̂ ) , IV » {v̂ } , V = (v-j, +oo) . Dla T — » -oo , Jak łatwo 

sprawdzić, mamy

(17) u^ * (X,T | a-| ,a2,XQ>| ,Xq2) =

s  — 2  c) ^  l n  f ^  ^ X , T  j a>| , s 2 , X q ^ , X q 2 )  «
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v e I v e i l  v e  III v e IV v e V

1̂ * + oo + oo + oo ~2a1X01 - co

^2 * + oo -2a2X02 - oo - oo _ oo

Na mocy (18) łatwo jest wyliczyć granicę lub e ^ f ^ ,  lub też

e*2f(2) itp. i na tej podstawie dedukujemy, że dla T— > -co

v e I v e i l V 6 III V e IV V € V

u 2̂\x ,t | 0 u 0) 

a « a2

X0 " ^ 2  - 

- 6 / a2

0 u(1) 

a = a^

*0 ' *01

0

1̂ ~ a?gdzie o = In------—  . Podobna analiza wykonana dla T — » +oO
a1 + a2

prowadzi do następującego rezultatu:

v e I V £  II VG III V € IV V £ V

u (2\x ,t| 0 (1)U '

a = a2

Xo = x02

0 u ™  

a = â

x0 = *01“

0



O SOLITONACH ELEMENTARNIE 21

Rezultaty zebrane w (19) i (20) interpretujemy następująco. Pozos-

tawanie na „promieniu" X * vT (T— ► ±oo) kinematycznie oznacza 

„podróż" obserwatora poruszającego się wzdłuż osi X z prędkością 

v i śledzącego ewolucję u ^  (X,T| ...). Zarówno dla T — » -oo , Jak 

i dla T — > + oo obserwator albo towarzyszy Jednemu z dwóch solito-

nów (v *b v>j lub v « Vg) , albo też rejestruje gasnące do zera „ogo-

ny" kształtów solitonów (w pozostałych przypadkach). Krótko mówiąc: 

tak Jak to obserwowali numerycznie Zabusky i Kruskal, solitony 

r. KdV w wyniku zderzenia zachowują swoją osobowość (kształt i 

prędkość) i tylko (w pełnej analogii do wersji mechanicznej takie-

go zderzenia) „obdarzają się" wzajemnie przesunięciami: soliton 

szybszy (a^, Xq<j) doznaje przesunięcia Xq^— * Xq>j - óYa^, soli-

ton wolniejszy (a^» XQg) doznaje zaś przesunięcia Xq£ - S /^ — * -̂o 

Taki Jest wniosek z analizy asymptotycznej (T— >£oo), która nie 

bierze pod uwagę obszaru oddziaływania solitonów (T - skończone).

W rzeczywistości typ oddziaływania silnie zależy od stosunku 

0 < < 1. Jeżeli 0 < ag/a^ (duża różnica prędkości) , to

Ka2/al) w  0 i mamy banalny przypadek prawie-liniowego oddziaływa-

nia. Przeciwnie, Jeżeli ag/a^ < 1 (porównywalne prędkości), to so-

litony przez dłuższy okres czasu „Jadą" obok siebie (oddziaływają 

nieliniowo) i dlatego też mogą wystąpić pewne nieoczekiwane efekty, 

Jak np. bardzo intrygująca i dedukowalna z formy (17) wymiana oso-

bowości : szybszy soliton po dopędzeniu wolniejszego zaczyna maleć 

(ergo tracić na szybkości) , podczas gdy wolniejszy soliton rośnie 

(zwiększa swoją szybkość), przy czym proces ten trwa do momentu, 

gdy wolniejszy soliton uzyska osobowość szybszego i vice versa.

Tego efektu analiza asymptotyczna nie Jest w stanie oczywiście 

przewidzieć. Podobną dyskusję można przeprowadzić i dla rozwiąza-
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nia N-solitonowego r. KdV [21] . W wyniku ewolucji danej przez to 

rozwiązanie każdy z solitonów oddziałuje z każdym według reguł opi-

sanych dla przypadku N = 2.

Ogólnie uważa się, że istnienie tego typu rozwiązań N-solitono-

wych (rzeczywistych lub zespolonych) dla dowolnego N naturalnego 

jest praktyczną definicją układu solitonowego. Dyskutowana powyżej 

dynamika solitonów Kortewega-de Vriesa jest wyjątkowo prosta: dla 

innych układów solitonowych przy zwiększonej liczbie zmiennych nie-

zależnych (2— O, A, a nawet dowolne n naturalne) lub przy zwiększo 

nej liczbie zmiennych zależnych (pól solitonowych) oddziaływanie 

między solitonami staje się coraz bardziej zróżnicowane. Formalna 

unifikacja różnych typów rozwiązań N-solitonowych staje się możliwa 

dopiero w języku metody odwrotnej.

Zanim przejdziemy do naszkicowania metody odwrotnej, warto jed-

ną rzecz zaakcentować. Układy solitonowe z ich wszystkimi unikalny-

mi własnościami (z których dokładniej przedyskutowaliśmy tylko ist-

nienie rozwiązań N-solitonowych) są w świecie nieliniowych równań 

różniczkowych cząstkowych wyjątkową rzadkością.

Dla przykładu, drugie z dyskutowanych wcześniej modelowych rów-

nań długich fal wodnych (6) ma rozwiązania typu samotnych fal, któ-

re jednak nie są solitonami: po zderzeniu dwóch takich samotnych 

fal stwierdza się (numerycznie) , że obie samotne fale stają się 

wolniejsze, a ponadto tworzy się nowy składnik rozwiązania (fala 

liniowa).
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4. METODA ODWROTNA3*

Wspomnieliśmy już wcześniej, że metodę odwrotną zastosowano po raz 

pierwszy właśnie w przypadku r. KdV [17, 12]. Niezwykłość tej meto-

dy polegała między innymi na tym, że 1) problem Cauchy *ego dla 

r. KdV (z warunkiem brzegowym U(X, Tq)— —» 0 dostatecznie szybko dla 

X — > + oo) został zredukowany do rozwiązywania pewnego liniowego 

równania całkowego (tzw. równania Gelfanda-Levitana-Marczenki) ,

2) dla szczególnych warunków początkowych równanie całkowe można 

stosunkowo łatwo rozwiązać i uzyskane w ten sposób rozwiązania 

r. KdV są niczym innym jak rozwiązaniami N-solitonowymi, 3) jest 

ona wynikiem niekonwencjonalnego skojarzenia problemu nieliniowego 

(r. KdV) z teorią liniową (mechanika kwantowa, ściślej teoria spek-
O

tralna jednowymiarowego operatora Schrddingera L = - dx + u (x)) i 

dzięki temu liczne, wcześniej uzyskane wyniki z zakresu teorii 

spektralnej jednowymiarowego operatora Schrttdingera, można było za-

stosować w teorii r. KdV.

Początkowo wydawało się, że tego rodzaju metoda rozwiązywania 

r. KdV jest wyjątkowym atrybutem r. KdV. Tymczasem już w r. 1968 

Peter Lax podał pierwsze uogólnienie metody odwrotnej [15, 27] . 

Uogólnienie Laxa oznaczało między innymi, że wykrył on przeliczal-

ną hierarchię równań typu r. KdV. Nawiasem dodajmy, że wszystko 

wskazuje na to, że generalnie układy solitonowe układają się w ta-

kie hierarchie, które najczęściej zaczynają się od równań linio-

wych, na drugim miejscu stoją zaś układy solitonowe z ciekawymi za-

stosowaniami fizycznymi, podczas gdy pozostałe elementy hierarchii 

nie mają zastosowań fizycznych. Każde następne uogólnienie metody

*W punkcie tym zmieniamy oznaczenie (X,T)— » (x,t)l
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odwrotnej, dokonane kolejno przez V. Zakharova i A. Shabata [28,6 ], 

a następnie przez M. Ablowitza, D. Kaupa, A. Newella i H. Segura

[29] i dalej przez wielu innych autorów, oznaczało i nadal oznacza 

powiększenie zarejestrowanej klasy układów solitonowych. Obecnie 

dysponujemy wieloma sformułowaniami metody odwrotnej i licznymi jej 

uogólnieniami.

Istotę metody odwrotnej - zgodnie z intencją tego artykułu - 

zilustrujemy na przykładzie równania Kortewega-de Vriesa. Rozważmy 

problem własny dla Jednowymiarowego operatora SchrOdingera L =

“ - Bx + u(x), gdzie u(x) (tzw. potencjał) Jest odpowiednio gład-

ką funkcją rzeczywistą z warunkiem brzegowym u(x) — » 0 dla X— * - 0 0  

dostatecznie szybko:

(21) LY (x,k) = k2V (x,k)*

Każdy taki operator (tzn. potencjał) definiuje tzw. dane spektral-

nej, które składają się z:

1) widma ciągłego k e R1,

2) widma dyskretnego [k: k « i ^ , in2, ..., ir^, n^ > 0,

J = 1,2, ..., N}, przy czym dopuszczamy tu możliwość, że widmo dys-

kretne Jest zbiorem pustym,

3) pewnej funkcji zespolonej r(k) określonej na widmie ciągłym 

R i zwanej współczynnikiem odbicia,

4) pewnej funkcji rzeczywistej bn określonej na widmie dyskret-

nym [ć] • Dane spektralne odpowiadające potencjałowi u(x) oznaczymy 

przez £[u(x)].

^Zwane niekiedy danymi rozproszeniowymi.
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Okazuje się, że przy dość ogólnych założeniach odwzorowanie

(22) u(x)— >£[u(x)]

Jest różnowartościowe. Problem wyliczenia ^  fu (x)j dla danego po- 

tencjału u(x) nosi nazwę problemu rozpraszania dla operatora L. 

Nazwa pochodzi od kwantowo-mechanicznych zastosowań równania (21). 

Dla rozwiązania problemu rozpraszania dla operatora L stosuje się 

bądź klasyczny aparat funkcji specjalnych, bądź też metodę fakto-

ry zacji Infelda-Hulla [30]. Poszukiwanie przeciwobrazu (tzn. po-

tencjału) dla danych danych zderzeniowych nosi nazwę odwrotnego 

problemu rozpraszania. Zarówno w omawianym przypadku operatora L,

Jak i w ogólniejszym przypadku istnieją dwie podstawowe techniki 

rozwiązywania odwrotnego problemu rozpraszania: metoda równania 

całkowego Gelfanda-Levitana-Marczenki [3,6] i metoda układu równań 

całkowych osobliwych [6,31] , której głównym autorem Jest A. Shabat.

Istota tricku GGKM polega na... „uczasowieniu" powyższych wyni-

ków. Potraktujmy rozwiązanie u(x,t) r. KdV Jako 1-parametrową ro-

dzinę potencjałów, która definiuje 1-parametrową rodzinę danych 

spektralnych ^[u(x,t)] . Jak wygląda ewolucja danych spektralnych? 

Okazuje się, że nie tylko widmo ciągłe (oczywiste), ale też i wid-

mo dyskretne pozostaje niezmienione, ergo oba widma są zdefiniowa-

ne przez warunek początkowy. Następnie

(23a) r(k,t),t = 8ik5r(k,t) 

oraz

(23b) bn(t),t - 8n^bn(t).



26 A. SYM

Widzimy zatem, że skomplikowana nieliniowa ewolucja według rów-

znakomicie. Na zakończenie zidentyfikujmy spektralnie rozwiązania 

N-solitonowe: ich dane spektralne zawierają N dyskretnych wartości 

własnych oraz r(k,t) =  0* To znaczy - rozwiązanie N-solitonowe 

jest identyczne z tzw. bezodbiciowym (r — 0) potencjałem z N dys-

kretnymi wartościami własnymi. Taka spektralna identyfikacja prze-

nosi się i na inne układy solitonowe.
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