
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 
Seria III: MATEMATYKA STOSOWANA XXIV (1985)

K r z y s z t o f  M o s z y ń s k i  

Warszawa

O uwikłanych nieliniowych równaniach funkcyjnych 
i aproksymacji ich rozwiązań. Teoria J. Descloux i J. Rappaza

C z ęść  II
Aproksymacja wewnętrzna gałęzi*

(Praca wpłynęła do R edakcji 15.02.1983)
WSTĘP

Podobnie jak część I, część II tej pracy jest całkowicie opar-

ta na pracach [2J, [[3]* Różnicę stanowi tu inny nieco niż w 

C23 i C3] sposób traktowania opisu parametrycznego gałęzi, ta-
ki sam jak w części I.

Podobnie też jak w części I, badanie zachowania się gałęzi 

w otoczeniu punktu krytycznego potraktowałem nieco ogólniej 

niż w [2] , [3], prowadząc dyskusję, gdy ind F(xq) = k >  1, i 
rozpatrując promienie charakterystyczne nie tylko niezdegene- 

rowane. Przy takim ujęciu wszystkie podstawowe twierdzenia z

[2], [3] można przenieść na ten przypadek. Dowody nieco zmie-

nionych wersji tych twierdzeń dają się przeprowadzić w bardzo 
podobny sposób jak w pracach oryginalnych.

Spośród dużej liczby twierdzeń zawartych w pracach [2] , [3] 
przeniosłem tu tylko te, które tworzą zasadniczy trzon ogólnej 

teorii gałęzi i ich aproksymacji i które są prawdziwe bez bar-
dziej wyspecjalizowanych założeń o rozpatrywanym zadaniu niż 

te, o których mowa w części I.

W tym artykule będziemy posługiwać się pojęciami i wynikami 

zawartymi w części I. Będziemy również używać oznaczeń tam 
wprowadzonych•

■*Problem MR 1.1.04

[141]
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Teoria aproksymacji gałęzi zdefiniowanych za pomocą równa-
nia nieliniowego w ujęciu prac [2], [3] oparta jest na nastę-
pującej wersji twierdzenia o funkcji uwikłanej. Twierdzenie to 

podajemy poniżej bez dowodu, za pracami [2],[3]. Jest to rozsze-

rzona wersja twierdzenia cytowanego w części I pracy.

TWIERDZENIE 1. Niech X,Y,Z będą przestrzeniami zespolonymi 

lub rzeczywistymi Banacha, Xq 6 X, € Y, niech bę-
dzie liczbą dodatnią oraz niech Si = B̂ .(xq, <5)x BY(yQ,<T).

Rozważmy funkcję G: Q  —► Z klasy C^, p ̂  2, taką, że

||-̂ |-G(x0,y0')"1 || < cQ i llĜk\x,y)ll ^ cfc dla (x,y)e<Q

i k=1,2, ...,p.

Wtedy istnieją liczby dodatnie a,b,d zależne tylko od 

<F, Cq, c-j , c2 oraz liczby dodatnie zależne tylko od 
Cq, c1, ..., ck, k = 1,2, ..., p, takie, że

(a) Jeśli (x,y) e B^-Cx^a) x BY(yQ,b), to -^rG(x,y) jest

izomorfizmem przestrzeni Y na całą przestrzeń Z, ta-

kim że IIG(x,y)"1|| < 2c q.

(b) Jeśli IlG (x q ^ q ÎI < d, to istnieje taka funkcja
g:Bx (xQ,a) —  BY(yQ,b), że g(x) jest jedynym, leżącym

w BY(yQ,b) rozwiązaniem równania G(x,y) = 0, gdy

x € B^x^a). To znaczy, że G(x,g(x)) = 0, g(x)e BY(y0,b)

dla x € Bx (xQ,a). \

Cc) llg^ (x)ll < dla x € Bx (xQ,a), k = 1,2, ..., p.

Cd) Niech W będzie przestrzenią Banacha, co C. W zbiorem

otwartym oraz s:Bx (xQ,a) -► BY(yQ,b), oo: co -»■ Bx (x0,a)

funkcjami klasy takimi, że llŝ k\x)H < ê. dla

x e Bx Cxo»a)» oraz Hcx̂ k \t)ll < ^  dla t £ ej c W, k =

= 1,2, ..., p—1 , gdzie e<| , ..., ep_-| » T1] * •••» /p_*|

są stałymi dodatnimi. Utwórzmy złożenie g: co — BY(yQ,b))



APROKSYMACJA WEWNĘTRZNA GAŁĘZI 143

s: co —  By(y0,b), g = g ° a, s  = s  <> a , gdzie g jest
funkc.ją określoną w punkcie (b).
Wtedy dla każdego k = 0,1,2, ..., p-1 istnieje stała 

zależna tylko od Cq , c-j , ..., , ê  , eg, ...je^,
f1 •••» taka, że dla każdego t e w c W i

k = 0,1,2, ..., p-1 zachodzi nierówność

«s W  (t)
1=0 ^

Przytoczymy tu za pracą [3] następujące twierdzenie, przy-

datne przy dowodzeniu zbieżności jednostajnej.

TWIERDZENIE 2. Niech D C X będzie zbiorem warunkowo zwar-

tym (tzn. D jest zwarty) w przestrzeni Banacha X oraz 

niech f, f :D Y, gdzie Y jest również przestrze-

nią Banacha. Jeśli:

- lim in(x ) = f(x) dla każdego x e D,
n— oo n

- istnieje stała dodatnia L taka, że dla każdego x,

£ € D i  dla każdego n, llfn(x) - fn (|)|| < L||x -|ll,

to lim sup Hf (x) - f(x)ll = 0 (zbieżność jedno-
n -*'00 x 6 D

stajna).

D o w ó d .  Nietrudno przekonać się, że każda funkcja g 

spełniająca w D warunek Lipschitza llg(x) - g(y)ll < Lllx - yll 
przedłuża się na D i jej przedłużenie g spełnia ten sam waru-

nek na D (patrz [4])* Ponadto łatwo wykazać, że funkcja f 
spełnia w D warunek Lipschitza ze stałą L, a więc jej przedłu-

żenie f spełnia ten sam warunek w D orsz że fn(x) f(x) dla 
każdego x e D. Z drugiej strony, dla każdego £ > 0, w zbiorze 
zwartym D istnieje £ -łańcuch, tj. taki zbiór skończony punk-

tów £d!j, dg, ..., d^ } C  D, że dla każdego x e D istnieje

punkt df., 1 < j -s? N taki, że II x — d̂. II < £ , [5],
J & O
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Niech £ > 0 będzie dowolne i x € D także dowolne. Mamy

llf(x) - ?n (x)ll « llffe) - f(d*)ll + llf(d̂ ) - fn (dj)ll +

+ »fn (dp - ?nU)» « 2Li + llf(dp - ?n(dpB,

jeśli ||d̂  - xll < £ .
O

Wybierzmy takie n, , żeby dla n > n. Ilf(d̂ ) - f (d*. )H<£
 ̂ w t) — . .

dla każdego j = 1,2, ..., Nf . Wtedy dla każdego x e D llf(x) -

- fn(x)ll ^ (2L + 1) £ , gdy n > n£, co oznacza, że zbieżność

fn -** f jest jednostajna w D, a więc zbieżność f —' f jest 
jednostajna w D. ||(

APROKSYMACJA WEWNĘTRZNA GAŁĘZI REGULARNYCH

Niech X i Y będą dwiema przestrzeniami Banacha oraz niech 

Q  C x będzie zbiorem otwartym. Rozpatrujemy funkcję P: jQ Y 

klasy Cp, p ^ 2, taką, że F(xq) = 0 dla pewnego punktu Xq e Q . 

Będziemy zakładać, że Xq e Q  jest punktem regularnym, tzn. że

X.j = Ker F^Xq-) , dim X̂  < °°?

o)
I',(x0)X = Y.

Wiadomo, że z warunków (1) wynika istnienie gałęzi regular-
nej dla funkcji F, przechodzącej przez Xq . Przestrzeń X rozkła-

da się na sumę prostą X = X-j 0* X^. Gałąź regularna przecho-

dząca przez Xq jest postaci x (tf) = Xq + <7 + v(o), gdzie

v: B-j^(0,a) -»■ B^(0,b) i F(x(o)) = 0 dla każdego <7 e B^ (0,a)

(patrz cz. i).

Dla celów aproksymacji rozważamy dwie rodziny podprzestrze- 

ni skończonego wymiaru X^c X, Y^ c  Y, gdzie h przebiega pewien 

zbiór liczb rzeczywistych dodatnich Sf? , o punkcie skupienia w

zerze, oraz rodzinę funkcji klasy C^ Y^.

Potrzebny nam będzie następujący
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LEMAT. Niech —► X, h e X  będą operatorami liniowymi

i ograniczonymi takimi, że ph silnie, gdy h —► 0.

Niech t  ̂ ^ * «3 = ł ** * • • • f będzie

układem liniowo niezależnym. Wtedy istnieje taka licz-

ba hQ > 0, że dla h < hQ {Ph ,..., beż jest

układem liniowo niezależnym.
D o w ó d .  Przypuśćmy, że istnieje taki ciąg liczb dodat-

1

nich hn, że hn -*■ 0, gdy n -► oo , i że £  Ph <x̂  = 0 dla

3=1 n

pewnych liczba.^, 3 = 1>2......   spełniających warunek

1 3 n 1
Z \ < Ą \  > 0. Oznaczmy jTj = -------  • Wtedy ^  | f “ | = 1

3=1 i i / ' 2 5=1
3=11 3

1

oraz J T  f j = Zauważmy» że ci3S punktów gn =

d=1

= [t ?* •**» fl] należy do sfery jednostkowej S w przestrzeni

C ■*■. Ponieważ S jest zbiorem zwartym, więc z ciągu {gn ] można

wybrać podciąg |g„ l , który jest zbieżny do punktu g = 
n Ł> ł 1

= [jT-j, ..., takiego, że £ l f j  I = 1* Mamy zatem

j=1

1 1 1  

0 ■ Z  r ” \  «i = I r i V Z  t j ( \  *i - ff3) +
j = 1 j=1 j=1 n V

+ (fj Ph ®j
3=1 V-

i stąd
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1

06 IIL  r3 *3II < Z  irji ll V «j - tfjii +
j=i 3=1 n<

l

+ Z  I f j -  f j l  IIph 1/ II ^ I I
j = 1

Ale ||Ph “ ^j II 0 oraz 17j “ 2Tj | ""*■ °» Sdy oo ,
nv/

j = 1,2, ..., 1, oraz na mocy twierdzenia Banacha-Steinhausa cm,

II < K, gdzie K nie zależy od V , gdyż ciąg operatorów

1

P, jest silnie zbieżny. Stąd wnosimy, że /  t f. &. = 0,

3=1 3 3

/  / f | = 1, co przeczy liniowej niezależności układu

j=1
{ £, , ..., 6'1 j . m

Będziemy zakładać, że istnieje rodzina rzutów liniowych i 

ograniczonych 77̂ : X -** X^ odwzorowujących przestrzeń X odpo-

wiednio na przestrzenie X^, takich, że 77̂  -*■ I silnie.

Niech = TT̂  X̂  oraz = 7 X2» Zauważmy, że dla każde-

go xh e xh = wh + vh» gdzie wh € Wh, natomiast t V^.

Ponadto istnieje takie hQ, że dla h < h.Q podprzestrzenie i

określają rozkład przestrzeni X^ na sumę prostą ^  = Wh ®  Vh

Aby to stwierdzić, wystarczy wykazać, że fi vh = {0} dla h < hQ

Przypuśćmy, że tak nie jest, to znaczy że h < hQ i istnieje ele-
ment xjfeO, x ^ W ^ n y ^ .  Wtedy muszą istnieć dwa elementy różne

od zera x1 e X̂  i x2 6 X2 takie, że x = TT Ła;tw0

się przekonać, że wobec istnienia rozkładu X = X1 © X2,elemen-

ty te są liniowo niezależne. Zatem na mocy lematu, dla h < hę
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elementy 77h x1 i 77̂  x2 są również liniowo niezależne, co wy-

klucza równość x = X1 = 71h x2* Musi więc by° x = 0.

Poza warunkiem (i) o związkach XjY jP jX^jY^jP^ będziemy za-

kładać, że:

(2) istnieje liczba dodatnia h.Q taka, że dla h •< Łlq dim W^ <

^ dim X1 = m > 0,

(3) dla dowolnych x e &  , ^,|2» •••» ^k e X’ k = °»1>2»• • • »

«p(lt)(x)(41t ł2, . . . . V  - *£kV h*) (7rh^i> •••> V ' ^ 0-

gdy h —*• 0 (warunek konsystentności),

(4) istnieją stałe ot i c takie, że dla xh e Xh spełniających 
warunek II xh -  II < ot zachodzi nierówność II (x̂ ) II <

^ c dla k = 1,2, • • •, p,

(5) istnieje liczba dodatnia łiQ taka, że dla h <

(TI^Xq) Iy : -** Yji (patrz oznaczenia z części i)

jest takim izomorfizmem na całą przestrzeń Y^, że

(warunek stabilności).

Rozkład X^ = W^ @  oraz przyjęte założenia pozwalają 

uzyskać dla funkcji P^ twierdzenie podobne do twierdzenia o re-

dukcji dla funkcji P (patrz część I), a w konsekwencji zbudować 
gałąź aproksymującą dla gałęzi x(o)= xQ + 6 + v(a).

TWIERDZENIE 3. Jeśli są spełnione założenia (1), (3), (4) i
(5), to można znaleźć taką liczbę dodatnią h-j, że dla

każdego he , h < h^, istnieją liczby dodatnie a^, b^,
MQ, Mv  ..., M niezależne od h oraz funkcja (0,â )-*»

h

—  By (0,^) taka, że Ph (77hxQ + c>h + vh(oh)) = 0 i 
h

|v<k) (ah)l| <  Mk, k = 0,1,..., p dla ^  e Bw (O.a^. \
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D o w ó d .  Niech Gh O h, vh) = Ph ^ h xO + ffh + vh^’ Sdzie

6 dla a2 + ^  ^

Zauważmy jeszcze, że z warunku konsystentności (założenie
(3)) wynika w szczególności, że llGh(0,0)ll = II?h (7Thx0) II =

= - P(xq)II -*■ 0, gdy h 0. Można więc tu zastoso-
wać twierdzenie 1, z którego wynika istnienie stałych a^,h^, 
Mq , ..., Mp i funkcji € Cp.

Zauważmy teraz, że stałe â  i b1 można dobrać tak, aby

a.j < a£ i b-j < b£, co kończy dowód twierdzenia 3. ^

Ze względu na warunek (2), z lematu wynika, że dim =
= dim X.j = m dla h < hQ. Ponadto, jeśli x.j = span ,..., 

gdzie elementy <3̂, ..., są liniowo niezależne, to =

= span i • • •» } dl& ^ <  ̂ o* Przy tym II 7 <s\. || <
< oc , j = 1,2, ..., m, gdzie ot-nie zależy od h (twierdzenie Ba-
nacha-S t e inhaus a [1]).

Niech

m

D = 1

(6) x(s) = xQ + <?(s) + v(o (s)) ,

xh(s) = nhx0 + .
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Zauważmy, że istnieje taka liczba r dodatnia, niezależna
od h, że dla s € B _(0,r) określona jest funkcja x oraz wszys- 

<C

tkie funkcje x^ dla h < , gdzie zostało określone w twier-

dzeniu 3.

TWIERDZENIE 4. Jeśli spełnione są założenia (l)-(5)» to
istnieje taka liczba dodatnia r niezależna od h, że
funkcje x(s) i ^(s) określone powyżej spełniają dla

s t B _(0,r) następujące warunki:
©

(i) P(x(s)) =0, | dla s € B _(0,r),
Ph(xh (s)) = 0 J <Cm

(ii) dla 1 = 0,1,...,p-1 istnieją stałe c^ niezależne od h 
takie, że

dla każdego s e B (0,r),
©ra

(iii) dla 1 = 0,1, ..., p-1 , sup llx^Cs) — xĴ 1  ̂(s) I! “♦O,
s € B (0,r) h

©m

gdy h — 0.

D o w ó d ,  (i) Punkt (i) tezy wynika bezpośrednio z twier-
dzeń udowodnionych poprzednio w części I i II.

(ii) Mamy

I|X(1) ( s )  -  x ^ h s ) ! !  <  | | x ( 1 ) ( s )  -  7rh x ^ ( s ) l l  +

+ II 77hx (1)(s) - ^ ( s ) #  = l|(I - 7Th)X W(s)ll +

+ ii - 7 r hx (1 ) ( s ) | i .
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Dla oszacowania drugiego składnika skorzystamy z twierdze-

nia 1 z części II pracy, stosując je do funkcji Gh ^ h ,vĥ  =

= Fh ^ h x0 + + vh^» 6 Wh’ vh 6 Vh* Otrzymujemy

x>,(1) (s) - 3rhx(1) Cs) =

ds-

m / m

Vo+ \  Z  Vs+ vh( Z  *h *fs
3=1 \ 3=1 /

-  X
m m

+ Z  ® j« j  + v( Z * J 8 J

ds'

3=1

m

3=1

m
v. Z  \  Vj) - v f  Z  Vd •

3=1 3=1

Wykorzystując teraz oszacowanie z twierdzenia 1, mamy 

dl

ds
r [xh (s) -  77-hx ( s ) ] | | <

r  II1 -  Gh  ( ^ J ,  ^ ( b ) ,  ( s ) ) )

1
= °1 Z 1-̂ -r ph(7rhx0 + 6’(3) +

j=0 " ds 

1 i= °1 Z  II Z- pht”ł£o + <y(s) + v(6'(s)))|| =
-!_n II IIj=0 ds

= °1 Ź  I " ~ T  Ph (/' h* ( s ))||
j=0 - ds3 

skąd wynika nierówność (ii).
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(iii) Dla udowodnienia jednostajnej zbieżności obu skład-
ników sumy, za pomocą której szacuje się IIx^ (s) - x ^  (s)\\, 

tosujemy twierdzenie 2C Ze względu na własności 7T̂ , llx'' ' (s)zas

- 77v,x^(s)ll —  0, gdy h —  0 dla każdego s € B (0,r). Wys- 
n djIU

tarczy wykazać, że istnieje stała L niezależna od h taka, że 

II 77hx (lV(s1) - 7Thx ^  (s2)ll < L lls1 - s2H.

Mamy, z twierdzenia o wartości średniej

II (s. , ) -  7ThX^1^(s2)ll <

<  sup || 71, x^l+1 (̂s)ll lis- - Spll , 
stB (0,r)

(D

ale l7Th x ( l + 1 )  (s)ll<|/rhl l|x(1+1) (s) B , s 6 B m (0,r), ll7Thll«K

dla pewnej stałej K. Wynika to z twierdzenia Banacha-Steinhausa

[1] , a llx(l+1) (s)ll jest ograniczona, ponieważ 1 + 1 < p, jeśli

tylko r jest dostatecznie małe. Wystarczy teraz przyjąć L =

= K sup llx(l+1)(s)H. Aby udowodnić zbieżność jednostaj- 
sfeB m (0,r)

ną w B (0,r) drugiego składnika, posługujemy się założeniami 
<Cm

(3) i (4) oraz twierdzeniem 2. Zauważmy, że

= P̂ (7Thx(s)) 7<hx(s),

2’Ph^7rhx^  = Fh ^ h x ^  (nhx'(s), 77hx'(s)) t

ds

,2

ds

+ P'h(7/hx(s)) 77^(3)

i podobnie dla wyższych pochodnych. Ze względu na to, że po-
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,3
chodne -—  F(x(s)) dla s e B „(O.r ) i j = 0,1,2, p-1 wy-

dsÓ

rażają się takimi samymi wzorami, tylko dla funkcji F zamiast 
Fh i bez operatora 7^, oraz że pochodne te znikają tożsamoś-

ciowo, można zastosować bezpośrednio warunek (3). Otrzymamy

1 ,

II ( s ) - ^ hx ( 1 ^(s) ll  <  Ci  2̂  l— P(X (s))D| |  —~
j=0 dsD

gdy h — ** 0 dla każdego s e B (O, r ) i 1 = 0,1,2, ..., p-1 •

dj+1
Zauważmy, że ze względu na założenie (4) wyrażenie ||  ̂ P^ (7Th^(ą

dla j = 0,1,...,p-1 jest ograniczone niezależnie od h, jeśli 

tylko r jest dostatecznie małe. ^

Wynika ŝ tąd, podobnie jak poprzednio, że funkcje ;
d s 3*

j = 0,1,...,p—1, spełniają warunek Lipschitza ze stałą nieza-

leżną od h. Stąd wynika zbieżność jednostajna w B m(0,r) dla r

dostatecznie małego, co kończy dowód twierdzenia.

Na specjalną uwagę zasługuje jeszcze przypadek, gdy X = Rx

x U, gdzie U jest rzeczywistą przestrzenią Banacha i Xq =

= (ż*o,uÔ  6 X jest punktem zwrotnym (patrz część I). W pracy

C3] zostało udowodnione, że jeśli P^ jest aproksymacją galer-

kinowską funkcji P w tym sensie, że a(Ph (/?,u ),y) = a(P(/2,u), y)

dla każdego y e Yh i (^u)eX, gdzie a:Y x y -*• R jest ciągłą

i koercywną formą dwuliniową, oraz jeśli lim Inf ly-zll = 0
h— 0 z 6 Yh

dla każdego y e Y, to dla P^ istnieje zawsze punkt zwrotny

a h (th), uh(th » = xh^ h ^ ł (̂*a ^órego zachodzi następujące 

oszacowanie:
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I V-th) “ ^O1 ̂  c i U C ° )  - x'(0)» 2 +

(7) . .
+ llxh (0) - 3c0 M ’(Hxh(0) - xQ II + Inf I y0 - y II)} ,

Y t Yh

gdzie yQ jest pewnym ustalonym punktem przestrzeni Y.
Zauważmy, że w powyższej nierówności oszacowanie błędu dla 

składowej Xh punktu zwrotnego jest rzędu wyższego niż dla 

punktu zwrotnego w całości.

APROKSYMACJA WEWNĘTRZNA W OTOCZENIU PUNKTU KRYTYCZNEGO [6]

Niech, jak poprzednio, F: Q  —  Y, gdzie S2 C X jest zbiorem 

otwartym, xQ e Q  i F jest funkcją klasy Cp dla p > 2.

Niech X 1 = Ker F^Xq) oraz Y2 = F'(x0)X. Będziemy teraz za-
kładać że:

(8 ) dim X.j < oo , a więc istnieje rozkład przestrzeni X na 

sumę prostą X = X̂  @  X2,

(9) ■ y 2 = Y2 C Y oraz istnieje rzut liniowy i ograniczony
p ,

Q = Q : Y — Y2 na całą przestrzeń Y2. Istnieje zatem 

rozkład na sumę prostą Y = Y-j 0  Y2,

(1 0 ) 0 < dim Y-j < o® oraz ind P'(xq) = dim X-j - dim Ŷ  = m> 0

Założenia te oznaczają, że Xq € 42 jest punktem krytycznym, 

a FXxq) jest operatorem Predholma. Dla celów aproksymacji wpro-

wadzamy rodzinę operatorów P^, h e "36, podobnie jak poprzednio,
klasy Cp, jednak teraz będziemy zakładać, że P^ : Q  Y. Bę-

dą to z reguły odpowiednie przedłużenia operatorów skończenie 

wymiarowych, podobnych do tych, które s-tosowaliśmy poprzednio. 

Zauważmy, że ze względu na sens praktyczny takiej aproksymacji, 

przedłużenia powinny być takie, aby rozwiązanie równania ^(x) 

= 0 leżało zawsze w podprzestrzeni skończenie wymiarowej X^C X, 

na której działa przedłużany operator. W pracy Q2D rozważa się,
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w szczególnym przypadku, przedłużenie operatora F^ określo-

nego na przestrzeni X^, które jest postaci

*h^x) = ^h^h*) + ^  “ 11 h)* dla x 6 X»

gdzie —•* X^ jest rzutem.
A oto dalsze założenia.

(11} Warunek konsystentności

Dla dowolnych x e Q  6 X i k  = 0,1,...,p-1

»P( k ) W  ( t ,  £k) -   y i l  —  o,

gdy h —  0.

(12) Istnieją stałe tT i c takie, że dla każdego k=0,1,...,p

l|Phk (x)ll< c, jeśli tylko x t B^Xq, (S').

C13) Warunek stabilności

Operatory QP^(xq)I^ s^2 ^2 dzomorfizmami linio-

wymi odwzorowującymi przestrzeń X2 na całą przestrzeń 

Y2, mającymi odwrotności ograniczone niezależnie od h.

Ze względu na rozkład X = X1 © X2, dla każdego x € X mo-

żemy napisać x - xQ = v, gdzie er e X1, a v e X2.

TWIERDZENIE 5» Niech Xq e Si C X będzie punktem krytycznym 

operatora P klasy C^, p ̂  2, oraz niech będą spełnione 
założenia (8 - 13).

Niech v będzie funkcją określoną w twierdzeniu 1 część 
I, spełniającą równanie QP(xQ + & + v (&))= 0.

Wtedy można dobrać stałe dodatnie hQ, a i tak, że 

dla każdego h ̂  hQ istnieje funkcja v^ jBj (0,a)

-h"bX2(0,b) spełniająca równanie QFh (x0 + er + vh (Gr)) = 0.

Stałe a,b niezależne od h, mogą być tak dobrane, aby w 

B^COja) była określona funkcja v i aby dla Se B^ (0,a),
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v (a) e Bj^COjb). Ponadto dla k = 0,1, 

nej stałej c,

• • • y p-1 i pew-

sup 
t C 0, a)

k

||v(k)(£) - (e-)H <

Q*h (x0 + 6 +

gdy h 0.

D o w ó d .  Niech Gh (<r,v) = QPh(x0 + 6 + v). Ze względu na 

założenie (11)

Ponadto wszystkie oszacowania dotyczące pochodnych F^ oraz od-
wrotności QP^Cxq) w pewnym otoczeniu Xq nie zależnym od h nie 

zależą od h. Znajdziemy zatem taką liczbę Łlq, że dla h < hQ, 

dla G = G^ i s = v można stosować twierdzenie 1. Wynika stąd 
istnienie stałych a, b i funkcji v^, dla których 

QFh(x0 + <? + vh (0) = 0.

Wnioskujemy również o spełnieniu nierówności

IIGh(0,0) II = llQFh (x0)ll =

= ||Q[Fh(x0) - F(x0)]ll —  0, gdy h —  0.

( O' )  -  ( O ' ) || ^

k

(0»a) de^
sup QFh(x0 + I I

d=o

dla k=0f1,•••,p-1. Na mocy założenia o konsystentności (założe-

nie (11)) , bez trudu otrzymujemy
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k
7 F [ I'h(J[0 + 5- + v(s» - F(x0 + O- + T(ir))](41,...,^|— O,
do

gdy h-*-0, dla dowolnych ^ ,..., i k = 0,1,..., p-1. Po-

nieważ w przestrzeni skończenie wymiarowej X̂  kula jest zwarta, 

warunek ten w prosty sposób implikuje, że

dk^Ph^x0 + ^ + v (6”))- F(xQ + ff + v(d))j II =
d <5

sup l — k [ph (xo + + P (x0 + G  + v11*1 11 dO u

(^1»^2»‘,#» y  II"**0*

gdy h-*0. Otrzymujemy w ten sposób zbieżność llv̂ k (̂5) - v^k  ̂(<j)ll -*-0, 

gdy h 0 dla k = 0,1,...,p-1, dla każdego ustalonego Ge B̂ - (o ,a ) .  
Zauważmy również, że

sup llvi +  ̂ (d)II <  sup llv̂ k) (d)|| +
d £ B (0,a) h O-feR (0, a)

*1 *1 
k+1

£  QPh(x° + 5 + v (a))|l< L ’
+ c

j

gdzie stała L nie zależy od h. Wynika to łatwo z założenia (12), 

gdyż k+1 c  p. Oznacza to, że funkcje (d) spełniają jedno-

stajnie względem h warunek Lipschitza na zbiorze zwartym B^COja).

Można zatem zastosować twierdzenie 2, skąd wynika zbieżność jed-

nostajna: sup llv^(0 ) - Vj^ (<7)ll —  0, gdy h —  0, k =
G-eB (0,a) 

A1

= 0,1,... ,p-1 • jjj

Twierdzenie 5 pozwala określić funkcje bifurkacji dla funk-

cji Fh . Kładziemy fh (6) = (i - Q)Fh(xQ + d + vh(d")) dla 6 6 Bj (0,a)
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i h <  hę. Zauważmy, że ^(xq + 6 + ^ 0 0 )  = %  (ff)oraz że 

fh:BX a wiSc 3est to funkc3a działająca w przestrze-

niach skończenie wymiarowych.
Załóżmy teraz, że xQ jest punktem krytycznym dla funkcji P, 

charakteryzowanym przez liczbę q, 2 <  q <  p-1 (patrz część i). 

Przy przyjętych powyżej założeniach, funkcj e fh nie mają takich 
samych własności, co funkcja bifurkacji f zdefiniowana w części 

I, dla funkcji P. Mianowicie, na ogół f ^ H o )   ̂O dla j =

= 0,1,.*,,q-1. Pakt ten ma zasadniczy wpływ na charakter aprok-

symacji gałęzi w otoczeniu punktu krytycznego.

TWIERDZENIE 6. Przy założeniach twierdzenia 5, jeśli licz-

ba a jest dostatecznie mała, to sup llf^(£>)-
<TCBXi(0,a)

gdy h —►O, dla k = 0,1,...,p-1, oraz 

Hf Ck) , gdzie c, nie zależy od h, dla

•h
I

sup H '-'Ir »
<T£BAi(0,a) h  k  k

D o w ó d .  Mamy

f (k) (o-) _ f (e)= 

k
= (I - Q) £F (X0 + Q + v ( ~ Fh^x0 + + vh ̂ ^ 1  =d(?

= (i - q) + 6 + - V * o + ® + T(e))] +

+ P?h (xo + '? + '»' C3-)) - V * o  + 6 + vh ( ® W } *

Na mocy założenia (12), jeśli O,jest dostatecznie małe, to dla 

dostatecznie małych h i k=0,1,•..,p-1, otrzymujemy

_d^

d e k
ak+1

<  sup.„ „ . jc+1 Fh (*0  + ®>s-e B (0,<T) " der
1

v(e) - vh (5) || .
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Ze względu na twierdzenie 5, składnik ten dąży do zera jed-
nostajnie w By (0,a), jeśli tylko a jest dostatecznie małe, Z

1 i
dk

drugiej strony, łatwo wykazać, że składnik — —[F(xn + 6 +
d(?k u

+ v (O) - Fh^x0 + G + v ̂  ̂  jest kombinacją liniową wyrażeń

typu F ^ ( x )  - F^(x)(41f...,^l) dla 1 = 0,1,...

...,k< p-1, x e X, 6 » d = gdzie nie zależą

od h. Na mocy założenia (11) ten składnik jest zbieżny punktowo 
do zera w normie przestrzeni Y, a ze względu na to, że przes-

trzeń X-j ma wymiar skończony, jest zbieżny do zera również kres 

górny normy wzięty na zwartej kuli B^ (0,a). W podobny sposób

stwierdzamy, przy wykorzystaniu założenia (12),
< c, dla k = 0,1,...,p i 6 e By (0,a).

*1 III
Ponieważ funkcje są klasy Cp, p > 2, oraz 0 ^ q < p-1, 

możemy napisać:

fh «0  - fh(o) + f'h(o)£ + + f l i - % )  - g l  +

+ / ( i - s )'»-1f hW ( sff) a s — . 
o (q-1)!

Niech <Jq będzie promieniem charakterystycznym (PC) dla F(xq).

Bez zmniejszania ogólności rozważań można założyć, że &q e

e B<r (o,a). Tak jak w części I rozłożymy przestrzeń skończenie 
1

wymiarową X1 na sumę prostą X1 = Z(ffQ) ©  S(6'0), gdzie Z (<> Q ) = 

= Ker f (o)&q . Mamy dla dowolnego 6 e t <5 = z + s, gdzie 

z € Z(<?0), oraz s € S((?0).

Niech jeszcze

1 1
Hh (t,Z,s) - —  fh (t[z + 3]) =  f (te) .

t tq
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■ Z  t3 ' q + - O q' 1fh(q)( 4 t e ) d 4 - ^ - .
^  n j! X n Cq-1)»3=0

Oznaczmy jeszcze

Hh (t,z,s) = -  1 t J (  1 -4) q-1fh(q) (|te-) d^(rq

O

oraz

-
Rh (t,z,s) = 2 2  fh ^

j=0 ^

Zatem

Hh (t,z,s) = Hh(t,z,s) + Rh (t,z,s).

Łatwo znajdujemy

(14) a ^ h ^ ’2’3) =-^-Rh(t*z's'> + ^ A ^ - 2*3 ) =

rq-1 , .N 
= 7" t3_q +

tJ *“ *

+ ( ^ y r  I  ( 1 - 0  q" 1f h<i)(tfi' 4) d 4ffq" 1 +
O

1
+ - A -  f  (1-4) q_1f^q+1) Ct<r̂ > d|ffc

( q - 1 ) ! o zs«>0y

Niech (f- = Max llf-9̂ (0)ll  ̂^. Zauważmy, że z twierdze-
n 0<]«q-1

nia 6 wynika, że ĵ1“"*’0, gdy h-^0.
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LEMAT. Niech będą spełnione założenia (8)-(13). Załóżmy po-
nadto, że dim Z = ind E'(x q) = m > 0.

Wtedy istnieją liczby dodatnie h1, £, <*, fi, cQ takie,

że dla h < ĥ  oraz 111 + II z - &q II < 111 > »  INK fi

- | - H h ( t , z , s ) :  S(sQ )

jest takim izomorfizmem przestrzeni S (eQ) C X1 na całą 
przestrzeń , że

||-^-Hh (t,z,s)-1| ̂  o0.

s h
D o w ó d .  ć> = z + s  £ B ^ ( 0 , a ) .  Gdy 111 >  —̂— d la  u s t a lo n e -

go £ , wtedy

(t,z,s) = (t,z,s) + Hh(t,z,s)

oraz

" r-?_ ^j=0

q_1  3-1

(j-1)

ponieważ llfr^(0)||< Zatem istnieje stała M taka, że
n h

| —  Rh (t,z,s) | ^ M£ • Ponadto, jeśli H(t,z,s) = — f(t[z+s]) 
ds t

(patrz część I), to zgodnie ze wzorem (14) i ze względu na 
twierdzenie 6

d  ̂ d
I a T Hh (t>z*s) " 1 7 =
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1
+

0

- (ttf|)]d£   —  6q
(q-i) i

o,

gdy h~^0, jednostajnie dla fft By (0,a) i |tl < 1. Stąd wynika,
1

że dla dowolnego y c S (cQ)

||̂ |-Hh (t,z,s)y |j =

= 1 a T 11̂ * 2*3)? + -^-Hh(t,z,s)y - ~-H(t,z,s)y||>

aSHg|-H(t,z,s)y|| - ||-̂  H(t,z,s)y - J L  xh (t, z,s)y j| .

Ponieważ (patrz część I oraz twierdzenie 1) dla f 11 +

+ II z - 6"qII < ag, II sil < bg* gdzie ag i bg są pewnymi stałymi,

istnieje stała fi > 0 taka, że ||— H (t,z,s)y|| > fi || y|| dla dowol-

nego y 6 S((To) • Stąd wnosimy o istnieniu stałych ot, fi, h1 takich,

daże dla 111 + || z -  GQ II <  oc, || s II <  /J i h <  h1 , || Hh ( t , z , s) y | >

^  jL Hy|| dla dowolnego y e S(6g). 
2

Z drugiej strony

| ^ - Hh (t*z*s)y| = ||-^-Hh (t,z,s)y + Rh(t,z,s)y|| >

Mćj fiy||

dla £ dostatecznie małego. Stąd dla h < ĥ  Itl > ~ i  |tl +
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+ ||z - (TqH < ot, MsH < j3 wynika jednostajne ograniczenie 

I Hh (t,z,s)”1 | < c0 dla pewnej stałej cQ.

Zauważmy, że dim = dim X1 - ind F*(xq) = dim X1 - m =

= dim Z(ffQ ) + dim S (Gq) - m = dim S((30)<oo# Ponieważ Hh (t,z,s): 

: S (Sq) Ŷ  i operator —  H^CtjZjs) jest odwracalny, wnosimy, 

że jest on izomorfizmem na całą przestrzeń Y-j •

Jeśli są spełnione założenia lematu, to przez punkt krytycz-

ny x0 funkcji P przechodzi co najmniej jedna gałąź y równania 
F(x) = 0:

y(t,z) = xQ + t [z + s(t,z)] + v(t [z + s(t,z)]).

Rozwiązanie takie omówione zostało w części I.

Zajmiemy się teraz zachowaniem się rozwiązań równania 

Ph(x') = 0 w otoczeniu punktu krytycznego. Niech ot, będą licz-
bami określonymi w lemacie. Dla dowolnego r, 0 < r < ot, i a^,
0 < a1 < Min [r, ot- r], oznaczmy (patrz rysunek)

^ ( r . a ^  = £ IR x z(£r0 )  | |t-r| + llz-o^ ll <  a, { *

« 2 ( r , a i ) = { ( t , z )  £ IR X Z(<?0} ||t+rl + II z -5 0» <  a.,}

o raz  ^ ( r .a . , )  = Ą ,  ( r . a , -) u ^ ( r . a ^ .
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TWIERDZENIE 7* Niech będą spełnione założenia (8)-(13) oraz 

niech dim Z ((?q) = ind F(xq) = m > O. Wtedy dla każdego 

r takiego, że 0 < r < oc i lis (r, G'q )Jł <  fi oraz II s (-r, C*q)IÎ  
<  fi, istnieją liczby dodatnie a, 0 < a < Min[r,ot-r], 

b i łi2 takie, że dla każdego h < łi2 jest określona fun-
kcja s^: fi ( r , a ) B g ^  ̂ (0,b) klasy Cp” ,̂ która speł-
nia warunki

(15) + sh ( * » )  = 0 d la  6 Si ( r , a  ),

gdy h~^0, dla k = 0,1,...,p-q.

D o w ó d .  Z lematu wynika, że w zbiorze określonym warun-

nierówność

jeśli h < h.j • Z twierdzenia 6 wynika, że jeśli (t,z)t.Q(r,a«|) 

i lisII fi, to I I ( t ,z,s)II ^ c dla k =* 0,1,...,p—q. Zauważmy 

jeszcze, że H (r, <5q , s (r, 6q )) = 0 i H (-r, <?0,s(-r, crQ )) = 0. Ponad-

to, jeśli h2 jest dostatecznie małe, to dla h < h2

(i 6) sup
(t,z) 6 S2 (rfa)

kami |tl  >  , | t |  + II z -  e^HCot i  IIsil <  fi, spełniona j e s t

Si{ r , a )  <=źJh = |  ( t , z )  e F x  z(ff0 ) | | t l > y  i  | t |  + 

+ II z -  6q  II <  «, }

(ć zostało określone w lemacie ). Zatem w każdym ze zbiorów 

•̂j (r>a-|) x Bg ((^ )(0, fi) i i?2(r»ai) x spełnione są
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założenia twierdzenia 1• Wykorzystując jeszcze raz twierdzenie 
6, wnioskujemy o istnieniu liczb a, b i funkcji s^ spełniają-
cych warunek (1 5)*

Aby udowodnić nierówność (16), zauważmy, że dla dowolnej

funkcji g klasy Ck, (tg)^ = kg^k“1) + tg^k\  Zatem

1_ U ^k-1 -
[t(s(t,z) - sh(t,z))]|| ̂  k —  [s(t,z)- sh (t,z)]| +

3t ar

dk
+ Itl — r-|ą(t,z) - sh (t,z)] .

at

Wykorzystując oszacowanie z twierdzenia 1 do każdego ze 
składników, otrzymujemy

dV
t [/3 (t,z) - sh(t,z)] <

dV
t £h (t,z) II l ,

-J
gdzie 4>h (t,z)=--  ̂ h (t,z), (ph (t,z) = fh(t[z + s(t,z)]).

t^
Zauważmy jeszcze, że

tl
5k-1

k tfh (t*z) ^ T *  *h(t>z)I - k I~—  
at at atk_1

przyjmując zatem odpowiednio stałą ĉ  możemy napisać 

.k

k-1

“ ’ l i s t  * atk
t #h(t,z)



APROKSYMACJA WEWNĘTRZNA GAŁĘZI 165

Mamy

’ h ( t * z ) = Ż ^  — ^ h ( 0 » z )  7 7  +

i=0 ft ^

+ ( & tt / (1 - o q-2 *.«)*«.

zatem

dt̂

dtk i=tO 5t"

+ (q-2)! /  ” ^ q 2 ^  9tq+k-1 ^ h ^ t»z)d^ł
O

Ale również

V * - 2) “ Z  4  ^ ( ° * z) 7 7  +
sO ^ t

+ ( F O T  /  < 1 - Ś)q"1 >
t q t  ^ a -1 _2i

3t<»
U

zatem

ati h ) at1 h i i  1
\ '

1

+ (q -1 )  1 / ( 1 q 1 I*5 7 q + I ^ ^  t »z ) d ^ »O 3t

1 k jgdzie stałe cr i d_̂  nie zalezą od h, j=0,1,... ,k-1, 0 ^ k ^  p+q-
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Oznaczmy jeszcze (p(t,z) = f(t[z + s(t,z)]). Otrzymamy wtedy 
ćLILs. i. s Q'f'k***!

■^J"Vh (tfz) = J p  fj^(t[z + s(t,z)]) ^r (t,z), 
dt r=0

£-V>(t,z) = 2  ̂f(r)(t[Z + s(t,z)]) fr (t,z),
dt r=0

gdzie funkcje nie zależą od h. Wstawiając do nierówności

(1 7 ), otrzymamy ostatecznie nierówność (16). Zbieżność oszacowa-
'r

nia do zera wynika bezpośrednio stąd, że -2 f (t[z + s(t,z)]) =
dtr

= 0 dla r = 0,1,•••,q+k-1 oraz z twierdzenia 6.

Niech xh (t,z) = xQ + t [z + sh (t,z)] + vh (t [z + sh(t,z)]) dla 

(t,z)€ ̂ 3(r,a) i h < hg.

TWIERDZENIE 8. Niech będą spełnione założenia (8)- (13), oraz 
niech dim Z ( )  = ind F ' ( x q )  = m > 0, gdzie <?0 jest PC 
dla funkcji P w punkcie krytycznym xQ.

Wtedy, jeśli liczby r, a i h2 określone w twierdzeniu 7 
są dostatecznie małe, to dla każdego (t,z) e Si (r,a)

Fh(xh (t,z)) = 0.

Ponadto

II dk -i q+k"1 10
sup —  [x(t,z)-x,(t,z)] k c  P  sup II— rg,(t,z)||-

(t,z )6 ^ (r,a ) a tk  (t,z)ei2(r,a)" ^ t J "

gdy h “*“0, dla pewnej stałej c, gdzie k = 0,1,...,p-q, 
oraz gh (t,z) = Ph(x(t,z)).



APROKSYMACJA WEWNĘTRZNA GAŁĘZI 167

D o w ó d .  Ze względu na twierdzenia 5 i 7

Ph^xh^t , z ^  = ( 1-Q )Fh (xO + t & + s h^t , z ^ ^  =

= fh (t [z + sh (t,z)] ) = 0,

jeśli tylko t jest dostatecznie małe. Ponadto

-jk
Ox(t,z) - xh (t,z)]| — — t[s(t,z) - sh(t,z)]|| +

" 3tor

Jt1
[v(t[z + s(t,z)]) - vh (t[z + s(t,z)])]

d_
at1+ 1 — t>h(*Cz + s t̂,z^  " vh ^ t z + sh^t>z^)]

Zauważmy, że

(18) v,(t + [z + sh(t,z)]) - v,(t[z + s(t,z)]) =

zatem

= /  + s (t »z  ̂+ 4 (sh (t,z ) - s(t,z))])d| X
O

X t [s, (t,z) - s (t,z)] ,

l|vh(t[z + sh(t,z)]) - vh (t[z + s(t,z)])<

^  c II "t [sh (t»z ) - s(t,z)]|| ,

ponieważ dla t dostatecznie małych jest ograniczone niezależ-

nie od h (patrz zbieżność jednostajna pochodnych w twierdzeniu 

5)« Różniczkując wzór (18) względem t i wykorzystując ten sam ar-
gument, otrzymujemy oszacowanie
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O h(t[z + s(t,z)]) - vh (t[z + sh(t,z)])
atk

^  c  22 I I ~^T t [ s ( . t , z )  “ eh (t,z )]  I ,
O 3t3

a więc ostatecznie

ik
  [x(t,z) - xh(t,z)j
atk

k i ćr
^ c 12 2  l lT tC 3^*'2) ■

lipo "at0
k 'i

+ I - ~ r  l> ( t  [z + s ( t , z ) 3 ) v-  vh ( t [z  + s ( t , z ) ] ) | |  1 .
£tk J

Oszacowanie w tezie tweirdzenia jest bezpośrednią konsekwencją 
twierdzeń 5 i 7 oraz definicji funkcji f^.

Zbieżność jednostajna do zera oszacowania wynika z twierdze-
nia 2, gdyż 52 (r,a) jest zbiorem zwartym, funkcje gh zaś są wspól-
nie ograniczone (patrz założenie (12)).

W pracy [2] udowodniono nieco silniejsze twierdzenie. Przy 

założeniu, że dim Z(<?0 ) = ind P;(x0) = 1, wykazano, że funkcja xfa

określona jest w przedziałach tQ ] i [-tg, “ "t KI* w tych to

przedziałach zachodzi i jest zbieżne do zera oszacowanie z tezy 
twierdzenia 8. .

W pracy £33 rozpatruje się zbieżność aproksymacji w otoczeniu 

punktu krytycznego, w przedziale [-tQ, tg], bez wycięcia punktu 

krytycznego xQ. Wykazano, że ze zbieżnością taką możemy mieć do 

czynienia np. wtedy, gdy Xq jest prostym punktem bufurkacji, tzn. 

gdy dim =2, dim = 1, dim Z (pg) = ** S^y zagadnienie ma 
tak zwaną własność symetrii.
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