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WSTEP

Podobnie jak czesé I, czesé II tej pracy jest catkowicie opar-
ta na pracach [2], [3]. RéZnice stanowi tu inny nieco niz w
(2] i [3] sposéb traktowania opisu parametrycznego gatezi, ta-
ki sem jak w czesci I.

Podobnie tez jak w cze¢sci I, badanie zachowania sie garezi
w otoczeniu punktu krytycznego potraktowatem nieco ogdlniej
niz w [2], [3], prowadzgc dyskusje, gdy ind F(xo) =k=1, i
rozpatrujac promienie charakterystyczne nie tylko niezdegene-
rowane. Przy takim ujeciu wszystkie podstawowe twierdzenia =z
[2], [3] mozna przeniesé na ten przypadek. Dowody nieco zmie-
nionych wersji tych twierdzen dajg sie przeprowadzidé w bardzo
podobny sposdéb jak w pracach oryginalnych.

Sposrdd duzej liczby twierdzed zawartych w pracach [2], [3]
przeniostem tu tylko te, ktdre tworzg zasadniczy trzon ogdlnej
teorii gatezi i ich aproksymacji i kidre sg prawdziwe bez bar-
dziej wyspecjalizowanych zaozed o rozpatrywanym zadaniu niz
te, o ktdérych mowa w czesSci I.

W tym artykule bedziemy postugiwad sie pojeciami i wynikami
zawartymi w czedci I. Bedziemy rdéwniez usywaé oznaczern tam
wprowadzonych,
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Teoria aproksymacji gakezi zdefiniowanych za pomocg rdéwna-

nia nieliniowego w ujeciu prac [2], [3] oparta jest na naste-

pujacej wersji twierdzenia o funkeji uwikianej. Twierdzenie to

podajemy ponizej bez dowodu, za pracami [2Z],[3]. Jest to rozsze-

rzona wersja twierdzenia cytowanego w czeéci I pracy.

(a)

(p)

(e
(a)

‘TWIERDZENIE 1, Niech X,Y,Z bedg przestrzeniami zespolonymi

lub rzeczywistymi Banacha, x; € X, y, € Y, niech § be-
dzie liczbg dodatnig oraz niech £ = By(x,, 5) x By(¥gs0).
Rozwazmy funkcje G: &2 —= 2 klasy Cp, p= 2, takg, ze

-1 . k
”%G(xo,yo) "S ¢y 1 g )(x,y)ll € ¢ dla (x,y)e
i k = 1,2, es oy po
Wtedy istniejg liczby dodatnie a,b,d zalezne tylko od

S, Chs Cqs Cp OTEZ liczby dodatnie Mk zalezne tylko od
Chs Cqs sees Cps k=1,2, voe, p, takie, ze

Jesli (x,y) € By(xy,a) x By(ypsb)s to —E%G(x,y) jest
izomorfizmem przestrzeni Y na cakg przestrzehr Z, ta-

kim ze 10(x,3) 7l € 2¢,.

Jesli IlG(xo,yO)Il < d, to istnieje taka funkcja
g:BX(xo,a) —— BY(yo,b), ze g(x) jest jedynym, lezacym

w BY(yO,b) rozwigzaniem réwnania G(x,y) = O, gdy

X € Bx(xo,a). To znaczy, ze G(x,g(x)) = 0, g(x)e BY(yO,b)
dle x € By(xy,a). \
I\g(k)(x)“s My dla x € BX(xo,a), K = 1,2, veey Do

Niech W bedzie przestrzenig Banacha, w C W zbiorem
otwartym oraz s:BX(xO,a) - BY(yO,b), o W —- BX(XO’a)

funkejami klasy CP tekimi, ze Is{E)(x)N < dla

®x
X € BX(xo,a), oraz |lo<,(k)(t)|| Sfdlatewc W k=
= 1,2, +0ey, p-1, gdzie €1y evey ep_1, 719 ..'., a"p_.]

sa statymi dodatnimi. Utwérzmy z}ozenie g: w —w= BY(yO,b),
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g a)—'-BY(yo,b), E=gowx, §=50a , gdzie g jest
funkcjg okreflona w punkcie (b).

Wtedy dla kazdego k = 0,1,2, «s., pP-1 istnieje staza
Lk zalezna tylko od Cos Cqs sses Cpiqs €43 €5y ee09€,
Tas Tos ooes Jios teka, ze dla kazdego t ¢ w € W i

k = 0,1,2, see, P=1 zachodzi nieréwnosdé

k
~ @ () al
g0 (1) - 5% (e < 1, 1;) | e (t),

Przytoczymy tu za pracg [3] nastepujace twierdzenie, przy-
datne przy dowodzeniu zbieznosci jednostajnej.

TWIERDZENIE 2. Niech D C X bedzie zbiorem warunkowo zwar-
tym (tzn. b jest zwarty) w przestrzeni Banacha X oraz
niech f, f, :D ™ Y, gdzie Y Jest réwnies przestrze-
nig Banacha, Jes$li:

- 1lim fn(x) = f(x) dla kazdego x € D,

I~ o0

- igtnieje staza dodatnia L taka, ze dla kazdego x,
e D i dle kazdego n, Nf n(x) - £, (é)" Lix - £,

to 1lim sup an(x) - f(x)I = 0 (zbieznosd jedno-
n-=-oo x€é€D

stajna).

Dow 6 d, Nietrudno przekonal sig¢, zZe kazda funkcja g
spetniajaca w D warunek Lipschitza lg(x) - g(y)l < Lix - yi
przedtuza sie na Di jej przedXuzenie g speinia ten sam waru-
nek na D (patrz [4]). Ponadto *atwo wykazad, ze funkcja f
spelnla w D warunek Lipschitza ze stakg L, a w1gc Jjej przedizu-
zenie T spe¥nia ten sam warunek w D orsz ze f. (x) - f(x) dla
kazdego x ¢ D. Z drugie] strony, dla kazdego 8 > 0, w zbiorze
zwartym D istnieje € -¥aricuch, tj. teki zbidr skoriczony punk-
téw idﬁ, d;, veey dl‘;:]-E }<: D, ze dla kazdego x € D istnieje

punkt d&

§» 1< 3N taki, e lx - dgn <e, [5].
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Niech & > O bedzie dowolne i x ¢ D takze dowolne. Mamy
g ry r F(at (At 7 e
1e(x) - £ M < 1E@x) - f(dj)ll + llf(dj) - fn(dj)ll +
F o(aty _ ¥ < Fraly _ F (af
+ llfn(dj) £ (N 2Le + Ilf(dj) fn(dj)“,
jesli ||d§ -xl < ¢.

Wybierzmy tekie n,, zeby dla n > n, NE(a8) - fn(ds.)ll <eg
dla kazdego j = 1,2, ees, N,. Wtedy dla kazdego x € D £ (x) -
- f (x)" € (2L + 1) ¢, gdy n > n,, co oznacza, ze zbieznosé
f~n - 7 jest jednostajna w D a wiec zbieznosé f —= f Jest
jednostajna w D. W
APROKSYMACJA WEWNETRZNA GALEZI REGULARNYCH

Niech X i Y bgda dwiema przestrzeniami Banacha oraz niech

2 C X bedzie zbiorem otwartym. Rozpatrujemy funkeje F: Q- Y
xlasy ¢P, p > 2, taka, ze F(xo) = 0 dle pewnego punktu x;e £2.
Bedziemy zaktadad, ze X, € £2 Jjest punktem regularnym, tzn. Ze

X, = Ker F'(xy), dim X, < ©°»
(1)

F'(XO)X = Y L]

Wiadomo, Ze z warunkdéw (1) wynika istnienie galezi regular-
nej dla funkecji F, przechodzgcej przez Xge Przestrzen X rozkza-
da sig¢ na sume prostg X = X1 & X2. GataZ regularna przecho-
dzaca przez X, jest postaci x (6) = Xog + 0 + v(c), gdzie
Vi 13X1 (0,a) —= sz(o,b) i P(x(6)) = O dla kazdego G ¢ BX1 (0,a)

(patrz cz. I).

Dla celdw aproksymacji rozwasamy dwie rodziny podprzestrze-
ni skoriczonego wymiaru Xh c X, Yh C Y, gdzie h przebiega pewien
zbidr liczb rzeczywistych dodatnich #, o punkcie skupienia w
zerze, oraz rodzine funkcji klasy cP Fh:Xh — Yh'

Potrzebny nam bedzie nastepujacy



APROKSYMACJA WEWNETRZNA GALEZI 145

LEMAT. Niech Ph:X — X, h ¢ # beda operatorami liniowymi
i ograniczonymi takimi, ZzZe Ph — I silnie, gdy h —» O,
Niech {6‘1, sy 61}’ 6j € X, j = 1,2, soey l, bedzie

uktadem liniowo niezaleznym. Wtedy istnieje taka licz-
ba hy > 0,%e dla h <h, {Ph Gl seees PO Y tez jest

ukztadem liniowo niezaleZnym.
Dowd d. Przypusémy, ze istnieje taki cigg liczb dodat-

1
nich h, %e hy — 0, gdy n - oo, i Ze Z Phnaja,la? = 0 dla

3=1
pewnych liczb oo?, J = 142, eeey 1, spetniajgcych warunek
1 n 1 5

o &
Zlcx,gl > 0. Oznaczmy 3’? = —_—d Wtedy Z Irgll = 1
: 1 2 .
=1 n =1
d Z ij I J
J=1

1
n . . p
oraz Z; Ph-n 6‘j ;fj = 0. Zauwaszmy, Ze cigg punktéw g
J:

n

= [3’?, esey g’?] nalezy do sfery jednostkowej S w przestrzeni

¢ 1. Poniewaz S jest zbiorem zwartym, wigc z ciggu {gn} mozna
wybrad podciag {gn %, ktéry jest zbiezny do punktu g =
y 1

= [3"1, ceey 3’1] takiego, ze Z’lez = 1. Mamy zatem
3=1

1 1
5 ‘2:1 T3 05+ Z1T3(Phn 65 = 0g)
J= J=

1
n
0=) 13k
j=1 Y

ny

1
n
+ Zj (75" - &) B o
=1

Y

i stad
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o

1
0< "21 T5 05 | < 2. l751 WEy € - Oyl +
- =1 v

1
21 LER I LN T
J=

Ale "Phn 65 - 65 || — O oraz |;3’- yj|_.. 0, gdy V— oo ,
v
J =152, veey 1, oraz na mocy twierdzenia Banacha-Steinhausa [1],

[ P, I < K, gdzie K nie zalezy od Vv, gdyz cigg operatordw
n, 1
Ph jest silnie zbiezny. Stgd wnosimy, zZe Z I 6 =0,
n, < 1

1

2
E la‘él = 1, co przeczy liniowej niezaleznosci ukiadu
3=

{ 6‘1 (] ..‘, 6‘1} * lu

Begdziemy zakiadad, 2e istnieje rodzina rzutéw liniowych i
ograniczonych Ty X —~ Xh odwzorowujacych przestrzen X odpo-
wiednio na przestrzenie Xh, takich, ze 7Th -+~ T gilnie.

Niech Wh = 7Th X1 oraz Vh = 7Th X2' Zauwazmy, ze dla kazde-
go x, ¢ Xh’ Xy = Wy o+ Vi, gdzie w, € Wh’ natomiast v, € Vh.
Ponadto istnieje takie hO’ ze dla h < ho podprzestrzenie Wh i
Vh okreélajg rozktad przestrzeni Xh na sume prostsg Xh = Wh €] Vh'
Aby to stwierdzié, wystarczy wykazaé, ze W, 0 Vh = {0} dla h < hO’
Przypusdémy, ze tek nie jest, to znaczy 2e h <ho i istnieje ele-
ment x ¢ 0, x € W, N V.. Wtedy muszg istnied dwa elementy rdzne

od zera X, € X4 i X, € X2 takie, ze x = TTyXq = Ty Xpe Latwo
sie przekonad, Ze wobec istnienia rozkZadu X = X.l ® X2,e1emen-

ty te sg liniowo niezaleZne., Zatem na mocy lematu, dla h < ho
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elementy T, X4 i 77h X, 53 réwniez liniowo niezalezne, co wy-
klucza réwnosé x = 71 x4 = Ty Xpe Musi wiec byé x = 0.

Poze warunkiem (1) o zwigzkach X,Y,F,Xh,Yh,Fh bedziemy za-
k*adad, ze:

(2) istnieje liczba dodatnia h0 taka, %e dla h < ho dim th
< dim X1 =m > 0,

(3) dle dowolnych x € 2 , &1,655 oo ¢ € Xy k= 0,1,2,...,p-1,
IF @, £y vens £ = FEGx) (7 £, el T EO1 0

gdy h == 0 (warunek konsystentnosci),

(4) istniejg staze o i ¢ takie, Ze dla Xy, € Xh speXniajgcych
warunek | x, - Tx II < o zachodzi nierdwnosé IlFé )(xh)“<

<c dla k = 1,2, esesy Py
(5) istnieje liczba dodatnia hy taka, Ze dla h < h,

F'h (1x0) Ivh $ Vy ™Y, (patrz oznaczenia z czedei I)

jest takim izomorfizmem na cala przestrzed Y, Ze

IIF"h (m,x5) I{;J' I < C, gdzie C jest statg niezaleing od h
h

(warunek stabilnosci).

RozkZad Xh = Wh ® Vh oraz przyjete zaXozenia pozwalajsg
uzyskadé¢ dla funkcji Fh twierdzenie podobne do twierdzenia o re-
dukcji dla funkcji F (patrz czes$é I), a w konsekwencji zbudowaé
gatas aproksymujaca dla gatezl x(0)= x5 + 6 + v (6).

TWIERDZENIE 3. Jeéli sg speknione zalozenia (1), (3), (4) i
(5), to mozna znalezé takg liczbe dodatnig hy, ze dla
katdego he #, h < h,, istniejg liczby dodatnie a,, b‘l’
Mys Mys eees Mp niezalezne od h oraz funkcja vh:Bwh(O,a1)——

— th(O,b1) teka, ze F, (ﬂhxo + 6y + V(o) =01

uVlgk) (6 )l € M, k = 0,1,.00, p dla 6 € Bwh(0,81)
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Dowd6 de Niech Gh(Gh, vh) = P, (Myxy + 6, + V), gdzie
Gh € wh, vy € Vh’
Mamy -5%}: Gy (6, , vh) = Fl',l(7Thxo +0, + vh) Ivh i stad w

. ‘s d ’ .
szczegdlnodci pT G, (0,0) = Fh(ﬂth)IVh. Z zaYozenia (5),

"5(‘2’?1 Gy (0,0)! ” < c, gdzie ¢ nie zalezy od h, a z zaXozenia (4)

I ) (Gh,vh)||< K||Flgk) (Mg + 6 + vl < ¢y, gdzie c; réw-
niez nie zalezy od h, jesli tylko Gy € Bwh (O,az), vy, €
€ th(O,bz) dla a, + b, < o,

Zauwazmy jeszcze, ze z warunku konsystentnosci (zaXozenie
(3)) wynika w szczegdélnodci, ze llGh(0,0)" = lth(ﬂth)ll =
= 1P (yxy) = F(xyl = 0, gdy h —= 0. Nozna wigc tu zastoso-
waé twierdzenie 1, z ktdrego wynika istnienie stakych a4 s b
Mgy «eey Mo i funkeji vy € cP,

Zauwazmy teraz, Ze state a, 1 b, mozna dobraé tek, aby
a; < ay 1 by < by, co kodczy dowdd twierdzenia 3.

1’

il
Ze wzgledu na warunek (2), z lematu wynika, ze dim W, =

= dim X; = m dla h < hy. Ponadto, jesli x, = span {61,...,6m},
gdzie elementy Gy ooy c, Sa liniowo niezalezne, to Wh =

= gpan iﬂ'ho* s seey 77th} dla h < hy. Mamy przy tym | Ty 6 I <
<&y J= 1,25 eeey my gdzieanie zalezy od h (twierdzenie Ba-
nacha~Steinhausa [1]).

Niech

T

m
g = [S1, so 0y Sm] € cm’ G(S) = Z Gj Sj,
=1

(6) x(s)

Xy + 6(s) + v(o (8),

xh(s) = Myxy + 7 0(s) + v (7, 6(6)) .
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Zeuwazmy, ze istnieje taka liczba r dodatnia, niezaleZna
od hy Zze dla s € B m(O,r) okredélona jest funkcja x oraz wszys-
€

tkie funkcje X, dla h < h1, gdzie h1 zosta*o okreslone w twier-
dzeniu 3.

TWIERDZENIE 4., Jeéli speinione sa zaYozenia (1)-(5), to
istnieje taka liczba dodatnia r niezalezna od h, ze

funkcje x(s) 1 xh(s) okreélone powyzej speiniajg dla
s ¢B m(O,r) nastepujace warunki:
c

(1) F(x(s)) = 0, } dla s € B _(0,r)
Fh(xh(s)) =0 AR

(i11) ° dla 1 = 0,1,...,p-1 istniejg state c, niezaleine od h
takie, ze

1 X
12D (@) = x® (i< ey O | 2, mx(e)) | +
j=0 dSJ
+ (T - ﬁh)x(l)(s)"
dla kazdego s € ch(O,r),
(iii) dla 1l = 0,1, eee, P-1, sup llx(l)(s) —xél) () — o,

se ch(o,r)

gdy h —= 0.
Dowd de (i) Punkt (i) tezy wynika bezposrednio z twier-
dzeri udowodnionych poprzednio w czedei I i II.
(ii) Mamy
=M (s) - x B < 1xP (o) - mx D (o)1 +

s mxP ey - xP o =0z - m)xD (o)l +

s B -mEr® o,
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Dla oszacowania drugiego sktadnika skorzystamy z twierdze-
nia 1 z czesSci II pracy, stosujgc je do funkcji Gh(b"h,vh) =
= Fh(ﬁhxo + 6y + vh), th € Wy, vy € V. Otrzymujemy

xél) (s) - ﬂhx(l) (s) =

I 3
> R,
-
M
(@]
+ S|
jnyd
M S
9 +
& o
[ )
+ [
< il
TN,
M=
.
\J_D/ :;:
l—J L(M-\
I
:3:\4
R
e
\_/
|
]

1]
joh =7
) [
e}
N
<
=
N
a 8
::"‘]
o
1]
&
1
=31~
<
(]
i[>
-—
[}
C.J
wu
[
\_/

Wykorzystujgc teraz oszacowanie z twierdzenia 1, mamy

1
H;mw~wwM<

1 .
<e, O ufij_ Gy (T 6(), Tv(eM] =

1l

(e]

H
M-

(=)
]
o

&g (myxg + T 6(s) + Tyw(6(s))) | -
ds?

a Fh(ﬁh(xo + G(s) + v(G'(s)))“ =

ds

1

le]

|_l
™

[
i
(@]

ad .
— P (/lhx (s )) " ’
ds?

N

_cl

b
1]
(@]

skad wynika nieréwnos$é (ii).
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(iii) Dla udowodnienia jednostajnej zbieznosci obu skiad-
nikdw sumy, za pomocg ktdérej szacuje sig le(l) (s) - xél) (s) I,
zastosujemy twierdzenie 2. Ze wzgledu na wrasnosei T, lx 1) (s) -

- T(hx(l)(s)ll — 0, gdy h — 0 dla kazdego s ¢ Ba:m(o,r). Wys-

tarczy wykazaé, Ze istnieje stata L niezalezna od h teka, ze
17,z (87) - P ()0 € T lisy = syl
Mamy, z twierdzenia o wartosci Sredniej

1= D (s, = mxs ) <

< sup 7wy, xTDN Hsy - syl
seB m(O,r)
€

ate Imx D @il = @), s € 3, 0,7), Imyl<E

dla pewnej staxe] K. Wynika to z twierdzenia Banacha-Steinhausa
11, a ||x(1+1) (8)l jest ograniczona, poniewaz 1 + 1 < p, jesli
tylko r jest dostatecznie mate. Wystarczy teraz przyjadé L =
=K sup ﬂx(l+1)(s)||. Aby udowodnid zbieznos$é jednostaj-
seB m(O,r
€
ng w B m(O,:r') drugiego skadnika, posiugujemy si¢ zaZozeniami
C

(3) £ (4) oraz twierdzeniem 2. Zauwasmy, ze

_Z_ Fh(ﬂhx(s)) = Fiq(ﬁhx(s)) th(s),
s

d 5 P (x(e) = ¥ (x () (Mxte), mxG) +
S

+ F'h(ﬁhx(s)) Tl‘hx"(s),

i podobnie dla wyzszych pochodnych. Ze wzgledu na to, %e po-
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J .

chodne 3" F(x(s)) dla s ¢ B m(O,r) i j=0,1,2, ¢oey p=1 wy-
dsd ¢

razajg sie takimi samymi wzorami, tylko dla funkcji F zamiast

Fh i bez operatora 7Th, oraz %e pochodne te znikajg tozsamos-

ciowo, mozna zastosowaé bezposrednio warunek (3). Otrzymemy

1
J
iz (o) - x P (o) < cljzo-"-zs—j[]i‘h(ﬁhx(s))- P(x (s))1| —o,

gdy h — 0 dla kazdego s € B m(O,r) il=20,1,2, ¢ce, p-1.

1
Zauwaszmy, Ze ze wzgledu na zakozenie (4) wyrazenie II Fh(ﬂ x(s))l
dla j = 0,1,..4,P-1 jest ograniczone niezalesnie od h, jesli
tylko r jest dostatecznie male. 3
Wynika stgd, podobnie jak poprzednio, 2e funkcje 1-3 Fh(nhx(s)),
ds
J = 0,1500eyp~1, spetniajg warunek Lipschitza ze statg nieza-
lezng od h. Stad wynika zbieznosé jednostajna w B m(O,r) dla r
¢
dostateczZnie makego, co kornczy dowdd twierdzenia. W
Na specjalng uwage zasXuguje jeszcze przypadek, gdy X = Rx
x U, gdzie U jest rzeczywistg przestrzenis Banacha i Xg =
= (ﬁo,uo) € X jest punktem zwrotnym (patrz czesé I). W pracy
[3) zostato udowodnione, ze Jesli F, Jest aproksymacja galer-
kinowskg funkcji F w tym sensie, zZe a(Fh(l,u),y) = a(P(a,u), ¥)
dla kazdego y € Y, i (2 su) e X, gdzie a:Y x Y = R jest ciggls
i koercywng formg dwuliniowg, oraz jesli 1lim Inf ly-zll =0
h-=0 ze Yh
dla kazdego y ¢ Y, to dla F istnieje zawsze punkt zwrotny
(7. (th), (th)) xh(th), dla ktdérego zachodzi nastepujace

ogzacowanie:
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| 2, (b)) = Aol < ¢ {lIx,(0) = O +

(7)
# Ix, (0) = xy M - { x,(0) - xol + Inf fyq - yll)} R
ye Yh

gdzie Yo jest pewnym ustalonym punktem przestrzeni Y.

Zauwazmy, ze w powyzszej nierdéwnodci oszacowanie biegdu dla
sktadowej lh punktu zwrotnego jest rzedu wyzszego niz dla
punktu zwrotnego w catosci.

APROKSYMACJA WEWNETRZNA W OTOCZENIU PUNKTU KRYTYCZNEGO [6]

Niech, jak poprzednio, F: 2 —=— Y, gdzie $2 C X jest zbiorem
otwartym, x, € $2 i F jest funkcja klasy cP d1a p > 2.

Niech X; = Ker Fkxo) oraz Y, = FYXO)X. Bedziemy teraz za-
ktadadé ze:

(8) dim X, < oo, a wigc istnieje rozk¥ad przestrzeni X na
sumg prostg X = X1 ® XE’

(9) - Y2 = YZ C Y oraz istnieje rzut liniowy i ograniczony
Q = Q2: Y — Y, na cala przestrzen Y,. Istnieje zatem
rozk¥ad na sumg prostg Y = ¥, @ Y5,

(10) 0< dim Y, < oo oraz ind F(x,) = dim X, - dim ¥, = m> 0,

Zatozenia te oznaczajg, ze X, € £2 Jest punktem krytycznym,
a FKXO) jest operatorem Fredholma. Dla celdw aproksymacji wpro-
wadzamy rodzine operatordw Fh, h e ¥, podobnie jak poprzednio,
klasy CP, jednak teraz bedziemy zaktadad, %e Fp, 2 $2 = Y. Be-
da to z regury odpowiednie przediuzenia operatordw skoniczenie
wymiarowych, podobnych do tych, ktdére stosowalismy poprzednio.
Zauwazmy, Ze ze wzgledu na sens praktyczny takiej aproksymacji,
przedtuzenia powinny byé takie, aby rozwigzanie rdéwnenia Fh(x) =
= 0 lezato zawsze w podprzestrzeni skonczenie wymiarowej XhCZX,
na ktdrej dziaxa przedtuzany operator. W pracy [2] rozwaza sie,
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w szczegdlnym przypadku, przedluzenie 'th operatora Fh okreslo-
nego na przestrzeni Xh, ktére jest postaci

ﬁh(x) = Fh(ﬂ'hx) + (1 - Wh)x dla x € X,

gdzie 71'h:X -’Xh jest rzutem.
A oto dalsze zakozZenia.

(11) Warunek konsystentnosci
Dla dowolnych x € $2 , 51,...,ék €X ik =0,1,000,p=1

1209 ) (§)yeensb) = B0@ (£yheenn bl — 0,

gdy h — 0.
(12) Istnieja state § i c takie, ze dla kazdego k=0,1,ee4,D
||Fhk ()< e, jesli tylko x ¢ By (xgs &)

(13) Warunek stabilnosdci
Operatory QFL(XO) IX2 :X2 ——Y2 sg izomorfizmemi linio-

wymi odwzorowujgcymi przestrzer X, na carg przestrzed
Y2, majacymi odwrotnosci ograniczone niezaleznie od h.

Ze wzgledu na rozk*ad X = X1 ® X2, dla kazdego x ¢ X mo-
zemy napisaé x - Xg = G+ v, gdzie 6'¢ X1y 8V € X,

TWIERDZENIE 5, Niech %o € $2 C X bedzie punktem krytycznym
operatora F klasy Cp, p = 2, oraz niech bedg spe}nione
zatozenia (8 - 13).

Niech v bgdzie funkcjg okreslong w twierdzeniu 1 czedé
I, speinlajgcg rdéwnanie QF(xO +6 + v (6))= 0.

Wtedy mozna dobraé stake dodatnie hy, & 1 . tak, ze
dle kazdego h € h, istnieje funkcja Vh’BX,' (0,a) —

——BX2 (0,b) speiniajsca réwnanie QFh(xO + G + vh(G’)) = 0.

State a,b niezalezne od h, mogg byé tak dobrane, aby w
BX1 (0,a) byta okreslona funkcja v i aby dla Ge BX1 (0,2),
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v (6) ¢ Bxg(o,b). Ponadto dla k = 0,1, eee, D=1 i pew-

nej stazej c,

4

(k) _ o0 <
o’eB;?%O,a) v @ “h (G)”

k .
<e 2 5¢ By, (0,0) liQFh(xo + 0+ V(D] =o,
3=0

gdy h — 0.

Dowé d. Niech Gy (6,v) = QFy, (x5 + 6 + V). Ze wzgledu na
zatozenie (11)

I6y, (0,001 = B, (x )N =

Ponadto wszystkie oszacowania dotyczgece pochodnych F, oraz od-
wrotnosdci QFh(xo) w pewnym otoczeniu X5 nie zaleznym od h nie
zalezg od h, Znajdziemy zatem takg liczbe hO’ ze dla h < hO’
dla G = Gy i 8 = v mozna stosowaé twierdzenie 1, Wynika stad
istnienie statych a, b i funkeji v,, dla ktdérych
QFh(XO + 6+ vy (6) = 0.

wnioskujemy réwniez o speinieniu nierdwnodci

sup v (o) - v}&k) o) <
k .
a9
<c — QF, (x G i
;1=Zo eny, (O, ol Tl v o v o]

dlae k=0,1,...,0-1. Na mocy zatoZenia o konsystentnoéci (zaloze-—
nie (11)) , bez trudu otrzymujemy
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k
“ :;—k—[Fh(xo +6 + v(6) - F(xy, + 0 + v(6))](§1,...,§k)"——0,
gdy h—0, dla dowolnych £,,e0s, & € X; ik = O,1,400,p-1. Po-

niewaz w przestrzeni skorficzenie wymiarowej X1 kula jest zwarta,
warunek ten w prosty sposdédb implikuje, zZe

” g(;_i[Fh(xO + 6+ v (6)-PF(xy + 6 + v(5))] “ =

=  sup —i[li‘ (Zqg + 6+ v(ON- P(xy +6 + v (6)]
i i1 | gk B0 0
(E1sbpr =00 [0,

gdy h— 0, Otrzymujemy w ten sposdéb zbieznosé Ilv(k)(E) - v}(lk) ()il —o,
gdy h—==0 dla k = 0,1,...,p~1, dla kazdego ustalonego Ge BX1(O,a).
Zauwazmy rdéwniez, ze

(k+1) l < i (k)
62%5 (0'“)"Vh ()l < Gggxp(o,a.) v .
! 1
k+1 dj
+c % 66%‘;11’(0,,,) " 103 QFy(xg + 6 + v 6N < 1,

gdzie stata L nle zale2y od h. Wynika to Zatwo z zalozenia (12),
gdyz k+1 < p. Oznacza to, Ze funkcje vﬁk) (6) spetniajg jedno-
stajnie wzgle¢dem h warunek Lipschitza na zbiorze zwartym BX1 (O,a)-

Mozne zatem zastosowad twierdzenie 2, skad wynika zbieznos$é jed-
nostajna:  sup llv(k)(()) - V}Sk) (6l - 0, gdy h=~0, k =
6eB, (0,a)
X
= OyTgaesyp—1s m
Twierdzenle 5 pozwale okre$lié funkcje bifurkacji dla funk-

cji Fy. Kradziemy £, (6) = (I - Q)Fh(xo + 6 + v (0))dla G € BX1(O'a)
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i h <hge Zauwazmy, Ze F(xg +0 + vy (¢)) = £, (0)oraz ze
£, (0,a)—>= Y,, a wigc jest to funkcja dziakejaca w przesirze-
h* "X, 1

niach skoriczenie wymiarowych.

Zatézmy teraz, ze Xo jest punktem krytycznym dla funkeji F,
charakteryzowanym przez liczbe q, 2< q < p-1 (patrz czegsé I).
Przy przyjetych powyzej zarozeniach, funkcje fh nie majg takich
semych wkasnoéci, co funkcja bifurkacji f zdefiniowana w czesci
I, dla funkcji F. Misnowicie, na ogét £,0)(0) # 0 dla j =
= 0,1,e0eyq-1, Fakt ten ma zasadniczy wpiyw na charakter aprok-
symacji gatezi w otoczeniu punktu krytycznego.

TWIERDZENIE 6. Przy zalozeniach twierdzenia 5, jesli licz-
ba a jest dostatecznie maZa, to - sup( N llf(k)(s) -
€ a
XN
- fr(lk) ()l =0, gdy h—~0, dla k = 0,1,...,p-1, oraz
! (k)
sup e (6)<e, , gdzie ¢, nie zalezy od h, dls
6eB, (0,0) h IS eps k Y ’

k=0,1,...,p.
Do wd d. Mamy

() (6) - £ (6)-

k
(I - Q) dd?[}?(xo + 6+ v(0)= P (xy + 0+ vy (6)]=

i

k
(1= Q) LilF g + 6 + (0N = Fyl(xg +0 + V(O] +

+

[F(xg + 6+ v(O) - Fy(xy + 6 + vy (6913,

Na mocy zaXozenia (12), jesli 6 jest dostatecznie mate, to dla
dostatecznie matych h i k=0,1,...,pP-1, otrzymujemy

”_9_1;_ [Fh(xo + 6 + v(6) - Fh(xo +6 + vy (6))]“ <
ac

k+1

d
< sup "'— P (xy + 6)
o B, (0,9) geit! B0
1

Mv(@)=- v, @1.
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Ze wzgle¢du na twierdzenie 5, skzadnik ten dgzy do zera jed-
nostajnie w BX (O,a), jedli tylko a jest dostatecznie maZe. Z

ak
drugiej strony, ratwo wykazed, ze sktadnik -—k-[F (xo + 6 +
de6

+ V(o)) - Fy(xy + G+ v (6 ))] jest kombinacjg liniowa wyrazeh
typu F(l)(x) (51,too,£1) - F]gl)(x)(é.],-oo,él) dla 1 = 0,1,000
eee k< p-1, x € X, éj € Xy § = 1,2,4..,1, gdzie éj nie zalezg

od h. Na mocy zaXozenia (11) ten skXadnik jest zbiezny punktowo
do zera w normie przestrzeni Y, a ze wzgledu na to, e przes-
trzen X, ma wymiar skoficzony, jest zbiesny do zera réwniez kres
gérny normy wziety na zwartej kuli BX (O a) W podobny sposdb

stwierdzamy, przy wykorzysteniu zalozenla (12), ze Uf(k) ()l <

<£c, dla k = O1,...,pib'eBX1(O a). "

Poniewasz funkcje fh sa klasy Cp, p>2, oraz 0 € q < p-1
mozemy napisad:

- q-1
fp(e) = £,(0) + f'h(o)f"x T ffgq Do) (:-—m *

f (1-5)% Tz (q)(s(,) a5 —02

(q-1) !

Niech 60 bedzie promieniem charakterystycznym (pc) dlae F(xo).
Bez zmniejszania ogdélnoéci rozwazer mozna zalozyé, ze 60 €

€ BX1 (0,8). Tak jek w czeSci I roztozymy przestrzed skodczenie
wymiarowa X, ne sume prosts X, = 2(6,) @ 5(64), gdzie Z(GO) =
= Ker f(q) (O)Gq—1. Mamy dla dowolnego 6 ¢ X.', 6=z + 8, gdzie
2z € Z(6 0)s OTEZ 8 € S(ﬁo).

Niech jeszcze

1
Hy (ty2,8) =— (t[z+s])-—1fh(t6)
t4 4
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q—1 . N 1 q
- (3 5y 09 ,i-q (‘1)
= );) £,°7(0) " £979 4 Of(1 -5 (gtc')dg(q_ rvat
Oznaczmy jeszcze °
H (t,2,8) = (1-)-(q)(t6')d6’q
L (q-‘l)' f ; : $
oraz
(J) 5 '-
R, (t,z,8) = (0) 2—1¢979,
h gé% h 31
Zatem
Hh(t,z,s) = ﬁh(t,z,s) + Rh(t,z,s).
Latwo znajdujemy
(14) -a—Hh(t z,s) =—a—Rh(t z,8) + Hh(t z,8) =
() j=-q
[Z £y (o)(J 1) t +
. a=1_(q) a1
* T Of (1-£) g (t6e)ase o+
1
a-1_(q+1) q
+ Y of (1 -9 th+ (to§) aée :]IS(GO).
Ni &) 1/q--j . . .
ech §, = Max Hfh ol « Zauwazmy, zZe z twierdze-~
0<3<qg-1

nia 6 wynika, Ze (Yh—-O, gdy h — 0,
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LEMAT. Niech beds speinione zakozenia (8)-(13). Zaxdézmy po-
nadto, ze dim Z (0;) = ind F'(xo) =m > 0,

Wtedy istnieja liczby dodatnie h,, ¢, «, B, ¢, takie,
)
ze dla h < h, oraz |tl + flz - 6OII < o Il >—8-}l s lIsli< B

d .
2 H (t,z,8): Sl Y
aS h | B | ( O) 1

jest tekim izomorfizmem przestrzeni S(GO) c X1 na cazg
przestrzen Y,, ze

”—aés- Hh(t,z,s)_1 " < Coe

S5
. h
Dowdde 6=12+ 8 € BX1 (0,a). Gdy ItI>Td1a ustalone-

go &, wtedy

Hy (t,2,8) = Ry (t,2,8) + ﬁh(t,z,s)

oraz
¥l 1S ) gyt 2T
< T Kt
= = G- ’
@

poniewas llfh oM< éfl-a. Zatem istnieje staxa M taka, ze

. 1
"—iR (ty2,8) " < Mé . Ponadto, jesli H(t,z,8) = — f(t[z+s])
Jds h .tq

(patrz cze¢$é I), to zgodnie ze wzorem (14) i ze wzgledu na
twierdzenie 6

g A
"‘a:Hh(t,Z,s) - %H(tvzss)" =
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1
= " 4 f (1 =%) q-1 [f}&q)(tﬁé)— f(q)(tﬁ"é)]dg s3=14
(Q“1)! 0

1
s [ OO (eg) -
0

- £0N (v6g)] at

o

_1) 1

gdy h—=0, jednostajnie dla G¢ BX1 (0,2) i I1t]l < 1. Stad wynika,
ze dls dowolnego y ¢ S(Go)

-

a A
"as Hh(tyzos)y" =
0 A
=152 H(ty2,9)y + 55 By (6209)y = L (s, 2,0)50 >

d A
S“%H(t,z,s)yu '||Tg H(t,z,8)y - %Hh(t,z,s)yll .

Poniewaz (patrz czesé I oraz twierdzenie 1) dla [t] +
+ Iz - GOII < P Il sl < b2, gdzie ay 1 b2 8g pewnymi stazymi,

istnieje stata g > O teaka, ze "-a-%-H(t,z,s)yll > 7 Iyl d1a dowol-
nego y € S(6’0). S5tqd wnosimy o istnieniu stalych «, f3, h, takich,
ze dla |t] + llz = O5ll < o, lsll < Bih< h1,l|—-Hh(t z,8)y | >

I iyl dla dowolnego y e S(6,).
2

Z drugiej strony
Ijg—Hh(t’z’S)y“ = "_é% ﬁh(tozys)y + Rh(tszys)y" P

><—22:1' Mé) By

&

dla & dostatecznie masXego. Stad dla h < h1 11 >Thi It +
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+ 1z -~ 0yl < oy sl < f wynika jednostajne ograniczenie

" % Hp (t,z,s)'1 u < c, dla pewnej statej Cqoe

Zeuwazmy, Ze dim Y, = dim X, - ind Fi(x,) = dim X, -m =

1}

dim 2(6,) + dim s(6o) - m = dim S(O'O)(oc. Poniewaz H (t,2,s):

. 2
: S5(6,) =Yy i operator F H (t,2,s8) jest odwracalny, wnosimy,

Ze jest on izomorfizmem na catg przestrzen Y1. "

Jeéli sg speinione zatozenia lematu, to przez punkt krytycz-
ny Xq funkeji F przechodzi co najmniej jednm gaxgz y rdwnania
F(X) = O

y(t,z) = X+t [z + s(t,2)] + v(& [z + s(t,2)]).

Rozwigzanie takie omdwione zostalo w czesci I.

Zajmiemy sie teraz zachowaniem sig¢ rozwigzard rdéwnania
Fh(x) = 0 w otoczeniu punktu krytycznego. Niech w, 3 bedg licz-
bami okre$lonymi w lemacie. Dla dowolnego r, 0 < r < oy 1 84,
0 < a4 < Min [r, = r], oznaczmy (patrz rysunek)

o=llz-ayl

.Q,' (r,a,')

{(t,2) € Rx 2(0p) | lt=r| + Nz-0yll < arfs

!22(1',&1) {(t,2) ¢ R XZ(GO) Flter! + 1 z-GOll < a1}

oraz .Q(r,a1) = .Q1(r,a1) U 92(r,a1).
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TWIERDZENIE 7. Niech bedg speknione zatozenia (8)- (13) oraz
niech dim Z(o‘o) = ind F'(xo) =m > 0, Wtedy dla kaszdego
r tekiego, %2¢e 0 <r <ui Ils(r,(fo)ll < B oraz Ils(-r,b‘o)lK
< B, istniejg liczby dodatnie a, 0 < a < Min[r,«-r],
b 1 hy takie, Ze dla kazdego h < h, jest okreslona fun-
kcja sp: 2 (r,a)— BS(6' )(O b) klasy cP~9, ktéra spex-
nia warunki

(15) fpGlz + sy(t,21) =0  dla (t,z) ¢ 2 (r,2),
(16) =t sy, ,2) = s(t,2)]] <
(tz)e!?(ra) ll [sh i S ]"

k+qg+1

J

a

<K Z sup (tz + 8(t,2)])| — 0,
§=0 tz)e R@Ea)ll g¢d ‘n "

gdy h—’O, dla k = O,1,ooo’p"Q_o
Dowé d. Z lematu wynika, 2e w zblorze okreslonym warun-
h
kami )4l >~y Itl +llz = 6pll <o 1 Usll € B, spexniona jest

nierdéwnosé

EEN PP

~ Je$li h <h,. Z twierdzenia 6 wynika, ze jesli (t,z)es(x, 181)

\ 1 sl < B, to "H(k) t,z,8)l € c dla K = 0y150eeyP-q. Zauwazmy
jeszcze, ze H(r,o"o,s(r,b“ ) =01 H(—r,b‘o,s(-r,e‘o ) = 0. Ponad-
to, jesli h, jest dostatecznie mate, to dla h <h,

2(r,8) cw, = §(t,2) ¢ R x Z(G’o)llt|>-g—vi [t] +

+ llz -GOII < oo}

(6 zostato okredlone w lemacle ). Zatem w kazdym ze zbiordw
91 (r,a1) X BS(GO )(0, B)i -92 (1‘,8-1) 'x By (00) (0, B) spexnione sa
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zaYozenla twierdzenia 1. Wykorzystujgc Jjeszcze raz twlerdzenie
6, wnioskujemy o istnieniu liczb a, b i funkcji sy, speiniajs-
cych warunek (15).

Aby udowodnié nierdéwnoéé (16), zauwazmy, ze dla dowolnej

funkeji g klasy ¥, (tg)) = k@1 4 2 zatem

" :tt [t(S (t,z) - Sh(t,Z)).]Hé k"aal;-(1-1 [s (t,z).. Sh(t’z)]l+
+ 14l " aii [ (t,2) - sy (t,2)] " )

Wykorzystujgc oszacowanie z twierdzenia 1 do kazdego ze
sktadnikdéw, otrzymujemy

"—ai—it[s(t,z) - sy(t,22 <

at

k-1 aj ak
s < c{% ";t—a ¢h(t,z)ﬂ +" - t ¢h(t,z)"}’

gdzie & (t,z) =_<11 ¢ (t.2), (Ph(t,z) = fh(th + s(t,2)]).
t

Zeguwazmy Jjeszcze, 2Ze

1
ﬁh (t,z)",

ok k k-
| 4 ”; sﬁh(t,z)"s “ﬁt $, (t,2) || + ku ak_1

)
przyjmujgc zatem odpowiednio stazg cy mozemy naplsaé

0k

SO

t [s(t,2)-8, (t,2)] S‘
3tk h _ " RPN

k-1 j X
< 01{3=Zo"%9t—3 ¢h(t,z)“ +H-Z?{—t ¢h(t,z)||:| .
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Mamy
@, (t,2) = g ;—if(fh(o.z)'i“—? +
zatem
a—i:t $, (t,2) = g (-f;—‘(’h(O.Z)iii-i d? +

;1
* (a-2)! of (1 -§)772 ¢ 2qQ+k_ ¢, (£t,2)at.

Ale réwnies
q-1 e e
?h(t,z) = AT q%(o z)——— +

=0 ot

- T f<1 RGOS

zatem
q-1 -
J i l—J—q .
¢ @, )=Za—(?(0,z)i———c3+
atd ot P v 1

Vo

1 1 '
vy SO -9 8256 (e,
0 3t

k
gdzie staze ci i 4, nie zalezg od h, j=0,1,...,k-1, O < k

i
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Oznaczmy jeszcze @(t,z) = £(t[z + s(t,2)]). Otrzymamy wtedy
dlﬂ. i = O,1,.co,q+k"'1

i
i
‘a%‘?h(tgz) = Iéo: fér) (tlz + s(t,2)]) ‘I/r(t,z),

i
gi—ifp(t,z) = Z £ (@) (t[z + s(t,2)]) . (t,2),
at r=0

gdzie funkcje ¢, nie zalezg od h. Wstawiajgc do nierdwnosci
(17), otrzymamy ostatecznie nieréwnoéé (16), Zbieznosé oszacowa-

T
nie do zera wynika bezpodrednio stad, ze 2 = f(tlz + 8(t,2)])=
dt

= 0 dla r = 0,1,ses,9+k=1 oraz z twierdzenia 6. "

Niech xy (t,2) = Xy + t[z + s, (%,2)) + v, (6 [z + 5,(¢,2)]) dla
(tyz)e 2(rya) 1 h < h,.

TWIERDZENIE 8. Niech bgds speinione zatozenie (8)-(13), oraz
niech dim Z (6,) = ind Fi(xy) = m > 0, gdzie 6, Jest PC
dla funkcji F w punkcie krytycznym Xge
Wtedy, jesli liczby r, a i h, okreslone w twierdzeniu 7
sq dostatecznie mate, to dla kazdego (t,z) € 2 (r,a)

Fh(xh(t,z)) = 0,

Ponadto
gq+k-1

K ; J
g . J
sup "—[x (t,2)-x, (t,2)]]<c sup g (t z)”-"
{t,2)ex (o) "apk ’ hte || g_o: (t,z)eﬂ(r,a)" ¥ d ht ™
gdy b =0, dla pewnéj state] c, gdzie k = 0y15404,p-q,

oraz gh(t,z) = Fh(x(t,z)).
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Dowd d. Ze wzgledu na twierdzenia 5 i 7
Fh(x'h(t’z)) = (1'Q)Fh(xo + t[z + Sh(t,Z)J) =
=, (tlz + sh(t,z)]) = 0,
jedll tylko + jest dostatecznie male. Ponadto

|;§[X(t,z) - = (62| < "ai—it[s(t,z) - sp(,2)] |

k
2 et s - w6 4 s |+

k
+“5§E'[Vh(t[z + s(t,2)]) - Vh(t[Z + sh(t,zn)]l

Zauwazmy, 2e

(18) vh(t +[z + sh(t,z)]) - v,(t[z + s(t,2)]) =

1

= f v, (t[z + 8 (t,2) + {(sh(t.Z) - s,z ))]ag x
0

X t[s), (t,2) - s(t,2)],
zatem

vy, (612 + s (5,2)]) = v (82 + s(t,2)])<
Lol t sy (t,2) - (8,200

poniewaz dla t dostatecznie matrych y jest ograniczone niezalez-
nie od h (patrz zbleznosdé Jjednostajna pochodnych vy W twierdzeniu
5). Rézniczkujgc wzér (18) wzgledem t i wykorzystujac ten sam ar-
gument, otrzymujemy oszacowanie
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¥
“ ;tql-{—[vh(t[z + 8(t,2)]) - vh(t[z + sh(t,z)]) " <

N\

<ec k "—- tls(t,2) - s (t,2)] ".
j=0

a wiec ostatecznie

"aj:—z [x(t,2) - x,(t,2)] " <

k j
{Z ”——t[s(t z) - 5,(%,2)] "

=0

A

(¢[z + s(t,2)1) - v, (t[z + s(t, Z)])"}
at

Oszacowanie w tezie tweirdzenia jest bezposrednig konsekwencjg
twierdzen 5 i 7 oraz definicji funkeji fh’

Zbieznosé jednostajna do zera oszacowania wynika z twierdze-
nis 2, gdyz 52 (r,a) jest zbiorem zwartym, funkcje gy, zaé sa wspdl-
nie ograniczone (patrz zaXozenie (12))

W pracy [2] udowodniono nieco silniejsze twierdzenie. Przy
za¥ozeniu, ze dim Z(6,) = ind F'(xo) = 1, wykazeno, Ze funkcja X

hy Y
okreslona jest w przedziatach [—%, to] i [-to, -Th]. W tych to

przedziatach zachodzi i jest zbiezne do zera oszacowanie z tezy
twierdzenia 8. ’ :

W pracy [3] rozpatruje sig zbiezno$dé aproksymacji w otoczeniu
punktu krytycznego, w przedziale [—to, to], bez wycigcia punktu
krytycznego Xge Wykazano, ze ze zbiezno$ciag takg moZzemy mieé do
czynienia np. wtedy, gdy X4 jest prostym punktem bufurkacji, tzn.
gdy dim X, = 2, dim Y, = 1, dim 2 (60) = 1 lub gdy zagadnienie ma
tak zwang wtasnos$é symetrii.
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