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quasi-liniowych równań eliptycznych Naviera-Stokesa z jednorod-

nymi warunkami brzegowymi. Badane tam równania Naviera-Stokesa 

opisują przepływ cieczy spowodowany jedynie konwekcją wymuszo-

ną £5], Dodając do nich równanie energii, otrzymuje się zada-

nie, zwane również problemem Benarda [6], które opisuje prze-

pływ cieczy z uwzględnieniem także konwekcji swobodnej. Zada-

nie takie, rozpatrywane w niniejszej pracy, dobrze opisuje wie-

le procesów technologicznych, np. przepływ masy szklanej w pie-

cu wannowym Q7J• Przyjęta dalej metodyka znajdowania przybliżo-

nego rozwiązania zadania została oparta głównie na pracy Q4J*

1. SFORMUŁOWANIE ZADANIA

W prostokącie S2 ■ = (x1,x2), 0 <. x± < 1±, i = 1,2} rozpa-
trujemy układ złożony z równań Naviera-Stokesa i równania ener-

gii postaci [1]«

(1.1) - ^c(d^v1 + DgV.,) + ę (v^D^ v-| + v2D2v«|) + D.j p = 0,

(1.2) -^-(d ^v 2 + D2v 2) +^?(v 1D1v2 + v 2D2v 2) + D2p -

-f g£(t - tQ ) = 0,

(i .3) - A (D^t + D2t) + ̂ cy (v1D1t + v2D2t ) = 0,

z dodatkowym warunkiem ciągłości

ffo(x)____ ę>3( x) r3
(1 .4 ) D̂  v-j + I>2v2 = 0

r2
. p, tę>2(x) »

n
9>4(x )

oraz ze zgodnymi warunkami brze-

gowymi Dirichleta [7] (rys. 1.1):

o

Rys• 1.1



v1 = O, x 6 /\| u r 2 u ^4» v1 = 3"(x), x ć Z ,̂

v2 = o, x € r 1 u r2 u r 4 , v2 = <po(x ) , x e /73 ,

( 1 .5 )  r ( x )  = = °» x 6 ^ 2 U>r4 ^ n ^3 »

t * <4 (3 0 , * € r±,

( f i(x ) = (x )» X 6 r± n ^ +-|» i = 1 *2 ,3 *

W  = <p4 (x ). x e r 1 n r4 ,

4
gdzie S2 = S2 u T, r  = (J D^" d f d x ^

i=1

Funkcje i stałe współczynniki występujące w równaniach

(1 .1)-(1 .5 ) mają określone znaczenie fizykalne: ,v2 - prędkoś-
ci przepływu cieczy; p,t - ciśnienie i temperatura; £i, A , ę ,  (3t 
cy - lepkość, przewodność, gęstość, rozszerzalność, ciepło właś-

ciwe; tg - najniższa wartość temperatury na brzegu obszaru, 

g - przyspieszenie ziemskie.

Rozwiązanie zadania różniczkowego będzie dalej rozumiane w 

sensie uogólnionym. Aby je zdefiniować, wprowadzamy przestrzeń 

Hilberta H funkcji wektorowych, z iloczynem skalarnym i normą
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3 2 

= z  [ f a l + z  V i v V * ’

(1.6) 1=1 *  ' 3=1 '

H ull i  = ( u , u ) 1 / 2 ,
H 1

1 1  1oraz podprzestrzeń Hq C  H , będącą uzupełnieniem w normie H

zbioru funkcji wektorowych o nośnikach zwartych zawartych 

w -Q • Wprowadzając w tym zbiorze iloczyn skalamy
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3 2

(1.7) (u,v)u = £  f  £  DjuiDjVidx
1=1 J2 i=1

oraz tworząc uzupełnienie zbioru w normie 

(i 08) llully = (u,u)J/2,

otrzymujemy przestrzeń Hilberta §, której norma jest równoważ' 
*1

na z normą w Hq dla ograniczonego S2 [8], przy czym pochodne 
są rozumiane w sensie uogólnionym [9].

Zadanie (1.1)-(1.5) przedstawimy obecnie w zapisie macie-
rzowym oraz sprowadzimy do postaci z jednorodnymi warunkami 

brzegowymi. Uprości to w sposób istotny dalsze rozważania. W 

tym celu przyjmujemy postulat istnienia w obszarze S7> funkcji 
wektorowej w 6 H1, spełniającej warunki [10; str. 174]:

y ' , Diwi = 0, x 6 Q
i=1

w(x) = <Kx), x e r ,

oraz stosujemy podstawienie u = w - w, gdzie wT = (v1,v2,t), 

x £ Q  , a #/(x) jest wektorowym przedstawieniem prawych stron 

warunków brzegowych (1.5), tzn. ^ T(x)= (v., , v2, t), x 6 T. 
Ostatecznie otrzymamy zadanie postaci

2

(1.9) Lu £ - Zl u + A y P  u^D^u + B grad u + C u + P grad p = £
i=1

(1.10) div u = 0, x e J2,

( 1 . 1 1 )  u = o, x 6 r ,
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gdzie

(1.12) B grad u = A w^D^u, Cu = C^u + A 2 ^  u^D^w

2

Z
i=1

2

7
i=1

oraz

f = f - L1w, L^w = -J w  + A JF' w^D^w + C-jW, 
i=1

div u = Diui»
i=1

przy czym: fT = - (0,1 ,0)£g/H0/̂ 2, uT = (u^u^u^), wT = (w.,,w2,w^

A °1  =

-fg/3

61

0 0 0  

o o 1 

O O OJ

F =

’1 o 

o 1 

.0 OJ

DEFINICJA 1.1. Funkcja u e U jest rozwiązaniem uogólnionym 
Cl*9)— (i.11) wtedy i tylko wtedy, gdy

1 /  2 \  1 2
(1.14) (u,v)u + — ( 2 ^  AuiDiu,v) ~ — 2 L  (Auui> Div) +

V i=1 / i=1

+ (b grad u,v) + (c u, v )  = (f,v), V v £ 8,

przy czym div u = div v = O oraz (•»•) oznacza iloczyn skalar-
ny w przestrzeni funkcji wektorowych 1? (-Q ), Tożsamość całkową

/ O
otrzymujemy, mnożąc obie strony równania (1*9) w L przez v i 

stosując następnie wzory Greena, z uwzględnieniem warunku cią-

głości (l.10) i warunku brzegowego
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2. APROKSYMACJA RÓŻNICZKOWA ZADANIA

Na podstawie pracy [2] dokonamy obecnie aproksymacji różniczko-

wej zadania (1.9)-(1.11) rodziną zadań z małym parametrem £>0:

1 ^
Jj£ u£ 5 - d  ug + P£ (u£ )~  j  F grad div + B grad u£ +

+ 0 u« = 1e< x e

u, = 0, x e r,

1 ^
P£ (u£> ”  2 A Z ,  (U£ iDl U£ + Di (uf i uP ) • 

i=1

Aproksymacja polega na zastąpieniu (l.10) wyrażeniem 

div u^ = - •S-p£ oraz na dodaniu członu (Auf div u^/2) do Lu, 
przy czym = f, funkcje u£, p̂  , są pewnymi aproksymacjami 

funkcji odpowiednio u, p, f. Korzyści wynikające z takiego pos-

tępowania są następującej zmniejszenie liczby zmiennych (usu-

nięcie funkcji p z zadania), zmniejszenie liczby równań (poz-

bycie się oddzielnego warunku ciągłości) oraz wyeliminowanie 

składników nieliniowych w równaniach przy dowodzeniu istnienia 

i jednoznaczności rozwiązania zadania.

3. ISTNIENIE I JEDNOZNACZNOŚĆ ROZWIĄZANIA ZADANIA RÓŻNICZKOWEGO

Przechodzimy do wykazania istnienia i jednoznaczności uogólnio-

nego rozwiązania zadania (2.1), (2.2) oraz jego zbieżności przy 

£ -*■ 0 do rozwiązania zadania (1 *9)-(l .11) .

DEFINICJA 3*1• Funkcja u£ e U jest rozwiązaniem uogólnio-

nym (2.1) , (2.2) wtedy i tylko wtedy, gdy

(2.1)

(2. 2)

gdzie

(2.3)
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(3 .1) (u£ , v)u + (P£ (u£\ v) + —  (div u£ , div v) +

+ (B grad u£ , v) + (c u£, v) = (f£ , v), V v £ ft.

Tożsamość (3.1) otrzymujemy z (2.1), tak jak (1 .1 4 ) z (l.9), 

uwzględniając postać F w (l*13)«

TWIERDZENIE 3.1. Dla dowolnej funkcji f̂  £ L2 oraz dla 

£ > 0 zachodzi:

(i) zadanie (2 .1 ), (2 .2 ) ma co najmniej jedno rozwią-
zanie uogólnione u£ £ U (S? ) , gdy

(3.2) - 2?/4 IAI IIwll > 0,
U 2 »> „1 /2

' K1

gdzie ^ jest najmniejszą wartością własną operatora 

- A  w Q  przy zerowych warunkach brzegowych, I I , IAl 

są normami macierzy odpowiednio , A;

(ii) dla każdego rozwiązania u£ jest prawdziwa nie-

równość

(3.3) x0 llu£lly + i  II div ujl 2-$ i  llfjjj* ,

gdzie II • II oznacza normę w przestrzeni funkcji wekto-

2 ( f £ » v )  w  orowych L oraz ||f | = sup —  ---, V v £ U;e U1* v IIv Hu

(iii) ciąg rozwiązań przybliżonych zadania (2.1) ,

(2,2), wyznaczonych według metody Galerkina, zbiega 

do dowolnego u£ w normie przestrzeni ft.

Dowód twierdzenia 3.1 poprzedzimy kilkoma lematami.

LEMAT 3.1. Dla dowolnej funkcji u £ Hq (Q), J2 C R2, zacho-

dzi nierówność

II u li l  ^ 2  H u ll2 II uU 2 ,

gdzie IMI^ oznacza normę w L (&')•
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LEMAT 3.2. Dla dowolnej funkcji u e Hq (i?) ograniczony, 
zachodzi nierówność

H u ll2 <  - 1 -  H u ll2 .

LEMAT 3.3. Dla J2CR^ ciąg {u11} zbieżny słabo w Hq (q) 
zbiega silnie w L2 ( Q ) i L^ (.Q) .

LEMAT 3«4« Niech będzie dany układ równań nieliniowych

^3.4) (c) = H^(c -j ,. •., c^) — h^, 1 = 1, 2,..., k, c t R ,

gdzie H^(c) funkcje ciągłe ze względu na c. Jeżeli 

k

Z  *
i=1

> a Q l c l p -  K n , an > 0 ,  l c l p = cp + . . .  + c,
P

p > 1, Kq > 0, to układ (3.4) ma co. najmniej jedno roz-
wiązanie.

Dowody lematów 3.1, 3.2 i 3.3 można znaleźć np. w [8], a 
dowód lematu 3.4(Wiszika) w [11].

LEMAT 3.5. Dla dowolnej funkcji u e 6 zachodzi 

(P£ (u), u) = 0.

Równość tę otrzymamy, mnożąc P^(u), określone w (2 .3 ), w 
L przez u i stosując wzory Greena.

LEMAT 3.6. Dla dowolnych funkcji u, v, w ćU zachodzi nie-
równość

Z  A ui Di v > x 1 iiuii4iiviio iiwii4.
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Nierówność tę otrzymamy, korzystając kolejno z nierówności 

Hoeldera dla całek i dla sum Q12], przy czym

(3.5) £ j = 2 1 / 4 I A I .

LEMAT 3.7. Dla dowolnej funkcji u e § zachodzi

(3.6) (B gradu, u) = 0.

Mnożąc wyrażenie (b gradu) w *L2 przez u, uwzględniając je-

go postać określoną w (l.12) i stosując wzory Greena oraz ko-

rzystając z założenia div w = 0, otrzymujemy ostatecznie (3 .6),

LEMAT 3.8. Dla dowolnej funkcji z t 5 zachodzi nierówność

(3.7) I (C u,u)i ^  (#2 +3^) ||wlllj) * 

gdzie

x  l°il * *3/V l  21/2 z
= ^  ’ *3 = ,1/2 *1-

1

D o w ó d .  Dla (c u) określonego w (1 .1 2 )  oraz na podsta-

wie lematu 3.6 mamy >

I (Cu,u)l ^  I (c.jU,u)l + j

' Iĉ llull2 + X1 IIu||4 ||w|Ju ||u|= 

skąd, korzystając z lematów 3.1, 3.2, otrzymujemy

l ° l l  2  2 1 / 2  .

i <  —  II ull u + x 1 TTa- ll̂ H u 11*11 >
• P-I U

co kończy dowód.
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D o w ó d  t w i e r d z e n i a 3 . 1 .  Dowód tego i kolej-
nych twierdzeń podamy w pewnym skrócie, ponieważ sposoby ich 

dowodzenia są podobne do przedstawionych w pracy [4]• Wprowa-
{ ■\ OO O
v.<- zupełny w U i kons- 

i=1
truujemy rozwiązanie przybliżone zadania (2.1), (2.2), według 
metody Galerkina, postaci

k

= £  cki cki e R, k = 1, 2, ...
i=1

Podstawiając u^ do (2.1) i mnożąc równanie w przez v^,

i=1 , ..., k, dostajemy układ równań nieliniowych postaci (3 .4)

(3.8) (L£u£ , v± )s -(zlu^, v± ) + (Pf (u£), v ^ -

-j

~~T (P grad dd^ u£» vi^ + (E Srad u* , v±) +

+ (Cu* , v±) = (f£ , v±).

Mnożąc równania (3.8) przez odpowiednie c ^ , sumując oraz sto-

sując wzory Greena przy uwzględnieniu postaci P z (i.13), mamy

skąd, na podstawie lematów 3 .5 ? 3 .7 , 3 .8 , otrzymujemy

(3 .1 0 ) llu^lu (1 - #4) + ^  lldî  u£ II (f£ , u*) „

gdzie

(3.11) 9Cą = ^  + *3 llw|| .
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Z (3«10) wynika na podstawie lematu 3.4, że dla 1 - >  0
i ustalonego k układ (3 .8 ) ma co najmniej jedno rozwiązanie. 

Stosując nierówność Younga Q8] w postaci

-j
(3.12) ab.< -2. a2 + --  b2, rj >0, a,b e R,
N 2 2 rj 1

dla TJ = 1 do oszacowania z góry (f^ »u )̂» mamy z (3.10)

(3.13) XQ Ilu* II * + Llldi^ u* l|2 <  1  ll^llg* , 3T0 = j - XĄ.

Wynika z tego, że dla Xn >  0 ciąg iu^ k = 1, 2, jest
u o

ograniczony równomiernie w U. Istnieje więc taka funkcja
o c ku 2 ku ^

u. € U i taki podciąg tu* 5, że u & zbiega słabo do u w U,
knczyli, na podstawie lematu 3 .3 , u zbiega silnie do u. w

2 A £ £
L i L .

Aby wykazać, że u^ jest rozwiązaniem zadania (2.1),(2.2), 

przechodzi się w (3 .8 ) do granicy dla kn-^oo i ustalonego i. 

Przy znajdowaniu granicy dla (P̂  (u^n), v^), uwzględniając

(2 .3 ), korzysta się z przekształcenia

j=1

oraz z lematu 3 . 6 i ze zbieżności up 1 do u silnej w L^.Ł £
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Dostajemy wtedy

(3.14) lim (P£ (uf1), v± ) = (P£ (u£), v±).
kn-^oo

Przechodząc do granicy w pozostałych składnikach (3 .8), korzys-
ta się ze zbieżności u^n do uf słabej w U i silnej w L^. Uwzględ

niając zupełność układu £v^} w ft, otrzymuje się ostatecznie z

(3.8) tożsamość (3.1), co dowodzi tezy (i) twierdzenia.

Oszacowanie (3.3) otrzymuje się z (3 .1), podstawiając v = u£ 
i postępując, jak przy wyprowadzaniu (3.13), co dowodzi tezy 

(ii).

Zbieżność ciągu rozwiązań przybliżonych do u, w nor-O / N
mie U dowodzi się korzystając z przekształcenia C3.1) do pos-
taci

(3.15) (L£uf - Lgu£ , Ug - ug ) = (ug - u^ , uf - Ugly +

+ (*£ (u£), n£ - Ug ) - (P£ (u^), Ug - Ug) +

+ (div (ug - Ug), div(u£ - ug )) +

+. (B grad (u£ - ug), uf - u g ) +

+ (c (u£ ~ uf)» ue “

skąd otrzymujemy

® U + T£l lld^ ^ u£ - upll = (Lfu£» u s “ û ) -

- (B grad (ug - u £), ug - u£) - (C (u£ - nk£ ) , uf - u£ ) -

- (f£ , Ug - u^ ) - (Pg (ug) , u£ - u^ ) +

+ (Pf(u£)» " (p£ (uf)> u£ )H Tk •
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Przechodząc w I, do granicy dla kn-*-00, korzystając przy
Irn

tym z (3 .1 4 ), z lematów 3 .5 , 3 . 7  i 3 . 8  oraz ze zbieżności u£
do u. silnej w L^, otrzymujemy, że lim 1 1, I = 0 , co dowo-

1 k n — 00 I K n  1

dzi tezy (iii) i kończy dowód twierdzenia 3 .1 .

TWIERDZENIE 3.2. Jeżeli jest

(3.16) 1 -  ar4 -  * 5 >  o,

to rozwiązanie przybliżone zadania (2 .1 ), (2 .2 ) jest 

jednoznaczne, gdzie 9?̂  jest określone w (3 .1 1 ), i dla 
3Pq, określonych w (3 .2 ), (3 .7) mamy

(3*T7) ^  = (2Jf )1/2 •

Dowód twierdzenia 3.2 poprzedzimy dwoma lematami.

LEMAT 3.9. Dla dowolnych funkcji u, v e U jest

(3.18) |(P£ (u) - P£ (v), u - v)|< <^3 ||u||u ||u - v||y .

Korzystając, przy uwzględnieniu (2 .3 ), z przekształcenia
%

21 /
f t

1 / r, N
(u) - Pf (v), u - v) = - |a Cu± - U - +

+ —  f A ^  viDi(u - v) , u - vj -
i=1

2

- 1  21! (A (ui " vi^u » Di(u “ v)) -
Ł i = 1

1 A
“ 7  (Avi(u - v )» D±(u - y))»

i=1
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a następnie kolejno z lematów 3.6, 3*1, 3.2, otrzymujemy (3#

LEMAT 3*10. Dla dowolnych funkcji u£ , u£ 6 U jest

(3.19) (L£ul - Lfu^,u^ - u*) >

> ( 1  -  * 4  -  x 5 -  u * l l j \

Podstawiając w (3.15) s u£ i korzystając z lematów kolej-

no 3.9, 3.7 i 3.8, mamy

(L£u* -  L£u* , u* -  u*)> II -  u*!* +

+ i  IIdi^ (uJ - upi|2 - af3 IIu£ ll„ IIuJ - u*l* -

-  *4 -  uel n *

skąd, uwzględniając (3.3) i (3.17), dostajemy (3.19).

D o w ó d  t w i e r d z e n i a 3 . 2 .  Przyjmując istnienie 

dwóch różnych rozwiązań przybliżonych u£ , u| dla zadania (2.1),

(2 .2), na podstawie (3 .1 ) dla dowolnej funkcji v e ft mamy

(Lfu] - L£u^,v) s (u J - + (p£ (u£ ) - P£ (u£ ),v) +

+ ^  (div (u] - u £ ), v) + (b grad (u£ - u£ ),v) +

+ (c (u£ " uf), v) = 0 s I1 .

1 2Podstawiając v = u£ - u£ i korzystając z lematu 3.10, mamy

u > ( i  - *4 - u£»u = i2 ’ "

skąd, na podstawie założenia (3.16), jest

2
o ^  I2 ^  ^  ̂u

1 2 oczyli u£ = u£ w przestrzeni U, co kończy dowód.
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TWIERDZENIE 3*3# Dla £-*-0 można z ciągu {u£  ̂ rozwiązań

rodziny zadań (2.1), (2.2) wybrać podciąg zbieżny sil-

nie w U do rozwiązania (1.9) - (1.11) .

D o w ó d .  Z (3.3) wynika, że ciąg (u*) jest ograniczony 

równomiernie w ft. Istnieje więc taka funkcja u € U i taki pod-

ciąg że dla £n -*“0 u£n zbiega słabo do u w ft, czyli, na

podstawie lematu 3.3, u£n zbiega silnie do u w L2 i L^. Stąd 

również div u£n zbiega silnie do drv u w L2 [13]• Z (3.3) wy-

nika także, że z ciągu |div można wybrać taki podciąg

{div u£nm£, że dla ^ “**0 d£v u£nm zbiega silnie do 0 w L2,
czyli drv u = 0.

Aby wykazać, że funkcja u jest rozwiązaniem zadania (1.9)- 

“(1.11), zapiszemy tożsamość (3.1) dla u£nm e ft i dla dowolnej 
funkcji v 6 U, dla której div v = 0:

(3.20) ( V £nm, v) = (u£nm> v)^ + (P£ (u£nm). v )  +

+ I  (dK u£nm, d i v  v) + (B grad u£nm, v) +

+ v >= (f«>T )-

Przechodząc w (3.20) do granicy dla uwzględniając

(3.14), (2.3) i warunek div v = 0, otrzymujemy tożsamość (1 .1 4).
Obecnie wykażemy silną zbieżność u£nm do u w U. Na podsta-

wie (1.9) i (2.1) mamy

(3.21) (Lu - Łeuemn, u - u£nm) s (u - u£nm, u - +

+ (P(u), u - u£nm) - (P£ (u£mn), u - u £nm) +

+ (B grad(u - u£nm), u - u£nm) +

+ ( ° ( u "  “ £ » > '  u -  ufnm> +

+ (F  grad(p -  p£nm) , u -  u£nm) = 0 ,
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2

gdzie P(u) = A 2 2  uiDiu > p£mn = " iT v  Ueim /S rm"
1=1

Przechodząc w (3.21) do granicy dla “♦’O, uwzględniając

(3.14) i lematy 3.5, 3.7 i 3.8 oraz warunek div u = 0 i osza-

cowanie (3.3), otrzymujemy lim || u - u£nrn]|̂  = 0, co kończy

dowod twierdzenia.

4. APROKSYMACJA RÓŻNICOWA ZADANIA METODĄ SIATEK

Dla przybliżonego rozwiązania zadania (2.1), (2.2) użyto metody 

siatek. W prostokącie Q  rozpatrujemy siatkę postaci s 

= x ;= (iłi-j, jhg), i = 0, ..., N^ , j = 0, ..., N2 , =

k = 1 ,2 }.
2

Niech L, oznacza przestrzeń siatkowych funkcji wektorowych
T / \ —

uh = 'uh1* uh2* uh3' określonych na z iloczynem skalarnym
i normą postaci

3

( 4 . 1 )  ( u h ,  vh)h = hih2 2 2  2 2  uhiw  vh±(x) > x  =(xi>x2)
i=1 X6P h

( 4 . 2 )  l l u h »h  = ( u h , « h ) h / 2 *

o 2 2
natomiast przestrzeń c: z normą (4 .2 ) jest zdefiniowana

dla funkcji u^ określonych na i równych zeru na brzegu sia-
tk i  rh, a h = nh u r h.

Definiuje się także przestrzeń siatkowych funkcji wekto-

rowych, z iloczynem skalarnym i normą postaci

(4.3) (uh , vh)un = (Bh uh’ vh^h»

C 4 . 4 )  l l u h l l U h  = ( B j ^ ,  u h ) ^ / 2  ,

gdzie Bjj = - A^ jest różnicowym operatorem Laplace’a.
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Dodatkowa przestrzeń ^  c  Uh 21 norm^ (4*4) jest zdefinio-
wana dla operatora B^ określonego na funkcjach wektorowych ze-

rujących się na brzegu siatki
Przyjęto przy tym następujące oznaczenia:

uh(x) = uh^^1» 3^2 ̂ =  ̂ " uh ^ ^ 1  *

^1uh E ^h*5 “ uh ^1uh 5 ^ 1 uh + ^luh ^ 2»

3 d u = (ui+1»3 - 2 u 1  ̂ + u1-1^)/*!2 1 1 h " K h h + h y/n1 *

— rw —
Analogicznie określamy a2* ^2* 2̂ \  operatory dzia-
łające na zmienną Xg. Ponadto

9xuh = H uh’ a2uhl» axuh = P l uh’ a2uhl»

(4.5) _ 2

" ^huh s “ ax axuh = H  aiaiuh-
i=1

Zadanie (2.1,), (2.2) aproksymujemy zadaniem różnicowym

(4.6) Lfhuh = - ̂ huh + P£h(uh) - -J-P gradh d i ^  +

+ B gradhuh + c uh = fh » x 6

(4.7) = 0, X € ,

gdzie
2

(4 .8 ) B gradhuh = A 2 T  "hi V*h> C uh = C1uh +
i=1

2

+ A £  uhi V h  •
i=1
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2

(4.9) P4h(uh ) = j  A £  (uhi §1uh + \(uhlUh))
i=1

oraz

gradhdivhuh = (A^Ag),

Ai = j  (aiaI^huh + aid K huh')> 1 - 1-2-

2 _  2 

dI7huh = Z aiuhi- a2Vh = Z aiuhi-
• i=1 1=1

Funkcje f£ = (fh1, fh2, f ^ ) £ l£ oraz w£ = (wh1, wh2, wh3)e

2  — 1£ są aproksymacjami odpowiednio f£ e L oraz w e H uzyska-
nymi np. w następujący sposób:

(i+1) h1 (j+l)h2

fhk = hjEZ f J fkW  dxidx2’
1 * ih1 jh2

(4.10)
(i+1) (j+l)h2

™hk ’ h^hZ J J ^W b 1i:t2' k=1.2,3.
1 2 ih1 jh2

5. ISTNIENIE I JEDNOZNACZNOŚĆ ROZWIĄZANIA ZADANIA RÓŻNICOWEGO

Przechodzimy do wykazania istnienia i jednoznaczności rozwią-

zania zadania (4.6), (4.7} oraz jego zbieżności do rozwiązania 
zadania (2.l), (2.2).

TWIERDZENIE 5.1. Dla dowolnej funkcji e zachodzi:

(i) zadanie (4 .6 ), (4.7) ma co najmniej jedno rozwią-
zanie uh £ fth , gdy
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(5.1)  *00 ■ 7 -  - 21/4' A|CJ/2 l8x *h“h > °*

(ii) dla każdego rozwiązania û  jest prawdziwa nierów-

ność

(5-2) + 2̂ 7 (»d̂ huh»h + II divhuhllh)

<7-||fhl|2» •2  n U* 
n

gdzie

2 Ĉh*vĥh  w  °
l|fhll *  =  sup  —   . V v h eu h.

uh »Vuh

Dowód twierdzenia 5*1 poprzedzimy kilkoma lematami.

LEMAT 5.1. Dla  dowolnej funkcji e  zachodzi nierówność

II uh'l h4  l|uh“h IV Uh *

gdzie IMÎ  oznacza normę w L̂, będącej aproksymacją 

siatkową  L̂.

LEMAT 5»2. Dla  dowolnej funkcji  û   6 zachodzi nierówność

IIVĥ TllVUb >  co ■ X1 ’ V

Dowody lematów 5«1, 5.2 można znaleźć np. w [14] •

o
LEMAT 5.3. Dla  dowolnej funkcji  û   e zachodzi

(P£h (uh)» uh)h = °*

Równość tę otrzymamy, mnożąc P£h( û ,̂ określone w (4.9), w 

L̂ przez û i stosując wzory sumowania przez części.
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LEMAT 5 .4* Dla dowolnych funkcji û, v̂, € 6̂ zachodzi

nierówność

2
A  n   7\  XT  tir  1 ✓   V   I lu   II  II 3   -tr  II  II tir  II(z,k uhi ai vh*

' i=1
hA
W’-1  « Jrnlluhllh4llaxvhllhllwhllh4

gdzie  = 21'4 I Al = 3f1.

Nierówność tę otrzymamy, korzystając z nierówności Hoelde- 

ra dla sum [12].

o
LEMAT 5*5* Dla dowolnej funkcji û 6 Û zachodzi 

(B gradh uh# uh)h = 0.

Równość tę otrzymamy, korzystając z postaci (B grad̂ û) 

określonej w (4*8),_ze wzorów sumowania przez części oraz z za-

łożenia div, w, = div, w„ = 0. h h  h n

LEMAT
o

5.6. Dla dowolnych funkcji û, v̂ t  jest

I (C uh» vh)h  (̂ 22 + ̂33 ̂ ̂x^h^^uJ^hNu, *
n  n

gdzie

(5.3-) *22 .-i-ii-Ł,  ae33=3e1lCJIC11 c0  *.  _  -1/2

Nierówność tę otrzymamy korzystając z postaci (Cû) okreś-

lonej w (4.8) i nierówności Hoeldera dla sum oraz z lematów 

5.4, 5.1 i 5.2.

Można zauważyć, że lematy 5.1, 5.2 oraz 5.3, 5.4, 5.5 i 

5.6 są odpowiednikami różnicowymi lematów odpowiednio 3.1, 3.2 

oraz 3.5, 3.6, 3.7 i 3.8.

Dowód twierdzenia 5.1. Dowód tego i kolej-

nych twierdzeń podamy w skrócie, tak jak dla zadania różnicz-

kowego, ponieważ sposoby ich dowodzenia są podobne do przed-

stawionych w pracy [4].
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Zadanie (4.6), (4.7) jest układem N = (N^ - 1) (n 2 - 1) al-

gebraicznych równań nieliniowych określonym w skończenie wy-O
miarowej przestrzeni U^. Funkcję siatkową, będącą rozwiązaniem 
układu, można przedstawić w postaci

N

"h ■ Z, civh • °i e R>
i=1

gdzie jest bazą w 5^, np. zbiorem wersorów tej przes-?

trzeni. Równanie wektorowe (4.6) zapiszemy w równoważnej posta-

ci układu równań skalarnych

(.5*4) uh* vh^h = ^h* vh^* i = ”1 » •••» N.

Mnożąc każde z równań (5 .4 ) przez odpowiednie c^ i sumując,
mamy

(Leh uh’ uh)h s  l|uhnUh + ( P£h^uh^’ uh^h +

(||di ^ huhl'S + N ^ h V h )  + ( B S ra d h',h- uh )h +

+ ( C uh’ uh)h = ( f h- uh)h> 

skąd, na podstawie lematów 5*3, 5.5 i 5.6, dostajemy

(5.5) l|uh||^ (1 - Jf44) + 2^z(lldi^huhl|p + lldî huh|lh)^(fh ’uh)h’

gd^ie

( 5 . 6 )  3f4 4  = s ę , 2  +  n a x  * h u h .

Z (5.5) wynika na podstawie lematu 3.4, że dla 1 - >  o

i ustalonego h = (h^,h2) układ (5.4), tzn. zadanie (4 .6 ), (4.7) 
ma co najmniej jedno rozwiązanie, co dowodzi tezy (i) twierdze-
nia.
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Korzystając w (5*5) z nierówności (3.12) dla r) = 1 , otrzy-
mujemy oszacowanie (5.2), co dowodzi tezy (ii) i kończy dowód 

twierdzenia 5.1.

TWIERDZENIE 5.2. Jeżeli jest

(5-7) 1 - *44 - * 5 5 ||fhlln* > 0 ,

to rozwiązanie zadania (4.6), (4.7) jest jednoznaczne, 

przy czym 96^ określone w (5.6) i dla #oo* ^33 
określonych w (5.2), (5.3) mamy

*33
(5.8) = 7-----7T7p-.

55 (2 * ) 1/2"00 ■

Dowód twierdzenia 5.2 poprzedzimy dwoma lematami.

LEMAT 5.7. Dla dowolnych funkcji u^, 6 jest

(P£h<uh) - P£h(vh)> uh - vh ) h ^  *33luh«Uh ll"h ‘ vhHuh -

Nierówność tę otrzymujemy, korzystając, przy uwzględnieniu

(4.9), z przekształcenia jak w dowodzie lematu 3.9 oraz na pod-

stawie lematów kolejno 5*4, 5.1, 5.2.

LEMAT 5.8. Dla dowolnych funkcji u^, zachodzi nie-
równość

(5.9) (L{huh - Łshvh , uh - vh)h >

>  ( 1 - * 4 4 _ Huh “ vhlluh

Na podstawie (4.6) można napisać
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(5.10) (Lfhuh - L£hTh, uh - vh)h = - ( 4 h(uh - vh), uh - vh)h +

+ ( Pf h (uh) “  Pfh (vh)- uh -  V h  +

-|

+ F ^ r ( a iv h K  -  V -  d iV uh -  7h \  +

+ ( alvh(uh -  vh), d K h(uh -  vhV)h +

+ ( B sradh K  -  V -  uh -  yh \  +

+ (c (uh -  vh) , uh -  vh)h,

skąd, korzystając z lematów kolejno 5.7, 5.5, 5.6 oraz uwzględ-

niając (5.2) i (5.8), otrzymujemy (5.9).
D o w ó d  t w i e r d z e n i a  5.2 przebiega tak, jak 

dla twierdzenia (3.2). Przyjmując istnienie, dla ustalonego
 ̂<1 Q

h = (h^, hg), dwóch różnych rozwiązań u^, u^ zadania (4.6),

(4.7), tworzymy na podstawie (4.6)wyrażenie (l^u^ - k£huh,vh^h 

= 0 = 1  dla dowolnej funkcji vh 4 Podstawiając - <  - «!• 
otrzymujemy (5.10), a korzystając z lematu 5.8 oraz założenia

(5.7), mamy

1 2  0 czyli uh = uh w przestrzeni Uh , co kończy dowód.

TWIERDZENIE 5.3. Niech

(i ) Ufa Uh jest rozwiązaniem zadania (4 .6), (4 .7 ),

(ii) u^, d^u^ są przedłużeniami odcinkami stałymi odpo-
wiednio u^, ^u^ w Q .
Wtedy ze zbioru {h} różnych kroków dyskretyzacji obsza-

ru Si można wybrać ciąg {hn  ̂zbieżny do zera taki, że 

Uhn zbiega do uf oraz zbiega do D^u£ silnie w
2

L (-Q), przy czym u£ jest rozwiązaniem zadania (2.1),
(2.2).
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D o w ó d .  Z (5.2) wynika, że ciąg {u ^  rozwiązań zadania

( 4.6), (4.7) jest ograniczony równomiernie w U, , a więc i w 
0 2 /  \  ^
Lh ^ h ' # s’fĉ d funkcji schodkowych {u^, indukowa-

nych przez funkcje siatkowe odpowiednio u^, d^u^ są ograniczone 

równomiernie w L^(j2)[15]. Istnieje więc taka funkcja u£ i taki 
podciąg {uj^ł że dla hn -*• 0 u ^  zbiega silnie do u£ [1 5]

oraz zbiega słabo do D^u^ w L , u € Hq [16].

Obecnie wykażemy, że również 2. u, zbiega silnie do D.u„ w 
2 -Lj nn i t

L . W tym celu tworzymy obcięcie siatkowe u£h funkcji granicz-

nej u £, np. w postaci (4.10). Z własności operacji obcięcia i 

przedłużenia wynika [16], że w ciągu {u^"} można wybrać podciąg

l^hnj taki> że dla hm _“ 0 "thm zbieSa d° °raz
2  / v /  ^

zbiega do D ^  silnie w L . Stąd ( u ^  - u£hnm) zbiega silnie 

do 0 i (djUj^ - 5iu ghnm^ zbieSa słabo do 0 w 1? [17] oraz

(uhnm " "eirnm) zbie?a silnie do 0 1 (3iuhnm " 3iU£hnm'> zbleSa 

słabo do 0 w L^. Na podstawie lematu 5.1 wynika również, że

k m  - u£hmj zble6a silnie do 0 w .

Można napisać następującą zależność (dla przejrzystości 
opuszczamy dalej indeks nm):

(5.n )  (l4h uh - l£hu{h, uh - u£h)h =

= Uh* uh " u £ h k  - (L£h u£h* uh - u£h)h*

Na podstawie (5.11)oraz (5.10) dla = u£h, uwzględniając (4 .5 ) 
i (4.6), mamy
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- X  - u£h» h - - j j r  *
i=1 ^

* ((d̂ h U £h- dI^ h K  - U £h^h +

+ (d K hU6h> dIV Uh " "th^h - (P£h(Uh)> Uh " > W h  ~

- (B gradhUh, uh - u£h)h - (C uh, ufa - u£h)h .

Przechodząc w (5.12) do granicy dla h — ►0 i korzystając przy 

tym z wyżej wykazanych zbieżności, otrzymujemy, że prawa stro-

na (5.12) zbiega do 0, czyli również zbiega sil-

nie do 0 w L^, skąd ćhu^ - zbiega silnie do 0 w L2 i

ostatecznie zbiega silnie do w L2.
i

Na koniec należy wykazać, że uf e Hq jest rozwiązaniem za-

dania (2,1), (2.2). W tym celu napiszemy na podstawie (4.6) dla
i

dowolnej funkcji v e Hq

(5.13) (Leh^ h . vh) = - ^  ^ Y . u £h> vh J +

+ (pe h K h ) '  7 h > " T  (p gradh divhu£h> vh) +

+ (B graah^ h ,vh ) + (C u £h,yh ) = (?h,vh ),

gdzie vh jest obcięciem siatkowym v, (•»•) jest iloczynem ska-

larnym w L2. Przechodząc w (5.13) do granicy dla h -*■ 0, otrzy-

mujemy tożsamość (3.1) , co kończy dowód twierdzenia.

6. SCHEMAT ITERACYJNY DLA ZADANIA RÓŻNICOWEGO

Otrzymany układ nieliniowych równań algebraicznych należy roz-

wiązywać metodami iteracyjnymi. Można zastosować np. następu-

jący schemat iteracyjny omówiony w pracy [18]:
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(6.1) \ uh+ ~ Bhun ” ^(L£huh “ fh^» n - 0,1, ...,

gdzie : U^—< ^  jest operatorem liniowym samosprzężonym i 
dodatnim, tzn. = B^ >  O, np. B^ s -

Przed sformułowaniem twierdzenia o zbieżności tego schema-
tu przedstawimy dwa lematy p9].

jO
LEMAT 6.1. Dla dowolnych funkcji u^, e jest

(6.2) (L£huh - L£hvh , uh - vh)h >  ■T2l|uh - vh||^, 

gdzie

(6.3) &2 = 1 " ^ 4  " * 3 3  H ^ h t l *

Powyższą nierówność otrzymujemy z zależności (5.10), korzys-

tając z lematów kolejno 5*7, 5*5, 5.6, lecz nie uwzględniając 

oszacowania (5.2), jak uczyniono przy dowodzie lematu 5.8.

LEMAT 6.2. Dla dowolnych funkcji u^, i ^  s -
jest

(6.4) (b ‘1 (L£huh - L£h vh), L£huh - L£hvh\  4  <5” ||uh - T ||*
h

gdzie

( 6 . 5 )  = ( 1  + * 3 3  ( 2 l l « h llu h  + l l u h  -  v h ^ u  )  + - q r + XZ2 *

* * 3 3 (C31 / 4 ^ h»h4 + I3X V h ) )  ^

Przy dowodzie tej nierówności należy wprowadzić funkcję po-
rno cnic zą [4]
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sh W  =

V  (Lćhuh “ L£hTh^> * 6 ^ h ’

°, x t rh

oraz utworzyć na podstawie (4 •6) zależność

( 6 . 6 ) (b^ 1 ( l fhuh -  Lfhvh), l £huh -  Lihvh) h =

= <Ł£hUh " L £hVh- 3h>h = (Bh K  “ V >  Sh>h 

+ < Pf h K >  " P£ l ć V «  +

1 __

((divh (uh - Vh), divhsh)h +2S£L

+ (di^h(uh -  vh) ,  di^hsh) h) + (B gradh(uh -  vh ) ,s h)h +

+ (C(«h -  vh) ,  sh)h.

Szacując kolejne składniki prawej strony (6.6) i korzysta-

jąc przy tym z nierówności Hoeldera dla sum oraz z lematów 5.1, 

5.2, 5.4 i 5.6, otrzymujemy ostatecznie (6 .4 ).

TWIERDZENIE 6.1. Niech dla operatora I^j^h w zadaniu (4 .6 ),
(4.1):

(i) nierówności (6 .2 ) i (6.4) są prawdziwe dla funkcji 

£>(t), - <^(t) ograniczonych i nierosnących, t ć ( o , r ) ,  

£ , ( t )  > 0, uh = u£, vh a u*, uh -  vh H z£, gdzie u“

jest przybliżonym, a u* dokładnym rozwiązaniem zadania

(4.6), (4.7);

( i i )  llz £ llu  ^  r in uh

(iii) $ '>  0 w (6 .1) .
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Wtedy dla Bh = - Ah

( 6 . 7 )  K  ■ ^ Bh 1 ^L £h^u h  + z h ^  ■ L £huh ^ l  Uh  ^

< ę (r )n zS«uh -

gdzie q { j ) ~  (1 —2 ̂  (r) + ^  J^(r))1//2 i istnieje ta-

ka wartość T̂q, że q(<f) <  1 dla 0 < f  <  f  0 oraz

, ' min q ( f )=  q (f*)- (1 - S \ (r)5j1 (r))1/2,

f * =  £T2 (r)^1(r).

Spełniony warunek (6.7) dowodzi zbieżności schematu różni-

cowego. (6.1) [20], Dowód twierdzenia 6.1 jest podany w pracy 

[18].

7. UWAGI KOŃCOWE

W pracy przedstawiono metodę przybliżonego rozwiązywania quasi- 

-liniowego zadania brzegowego, zaczerpniętą z literatury [2,4] 

i zaadaptowaną dla pewnego zadania przepływu cieczy lepkiej. 

Podano twierdzenia o istnieniu i jednoznaczności rozwiązania 

zadania oraz o zbieżności metody. Twierdzenia mają charakter 

warunkowy, tzn. ich prawdziwość jest uzależniona od spełnienia 

określonych warunków: nierówności (3*2) i (5.1) w przypadku 

istnienia rozwiązania zadania różniczkowego lub różnicowego 

oraz nierówności (3.16) i (5*7) w przypadku jednoznaczności 

tych rozwiązań. Warunki te są dosyć ostre, a dodatkową niedo-

godnością jest występowanie w nich nieznanej a priori funkcji 

w (lub jej aproksymacji różnicowej wh), za pomocą której wyjś-

ciowe zadanie (1.1)-(1.5) z warunkami brzegowymi niejednorod-

nymi sprowadzono do postaci jednorodnej (1.9)-(1.11).

Weźmy np. nierówność (5»1) warunkującą istnienie rozwiązać 

nia zadania różnicowego i zapiszmy ją w postaci ograniczenia 
na funkcję w^
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(7'1) <  (1 ' ICl'Co)’

gdzie, na podstawie (1.13), |A| = £ max(cv/^, 1/ft) oraz |Ĉ | =

= $ S Z (7.1) wynika, że istnienie postulowanej funkcji
wh istotnie zależy od parametrów cieczy, szczególnie od lep-

kości £i i przewodności X oraz od rozmiarów obszaru , tzn. 

nierówność (7.1) będzie prawdziwa dla dostatecznie dużych ft i 

X oraz małych J2 • Lub inaczej, rozwiązanie zadania (2.1), (2.2) 

istnieje dla dużych ft i A , małych S2 i małych wartości 

|*xWhlh- W Przypadku równań tylko Naviera-Stokesa rozwiązanie, 
zadania, tak jednorodnego jak i niejednorodnego, istnieje w 

sposób bezwarunkowy, a jedynie w dowodach jednoznaczności roz-

wiązania wymaga się, aby ft było dostatecznie duże, a odpowied-

nia norma funkcji prawej strony (oraz dodatkowo funkcji brze-

gowej dla zadania niejednorodnego ) była dostatecznie mała 

[4 , 10].

DODATEK

W punkcie 5 dokonano analizy zadania różnicowego (4.6), (4.7) 

przedstawionego w postaci jednorodnej, uzyskując analogię 

uzyskanych warunków rozwiązania do warunków otrzymanych dla 

zadania różniczkowego (2.1), (2.2). Otrzymano jednak w ten spo-

sób nieokreślone schematy różnicowe (4.8) (ze względu na nie-

znaną funkcję w^), których nie można użyć bezpośrednio w obli-

czeniach. W praktyce, przy wykonywaniu obliczeń numerycznych, 

dokonuje się aproksymacji różnicowej zadania niejednorodnego. 

Dla porównania przedstawimy poniżej twierdzenie o istnieniu, 

rozwiązania, otrzymane bezpośrednio dla zadania różnicowego 
nie j ednoro dnego.

Wyjściowe niejednorodne zadanie różniczkowe (1.1)-(1.5), 

po aproksymacji rodziną zadań różniczkowych z małym parame-
trem £ >0, ma następującą postać macierzową:
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(1) Lfuf 5 + P£ (u£) - J  P grad div u£ + = f£ ,

x e 42, u£ = <̂f (x ), x e T,

gdzie P£ (u£)określone w (2.3), macierze A, P, C1 jak w (1.13), 

funkcje f£ = f, ip£ = & (por. p.l) oraz u£ ć H1(42).

Zadanie o )  aproksymujemy zadaniem różnicowym

(2) Lthuh s - ^ h uh + W V  - T  p eradhd̂ h uh + ciuh - fh>

X 6 P h»

O) uh = vh, x e rh,

gdzie wszystkie operatory różnicowe jak w (4 *6), f^, ^  są apro-
ksymacjami siatkowymi według (4 .1 0) funkcji wektorowych f, V e  I ? <

rp z ^
Dla siatkowych funkcji u^ = określonych na

siatce prostokątnej definiuje się przestrzenie K  1 z nor-

mami odpowiednio (4 «2) i (4 .4).

LEMAT 1. Dla dowolnej funkcji u^ 6 zachodzą nierówności:

2 ^c 0 2 ^c0 /
" V h  <  - J - ^ x V h  + ~ r  (V V  r *

c h

" V h 4 <  8 “’A l t ' V l  + 2 K - V / y

2
gdzie: cQ = 1112, (uh ,uh)r  = £  uh^x  ̂h1 +

h x ^ h 1 3

+ z C  uh W  h2» ^h13 ^h1 U ^h3* rh24 =

x € rh24

= rh2 u rh4, x-= (xv x2).
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Nierówności te wyprowadza się podobnie, jak odpowiadające 

im nierówności w lematach 5 »1 » 5 *2 , korzystając ze wzorów su-
mowania przez części dla funkcji siatkowych nie równych zeru 

na brzegu siatki C2 1 ,2 2 J.

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnej funkcji fh e l£:

(i) zadanie (2 ), (3 ) ma co najmniej jedno rozwiązanie

uh 6 Uh» gdy

1 310-Icq 3

K0 = 7 ----- 2-------mr h i ' 2^ > 0 ’ i = 1 , 2 ;

(ii) dla każdego rozwiązania u^ jest prawdziwa nierów-

ność

( 5) K0 l i a ^ l l *  + 2^ -  + ^  K1 ’

gdzie K., = K.,(fh , V h , | A |, | C11 . c0).

D o w ó d  t w i e r d z e n i a  przebiega podobnie jak 

dla twierdzeń 5«1 i 3*1• Równanie wektorowe (2) zapiszemy w pos-

taci N = (N1 + i) (Ng + 1) równań skalarnych

(6) (Lfhuh ,vh \  S “^ h uh,vh \  + ^P^h^uh^» vh^h "

1 * "
-  T  ( P  g radhd iv huh , v j ) h + ( c l U h , v 4 )  h =

gdzie funkcje wektorowe są wersorami przestrzeni siatkowej 
N

Uh 1 Uh = Z j °iTh . Mnożymy każde z równań (6) przez odpo- 
i=1

wiednie c^, równania sumujemy oraz korzystamy z lematu 1 i z 
następujących zależności otrzymanych dla dowolnej funkcji
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(7)

- ( 4 huh - V h = ( V h *  V h \ + (V h * uh V h*

(P£h(uĥ ’V h ~ 2 ^  Z  uhiuh’uh)

- 1  (P gradhaivhuh ,uh)h =

-j   2 r 2
( ||div hu h H + ||d iv hu h || +

V

2 £{i K n n h

^ r ( z  uhi*^huh)rh>

2

K V h 'V J  4 |0li l|Uh»h -
gdzie

(s') (Vh*uhVh = Z  uha2uh [hl] + z  V i
xf/hi xtrh 2

+ Z  Uh32Uh [hl] + Z  UhaiUh[h2]
xe/h3 xe/h4

2 v

(9) ( Z  uhiuh’uhjr, = Z  Uh2Uh [hl] + Z
\i=1 / xerhl3 xe/h24

uh[h2 ]  +

uh1uh[h2]»
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+ 2  uhidivhuh [hs Q + 2 2  uhidiThuh [hd  

xe/h2 xe^h4

oraz [h±] = h±, x 6 u [ h ^  = -h±, x e u r h 2 . Za-

leżnośó drugą i trzecią w (7) otrzymuje się na podstawie lema-

tów 5.3, 5*5, po uwzględnieniu wzorów sumowania przez części 

dla funkcji niezerowych na brzegu siatki.
W wyrażeniach (8) i (10) występują pochodne różnicowe, w 

których korzysta się z wartąści funkcji u^ tak na brzegu, jak i 

wewnątrz siatki Należy rozdzielić znane wartości brzegowe

u^ od jej nieznanych wartości w obszarze 2̂̂ . Skorzystamy w tym 

celu z nierówności kolejno Cauchy*ego [12j i Younga L8]. Dla 

większej przejrzystości pokażemy dokładniej jedynie szacowanie 

pierwszych składników prawych stron (8) i (lo):

h1

Z ( u ^ +1)2)1/2 

n . h1
2
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2 ’ 31 ^h1 V  " 3  hihih2 Z ( u ^ 1)2r  2 o ‘hi 2co rh1

. 3 -  y  (w 1- ^ 2 —
2£^ ~  ^ h2' h3 • 

hi

Szacując podobnie kolejne składniki w (8-) i (10) oraz korzysta-
jąc z lematu 1 , otrzymujemy

2

(1 1 ) (ax«h .V/-h >  - ^ 2  mf* hi lluhllh - - F  >
'0

25 i Ę  T  h± 113* Uh"h " T h± ^ h ’ "

-3* u u a „ .i2 _3

2 w h ’ V r * »

2 2

O 2) ( Z  uhi’ aTvhuh)rh >  Z  K i >  ®i * k V h -

~ 7 ^  hi ̂ axuhiłh ~ maX hi (̂ h* r  ~4cq i 1 x n h 4c0 i 1V n n 'h

2 * h V h‘*’

gdzie
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2

2 2 ^ Y i l ' dl  ^hiVh “ 2  Vh2 d 1 *h1 [hi] +
i=1 x€/h1

+
x
Z  fh 2  31 ^h1 [hl] + Z  ^ 1  3 2 ^h2 [h2] +
eTTZ xer,0h3 h2

Z  ^hl 32 ^h2 [h2] ’

* e /h4

przy czym operacje różnicowania w ostatniej zależności wykonuje 

się już jedynie wzdłuż brzegu siatki (por. rys. 1.1).

Na podstawie (6), (7), (9), (11) i 02) dostajemy ostatecz-
nie

(13) (fh .«h )h >  K2 N xuh||® + - L  (l|dî huhll̂  + lldI^hV h )  " Ky

gdzie

3oolCll „ 3K0 = 1 ----------  max h. ,
2 2 i  1 2=0

c2 / 1 1 2

~z~ (1 + Ą F r h ’ " W  £  ^ h i > V h i V h '

Jeżeli K2 >  0 dla ustalonego h = (h1,h2) i £ ^ 0, to na pod-

stawie lematu 3.4 istnieje rozwiązanie zadania (2), (3). Nierów-
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ność (5) otrzymuje się z (13) na podstawie lematu 1, przy czym

K = K2 -  3/4  oraz K, = K3 + cQ llfhll£/2  + 3 (<rh, <ł>h)r  / 4 .0 h
Dowód istnienia rozwiązania zadania niejednorodnego (2), (3) 

można przeprowadzić, stosując również inną technikę postępowa-

nia i otrzymując nową, chociaż równoważną, postać warunku (4).

Ze względu na podstawową w pracy wagę twierdzeń o istnieniu, 

przedstawimy także drugą wersją twierdzenia 1•

TWIERDZENIE 1.A. Dla dowolnej funkcji f^ 6 L^:

(i) zadanie (2), (3) ma co najmniej jedno rozwiązanie 

uh £ Uh» gdy

(4.A) K0 = 1  - - lma x  h± (i + ̂  +

+ x t f  > °»

(ii') dla każdego rozwiązania u, jest prawdziwa nierów-4h
ność

(5.A) K0 + (”divh V h  + l|dKhuh " h ^  K1’

gdzie - K-| lAl, Cq) .

D o w ó d .  Idea dowodu polega na jawnym wyróżnieniu w sche-

macie różnicowym (2) wyrazów zawierających znane wartości brze-

gowe funkcji u^ i sprowadzeniu w ten sposób praktycznie zadania 

niejednorodnego (2), (3) do postaci z jednorodnymi warunkami 

brzegowymi i zmienioną prawą stroną. Układ (6), po wymnożeniu 

kolejnych równań przez odpowiednie współczynniki c^ i zsumowaniu 
można zapisać w postaci
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0 4 ) ( L?hVh>uh \  = - ( J huh ' V h + ( p!h <uh) . uh) h 

-  7  (P  g r a ^ d i v ^ , ^  + (c 1uh>uh )h  -

-OV"h)hM+ (p(hW' V hX- 
1

- 2jp. (eradh diTh ' V V ^  = (fh*uh)h ’

gdzie

(15) (<vuh)h* “ij- Z ^  uh,3+1 +§- 2>h3«h+1,3
rh1 rh2

*£- Z  <3 uj’3-1 +̂ r Z<^3 uh'1’3 •
2 r h3 1 ^ 4

(16) (p£lX W h* -

= ? A ( Z k H ' v V 1’3*1 + (<</h2<i/h)i 3 (uh’ ;i+1) M  +

- Z (ń* K i % ) 1+1 ’3 + 13 -h+1 ’3 ) h >
rhZ

+ Z ^ h d K 2 \ ) 1,3'1 + M iJ uh’3-1) [»1>

r h3
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+ Z  K 3 " m V  1-1,3  + U z i )
rh4

(17) ( s r a d ^ K ^ . U j j ) ^  = 2 ^ ( Z  ̂  uh23+1 +

rh1

- Z *% 4r1) -
Ph3

h2

+ *7
(Z ̂  - z ut;1’1
V  rh2

+ Z (Vh2 Uhi3+1 + Vh1 Uh23+1) M  +
rh1

Z  ^ z K i  "hi1,3 + V h ?  uh21,3) [hz] +

rh2

+ Z (a/h2 uhi3'1 + uh23"1) [hl] +

rh3

Z (a2̂h2 uhT1'̂ + uh21’3) fh2]
rh4

W równaniu (1 4 ) w wyrazach postaci występują już tylko

nieznane wartości funkcji u^ określonej- w obszarze Q^ i "przyj” 

mującej" wartośó zero na brzegu obszaru. Przy dalszym prze-

kształcaniu tych wyrazów można więc stosować wzory sumowania 

przez części ważne dla funkcji zerowych na brzegu siatki. W wy-

razach postaci (’łOft* należy rozdzielić znane wartości ^  od
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nieznanych wartości uh w punktach przybrzegowych. Podobnie jak 

w twierdzeniu 1 skorzystamy przy tym z nierówności Cauchy*ego 

i Younga oraz pokażemy dla przykładu tylko szacowanie pojedyn-

czych składników prawych stron (15), 06), 07):

(18) 1 a Z  (uh 2 V i,;i+1 + uh ,:!+1) [hl]<

4 rh1

i . J + 1  2 1 / 2

h1 'h1

X

2x1/2

h1

2,1/2-ui,j+1 _ q
+ h0 f-*- f>tJD  " lh,h0 l--i— ------))h2feZ(̂i ̂)2y/2(v2zh2 — - • nc n / \  ̂ \ h2

h1 h1

<l|i (max|(^l hg^hg Z  ((32u ^ ) 2 + (32u^ ) 2) + 

h1 h1
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hi Z (*$ ̂  + Vih2 Z  (a2̂ 2),
r. r
hi hi

2 IT ̂  uh2 j +1 + Z  ( V h 2 uw’3+1 + 3/h1 uM3+1)2 r  r
hi 7h1

^  2 + h2h1h2 2^ (a2uh2^ +

2
+i ( hi Z ( dA i f  + ( w * ) )

rh1

2 2 

h2h1h2 ((̂ 2uh1 ) + (^2uh2 ) )) °

rh1

Na podstawie oszacowań postaci (18) dostajemy następujące osza-
cowania dla całych wyrażeń (1 5 ), (16), (1 7 ):

(19) ( < v uh) h*

l  ^ * 5  L  "i2 XC rh 1 3 h, xt/-h24 y

1 2 1 
= T m a x hi

(2 °) (p£h (V - uh)h» <  7  “f  hi “  I ("ul " V h “h +
h

+ max h. li d u, II? +8 ± i x h h



WARUNKI ROZWIĄZALNOŚCI NIELINIOWEGO ZADANIA 89

+ irK Z ( ^ 2 + h2 Z  K \)Z
V * ^ 1 3  xtrh24

IAI max h .  (  — + max | f<h| J\ || ćł̂ û ll2 +
4 ' i” "_1\ 2 ' X ćrh 1 ' n| ) )  " "x h łi

2

+  22 ’g ^  ni n / h^
i=1 n

hl 2

^ h 2 +
2 xćrh13

+ -J Z  ̂  + ““  hi ,,axuh"h +
h- Xć/T - '  11 h24

x€/h13

h2 Z  ((32Vh1)2 + (32^h2)2))

xt/h24

1 2 3  2
+ —  max h. II3 Uv,H = —  max h. u-JI. +

2 i 1  x h h 2 ± 1 x h h

2 2

+ 2 2  (^hi * ̂hi)/"\~ + (3i^hj’̂ i^hj)/! * *
i=1 i»j=1

Na podstawie (14), (19), (20), (21) oraz lematów 5*3 i 5.2 
dostajemy ostatecznie

2 1
(fh>uh)h > K2 Uaxuhll̂  + 2 ^ ( lld̂ h uhnh + 11 d^ h uh ' 0  " K3>
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gdzie

—  1 / IAl /1 \ 3 v
Kp = 1 - -  max h, (1 + —  (— + max )+ --- )-
2 2 ± i V 2 \ 2 xćr h' J  2t J

h -

I 2

2 ' ' n' n- /h* 4 " '
i=1

2 2

+ 77 ^ ^ h i ’^hiVh* + ^ 7  ^  ( V h j ’V h j ^ *  | *
r i=1 ^  i,j=1

Jeżeli K2 >  0 dla ustalonych h, 6 )t 0, to na podstawie lema-

tu 3.4 istnieje rozwiązanie zadania (2), (3). Nierówność (5.A) 

otrzymuje się z (22) oraz lematu 5.2 i nierówności Younga, przy

czym Kq = K2 - 1/4, K, = K3 + cQ llfhll*/2.

W obu przedstawionych wyżej twierdzeniach warunki (4 ) i
(4.A) są w praktyce równoważne i dla h = (h^,h2 ) —► 0 niezależne

od składników zawierających wyrażenie max h.. Warunki te można
i 1

dodatkowo osłabić, wprowadzając we właściwych oszacowaniach 

krok dyskretyzacji h^ w odpowiednio wysokiej potędze.

Na zakończenie chciałbym serdecznie podziękować dr. hab.

M. Dryji z Instytutu Informatyki Uniwersytetu Warszawskiego za 

szereg uwag i sugestii dotyczących w szczególności sposobów do-
wodzenia twierdzeń 1 i 1.A.
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