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WSTEP

Celem pracy jest analiza warunkéw rozwigzalnosci zadania brze-
gowego, bedacego modelem matematycznym przeptywu ptaskiego cie-
czy lepkiej i uwzgledniajgcego konwekcje wymuszong i swobodng
cieczy. Zadanie brzegowe, okreslone w ograniczonym prostokacie,
Jest quasi-liniowe, ma staze wspétczynniki i niejednorodne wa-
runki brzegowe typu Dirichleta. Sktada sig ze stacjonarnych
réwnarn Naviera-Stokesa i rdwnania energii. Przedstawiona meto-
da przyblizonego rozwigzania polega na aproksymacji zadania
wyjsciowego zadaniem rdzniczkowym z malym parametrem ¢ > 0, a
nastepnie na uzyciu metody siatek do zadania aproksymujgcego.
Podano twierdzenia o warunkowym istnieniu i warunkowej jedno-
znacznosci rozwigzania zadania aproksymujgcego w przestrzeni
Hilberta U (definicja w pkt. 1) oraz rozwigzania zadania réz-
nicowego w przestrzeni 8h’ bedacej aproksymacja ﬁ. Metoda sia-
tek jest zbiezna w przestrzeni L°. Dodatkowo dla zadania rdz-
hicowego przedstawiono twierdzenia o istnieniu i jednoznacz-
noscl rozwigzania, udowodnione bezpos$rednio dla postaci nie-
Jednorodnej zadania.

Uzyta metoda aproksymacji rdézniczkowej zostaza oméwiona w.
(2] 1 zastosowana tam dla quasi-liniowych réwnar parabolicz-~
nych Naviera-Stokesa z jednorodnymi warunkami brzegowymi. W
bracach [3] i [4] uzyto t¢ metode oraz metode siatek dla

[49]
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quasi-liniowych réwnan eliptycznych Naviera-Stokesa z jednorod-
nymi warunkami brzegowymi. Badane tam réwnania Naviera-Stokessa
opisuja przepiyw cieczy spowodowany jedynie konwekcja wymuszo-
ng [5]. Dodajac do nich réwnanie energii, otrzymuje sie zada-
nie, zwane réwniez problemem Benarda [6], ktdére opisuje prze-
ptyw cieczy 2z uwzglednieniem takZe konwekcji swobodnej. Zada-
nie takie, rozpatrywane w niniejszej pracy, dobrze opisuje wie-
le procesdéw technologicznych, np. przeptyw masy szklanej w pie-
cu wannowym [7]. Przyjeta dalej metodyka znajdowania prazyblizo-
nego rozwigzania zadania zostala oparta gidéwnie na pracy [4].

1. SFORMULOWANIE ZADANTA
W prostokgcie £2 = §x = (x;,%,), 0< x; €1y, 1 = 1,2} rozpa-
trujemy uktad ztoZony z rdéwnarii Naviera-Stokesa i réwnania ener-
gii postaci [1]:
(1.1) - a(D2v, + D3y ) + o(v,D.v, + v,D,v,) + Dyp = O

. frDyvy + Dovy) + 9lvaDyvy + vpDovy 1P =9
(1.2) - (D2v + D2v ) +0(v,Dyv, + v,D,v,) + Dop -

. E\DyVy + Dovp) +0(vDyvy + VDoV, 2P

-8Bl - ty) = 0,

(1.3) - 2(0%% + D2t) + pc_(v,D,t + v,D,t )= O

. 1 2 gcy{vqeDy 202t /=0,

z dodatkowym warunkiem ciggZosdci

X2 (1.4) D,vqy +Dyv, =0
. 1

| Polx) ?3()() 1‘3 1 e'2
2

ﬁt oraz ze zgodnymi warunkami brze-
5 " I, gowymi Dirichleta [7] (rys. 1.1):

eix] P! o gl
0 I, @il x) N X

Rys. 1.1



WARUNKT ROZWIALZALNOS'CI NIELINIOWEGO ZADANTA 51

vy =0, xe qul,uly, v1=3“(x), xe Iy,
v, = 0, xel‘1u/“2u/"4, v2=(p°(x), xe/’3,
(1.5) f(x) =‘€O(X)= 0, XG(FZ Uﬁ4)nﬁ3’

t=(?i(x), x €/,

R
(Pi(x) = ‘f1+1 (x), x € ,:i n Fi+1’ i=1,2,3,
‘P1(x) =¢4(x)s X6F1n ﬁ4’
4 —
gdzie 2 = Lurl, /= Pi’ D= a/c?xi.
i=1

Funkcje i staXe wspStczynniki wystepujace w rdwnaniach
(1.1)-—(1.5) majg okreslone znaczenie fizykalne: VqsVp = predkos—
ci przeptywu cieczy; p,t - cisnienie i temperatura; 4, 4, g, 3,
c, - lepkos$é, przewodnosé, gestosé, rozszerzalnosé, ciepto wkas-

ciwe; t. - najnizsza wartosé temperatury na brzegu obszaru,

0
g ~ przyspieszenie ziemskie.

Rozwigzanie zadania ré2niczkowego bedzie dalej rozumiane w
sensie uogdlnionym. Aby je zdefiniowaé, wprowadzamy przestrzen

Hilberts H1 funkcji wektorowych, z iloczynem skalarnym i normg

3 2
(u,v) 4 = 2 éivi + 2 DjuiDjv§ dx,
i 3=
(1.6)
full = (u,u)1/2,
H .

Oraz podprzestrzen Hg) (e H1 , bedgcg uzupeznieniem w normie H‘|

zbioru 08°funkcji wektorowych o nosnikach zwartych zawertych
w £2, Wprowadzajac w tym zbiorze iloczyn skalarny
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3 2

7)) @)y = 2 fZ DjuyDyvydx
i=1 2 1i=1

oraz tworzgc uzupelnienie zbioru w normie

(1.8)  lully = (u,u)}/?,

otrzymujemy przestrzern Hilberta ﬁ, ktérej norma jest rdwnowaz-
na z normg w Hg) dla ograniczonego J$2[8], przy czym pochodne
sg rozumiasne w sensie uogdélnionym [9].

Zadanie (1.1)-(1.5) przedstawimy obecnie w zapisie macie-
rzowgm oraz sprowadzimy do postaci z jednorodnymi warunkemi
brzegowymi. Uprosci to w sposéb istotny dalsze rozwazania. W
tym celu przyjmujemy postulat istnienia w obszarze 2 funkeji
wektorowe] W € H1, spetniajacej warunki [10; str. 174]:

2
Z 1wy = 0, x € 82,
i=1

w(x) = ¢(x), xe [,

oraz stosujemy podstawienie us=w-w, gdzie w (v1 ,v2,t),
X€E y a@(x) jest wektorowym przedstawieniem prawych stron
warunkéw brzegowych (1.5), tzn. ¢ (x) = (v, vy t), x €7,

Ostatecznie otrzymamy zadanie postaci

2

(1.9) LuE-du+AZuiDiu+Bgradu+Cu+Fgradp=

i=1
(1.10) af% u = o, X e 82,

(1.11) u = o0, xe I,

f,
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gdzie

2 2
(1.12) B grad u = A 22: WiDiu, Cu = Cju + A ZE: uiDiW
i=1 i=1

oraz
2
£=F-Lw, Li=-4%+A Z WD.W + C,¥,
i=1
2
div u = Z Diui’
i=1
- o o
przy czym: £ = -(O,1,0)ggﬂto/y, u? = (u1,u2,u3), W= (w1,w2,w9,
100 000
0 pel
A=glono » GCy= 001},
00 c u/r & 000
(1.13)
1 10
F = - O 1 .
¢ 00

DEFINICJA 1.1. Funkcja u ¢ i jest rozwigzaniem uogdlnionym
(1.9)-(1.11) wtedy i tylko wtedy, gdy

2 2
1 1
(1.14) (u,v)U *5 fZ; AuiDiu,{> -3 ‘Z: (Auui, Div> +
= i=1

+ (B grad u,v) + (C u, v) = (f,v), V ve¢ ﬁ,

Przy czym div u = div v = 0 oraz (°") oznacza iloczyn skalar-
ny w przestrzeni funkcji wektorowych I?(J?).Toﬁsamoéé catkowg
otrzymujemy, mnozgc obie strony rdéwnania (1.9) w L2 przez v i
stosujgc nastepnie wzory Greena, z uwzglednieniem warunku cig-
gXodci (1.10) 1 warunku brzegowego (1.11).
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2. APROKSYMACJA ROZNICZKOWA ZADANIA

Na podstawie pracy [2] dokonamy obecnie aproksymacji rdézniczko-
wej zadania (1 .9)-(1.11) rodzing zadaidi z malym parametrem &> O:

) 1 ~
(2.1) L, u, = - Aué. + Pe (ug)— 7 F grad div u, + B grad u, +

(2.2) u, = 0, xel

gdzie
1
(2.3) B, (ue) == A Z (ueiDiue + Di(usiue)) .
i=1

Aproksymacja polega na zastgpieniu (1.10) wyrazeniem

aiv u, = -¢p, oraz-na dodaniu czXonu (Aus aiv u8/2) do Lu,
przy czym.fé = £, funkcje Ues Pgs fé sg pewnymi aproksymacjami
funkeji odpowiednio u, p, f. Korzysci wynikajace z takiego pos-
tepowania sg nastepujace: zmniejszenie liczby zmiennych (usu-
nigcie funkcji p z zadania), zmniejszenie liczby rdéwnath (poz-
bycie sie¢ oddzielnego warunku ciggrodei) oraz wyeliminowanie
skradnikdéw nieliniowych w réwnaniach przy dowodzeniu istnienia

i jednoznacznosci rozwigzania zadania.
3. ISTNIENIE I JEDNOZNACZNOSG ROZWIAZANIA ZADANIA ROZNICZKOWEGO

Przechodzimy do wykazenia istnienia i jednoznacznodci uogdlnio-
nego rozwigzenia zadania (2, 1) (2 2) oraz jego zbieznogci przy
¢ == 0 do rozwigzania zadania (1.9)-(1.11).

DEFINICJA 3.1. Funkcja u, € ] jest rozwigzaniem uogdélnio-
nym (2.1), (2.2) wtedy i tylko wtedy, gdy -
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1
(3.1) (ue, v)U + (PE (ue), v) + 8_[; (di'\\'r u, aiv v) +
+ (B grad ug, v) + (c U, v) = (fE’ v), Vvetf.

Tozsamosdé (3.1) otrzymujemy z (2.1), tak jak (1.14) z (1.9),
uwzgledniajgc postad P w (1.13).

TWIERDZENIE 3.1. Dla dowolnej funkeji %, e 12 oraz dla
& > 0 zachodzi:
(i) zadanie (2.1), (2.2) ma co nejmnie] jedno rozwig-

zanie uogélnione u, € i} (2), edy
C 3/4
(3.2) x5 == 27w Il > 0
2 V 1/2
1 V1

gdzie V1 jest najmniejszg wartoscig wiasng operatora
-4 w 2 przy zerowych warunkach brzegowych, lC1| , lal
8g normami macierzy odpowiednio 01, A;

(11) dle kazdego rozwigzania u, Jjest prawdziwa nie-
réwnosdé

. 2 Ty~ g2, ]
(3.3) X, "uqu + @“div u8|| < 7 gl 121* s

gdzie el oznacza norme w przestrzeni funkcji wekto-
£, V)

o]
W—, VVG.U;

rowych L2 oraz ||f8|| U*= sup
v
(iii) cigg rozwigzan przyblizonych zadania (2.1) ’
(2,2), wyznaczonych wedtug metody Galerkina, zbiega
do dowolnego u, w normie przestrzeni ﬁ.
Dowéd twierdzenia 3.1 poprzedzimy kilkoma lematami.

LEMAT 3.1. Dla dowolnej funkc;jl u € HO R), Lc RZ, zacho-
dzi nierdwnosé

M} <2 ul® w2,

gdzie ll-ll, oznacza normg w L4 ).
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LEMAT 3.2. Dla dowolnej funkcji u e Hé(!?) , 82 ograniczony,
zachodzi nierdéwnosé

2 1 2
lull © < —v-1- lluIIU.

LEMAT 3.3. Dla .QCR ciag fu"} zbiezny stabo w H ()
zbiega silnie w 12 (0) 114 ().

LEMAT 3.4. Niech begdzie dany uk}ad réwnard nieliniowych
. k
(3-4) Hy(e) = Hy(eqyeee, ¢ ) =hy, i =1, 2,..., k, ¢ € R,

gdzie Hi(c) funkcje ciggte ze wzgledu na c. Jezeli

K
O Hi(e)ey >
i3

P
aolcl Ky

P
ao >O, |c|p=0$+ ooo+ck’

p>1, KO 2 0, to ukiad (3.4) ma co.najmniej jedno roz-
wigzanie,

Dowody lematdw 3.1, 3.2 i 3.3 moZna znaleZé np. w [8], a
dowdd lematu 3.4(Wiszika) w [11].

LEMAT 3.5, Dla dowolnej funkecji u € # zachodzi

(Pe (u)9 u) =

Réwnos$é te otrzymemy, mnosac P, (u), okreélone w (2.3), w
L2 przez u i stosujgc wzory Greena.

LEMAT 3.6. Dla dowolnych funkcji u, v, w € 0 zachodzi nie-
réwnosé

| Aug Dy v, w )| Hull, v wl,.
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Nierdwnoéé te otrzymamy, korzystajac kolejno z nierdwnosci
Hoeldersa dla catek i dla sum [12], przy czym

G.5) = 2",

LEMAT 3.7. Dla dowolne] funkcji u e # zachodzi
(3.6) (B gredu, u) = O.

Mnozgc wyrazenie (B gradu) w L2 przez u, uwzgledniajgc je-
go postaé okreslong w (1.12) i stosujgc wzory Greena oraz ko-
rzystajac z zakozenia div W = 0, otrzymujemy ostatecznie (3.6).

LEMAT 3.8. Dla dowolnej funkcji z ¢ § zachodzi nierdéwnosé

.7 1(e uu)l < (G + XUl i3,

gdzie
3/4 1/2
o lal 2y 2
2~ V1 ’ 3" 91/2 1°

1/2
l)1

Dowd de Dla (C u) okredlonego w (1.12) oraz na podsta-
wie lematu 3.6 manmy

»

2
|(Cu,u)| < |(C1u,u)' + I(AZ uiDiW,u , <
i=1

2 —
< |C1|"u" + J; ”u”4 ”W”U "u”4 = I,

skad, korzystajgc z lematdw 3.1, 3.2, otrzymujemy

|C1| ) 21/2

I< — Ju + % Hup 2 @
> vt S iy

co konczy dowdd.
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Dowdd twierdzendia3.17. Dowédd tego i kolej-
nych twierdzenn podamy w pewnym skrécie, poniewas sposoby ich
dowodzenia sg podobne do przedstawionych w pracy [4]. Wprowa-
dzamy uk*ad funkcji wektorowych {vl} zupe¥ny w U 1 kons-

truujemy rozwigzanie przyblisone zadania (2.1), (2.2), wediug
metody Gelerkina, postaci

k

Podstawiajgc u, do (2.1) i mnozgc réwnanie w L2 Przez Vi,

i=1, +c., k, dostajemy uk}ad réwnari nieliniowych postaci (3.4)
k - k k
(3.8) (L&utS , vi) = -(Aue, vi) + (Pa(ue), vy -
1 ~ k
~— (F grad div Uy vi) + (B grad ulé ’ vi) +
+ (¥, v,) = (£, vy)
£ '3 e 'i/°

Mnozgc rdéwnania (3.8) przez odpowiednie Cijs sumujgc oraz sto-
sujgc wzory Greena przy uwzglednieniu postaci F z (1.13), mamy

”uk"U+ (P (uk) U, ) ”div uk" +(B grad u »Ug )+
+ (C u?,u?): (fé ’ u‘le{),

skad, na podstewie lematdéw 3.5, 3.7, 3.8, otrzymujemy

2 1 ~ 2
(3.10) "ui("U (1 -1’4) + = laiv ulf{ - < (fg, ulg),

gdzie

(3.11) 2ty = % + 2070 .
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Z (3.10) wynike na podstawie lematu 3.4, ze dla 1 =~ X, > 0
i ustalonego k uk¥ad (3.8) ma co najmniej jedno rozwigzanie.
Stosujgc nierdéwnos$é Younga [8) w postaci

(3.12) abg L a® + — b5, 1 >0, a,be R,
2
3 e k
dla 7 =1 do oszacowania z géry (:t‘<S ,ué), mamy 2 (3.10)

kne 1
(3.13) XO "ué. I vt é‘”dlv ué. " -é- It ”U* , = - %,

Wynika z tego, Ze dla X, > 0 ciag {u1£‘§, K =1, 2, oes, jest
ograniczony réwnomiernie w U, Istnieje wigc taka funkcja
u, € 8 i taki podcigg ‘Zulem}, ze ul,fn zbiega stabo do u, w 8,
czyli, na podstawie lematu 3.3, uém zbiega silnie do u, w
1?1 14,

Aby wykezad, Ze u, jest rozwigzaniem zadania (2.1),(2.2),
przechodzi sig¢ w (3.8) do granicy dla kn-+ee i ustalonego i.
Przy znajdowaniu granicy dla (Pg (ulgn), vi), uwzgledniajac
(2.3), korzysta sig¢ z przeksztakcenia

2
k 1 k k
(Pa (ue ), vi) =—2-<A 321: (u‘Sj - qu) Djua, vy >+
1 , &
k
+E-< ZuSJDJué’V>—; %(Auej -u) Dvi)

2
1
-E 21 Aueaus ’DJV )

oraz z lematu 3.6 i ze zbiefnodeci ulén do u£ gilnej w L4.
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Dostajemy wtedy

(3.14)  1im (B (™), vy) = (B @), vy

Koo
Przechodzgc do granicy w pozostaxych sktadnikach (3.8), korzys-
ta sie ze zbieznosci u%n do u, siabej w § 1 silnej w 12, Uwzgled
niajgc zupeinosdé ukkadu {vi} w ﬁ, otrzymuje si¢ ostatecznie 2z
(3.8) tozsamosé (3.1), co dowodzi tezy (i) twierdzenia.

u,

Oszacowanie (3.3) otrzymuje sig z (3.1), podstawiajac v "

i postepujac, jak przy wyprowadzaniu (3.13), co dowodzi tezy
(i1).

Zbleznosc ciggu rozwigzan przyblizonych {u } do u, w nor-
mie U dowodzi sie korzystajac z przekszta&cenla (3. 1) do pos-
taci

(3.15) (Laug L ue, ug - u% ) = (uE - uE y U - u?)U +
+ (B, (ug), v, - ule{) - (P6 (ul;), u, - ul;) +
. gi(u (a3v (u, - u¥), aTv(y, - u¥)) «
+ (B grad(u, - ug), u, - ug) +
+ (Clu, - ug), u, - ug),
skad otrzymujemy
k2

flu

~ 2
"div(ue - ug)" = (I?ue, ug - %f) -

e ~ U
(B grad (ue - ug), u, - ug) - (C(ué - u%), u, - ue) -

- (%5 u, - uf) - (Pé(ue), Ug = ug )+

n
—

+ (Pe(uz), u ) - (EE(u%), uf )
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Przechodzgc w Ik do granicy dla kn-=¢, korzystajgc przy
tym z (3.14), 2z lematéw 3.5, 3.7 i 3.8 oraz ze zbieznosci ulgn

do u, silnej w 12, otrzymujemy, ze _ lim IIk | = 0, co dowo-
N-»oo n

dzi tezy (iii) i koniczy dowdd twierdzenia 3.1.
TWIERDZENIE 3.2. Jezeli jest
- - >
CRIVERIEE A L g > o,

to rozwigzenie przyblizone zadania (2.1), (2.2) jest
jednoznaczne, gdzie ¥, jest okredlone w (3.11), i dla
Xy Xy okres$lonych w (3.2), (3.7) mamy

Xy

G.17) % = G Xo)”z .

5

Dowéd twierdzenia 3.2 poprzedzimy dwoma lematami.
LEMAT 3.9. Dle dowolnych funkcji u, v € U jest
(3.18) 1(2, () - B, (v), u = V)< o, fuly Ju - v’
. € e V), S Iy liully U -

Korzystajgc, przy uwzglednieniu (2.3), 7z przeksztatcenia

.

2 \
(Pﬁ(u) - Pg(v)s u - v) =% GZ(ui 'Vi)Diua u - V)+
i=1
1 2
+-5<Ai21viDi(u-v), u-v> -

(A(ui -‘vi)u, Di(u -v))-

]
m|-a
M~

P
It
-

]
ml—a
M

P
it
—

(Avi(u -v), Di(u -v),



62 J. STUDZINE

a nastepnie kolejno z lematdw 3.6, 3.1, 3.2, otrzymujemy (3.

LEMAT 3.10. Dla dowolnych funkcji uéL ’ ug € i Jest

1 k
]i,u —u))

1
(3.19)  (Twy - Lou,, u .

> 1 _ k2
> (1 - - xg gl My gl

Podstawiajac w (3.15) u, = u% i korzystajac z lematdw kolej-
no 3.9, 3.7 i 3.8, mamy

1 k 1 k 1 ky2
(Lpug - Lyu, , Uy - uE)> "ue - £"U +

1 (.1 x| 2 1 1 k|2
+ 8? " div (uE - ue)” - 3(’3 "uE "U "u£ - ue"U -
1 kjl 2
- 3(4 "ue - u&" U

skad, uwzgledniajac (3.3) i (3.17), dostajemy (3.19).
Dowdéd twierdzenia3.2. Przyjmujac istnienie

dwéch rdéznych rozwigzad przybliZonych ul, ug dla zadania (2.1),

(2.2), na podstawie (3.1) dla dowolnej funkcji v e mamy

1 ~
+ 7 (div(u; - u%),v) + (B grad(ul - ui),v) +

I

+(C(u:: —u%), V):O 1°

Podstawiajgc v = ul - ug i korzystajac z lematu 3.10, mamy

1 2,2 .
I, > (1 - % . "fallu*)llus -uzll, = Ip,

skad, na podstawie zalozenia (3.16), jest

1 2p 2
25‘ "ue —u8"U 20,

czyli ul = u w przestrzeni ﬁ, co kohczy dowdd.

™
™ N
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ot TWIERDZENIE 3.3. Dla & -+ 0 mozna z ciggu {u } rozwigzan
rodz1ny zadad (2.1), (2.2) wybrad podciag zbiezny sil-
nie w U do rozwigzenia (1.9)-(1. 11).

Dowéd de 2 (3. 3) wynika, Ze ciagg (u ) jest ogra.nlczony
réwnomiernie w ﬁ Istnieje wigc taka funkcaa u € U i taki pod-
ciag {uen}, ze dla & -0 u, zblega stabo do u w f] czyli, na

podstawie lematu 3. 3, zblega silnie do u w L2 i 14, Stad

iy &n
réwniez div u zbiega silnie do div u w 1.2 [13]. 2 (3. 3) wy-

en
nika takze, Ze z ciggu idlv uE %mozna wybraé taki podcigg
{dlv uanmi’ ze dla Enm—’O aiv Yorm zbiega silnie do O w L2
czyli div u = 0.
Aby wykazaé, ze funkcja u jest rozwigzaniem zadania (1.9)-
-(1.11), zapiszemy tozsamosd (3.1) dla Ueom € 8 1 dla dowolnej

funkcji v € U, dla ktérej div v = O:
(3.20) (Tuepms v) = (uenm’ V)U + (Pé. (uenm)’ v) +
5—1—1- (df\? Uepm? div v) + (B grgd Uepm? v) +
+ (Cuenm’ v)= (fé,v).

Przechodzgec w (3.20) do granlcy dla 8 -0, uwzgledniajac
(3.14), (2.3) i warunek daiv v = O, otrzymu;]emy tozsamosc (1.14).

Obecnie wykazemy silng zbieznosé Yerm douw U. Na podsta-
wie (1.9) i (2.1) mamy

(3.21) (u -L Y= (u-u

- u

eBenm® U T UYenm enm?® Y smn)U +

+ (P@), u - uam) - (PC (uenm)’ u-u +

EIlm)

+ (B grad(u = Uepm)s 0 - uenm)+

+ (C(u- u +

6mn - uenm)

+ (F grad(p - pEnm)’ u-u, ) =0,
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2
gdzie P(u) = A 2 u;Dyu, Py = - atv u, /& .
i=1
Przechodzgc w (3.21) ao granicy dla ¢om -’O, uwzglednialjac
(3. 14) i lematy 3.5, 3.7 i 3.8 oraz warunek le u=01i osza-
cowanie (3.3), otrzymujemy gllm fu -

am

znm"U = O, co konczy

dowéd twierdzenia.
4. APROKSYMACJA RéZNICOWA ZADANTA METODA'SIATEK

Dla przybliZzonego rozwigzania zadania (2.1), (2.2) uzyto metody
siatek. W prostokacie $2 rozpatrujemy siatke postaci jjh =
= {X: X = (ih1, jh2)’ i =0, aeey N1, J =0, eeey N2, Nkhk = lk’
k = 1,2%.
Niech Lﬁ oznacza przestrzen 51atkowych funkcji wektorowych
h = (uh1, Upos uh3) okreslonych na £ ne 2 iloczynem skalarnym
i normg postaci

3
(4.1) (ups vy = hyhy Z 2_ w5 () vy (x)s 3 =(xq,%5),
i=1 xef£h

1 2
(4.2) "u " = (uh’ uh) /

, 92 2 .
natomiast przestrzen ih C-Lh Z normg (4.2) jest zdefiniowana
dla funkeji uy okreslonych na 52 i réwnych zeru na brzegu sia-
tki [y, 2y = 2y v Ty
Definluae sie taekze przestrzed Uh siatkowych funkcji wekto-
rowych, z iloczynem skalarnym i normg postaci

(4.3) (uh, vh)Un = (Bh Uy, vh)h’
1/2
(4.4) "uh"Uh = (Bhuh, uh)h

gdzie Bh g - Ah jest réznicowym operatorem Laplace’a.
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Dodatkowa przestrzen ﬁh C Uy z normg (4.4) jest zdefinio-
wana dla operatora Bh okreslonego na funkcjach wektorowych ze-
rujgcych si¢ na brzegu siatki fh.

Przyjeto przy tym nastepujgce oznaczenia:

uy (x) = vy, (b, dhy) = wd, duy

(u?‘l'n’j - uia)/h1,

duy = Gpd - ug™ Dy, Ty = (Buy + Gy )2,

3 = i+1,3 ij i-1,3 2
31?)1uh_(uh Wo- 2 upY +ouy ’)/h1.

—_— ~ —_

Analogicznie okredlamy 32, 32, 955 0, 22 jako operatory dzia-
¥ajgce na zmienng Xpe Ponadto

oy = 9wy, dowpd, Ay = §oqup, dpupd,
- Ay = =02y = D0 B0y
i=1

Zadanie (2.1), (2.2) aproksymujemy zadaniem rdéznicowym

4.6) LUy,

1 ~
-dyuy, + Psh(uh) - 7 F grad, divyu, +

+

B gradhuh +Cu = fh, X € SPh,
@.7) u, =0, x € /[y,

gdzie

N

~

(4.8) B gradu, =4 Dy du, Cuy = Couy +
i-1

2
+ A Z w4 aiwh N
i=1
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2
1 ~ 5
(4.9) Pah(uh) = E-A E (uhi aiuh + ai(uhiuh))
i=1

oraz
gradhdivhuh = (A1,A2),

1 J—

A = ry (3idivhuh + aidivhuh), i=1,2,
2 . 2
Ay = D) Zwy,  divuy = D0 duy,.
e ji=1 i=1

T 2 =T = —_ -
Punkcje f, = (fh1' fy0s fh3) € Ly oraz W, = (wh1, Wyos wh3)€

€ Uh sg aproksymacjami odpowiednio fk € L2 oraz w € H1 uzyska-
nymi np. w nastepujacy sposdb:

(1+) by G+ h,

ij 1
Ty = By, . fk(x) dx,dx,,
) ih1 Jh2
4.10
( (1+0) hy (G+1)h,
1 —
W%fl - w, (x) dx,dx,, k=1,2,3.
2 ih h
1 Jhy

5. ISTNIENIE I JEDNOZNACZNOSG ROZWIAZANTA ZADANTA ROZNICOWEGO

Przechodzimy do wykazania istnienia i jednoznacznos$ci rozwig-
zania zadanla (4.6), (4.7) oraz jego zbieznosci do rozwigzania
zadania (2.1), (2.2).

TWIERDZENIE S5.1. Dla dowolnej funkcji fh € Lﬁ zachodzi:
(1) zadanie (4.6), (4.7) ma co najmniej jedno rozwias-
zanie u, € ﬁh’ gdy )
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S,
1/4) 41¢1/2
(5_.12 %0 =75 - —L0 _ 24 x1c)/ o, whll > 03

(i1) dla kazdego rozwigzenia u, jest prawdziwa nierdw-

nosgé
(5.2) %l ||U + 5 (Hdivh hu + JlaTvupll %)<
< LT I2
5 hlox *
2 Uy
gdzie
2 (£y,57,.) °
Nyl , = sup h? h'h Vv, € U,.
Uy ho IVplg

Dowdéd twierdzenia 5.1 poprzedzimy kilkoma lematami,

LEMAT 5.1. Dla dowolnej funkcJi uy ¢ ﬁh zachodzi nierdwnosé
4 2 2
“ uh" h4 <2 "uh"h Huh"Uh ’

© gdzie |l “h oznacza norme w Lh, bedacej aproksymacjg
siatkowg L4

LEMAT 5.2, Dla dowolne]j funkecji u, € ﬁh zachodzi nierdédwnosé

¢
2 _Co 2
oplly < FHuplly, » G = 19 = 1p-

Dowody lematéw 5.1, 5.2 mozna znaleZé np. w [14].
LEMAT 5.3. Dla dowolnej funkcji u, € ﬁh zachodzi
(P (up) uh)h = 0,

R6wnosé te otrzymamy, mnozac Py, (u,), okreslone w (4.9), w
Lﬁ przez uy, i stosujgc wzory sumowania przez czesci.
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LEMAT 5.4. Dla dowolnych funkcji Wy Vys Wy € ﬁh zachodzi
nierdéwnosé

2
| (Z Auyy 9 v "‘r;h I < X qluylingll 9y inl ¥nling »
i=1

gdzie %, = 2174 |41 = 2.

Nieréwnosé te otrzymamy, korzystajac z nierdwnosci Hoelde-
ra dla sum [127.

LEMAT 5.5. Dla dowolnej funkcji u, € ﬁh zachodzi

b

(B grady, uy, uh)h = 0.
-

Réwnosdé te otrzymamy, korzystajac z postaci (B grad, uh)
okreslonej w (4.8),_99 wzordw sumowania przez czesdci oraz z za-

Yozenia divy W, = divy w, = O.
LEMAT 5.6. Dla dowolnych funkecji v, vy € ﬁh jest

gdzie

C,|C
(5.3) %5, =|_;|_0* %55 = %y40h72

Nierdéwnosdé te otrzymamy korzystajac z postaci (Cuh) okres-
lonej w (4.8) i nieréwnosci Hoeldera dla sum oraz z lematdw
S5e¢4, 5.1 1 5.2,

Mozne zauwazyé, ze lematy 5.1, 5.2 oraz 5.3, 5.4, 5.5 i
5.6 33 odpowiednikami réiznicowymi lematdéw odpowiednio 3.1, 3.2
oraz 3.5, 3.6, 3.7 i 3.8.

Dowéd twierdzendiab5,1, Dowdd tego i kolej-
nych twierdzeri podamy w skrécie, tak jak dla zadania réznicz-
kowego, poniewaZ gposoby ich dowodzenia sg podobne do przed-
stawionych w pracy [4].
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Zadanie (4.6), (4.7) jest uktfadem N = (N, - 1) (N, - 1) a1-
gebraicznych réwnai nieliniowych okreslonym w skorczenie wy-
miarowej przestrzeni ﬁh’ Funkcj¢ siatkowg, bedgcg rozwiagzaniem
uktadu, mozna przedstawié w postaci

N
i
ug= D evps oy € R,
1=1

gdzle {vi%§=1 jest bazg w ﬁh’ np. zbiorem wersordéw tej przes-
trzeni. Réwnanie wektorowe (4.6) zapiszemy w réwnowaznej posta-
ci uktadu rdéwnai skalarnych

(5.4) (LEh u, vi)h = (fh, vﬁ), i=1, eee, N,

Mnozgc kazde z réwnai (5.4 ) przez odpowiednie ] i sumujge,
mamy

2
(Tep s Uy = uplly, * (Bey () up)p +
+—l— (udiTr u ||2 + ||d§'u ||2) (B grad )
2ep hh'n hn'h )+ \° 8ralyily, Yy), +
+ (¢ Uy uh)h = (fh, uh)h’
skad, na podstawie lematdéw 5.3, 5.5 i 5.6, dostajemy
5e5)  Hugh2 (1 - %,,) + mpm (T2 + Jai%,u 02 )< (2 0u,)
. n'u, 44 2eu h'n'h whlln /S\thoYn)ne
gdzie
(5.6) %, =%, + Xsla_ Ty .
Z (5.5) wynika na podstawie lematu 3.4, ze dla 1 - ¥,, >0
i ustalonego h = (h1,h2) uktad (5.4), tzn. zadenie (4.6), (4.7)

ma co najmniej jedno rozwigzanie, co dowodzi tezy (1) twierdze-
nia.
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Korzystajac w (5.5) z nieréwnodei (3.12) dla p = 1, otrzy-
mujemy oszacowaenie (5.2), co dowodzi tezy (ii) 1 koriczy dowdd
twierdzenia 5.1.

TWIERDZENIE 5.2, Jezell jest
(5'7) 1~ 3&14 - 9655 "fh"U}’: >5'11 >0,
to rozwigzanie zadania (4.6), (4.7) jest jednoznaczne,

przy czym o,, okredlone w (5.6) i dla LAY 353
okreslonych w (5.2), (5.3) mamy

%34

(5-8) Hep = 77— V2R
55 1/2
(2 2,,)
Dowdd twierdzenia 5.2 poprzedzimy dwoma lematami.

LEMAT 5.7. Dla dowolnych funkecji W, vy, € ﬁh jest
2
(Ben(up) = Pepn(vp)s wy, = vy <€ 3"’33|luhlluhlluh - VhIth-
Nierdwno$é te otrzymujemy, korzystajdc, przy uwzglednieniu
(4.9), z przeksztakcenia jak w dowodzie lematu 3.9 oraz na pod-

stawie lematdw kolejno 5.4, 5.1, 5.2.

LEMAT 5.8. Dla dowolnych funkcji Upy vy € ﬁh zachodzli nie-
réwnosé

(5:9)  (Lgyuy = Lypvyy wy = vy 2
2
>(1 - 244 - x55”fh"U; fluy, - vh"Uh'

Na podstawie (4.6) mozna napisad
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(5.10)  (Lopuy = Lppvps wy = vy = = (Dyluy = vpds uy = vy +
+ (Bep(uy) = By (7)o uy = iy +

(df?h(uh - ) dI;h(uh - vh))h +

+

1
2£éc

+

(di?h(uh - v, )s di;h(uh - vhy)h +

+

(B gradh(uh - vh), u, - vh)h +

(C (uh - vh)’ , - vh)h’

+

skad, korzystajgc z lematéw kolejno 5.7, 5.5, 5.6 oraz uwzgled-
niajge (5.2) 1 (5.8), otrzymujemy (5.9).

Dowdéd twierdzendiab5.2 przebiega tak, jak
dla twierdzenia (3.2). Przyjmujac istnienie, dla ustalonego
h = (h1, h,), dwéch réznych rozwigzar ﬁ;, uﬁ zadania (4.6),
(4.7), tworzymy na podstawie (4.6)wyrazenie (Léhu; - Léhui’vh)h =
= 0 = T dla dowolnej funkcji vy, € ﬁh' Podstawiajgce Vp = uﬁ - ui,
otrzymujemy (5.10), a korzystajgc z lematu 5.8 oraz zarozenia
(5.7), memy

2
T 28 Iy - wly >0
e

czyli u; = uﬁ w przestrzenl ﬁh’ co korczy dgwéd.

TWIERDZENIE 5.3. Niech
]
(i)'uh € Uy, Jjest rozwigzaniem zadania (4.6), (4.7),

(11) 5Iﬁh sg przeduzeniami odcinkemi statymi odpo-
wiednio w, 3iuh w $2.

Wtedy ze zbioru §{h} réiznych krokdéw dyskretyzacji obsza-
ru 2 mozna wybraé cigg {hn} zblezny do zera taki, se

—~——

ahn zbiega do u, oraz d;u, zbiega do D;u, silnie w

Le(f?), pPrzy czym u, jest rozwigzaniem zadania (2.1),
(2.2).
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Dowd de Z (5.2) wynika, ze cigg {uh§ rozw1qzan zadania
(4 6), (4.7) jest ograniczony réwnomiernie w Uh’ a wiec i w
(5? ) Stad ciggi funkcji schodkowych {uh} {aiuh} indukowa-

nych przez funkcae siatkowe odpowiednio Wy ai nh Sa ograniczone
réwnomiernie w L @?)DS] Istnieje wigc taka funkcja u, i taki
podciag {uhn}’ ze dla h =0 ';; zbiega silnie do u, [15]

a7 2 1
oraz d;u, ~ zbiega stabo do D,u, rLi » ug € Hy [161.
Obecnie wykazemy, ze rdwniez 2, uhn zbiega silnie do D, jUg W

L2. W tym celu tworzymy obcigcie siatkowe Uep funkcji granicz-
nej u,, np. w postaci (4.10). Z wrasno$ci operacji obcigcia 1
przedituzenia wynika [16], %e w ciggu {ﬁéh} mozna wybraé podciag

~—

iaéhm% teki, ze dla h —=0 U, = zbiega do u, oraz aiuéhm

zbiega do D;u, silnie w 12, Stad (ﬁhnm - Eéhnm) zbiega silnie

&
do 0 i (3iu] - ai el ) zbiega sktabo do O w L° [17] oraz
(u] - uehnm) zbiega silnie do O i (aiu] - 2, 1 ) zbiega
stabo do O w Lﬁ. Na podstawie lematu 5.1 wynika rdéwniez, ze
(uhnm = ug, ) zbiega silnie do O w Lﬁ.

Mozna napisaé nastepujgca zalezno$é (dla przejrzystosci
opuszczamy dalej indeks nm):

(5.11) (Leh Uy = LepUens Uy = Ueply =

= (s Wy = Wgp)y = (Tey Ups up = ugp)ype

Ne podstawie (5.11)oraz (5.10) dla
i (4.6), mamy

vy = Uz, uwzgledniajace (4.5)

2
2 1 . 2
(5.12) 21; N9 (wy = wy M + o (13w, = ug )y, +
1=

= 2
+ Hdlv(uh - ueh"h) = (fh’ U, - uéh)h -
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2 1
2 gy 24y, - Uen)), " Y
i=1

X «divhueh, divh(uh - uﬁh))h +
+ (aivpugy, divy(uy = ug Ny = @y @)y uy = ugy)y =

(B grad,uy, wy - uah)h - (c Uy Wy = uﬁh)h‘

Przechodzac w (5.12) do granicy dla h —0 i korzystajac przy
tym z wyzej wykazanych zbieznosci, otrzymujemy, zZe prawa stro-
na (5.12) zbiega do 0, czyli rdéwniez 3i(uh - ueh) zbiega gil-
nie do O w Lﬁ, skad é;ﬁh - 5;ﬁ£h zbiega silnie do O w L2 i

2
w L™,

N~
ogtatecznie aiuh zbiega silnie do Diua

Na koniec nalezy wykazad, ze u, € Hé jest rozwigzaniem za-
dania (2.1), (2.2). W tym celu napiszemy na podstawie (4.6) dla
dowolne] funkcji v € Hg

2
~ ~ o~ ~
(5:13)  (Tgp¥igps V) = - (Z 9% O3Ueps Vh)"’
i

+ (Pah(uéh)’ vh) -5 (P grady diviug,, vh) +
+ (B gradhﬁzh,Gk) + (C’EEh,Qh) = (fh,?h),

gdzie i jest obcieciem siatkowym v, (os°) jest iloczynem ska-
larnym w L2. Przechodzgc w (5.13) do grenicy dla h — 0, otrzy-
mujemy tozsamofé (3.1), co kodczy dowdd twierdzenia.

6. SCHEMAT ITERACYJNY DLA ZADANIA ROZNICOWEGO

Otrzymany uktad nieliniowych rdéwnaid algebraicznych nalezy roz-
wigzywaé metodami iteracyjnymi. MoZna zastosowaé np. nastepu-
Jacy schemat iteracyjny omdéwiony w pracy [18]:
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6.1) Bhuﬁ+1 = Bhug -W(Léhuﬁ - fh)’ n = 0,1, caey

gdzie B, : ﬁ -0 jest operatorem liniowym samosprzezZonym i
h h h
dodatnim, tzn. B, = B;; >0, np. B,

-Ah’
Przed sformuowaniem twierdzenia o zbieznosci tego schema-
tu przedstawimy dwa lematy [19].

LEMAT 6.1. Dla dowolnych funkeji u,, v, € U, jest

2
(6.2)  (Lypuy = Lpyvps uy = V), = Splluy, - wly, *
gdzie

(6.3 O, =12, - X Ju .
) o 44 33 | h"Uh

Powyzszg nieréwnos$é otrzymujemy z zaleznoéci (5.10), korzys-

tajac z lematdéw kolejno 5.7, 5.5, 5.6, lecz nie uwzgledniajagc
oszacowania (5.2), jak ticzyniono przy dowodzie lematu 5.8.

LEMAT 6.2, Dla dowolnychk funkeji Uy, vy € %h iB =-4

h h h
jest

-1 2
(6.) (B (Lyyuy - Ly i)y Lguy - Tyvdy < 5y, - nlly, »

gdzie

2
(6.5) 3= (1 + 2, (2||uhuUh +lluy = vl ) + ot Xy +

— — - -— 2
+ oy LogV um,, + o, wu)

Przy dowodzie tej nieréwnqéci nalezy wprowadzié funkcje po-
mocniczg [4]
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-1
By (Tepip = Tepvp)s X € 2y,
sy(x) =
o, x e Iy

oraz utworzyé na podstawie (4.6) zaleznosé

-1 -
(6.6)  (B;' (Lepup = Ten¥h)s Loyt = Lenvy)p =

(Loyuy = Tepvps sy = By, - vyp)y sy +

+

(2 Cuy) = B (o) sp)y +

1 Laad —~
__27 ((divh(uh - vh), divhsh)h +

+

2¢

= _
(divh(uh - vh), divhsh)h) + (B gradh(uh - Vh),sh)h +

+

+

(C(uh - vh), sh)h'

Szacujgc kolejne skxadniki prawej strony (6.6) i korzysta~-
jac przy tym z nierdéwnosci Hoeldera dla sum oraz z lematdéw 5.1,
5.2, 5.4 1 5.6, otrzymujemy ostatecznie (6.4).

TWIERDZENIE 6.1. Niech dla operatora Lg,u, w zadaniu (4.6),
@.1:
(1) nierdwnosci (6.2) i (6.4) sa prawdziwe dla funkcji
dé(t), - c%(t) ograniczonych i nierosngcych, t € (O,r),
Jé(t) > o, u, = uﬁ, vy, = ui, Uy - vy = zﬁ, gdzie uﬁ
jest przyblizonym, a u; doktadnym rozwiazaniem gadania

(4.6), (4.7);
(1) lizply, < =3

(i1i) 7>0 w (6.1).
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Wtedy dla B, = —Ah
-1 n
(6.7)  lzg - 7B, (Lpy(u + 2p) - Tup)| u, <
< ) nzﬁuUh,

gdzie ¢ (7)= (1—23“6é(r) + 12 53(r))1/2 i istnieje ta-
ka wartosé f,, 2e 9(§) <1 dla 0<g <7 0 oraz

© min g (p)= ¢ (7= (1 - 85 ()85 &N/,
r*=4 (r)(fg1 (z).

Speiniony warunek (6.7) dowodzi zbieznosci schematu rdézni-
cowego. (6.1) [20]. Dowdd twierdzenia 6.1 jest podany w pracy

bsl.
7. UWAGI KONCOWE

W pracy przedstawiono metode przybliZonego rozwigzywania quasi-
-liniowego zadania brzegowego, zaczerpniegtg z literatury [2,4]
i zaadaptowang dla pewnego zadania przepiywu cieczy lepkiej.
Podano twierdzenia o istnieniu i jednoznacznodci rozwigzania
zadania oraz o zbieznosSci metody. Twierdzenia majg charakter
warunkowy, tzn. ich prawdziwos$é jest uzalezniona od speknienia
okreslonych warunkéw: nierdwnosci (3.2) i (5.1) w przypadku
istnienia rozwigzania zadania réiniczkowego lub réznicowego
oraz nierdéwnosci (3.16) i (5.7) w przypadku jednoznacznosci
tych rozwigzan. Warunki te sg dosyé ostre, a dodatkows niedo-
godnoscig jest wystepowanie w nich nieznanej a priori funkcji
w (1ub jeJ aproksymacji rdznicowej Wh), za pomocg ktdérej wyjs-
ciowe zadanie (1.1)-(1.5) z warunkemi brzegowymi niejednorod-
nymi sprowadzono do postaci jednorodnej (1.9)-(1.11).

WeZmy np. nierdwnos$é (5.1) warunkujaca istnienie rozwigzae
" nia zadania réznicowego i zapiszmy jg w postaci ograniczenia
na funkcje Wh
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1
25/4|A|Cé/2

(7.1) MMl < (1 - lcqlcg)s

gdzie, na podstawie (1.13), |A] = 0 max(cv/l, 14;)oraz |C1l =
= 0gB/p. 2 (7.1) wynika, ze istnienie postulowanej funkcji

Wh istotnie zalezy od parametrdéw cieczy, szczegdlnie od lep-
kosci u i przewodnosci A oraz od rozmiaréw obszaru 2, tzn.
nieréwnos$é (7.1) bedzie prawdziwa dla dostatecznie duzych u i
A oraz marych f2 ., Lub inaczej, rozwigzanie zadania (2,1), (2.2)
istnieje dla duzych & i A, maxych £2 i ma¥ych wartosci

9 ¥, lly,» W Przypadku réwnafi tylko Naviera-Stokesa rozwigzanie
zadenia, tak jednorodnego jak i niejednorodnego, istnieje w
sposdb bezwarunkowy, a jedynie w dowodach jednoznacznodci roz-
wigzania wymaga sig, aby u« byro dostatecznie duze, a odpowied-
nia norma funkcji prawej strony (oraz dodatkowo funkcji brze-
gowej dle zadania niejednorodnego ) byta dostatecznie maka

[4, 10].
DODATEK

W punkcie 5 dokonano analizy zadania rdéznicowego (4.6), (4.7)
przedstawionego w postaci jednorodnej, uzyskujgc analogie
uzyskanych warunkéw rozwigzania do warunkdw otrzymenych dla
zadania rdézniczkowego (2.1), (2.2). Otrzymano jednak w ten spo-
séb nieokreélone schematy réznicowe (4.8) (ze wzgledu na nie-
znang funkcje Wh), ktérych nie mozna uzyé bezpodrednio w obli-
czeniach. W praktyce, przy wykonywaniu obliczed numerycznych,
dokonuje si¢ aproksymacji rdéznicowej zadania niejednorodnego.
Dla pordéwnania przedstawimy ponizej twierdzenie o istnieniu,
rozwigzania, otrzymane bezposrednio dla zadania réiznicowego
niejednorodnego.

Wyjsciowe niejednorodne zadanie rdzniczkowe (1.1)-(1.5),
po aproksymacji rodzing zadan rdzniczkowych z maXym parame-
trem ¢ > 0, ma nastepujgcg postaé macierzowa:
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1 —_
M Lyu, = ~du, + P, (u,) - 7 F grad div u, + Cqu, = £,

X e £2, u=w€(x), x €/,

gdzie P, (u,)okreélone w (2.3), macierze A, F, C1 jak w (1.13),
funkcje f, = f, ¥, = ¢ (por. p. 1) oraz ueé H' 2).
Zada.nie (1) aproksymujemy zadaniem réznicowym

1 e
(2) Ly = ~ 4y, + Pah(uh) - + F gradydivyu, + Cquy = £,
. x € Qh’
(3 = ‘Vh’ X € th

gdzie wszystkie operatory réznicowe jak w (4.6), s ¥, sa apro-
ksymacjami siatkowymi wedtug (4.10) funkcji wektorowych f, we L2.

Dla siatkowych funkcji ug = (v, ,uh2,uh3) okredlonych na
siatce prostokgtnej 'Qh definiuje sie¢ przestrzenie Lﬁ i Uh Z nor-
mami odpowiednio (4.2) i (4.4).

LEMAT 1. Dla dowolnej funkeji uy, € Uh zachodzg nierdwnosci:
2 3% 2 3%
”uh“h < T"axuh“h + T (uh'uh) ,-'hs

4 2 2 2
upll, , < 8 Haxuplly Nuylly + 2 (uh’uh‘rh’

Z ui(x) hy +

gdzie: cy = 1,1,, (uh,uh)/-.h

xe/'h13
2
+ Z uy (x) hy, Fh13 =Tyq U I"h3, Fh24 =
xel"h24

= th v /"h4, X = (x1,x2).
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Nierdwnosci te wyprowadza sig¢ podobnie, jak odpowiadajgce
im nieréwnos$ci w lematach 5.1, 5.2, korzystajac ze wzordéw su-
mowania przez czeSci dla funkcji siatkowych nie réwnych zeru
na brzegu siatki [21,22].

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnej funkeji f, ¢ Lﬁ:
(1) zadanie (2), (3) ma co najmniej jedno rozwigzenie
uy € Uh' gdy

(4) Ky =4 =~ -mexh; « =—>0, i=1,2;

(ii) dla kazdego rozwigzania uy jest prawdziwa nierdw-
nosé

(5) Ky llogu hII (lldivhuhll + ||d1vh h” )<K,,

2£y

gdzie K, = K1(fh) Yys 1AL, 101, o).

Dowdd twierdzendia przebiega podobnie jak
dla twierdzen 5.1 i 3.1. Réwnanie wektorowe (2) zapiszemy w pos-
taci N = (N, + 1) (N2 + 1) réwnafi skalarnych

(6) (Lehuh,vi)h —(A_huh,vi)h + (Péh(uh)' vi)h

1 ~ i !
- F'(F gradhdlvhuh,vi)h + (C1uh,vi) n = (fh,v;)h,

gdzie funkcje wektorowe vﬁ sg wersorami przestrzeni siatkowe]
N
U, 1w = ‘Z: civi . Mnozymy kazde z réwnar (6) przez odpo-
i=1
wiednie Cys réwnania sumujemy oraz korzystamy z lematu 1 i 2z
nastepujgcych zalezno$ci otrzymanych dla dowolnej funkcji
w, € Uh:
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'(4huh’“h)h = (0 axuh)h + (axuh’uh)l"h’
(Bep (uy)s uh) Z y 4 h’u>]" ’
1 ~ )
-7 (F gradhdlvhuh,uh b =
1 = 2
= a (lldlvh hII + )l dlvhuhllh +
, /2 | >
- ., div
+ E(,l. ; uhl, 1vhuh rh,
(n
l (CTuh’uh)h I < lC‘]l "uh"h
gdzie
Oy sup )y n Z updouy, [hy] + Z udiu,[ho] +
X6/“h1 xe/‘h
v Q0w [b] v 37wy [hg],
Xéth XG/-h4
2
2 2
(9) (Z Uy Uy oYy Z upouy [Bq] + Z upquy [B2]s

(10) <

i=1 h13 X€Fh24

M~

uhi,divhuh> rh = Z uh2divhuh [h1] +
X€/p4

1l
-

+

uh2d§huh [h1] +
Xe/"h3
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v Q0 uyaivuy [mg] + Z updivpuy [hy]

xe/‘h2 xel, hé

oraz [hi] = hy, x€ /“h3 u/"h4, [hl'_l = =h;, x €y, U/ ype Za-
lesnoéé drugg i trzecig w (7) otrzymuje sig¢ na podstawie lema-
téw 5.3, 5.5, po uwzglednieniu wzordéw sumowenia przez czesci
dla funkcji niezerowych na brzegu siatki.

W wyrazeniach (8) i (10) wystepujg pochodne réznicowe, w
ktérych korzysta sig z wartosci funkeji u, tak na brzegu, jak 1
wewngtrz siatki ‘Qh' Nalezy rozdzielidé znane wartosci brzegowe
uy od jej nieznanych wartosci w obszarze ‘Qh' Skorzystamy w tym
celu z nieréwnosci kolejno Cauchy’ego [12] i Younga [8]. Dla
wiekszej przejrzystosci pokazemy dokzadniej jedynie szacowanie
pierwszych sktadnikdéw prawych stron (8) i (1 O):

~h
1 Z o4 N
Z: uhazuh [h1] = —h2r (u;“ly J+1 u;a)u;«] >
h1

xe/'h1

~h . . .
>4 Z ui,aﬂ u}ila >

h
2 Ty
> -n, (h1 » Z( i, J+1)2)1/2 _Z( 13)2 1/2 >
h, 2 F
(o]
> =1 h1h1h2 Z(u nJ+1)2 O Z(w _3' ,
202 2
0
2 divyuy[hy] = Z o (Oquyg + Fpupo) (<hy) =
xe/"h‘l xe/"h1

hy s
= Z upp 9y [Bq] " h, 2 (g - wid) upd
xe/"h1 T

h1
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é‘ 3+1
2 (0o % %)y - 5.2 Pitbe Z(u ’
n 2
2
_Zo (vii)2
h? 3 .
2t ha

Szacujac podobnie kolejne skradniki w (8) i (10) oraz korzysta-
jac z lematu 1, otrzymujemy

2
-1 2 5
-3e 2 _3_
> N max hy {19, uplly - Toy MeX by (Vs ¥ N~
2
(o]
0
-y Wy ¥ %
> 2
(12) 2 Unis di"huh>/“h > D0 (vpy0 2 whi)l"h -
1=1 11

- 36‘ max h ”a u ll ——g-'max h. ¢
U4 )
40 i h'h de ( h*"h f

02
0
= 28{" (dlh’ (//h)rh*’

gdzie

— 2 )1
(¥4 Ynr x = 2 vy 3 2 vn (™ I
xe/‘h13 2 X‘Fh24 1
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2

Z(U’hi’ai “’hi)rh = Z Yno 91 ¥pr [h]+
i=1 Xéfh1

+ ; Vho 91 ¥ny [q] + Z Ypa 9 ¥po [Rp] +
Xé€ h3 xe/‘h2

+ Z ¥n1 92 Yoo [B2]s

xefh4

przy czym operacje rdésnicowania w ostatniej zaleznosci wykonuje
gie Jjuz Jedynie wzdiuz brzegu siatki (por. rys. 1.1).

Na podstawie (6), (7), (9), (11) i (12) dostajemy ostatecz-
nie

I R
03) (fh,uh)h > Ky floguylly, + EE; (raivyu iy + Hdlvhuhnh) - Ky

gdzie
3cnq|C
K2 =1 —-——Ql—ll - max h, —2—-,
2 i 1 o2c
Ky = |2 (eolcy] hy oo ) (¥
= |— \C X h, —
3 l2 0lCql + max hy o (h""h)rh+

2 2
cq 1 1
+—+ 2.2 Cos ¥0)rw -~z 2 #nis03¥ni)r, -

=1
1 2
‘Té Z: Vi ¥ Vh)rh
1=1

.

Jezeli K, > 0 dla ustalonego h = (h1,h2) i & £ 0, to na pod-
stawie lematu 3.4 istnieje rozwigzenie zadania (2), (3). Nierdw-
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nosé (5) otrzymuje sig¢ z (13) na podstawie lematu 1, przy czym
Ky = K, - 3/4 oraz K, = Ky + o g 1272 + 3 (v, "’h)rh/"“

Dowdéd istnienia rozwigzania zadania niejednorodnego (2), (3)
mozna przeprowadzid, stosujgc réwniez inng technike postepowa-
nia i otrzymujgc nowa, chociaz réwnowaznag, postad warunku (4).
Ze wzgledu na podstawowg w pracy wage twierdzed o istnieniu,
przedstawimy takZe druga wersjg twierdzenia 1.

TWIERDZENIE 1.A., Dla dowolnej funkcji fh € Lﬁz

(1) zadenie (2), (3) ma co najmniej jedno rozwigzanie
u, € Uh’ gdy

- 3 °o|c1| 1 3
oA K e = e—— = — h 1 —
@) Ky =g-— > My ¢+ zeat

1
+ 1Al (—+ max ll/lh(x)l)) > 03
2 2 xerl

h
(ii) dla kazdego rozwigzania u, jest prawdziwa nierdw-
nosé

= 12 2 1 ~ 2 = 2)< -
(5.4) K4 |l xuhuh + 2_52 (lldivhuhuh *laivyu )< Ky,

gdzie X, = K, (£, ¥, 1AL, cp).

Dow 6 d. Idea dowodu polega na jawnym wyrdznieniu w sche-
macie réznicowym (2) wyrazdw zawierajgcych znane wartosSci brze-
gowe funkcji u, i sprowadzeniu w ten sposdéb praktycznie zadania
niejednorodnego (2), (3) do postaci z jednorodnymi warunkami
brzegowymi i1 zmieniong prawg strong. Ukkad (6), po wymnozeniu
kolejnych réwnai przez odpowiednie wspétczynniki cy i zsumowaniu
mozna zapisaé w postaci
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(14) (Lehyh,uh)h = -("huh’uh)h + (Peh(uh)’uh)h =
1 T~ (
- T (F grady divyuy,up), + CqUy, s Uy )h -
- (wh’uh)h*+ (Pepn(¥y) > uh)h;

1
28(4.4.

rad, div, ¥ = (£
(g ad,, divy h’uh)h* ( h,uh)h ’
gdzie

h cs s s h se s .
() (o), =52 Do a2 Tl gt
"h1 LI

1 ij . i,3-1 2 ij . i-1
g T e 2w
Toa

(16) (PEh(wh) ,uh)h* =

%A <p2 (V3 Cappup) 13 o) M (il 3 [b4]
h1

,_’Z:(‘Pf;j (uh1uh)i+1’j + (‘/’m Wh)ij uf‘l“"j) [h2]+
h2

Z(w%j (i) 97T+ (Upt) M w3 [be]+
n3

+

+

+
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+ 2 ("’h up Uy, )i7Thd + (v, wh)ijuhi'1’j [hz])

"4

1
(17) (grad dlvh‘//h,u = 2(__(2 q/h ;le;j+ +
1 j=-1
+ 2 ¥id i >+
r
h3
hs i i+, ij i-1,3
+_<2 vl wdh +;Wh1uh1’>>+
h4

Z (aid i3 3*" + o] wip™™h) [n] +

h1

: Fy - 1 .

+ 2 0008 uit 9 + o] g *?) [ng] +
e

e 2 ™ 3] wg? ) (] ¢

I wid - ij 1-3
v 2 @i i 00 ) [ng)

W réwnaniu (14) w wyrazach postaci (-,-)h wystepuja juz tylko
nieznane wartoéci funkecji uy, okreslone} w obszarze .Qh i "przyj
mujgcej" wartoéé zero na brzegu obszaru. Przy dalszym prze-
ksztaXcaniu tych wyrazdéw mozna wiec stosowad wzory sumowania
przez czesSci wazne dla funkcji zerowych na brzegu siatki. W wy-'
razach postaci (-,-)h* nalezy rozdzielié znane wartosci ¥, od
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nieznanych wartosci u, w punktach przybrzegowych. Podobnie jak
w twierdzeniu 1 skorzystamy przy tym z nierdwnoéci Cauchy’ego
i Younga oraz pokaZemy dla przykradu tylko szacowanie pojedyn-
czych sktadnikéw prawych stron (15), (16), (17):

_11_124‘,;’.13 i,j+1 ¢
hy
1
13+1 2\1/2
13)2\1/2 < _O>>
éh(hr(V’)) (122 <

2 'm Tha

15<_1§— 2("’13) +h2h1h2 Z( ukiljf)'

[N

(18) %A /-Z (V53 (o) V3T (W) w ™ ] <
h1
2 1/2

<'_‘.‘*_' maxlwll h2<h1h22< n’" - o>> x

1/2

e 23( W)
o (3 zwm i) hQZ( - >2> )<

h1

. e 22 s s n\2
‘l_gl (maxl"’ia' hohqhy 2 ((‘72“111%) + (9u9)7) +
&% "1
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Ci asnD W2
g 2 (W« npnpm, /,Z (25u37)7),

rh1 h1

Z i uls v 2 (093 w77 + 20id wip?*h)<
PG, Z (0id)
<— (¢33)" + hyhyhy (2,uid) +
hg I r
h1 h1
ij\2 ij
+%<h1 ;((31¢’h2) v (3,09 p
h1

+ hyhih, /‘Z (3,0l )2 " (aguig )2)>

h1

Na podstawie oszacowan postaci (18) dostajemy nastepujgce osza-
cowania dla catych wyrezed (15), €@6), (17):

(19) (¢h’uh)h*s

1 2 1 /h Z 2 hp .5: 2
é;m?:x hi "axuhllh+—2—(-— y/h+—2 ‘//h =

1

?mix h; 12 uhll + = ( l//h)/,h*,

2
(20) P,, (¢),u Al hex b, max | o_u,
(Pen ¥ n e <7 i L xer, “ul Poxinly +

4l 2
+ = mg.x hy ] axuh"h +
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'gl< NPT 2. w9 )

xe/‘h1 3 xel‘h24

+

Al 1
(T mix hi(-2—+ max |¢/h|>> | o uh"

2
{Al
* 2 () p %
i=1

2
(21) (gradhdlvhl//h,uh) < Z Yo +

2 x€r

h13
Z (l}h.]) + max hy Iha uhll
' n ((0,9,0)° + (2,9,,)7)
oM Z 17n1/ * V%% +

2 2
+ hy 2 ((az“’h1) azwhz) )>+
xe/‘h24

1 2 3 2
—_ | ——
+ 3 mg.x hy ] 3th |h > mix hy Maxuhllh +

2
]
¥ g(qjhi’whi)f'h* e 2 032930030
= i, J=1

Na podstawie (14), (19), (20), (21) oraz lematdéw 5.3 i 5.2
dostajemy ostatecznie

= 2 -
(fh,uh) >K, |19, h“ 2é(~t<"divhuh"§ + HaToullo) - Ky,
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gdzie

. 1 Al 1 3, ¢plc
K, =1 ——max hy (1 + — (5 + max [¢] )+-—-)- 01
2 2 xe[‘h 22(1 2

2
- 1 Al
K3=§W(%v%9qﬁ'*jr 22 Ynir¥ndr . *
; 2 ] 2
+ — (#1995 —_— 2N SR R
s é hi?*"hi F* 2ep ié‘l (i hj?*"1i"hj h*l

Jezeli R2 > 0 dla ustalonych h, &¢ # 0, to na podstawie lema-
tu 3.4 istnieje rozwigzanie zadania (2), (3). Nieréwnosé (5.A)
otrzymuje sig¢ z (22) oraz lematu 5.2 i nierdéwnosci Younga, przy
czym Ky = Ky = 1/4, Ky = Ky + ¢ Ilfhlli/Z.

W obu przedstawionych wyzej twierdzeniach warunki (4) i
(4.A) sa w praktyce réwnowazne i dla h = (h1,h2)'—> 0 niezalezne
od sktadnikdw zawierajgcych wyrazenie m?x hi' Warunki te mozna
dodatkowo ostabié, wprowadzajac we wlasSciwych oszacowaniach
krok dyskretyzacji hi w odpowiednio wysokiej potedze.

Na zakonczenie chciarbym serdecznie podziekowaé dr.hab.

M. Dryji z Instytutu Informatyki Uniwersytetu Warszawskiego za
szereg uwag i sugestii dotyczacych w szczegbélnosci sposobdw do-
wodzenia twierdzen 1 i 1.A.
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