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Socjolog, stosujécy w swoich pracach metody empiryczne, podob-
nie jak badacze w zakresie innych nauk spotecznych posiugujacy
si¢ tymi metodami, staje wobec problemu interpretowalnosci ze-
branych denych. Semantyczne przestanki dla tej interpretacji
uwarunkowane sg tym, w jaki sposdéb hipotezy wysnute z rozwazaid
teoretycznych przetozone zostang na rézne wskaZniki i reakcje
badanych jednostek. ZXozonos$é sytuacji spotecznych, ktdére przy
résznych spojrzeniach badacza wyjawiajg rdézne swoje strony, w
znacznym stopniu wyklucza mozliwo$é jednoznacznego przyporzgd-
kowania badanym cechom Scisle okreslonych tresdci teoretycznych.
W ostatnich latach socjolodzy i psycholodzy stosujacy meto-
dy matematyczne duzo uwagi poswiecali wykryciu i mierzeniu
ukrytych postaw i zachowari, typowych dla réznych grup spotecz-
nych. Matematyczna analiza danych, pochodzgcych z ankiet i tes-
téw, stwarza metodologicznie nowe problemy, przede wszystkim z
tego powodu, %e pierwotne informacje majg tu raczej jakosciowy,
niz ilosciowy charekter. Ponadto takie zaXozone pojecia jeak
inteligencja lub aktywnosé spoteczna stanowig tak szeroki wach-
larz réznorodnosci, ze mierzenie ich za pomocg konwencjonalnych
Jednowymiarowych skal okazuje sie niewystarczajgce. W tym przy-
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padku zagadnienie polega nie tylko na tym, Zeby na poszczegdl-
nych skalach (w poszczegdlnych "wymiarach" ) wybraé odpowiednie
jednostki, ale takZe na tym, Zeby wyjasnié znaczenie poszcze-
gélnych skal, przy czym dobraé je tak, zeby byly mozliwie od
siebie niegzalezne i Zeby dostatecznie dokZadnie okresdlaty te
cechy, ktdére w ogélnym przypadku nie sg bezpodrednio mierzalne,

W niniejszym artykule przedstawimy najpierw rdzne metody
skalowania wielowymiarowego. Ta technika wielowymiarowe] anali-
zy danych jest szczegdlnie przydatna w rdéznych metodach anali-
2y czynnikowej i podobnie jak analiza czynnikowa moze byé trak-
towana jaeko metoda regresji nieliniowej 2z okreslong funkcja,
ktdrej parametry naleizy oszacowaé., Nie begdziemy tu jednak za-
g¥ebiali sie w matematyczne metody estymacji, ktdrych do tej
pory duzo skonstruowano, ale gtdwng uwage skupimy na ogdélnym
sfofmulowaniu problematyki skalowania wielowymiarowego jako
pewnej techniki analizy danych.

W psychologii szczegdlnie wazng role odgrywa problematyka
skalowania migdzyosobniczych i wewnatrzosobniczych rdznic w
postawach, ocenach i zachowaniach; w ostatnich latach dla oceny
tych rdéznic stosowano z powodzeniem pewne proste rozszerzenie
metod skalowania wielowymiarowego, a mianowicie tak zwane me-
tody skalowania wielowymiarowego rdéznic indywidualnych. W
szczegblnosci podjeto przy tym prdéby interpretowania trdjwy-
miarowych i wielowymiarowych macierzy odlegizosci subiektywnych
Jjako macierzy odpowiednio wazonych odlegosSci euklidesowych.

W pierwszych dwéch rozdziarach enalizujemy za pomocg metody
skalowania wielowymiarowego i metody skalowania wielowymiaro-
wego résznic indywidualnych pewien prektyczny przyktad, a w
trzecim rozdziale - dla pordwnania - przedstawiamy wyniki ang~
lizy tego samego przykiadu za pomocg hierarchiczne] analizy
skupien.

1+ METODY SKALOWANIA WIELOWYMIAROWEGO

Celem skalowania wielowymiarowego jest przyporzgdkowanie danym
n badanym obiektom (wskaZnikom, bodZcom) Ays <eey A, punktéw
X1, csey Xn w r-wymiarowej przestrzeni metrycznej w taki sposéb
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zeby podobiefistwa lub réznice pomigdzy obiektami reprezentowa-
ne byty mozliwie dobrze - przy pewnym ustalonym kryterium tej
dobroci - przez odlegtosci pomiedzy punktami.

Kazdemu z n badanych obiektdw Ai, i=1, <..., n, przyporzgd-
kowane zostaje wigc r liczb > k=1, «.e., T, OPisujgcych po-
Zozenie punktu Xi w r-wymiarowym prostokgtnym uktadzie wspdi-
rzednych. Potozenie zbioru punktdw {X1, coey Xn§ zostaje przy:
tym opisane za pomocg tzw. macierzy wspdéirzednych X = (xik) o
wymiarach n xr; bedziemy tu rdéwniez uzywali nazwy konfigura-
cja punktdw.

Przy ustalonej ("obiektywnej") metryce d mozna macierzy
wspbétrzednych X przyporzgdkowad macierz odlegtosci D = (dij)’
i,j =1, eesy n, takg, ze dij jest odlegtoscig punktdw Xy
Xj' Najbardziej znang jest z pewnoscig metryka euklidesowa

L 1/2
(1.1) 4y =(2 (xq - xjk)2> ,
k=1

ale poza tym do byé moze najbardziej znanych przyktaddéw nalezsg:
(a) rodzina metryk Minkowskiego

r
(1.2) dij =(2 W lxik - xjk|q)
k=1

z parametrami w,. >0, q =1,
(b) rodzina metryk wykZadniczych

r W | X —X |
(1.3) 4y = logg <Z q ¥k jk)

k=1

1/q

z parametrami w,_ > 0, q >1.

Metryka euklidesowa jest szczegdlnym przypadkiem metryki
Minkowskiego dla q = 2 oraz Wy = 1. W przypadku jednowymiaro-
wym (r = 1), gdy zrezygnujemy z wprowadzania wag Wi wszystkie
te metryki przyjmuja postaé dij = lx11 - x31|.
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Punktem wyjsScia dla przyporzgdkowania n badanym obiektom
A; punktéw X; jest w ogélnym przypadku (n xn)-wymiarowa macierz
S tak zwanych "odlegtos$ci subiektywnych" (podobienstw, réznic)
3, . dla par (Ai,A.) obiektéw. Wiersze i kolumny macierzy S od-

ij
powiadajg kolejnym obiektom A1, ey An’ a element s.. wyraza

w pewien sposdéb empirycznie oszacowany stopien zréZnigowania
obiektdw Asy Aj' Odlegrosci subiektywne S5 otrzymuje sie albo
na drodze pordwnania kazdej pary (Ai’ Aj) elementéw przez eks-
pertéw, przez badane osoby lub przez ankietowanych i bezpo-
Srednie przypisanie przez nich kasdej parze odpowiedniej liczby
w wielopunktowej skali porzadkowej, albo podrednio z innych
danych. Szacowanie stopnia podobienstwa przez takie bezposred-
nie poréwnania wystepuje przede wszystkim w psychologii, a
szczegdlnie w psychofizyce; w tym ostatnim przypadku istnieja
mozliwodci badania rdéznic pomiedzy ocenami subiektywnymi a wy-
nikami obiektywnych pomiardéw odpowiednich wielkos$eci fizycznych
(np. zrdéiznicowanie kolordéw, diwigkdw, obrazdéw geometrycznych).
W socjologii do tej pory analizowano najczedcie] macierze S,
otrzymane za posSrednictwem innych danych empirycznych; byky to
zwykle macierze kowariancji, macierze korelacji, macierze
wskaznikdw asocjacji lub innych tego typu wskaZnikdw.

Do skalowania wielowymiarowego nadajg sie jednak rdéwnies
inne rodzaje empirycznie dostgpnych informacji. Mozna na przy-
ktad za miare podobienistwa dwéch obiektdw Ay A (np. dwéch
wiadomos$ci przekazanych alfabetem Morse’ a) przyggc prawdopodo-
bienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, Ze jeden z tych obiek-
téw uznany zostanie za drugi. Podobnie za subiektywng miare
odleg¥osSci pomiedzy dwiema okreSlonymi grupami sporecznymi moz-
na na przyktad przyjacé liczbe kontaktdw zawodowych pomiedzy
cztonkami tych grup lub liczbe par potaczonych weztami sympatii.
Za miarge odlegos$ci dwdéch gatunkdw biologicznych mozna przyjaé
liczbe kontaktdéw seksualnych pomiedzy osobnikami réznych ga-
tunkéw. Stopienl podobienrstwa rdznych pojeé abstrakcyjnych moz-
na np. mierzyé w ten sposdéb, Ze ankietowana osoba mozliwie bez
namystu na podane jeJj pojecie odpowiada pojeciem, ktdre jej
z danym pojegciem najbardziej sie¢ kojarzy; w takiej sytuacji nie
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zawsze kojarzone sz "bliskie" pojecia - np. "ogien" kojarzy
gsie mocno z "wodg", chociaz oba te obiekty sg maio podobne do
giebie.

Macierze S odlegrosci subiektywnych 814 ktére maja byé
analizowane metodsg skalowania wielowymiarowego, powinny - z
dok¥adnoécig do breddéw losowych - mied nastepujace wkasnosci
(co czasami zagwarantowane jest przez samg nature problemu):
(a) odlegtos$é subiektywna danego obiektu A; od siebie samego

powinna byé mozliwie bliska zeru, a préynajmniej mniejsza

od subiektywnej odlegtosci Ai od kazdego innego obiektu,
(b) subiektywna odlegtosé obiektu Ai od obiektu Aj powinna

byé mniej wigcej réwna subiektywnej odlegZosci Aj od A,.

Macierz S powinna wiec, przynajmniej mniej wigcej, byé ma-
cierzg symetryczng o zerowe]j gibéwnej przekatnej. Czesto obie
te wtasnosdcl zagwarantowane sg przez samg metode szacowania
odlegtos$ci subiektywnych, istniejg jednak sytuacje, w ktérych
jest to nawet teoretycznie niemozliwe. Przyktadem takiej sy-
tuacji jest badanie zwigzkdéw sympatii pomiedzy czXonkami da-
nej grupy: zwigzki takie nie sg na ogdét symetryczne, lecz
zalezg od "kierunku". Analiza subiektywnych "odlegXo$ci" tego
typu wymaga innych metod niz omawiana tu metoda skalowania
wielowymiarowego.

Metoda skalowania wielowymiarowego polega na tym, Zeby
przy ustalonej metryce d oraz przy ustalonym wymiarze r wyzna-
czyé tekag konfiguracje punktdw X, przy ktdérej odlegtosci obie-
ktywne (macierz D) i odlegtosci subiektywne (macierz S) bedg
réznity sie od siebie mozliwie mao (w okreélonym sensiel Ze
wzgledu na postaé kryterium zgodnos$ci tych macierzy, rozrdi-
nia sie metryczne i niemetryczne ("porzadkowe") metody skalo-
wania wielowymiarowego.

W metodach metrycznych dazy si¢ do wyboru konfiguracji za-
pewniajgcych bezposrednig zgodnos$é odpowiednich odlegtosci su-
biektywnych i obiektywnych. Poszukuje sie na przykiad macierzy

X = (xik) minimalizujacej sume kwadratdéw réznic

(1.4) 2 (@(x;,xy) - s; )%
i, |
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To kryterium, przy danej macierzy odlegzosci subiektywnych S,
nie wyznacza rozwigzania w sposdéb jednoznaczny; przy danej me-~
tryce d mozna bowiem konfiguracje X poddawaé pewnym przeksztaz-
ceniom, nie zmieniajgc przy tym macierzy D. Jezeli d jest me-
trykag euklidesowag, to takimi przeksztalceniaemi sg wszelkie
przesunigecia i obroty. Wynika stgd, ze jezeli istnieje opty-
malne konfiguracja e minimalizujgca (1.4), to istnieje nieskon-
czenie wiele réznych konfiguracji tak samo optymalnych. Metody
rozwigzywania problemu polegajg tu na wyznaczeniu najpierw
pewnego rozwigzania ﬁ, a nastepnie poddaniu go tekim prze-
ksztaXceniom (niezmienniczym ze wzgledu na wartosdé kryterium
(1.4» s ktoére prowadzg do konfiguracji nadajacej sie do wygod-
nej interpretacji.

W metodach niemetrycznych dazy sie tylko do uzyskania zgod-
nosci pomiedzy "rangami" odpowiednich odlegtodci w tym sensie,
ze nierdéwnosé s. 14 < Syl odlegosci subiektywnych powinna W za-

od-
Ay
legXoéci oblektywnych., Metody tego rodzaju majs te zalete, ze

sadzie pociggngé za sobg odpowiednig nierdéwnosdé d

dla uzyskania konfiguracji punktdéw X potrzebne sg tylko rangi
odleg¥osci subiektywnych., Formalnie méwigc, konfiguracja X po-
winna byé niezmiennicza ze wzgledu na dowolne $cisle rosngce
przeksztatcenia t danych sij i powinna byé rozwigzaniem zada-
nia minimalizacji kryterium postaci

(1.5) Z: (d(Xi,Xj)-t(sij))2
1,3

wzgledem konfiguracji X i Scifle rosngcych funkcji t. W celu
uniknigcia sztucznego obnizZenia wartosci tego kryterium przez
"skurczenie" konfiguracji, potrzebna jest tu odpowiednia nor-
malizacja. Zwykle wiec zamiast (1.5) stosuje sie jedno z kry-
teridw

2 (455 - t(s3) 2 123 (a5 = t(s3)°
> lub '
2 4 12:1 (a5 - 2,07
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gdzie 4 jest érednig arytmetyczng wartosci dij’ i< j. Zada-
nie minimalizacji (1.6) réwniez nie ma jednoznacznego rozwig-
zania. Jezeli istnieje optymalne rozwigzanie X tego problemu,
to optymalne sg réwnies réizne konfiguracje, ktdére mozna otrzy-
maé¢ z konfiguracji ﬁ na drodze przeksztazced nie zmieniajgcych
rang odlegtosci di" Przy ustalonej metryce d, niemetryczne
zagadnienie z kryterium (1.6) jest wiec jeszcze bardziej nie-
okredlone niz odpowiednie zagadnienie metryczne. Do tego pro-
blemu powrdcimy jeszcze pdZniej.

7 matematycznego punktiu widzenia, problematyka skalowania
wielowymiarowego jest problematyks estymacji parametrdéw regre-
8ji nieliniowej. W przypadku metrycznym stosuje sie tu przede
wszystkim metody numeryczne algebry liniowej, a w przypadku
niemetrycznym do tej pory najczescie]j postugiwano sie numery-
cznymi iteracyjnymi metodami optymalizacji nieliniowej w po-
¥gczeniu z metodami tak zwanej regresji izotonicznej (por.
Barlow i in. [1]). Do najbardziej znanych metod metrycznych
skalowania wielowymiarowego nalezy metoda Torgersona [17], a
klasyczne metody niemetryczne pochodzg od Kruskala [8], [9].
Obie metody byty wielokrotnie modyfikowane i ulepszane. Szcze-
gé*owy opis odpowiednich algorytméw mozna znalezZé w monografii
autora [5].

Wspbzczesne metody skalowania ‘wielowymiarowego nie ograni-
czaja si¢ wytgcznie do wyznaczania konfiguracji X przy ustalo-
nym wymiarze r i przy ustalone] metryce d. Oczywiste jest, ze
konfiguracje X obliczone przy wigkszych wartosciach r dajg lep-
szg zgodnosé odlegtosci subiektywnych i obiektywnych niz przy
mniejszych wartosciach tego parametru. Dowodzi sie na przykad
(patrz [10]), ze jezeli r = n-1 i jezeli macierz odlegZosdci
empirycznych S = (Sij) spetnia odpowiednie warunki, to moZna
uzyskaé idealng zgodnoéé: przy ktdérej ‘suma kwadratdw (1.5)
przyjmuje wartosé zero. Konfiguracje X przy.wysokich wymiarach
majg jednak te¢ wade, 2e sg trudne do interpretowania i Ze obok
istotnych informacji zawartych w macierzy S odzwierciedlajg
réwniez zawarte w nich btedy przypadkowe. Z tych powoddw wy-
miar r powinien byé tak maty, jak to jest tylko mozliwe (éli—
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minacja bteddw przypadkowych!), ale z drugiej strony powinien
byé tek duzy, jak to jest potrzebne (uwzglednienie informacji
istotnych!). Zagadnienia okreslenia wymiaru r "tkwigcego" w
denej macierzy danych S jest wiec racze] zagadnieniem statys-
tycznym niZ numerycznym. Jest to zagadnienie nie w peini roz-
wigzane; przypomina ono zagadnienie oszacowania liczby istot-
nych czynnikdéw w analizie czynnikowej oraz zagadnienie oszaco-
wenia liczby istotnych zmiennych w analizie regresji.

- Poza wyznaczeniem optymalnej konfiguracji X i optymalnego
wymiaru r, od metody skalowania wielowymiarowego moZna wymagad,
aby w optymalny sposéb (w sensie mozliwie dobrej zgodno$ci ma-
cierzy danych S i macierzy odlegkoéci D) wyznaczala parametry
opisujgce dang rodzine metryk (np. parametry g 1 w,., k = 15,40,
r, w (1.2) 1 (1.3)). WybSr optymalnej metryki d jest istotny
na przyktad wtedy, gdybysmy chcieli uzyskad wskazéwki co do
"osobistej" metryki badanej osoby. Psycholodzy odkryli na przy-
' kad, %e zmeczenie badanej osoby i jej mniejsza zdolnosé do
koncentracji zwigzane sg ze wzrostem parametru q metryki Min-
kowskiego (1.2); wtedy odlegrosé d;y pomigdzy dwoma obiektemi
Ai oraz A, zalezy przede wszystkim od réznicy pomiedzy najbar-
dziej rdznigcymi sie miedzy sobg wspdirzednymi punktdw Xi’ Xj‘
W przypadku tzw. metryki "taksdwkowej" (metryka Minkowskiego
dla q = 1, k = 1, czyli tzw. "city-block distance")

iy
A

r N
dyy = 21 [ ik = %5k |
k=

wszystkie réznice lxik - xjk" k=1,s0e,r, uwzglednione sg w
Jjednakowym stopniu, a w przypadku metryki Minkowskiego z q = oo,
W, = 1, mamy

d,. = max X - X
13 1€ k<r I Lk jkl

i odlegzosé dij jest determinowana tylko przez najwieksza réz-
nice pomigdzy odpowiednimi wspdtrzednymi.
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Waznym zagadnieniem dla interpretacji wynikéw snalizy prze-
prowadzone] metodg skalowania wilelowymiarowego Jest zagadnienie
niezmienniczos$ci konfiguracji X. W ogdlnym przypadku punkty Xi
konfiguracji mozna poddawadé réznym przeksztaXceniom bez zmiany
jekosci rozwigzania, tzn. bez zmiany tego, w jakim stopniu od-
leg¥osci subiektywne 1 obiektywne zostatry do siebie dopasowene.
W przypadku gdy 4 jest metryksg euklidesowsg, wartosci dij nie
ulegajg zmianie
(2) przy dowolnych przesunigciach i
(b) przy dowolnych obrotach i odbiciach ukZadu wspdéirzednych,

W przypadku metody niemetrycznej, w ktdrej odgrywajg role tylko
rangi odlegtos$ci, konfiguracja X moze byé poddawana ponadto
wszelkim przeksztakceniom, zachowujgcym porzadek. Na przykiad
pomnoZenie jednej wspdirzedne] X4y Przez pewng staxg K powodu-
je |K|=-krotna zmiane odlegtosci Minkowskiego, a wigc konfigu-
racje otrzymane metodami niemetrycznymi mozna dowolnie "Scig-
gadé" lub "rozciggad". W celu zrekompensowania opisaenych wyze]
niezmienniczod$ci rozwigzanie, wprowadza sie w ogdélnym przypad-
ku dodatkowe warunki normalizacji. W przypadku metod nieme-
trycznych z metryka euklidesowsg, moZna zgdaé, aby
(a) punkt ciezkosci konfiguracji znajdowaxr sie w poczatku
uktadu wspdirzednych (translacja),
(v) tzw. gréwne osie konfiguracji pokrywaty sie z osiami ukZa-
du wspétrzednych (obroty),
(c) wariacje poszczegdlnych wspérrzednych byty réwne jednosci

(jednokzadnodd).

W przypadku ogdlnej metryki Minkowskiego, niezmienniczos$é
wzgledem dowolnych obrotdw musi byé zastgpiona niezmienniczos-
cig wzgledem dowolnych permutacji osi wspdirzednych, a warunek
(b) zostaje zastapiony warunkiem uporzgdkowania kolejnosci
wspétrzednych wedrug malejgcej wariancji. W przypadku metody
metrycznej, postulat (c) musi byé oczywiscie odrzucony. Z punk-
tu widzenia praktycznych zastosowan czesto nie wygodnie jest in-
terpretowad konfiguracje otrzymane przy warunkach normalizacji
narzuconych wyxgcznie ze wzgledu na prostote matematyczng. Ko-
rzystajgc z pewnych dodatkowych, odpowiednio zebranych informa-
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cji (np. warto$ci pewnych cech), mozna konstruowaé konfiguracje
dogodniejsze do semantycznych interpretacji. Jest to takie sa-~
mo zagadnienie, 2z jakim spotykemy sie w analizie czynnikowej,
gdzie ostatnio coraz czesdciej odchodzi sie od rotacji uzasad-
nionych tylko czysto matematyczng prostota odpowiednich struk-
tur. .

Przedstawiony nizej przykzad zastosowania metody skalowsnia
wielowymiarowego uwzglednia nie tyle sprawg pomiaru odpowied-
nich cech, ile i to przede wszystkim, te wiasnosci metody, ktd-
re sg zwigzane z pewng syntezg danych. Oto ten przykzad.

W NRD przeprowadzono szeroko zakrojone badania (okoxo 10000
ankietowanych oséb), majgce na celu, wykrycie struktur socjal-
nych w populacji zatrudnionych w przemysle parstwowym. Kazda z
ankietowanych osdb miata zaznaczyé na zatgczonej lisdcie te za-
Jecia i1 hobby, ktdre uprawia w wolnym czasie:

1. wykonuje prace typu rzemieélniczego w domu 1 w ogrddku,
2. plelegnuje swdj pojazd,

3. uprawiam sport,

4. uczeszczam na imprezy sportowe,

5. uczeszczam na wyktady i kursy doksztaZcajgce,

6. kolekcjonuje znaczki pocztowe, monety, ... ,

7. uczeszczam na imprezy rozrywkowe, wieczorki taneczne,
8. chodze do kina,

9. chodzg do teatru, na koncerty, wystawy,

10, sam uprawiam sztuke,

11. majsterkuje,

12, wykonuje robdtki reczne,

13, spotykam sie z przyjacidimi,

14, chodzg na piwo,

15. czytem ksigzki, stucham radia lub muzyki z piyt,
16. ogladam telewizje;

17. gram w karty, szachy, itp.,

18. chodz¢ na spacery, wedrdwki, wycieczki,

19. spedzam wolny czas z dziedmi,

20. witadciwie to nie wiem, co robié z wolnym czasem,
21, mam inne zajecia i zainteresowania. -
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Za podstawe wskaZnika s&j podobieristwa pomiedzy dwoma spo-
gobami spegdzania wolnego czasu przyjeto liczbe ankietowanych
tij’ ktdérzy zaznaczylli zardéwno czynnoéé Ay, Jak 1 czynnosdé Aj‘
Spodréd wielu stosowanych wskaZnikdéw podobiedstwa wybrano, ze
wzgledu na jego szczegdlne wrasnosci metryczne, wskaZnik Tani-
moto

%, = by
t + t.j

9
i. - by
gdzie ti oraz t j sg liczbami ankietowanych, ktdérzy zaznaczyli
czynnosci Aivoraz Aj' Wskazniki podobienstwa s&j sg oczywiscie
symetryczne i przyjmujg wartosci w przedziale [0,1], przy czym
’ t
sij = 0, gdy tij = 0, oraz sij =1, gdy tij = ti. =%t .. W

szczegélnosci mamy "podobieristwo do samego siebie": sai =1,

Ze pomocg przeksztaXcenia
(1.7) s35 =1 = 845 1,5 = 1y0ee,n,

otrzymuje sie¢ wskazZniki zrdznicowania S4e Sg one symetryczne,
przyjmujg wartosci z przedzlatu [0,1] i spe¥niajg warunek tréj-
kata (por. [15]).

Symetryczng macierz S = (Sij) odlegtosci subiektywnych moz-
na przeanalizowadé metoda skalowania wielowymiarowego i kazdej
czynnosci Ai przyporzgdkowad w r-wymiarowej przestrzeni me-
trycznej punkt X, tak, zeby odlegkosci dij = d(Xi,Xj), w odpo-
wiednim metrycznym lub niemetrycznym sensie, korespondowaly z
wartosciami 85

Poniewsaz “czynnosc" 20 jest teoretycznie zastepnikiem dla
Jednej z dziewietnastu pierwszych czynnosci i poniewaz czyn-
nosé 21, ze wzgledu na duze zrdéznicowanie zajeé, jakie pod nig
mozna rozumieé, nie moze byé sensownie kojarzona z zadng z
dziewigtnastu pierwszych czynnoéci, oble te czynnosci wyelimino-
wano z dalszej analizy; mamy tu wigc n = 19, Subiektywne odleg-
tosedl si 10 czynnos$ci 10 od kazde] z pozostalych osiemnastu
cZynnosci sg wigksze niz wszelkie wzajemne odlegtoseci subiek-
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Rys. 1. Wyniki niemetrycznego skalowania wielowymilarowego

tywne pozostaktych czynnosci miedzy sobag: ankietowani, ktdrzy
zaznaczali czynnos$é 10 bardzo rzadko wyrdézniali jeszcze ktérags
z pozostatrych czynnosci. W takiej sytuacji metody numeryczne
minimalizacji kazdego z kryteriéw (1.6) prowadza do rozwigza-
nia "zdegenerowanego", w ktérym wszystkie czynnosci, poza
czynnoécia 10, sg reprezentowane za pomocg jednego punktu. 2
tego powodu z analizy niemetrycznej wyeliminoweno czynnoséé 10.
Na rysunku 1 przedstawiono wyniki analizy niemetrycznej dla przy-
padku r = 3, w trzech rzutach na piaszczyzny wyznaczone przez
odpowiednie osie wspdirzednych.

Konfiguracja otrzymana w wyniku tej analizy i przedstawio-
ne na rysunku 1 ma t¢ wtasnoéé, Ze rangi odlegosci dij pomiedzy
osiemnastu rozwazanymi kategoriami réznisg sie od rang zaobser-
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wowanych odlegtosci subiektywnych Sy mozliwie ma*o w sensie
unormowanego kryterium (1.5). Konfiguracje ma punkt ciezkoSci
w poczgtku uktadu wspdéirzednych, gidwne jej osie sg skierowa-
ne zgodnie z osiami ukZadu wspdirzednych, a poszczegdélne wspdi-
rzedne sg unormowane tak, %ze 1ch warisncja jest rdwna jednos-
ci. Interpretacja otrzymanych wynikéw wymaga rozwazania wszyst-
kich trzech czesci rysunku tgcznie; bardziej przejrzysty bykby
oczywiscie niemozliwy tu do pokazania wykres przestrzenny.
PrzeprowadZmy najpierw interpretacj¢ klasyfikacyjna otrazy-
manej konfiguracji. JeZeli w danej konfiguracji mozna wyrdsnié
grupy (skupienia, "clusters") punktdw bliskich, to mozna wnios-
kowaé, Ze odpowiednie sposoby spedzania wolnego czasu czesto
wspéipracujg ze sobg. Punkty izolowane reprezentuja takie czyn-
nosci, ktdére rzadko *aczg si¢ z innymi czynnodciami. Przyglada-~
Jac sie wszystkim trzem czedciom rysunku 1, mozna na poczatek
wyrdsznié trzy skupienia punktdw:
skupienie 1 : 15. czytam ksigzki, stucham redia lub muzyki z
piyt,
16. oglgdam telewizje,
1. wykonuje prace typu rzemiesdlniczego w domu 1
w ogrddku,
18. chodzg¢ na spacery, wedrdéwki, wycieczki,
19. spedzam wolny czas z dziedémij
skupienie 2 : 7. uczeszczam na imprezy rozrywkowe, wieczorki
taneczne,
8. chodz¢ do kina,
13. spotykam sie¢ z przyjacidimi;
skupienie 3

4. uczeszczam na imprezy sportowe,

14. chodzg na piwo,

17. gram w karty, szachy, itp.

Jako izolowane punkty wyrdzniajg sie:

3+ uprawism sport.
Ta czynnosé jest najblizsza. czynnosciom ze skupienia 3 i
ewentualnie spokrewniona z czynnosciami ze skupienia 2;

5. uczeszczam na wykrady i kursy doksztalcajgce;
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6. kolekcjonuje znaczki pocztowe, monety,ece. .
Oba izolowane punkty 5 i 6 sg najbardziej bliskie wzajemnie
sobie i wykazuja pewlen zwigzek z zajeciem 9;

11, majsterkuje.
Ta czynnosé jest najblizsza czynnosdci 2;

12, wykonuje robstki regczne.
To zajecie jest dos$é bliskie zajeciom grupy 1 i byé moze
réwnies grupy 2.

Pozostaja dwie czynnosci:

2., pielegnuje swéj pojazd,

9. chodze do teatru, na koncerty, wystawy,

ktérych sytuacje daje sie wyjasnidé tak wyrdznionymi skupienia-

mi jak i wyrdznionymi punktemi izolowanymi.

Podobne wyniki mozna otrzymaé za pomocg analizy skupien
(por. rozdz, 3), ale dla zorientowanego Czytelnika jest bez-
posrednio oczywiste, ze metryczna ilustracja dostarcza daleko
wiecej informacji o analizowanych obiektach niz zwykxe metody
analizy skupien,

Przeprowadzona wyzej interpretacja wydaje sie na pierwszy
rzut oka banalna, ale doswiadczenie pokazuje, ze twierdzenia,
ktdre a posteriori wydaja sie catkiem "oczywiste", rzadko kie-
dy moga byé w tej formie podane przez ekspertdéw a priori. Po-
nadto rozwazasny tu przyktad zostal swiadomie tak wybrany, ze-
by wyniki analizy w znacznym stopniu pokrywaly si¢ z naszymi
wyobrazeniami.

Dalsza interpretacja wynikdw skalowania wielowymiarowego,

8 mianowicie tzw. analiza cech (w socjologii uzywa sie¢ terminu
"analiza wymiaréw") w takiej postaci, w Jakiej jag tu przedsta-
wismy, jest przez rdznych badaczy akceptowana tylko z pewnymi
zastrzeseniami. W analizie cech podejmuje sig prdébe przypisa-
nia kazdej z trzech zmiennych stuzgcych za podstawe ukkadu
wspdkrzednych znaczenia pewnej syntetycznej, ukrytej cechy
(sklonnoéci, czynnika) rozwazanych obiektdw. W naszym przykie-
dzie pierwsza zmienna rozdziela przede wszystkim czynnodci Zen-
skie i towarzyskie o pewnym stopniu zazyXosSci od czynnosci mes-
kich i indywidualnych; druga zhmienna rozdziela przede wszystkim



36 W. HARTMANN

czynnosci o charakterze familiarnym 1 domowym, introwertycznym,
od czynnosSci ekstrawertycznych, przek}adajgcych towarzystwo in-
nych osdéb poza swoim wkasnym domem; w korcu trzecia zmienna
rozdziela w naturalny sposéb czynnosdcl typu robdtek regcznych

i w pewnym sensie bezpretensjonalny od czynnosci duchowo-kul-
turalnych. To przypisanie poszczegélnym wspbirzednym znacze-
nia pewnych cech, ktdére nie sg empirycznie bezposrednio obser-
wowalne (cech ukrytych!) jest oczywidcie nieco kontrowersyjne.
Jest interesujace, ze filatelistyka (6) jest zajeciem "jak naj-
bardziej meskim", podczas gdy gra w karty (17), chociaz nalezy
do skupienia 3, jest co najmniej tek samo damskim, jak i mes-
kim sposobem spedzania wolnego czasu.

2., WIELOWYMIAROWE SKALOWANIE ROZNIC INDYWIDUALNYCH

W praktyce czgsto znajdujemy sie w sytuacji, w ktérej chcieli-
byémy przeprowadzié skalowanie na podstawie wiecej niz jednej
macierzy S odlego$ci subiektywnych jednych i tych samych
obiektdéw. Moze sie na przyklad zdarzyé, Ze dla tych samych obiel
t 6w Ayy evey A otrzymemy od m réinych osdéb, grup spoiecz-
nych lub od danej osoby w réznych okresach czasu macierze
s@) (513.1)' 1 =1,e0.,m, ktére beda réznity sie miedzy so-
bg. W tekiej sytuacji metody zwyktego skalowanis wielowymiaro-
wego mogtyby byé usyte na przyktad
a) dla opracowania, niezaleznie od giebie, wszystkich m ma-
cierzy S(l) i zbudowania m konfiguracji X(l, albo
b) dla opracowania $redniej S° macierzy zbudowanej z m macie-
rzy indywidualnych S(l)
niej" konfiguracji X.

i otrzymania w ten sposdéb "Sred-

Moglibys$my ewentualnie
¢) zbidr macierzy S(l), 1 =154es,m, rozbié¢ wediug pewnego
kryterium na jednorodne podzbiory i na podstawie reprezen-
tantdéw poszczegdlnych podzbiordéw skonstruowaé odpowiednie
konfiguracje.
Oczywiste , jest, Ze jezeli liczba indywidudw m jest duza i
jezeli postepujac jek w a) otrzymemy m konfiguracji, to pordw-
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nywanie parami tych konfiguracji (ewentualnie odpowiednich wy-
kreséw) bedzie za mato przejrzyste, aby mozna byto wykryd po-
dobiefistwa i rdésnice pomiedzy indywiduami. Dodatkowg trudnosé
przy -tekich pordéwnaniach sprawia to, Ze poszczegdlne konfigu-
racje sg niezmiennicze wzgledem przeksztaicerd, o ktérych juz
méwilidmy (w takie] sytuacji odpowiednis analize moze utatwid
"wogélniona metoda prokrustowa" (por. (31, [(13)), ktdéra pole-
ga na tym, aby poszczegdlne konfiguracje tak przeksztakcié
przez przesuniecia, obroty i1 jednokzadnos$é, aby minimalnie
réznitry sie miedzy sobg). Postepowanie b) ma t¢ wade, Ze za~
ciera indywidualne zrdznicowanie macierzy S s 1 =1,00e, m,
i pozwala na wydobycle tylko pewnych wspdélnych wkasnosci.

Poniewaz istniejg liczne sytuacje, w ktdérych réwniez pos-
tepowanie ¢) nie jest zadowalajgce, opracowano specjalne meto-
dy Jjednoczesnego skalowania m macierzy S. Metody te nosza naz-
we metod skalowania wielowymiarowego réznic indywidualnych,
Ogdlnie rzecz biorac, metody te polegaja na wprowadzeniu pew-
nych dodatkowych parametréw w taki sposéb, Ze zrdznicowanie
indywidualne macierzy S opisane zostaje przez rdéine wartod-
ci tych parametréw. Istnieje tu szereg metod rézniscych sie
romigdzy sobg sposobem wprowadzenia tego dodatkowego paramet-
ru., NajczedSciej stosowana bywa metoda Horana [7], w zwiazku 2z
czym przedstawimy Jg tu dokzadniej.

W metodzie Horana zsaskrada sie, ze konfiguracje X(l),
1=1,.00,m, ré2nig sie, 2z dokadnoscig do pewnego bzedu loso-
wego, od pewne] wspdlnej konfiguracji Y tylko pewnymi mnozni-
kami Wit
(2.1) Xip.l = WiV 1=1"T,000yn, k =1,.00,7y,1=1,...,m,
gdzie 1 jest numerem obiektu, k jest numerem wspdé¥rzednej oraz
1 jest numerem konfiguracji: X(13 = (xik 1). Odlegto$é euklide-
sowa pomiedzy obiektami Ai oraz Aj przyjﬁuje teraz postad
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T o\1/2
(2.2) dij.1 =( 2 (qpp - X1 =
k=1

r 1/2
= <2 w%k(yik - yjk)2>

k=1

1 zalezy tylko od wspdirzgdnych Tix punktéw wspdlnej konfigu-
racji Y i indywidualnych wag Weice Znejac macierze Y = (yij)
oraz W = (wlk), mozna, za Pomocg wzoru (2.1), wyznaczy¢ macie-
rze (konfiguracje) X 1 y ktére w tym kontekscie przyjeto nazy-
waé macierzami indywidualnymi. Prosta ilustracje dlam = 2
oraz. n = 4 przedstawla rysunek 2., Jest oczywiste, Ze w przy-
padku duzej liczby m badanych maclerzy, Yatwiej jest wniosko-
waé z dwéch, niz z m konfiguracji (lub odpowiednich rysunkdw).
A2

*Y, 1+ oy, A2

1,0+ oW,

0,51 oW,

oY 1L .Y,

_
|

}
A
ey
|
-
.

- * X3z - Xy2®

Xpe 1= * Xy -1-

Rys. 2. Zwigzki pomiedzy przestrzeniami Y i W oraz X(j) i X(Q)

(pilerwsze indywiduum rozrdznia obiekty kierujac sie bardziej

niz drugie wartoscig drugiej cechy, natomiast drugie indywiduum

w wiekszym stopniu niz pierwsze)uwzglgdnia wartosé pierwsze}
cechy :
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Przy danych macierzach odlegtosci subiektywnych S(l), 1=
= 1,400y, i przy danym wymiarze r, zadanie wyznaczenia "opty-
malnych" macierzy Y oraz W jest analogiczne do rozwazanego juz
zadanisa w przypadku zwykZzej metody skalowania wielowymiarowego.
Podobnie wyglada sprawa optymalnego wyboru wymiaru r. Pewien
dodatkowy problem stanowil sprawa weryfikacji tego, czy indywi-
dualne zrdznicowanie maclerzy S dostatecznie dobrze opisuje
gie za pomocg wspdlnej konfiguracji Y i macierzy wag W. Natu-
relne pytanie polega tu na tym, czy wydobyto wszystkie istotne
informacje o zréznicowaniu indywidualnym. Jest to znowu pyta-
nie raczej statystycznej niz numerycznej natury. Przy okazji
swojego algorytmu COSPA Schonemann [14] podat pewien test,
ktéry a posteriori pozwala rdzstrzygaé, czy macierze S(l),

1 =1,eee,m, daja si¢ opisaé za pomoca modelu Horana.

Duza popularnos$é modelu Horana wynika prawdopodobnie stad,
%e wyniki analizy zaprezentowane w postaci macierzy Y i W sg
bardzo przejrzyste dla interpretacji. Zakrada sig, Ze subiek-
tywne odlegtosci w macierzach S 1 odzwierciedlajg rdsnice po-
miedzy dsnymi m obiektami w taki sposdéb, w jaki moga byé one
oszacowane przez pordéwnania parami, dokonywane przez m o0sdb,

i %e osie ukkadu wspélrzgdhych, w ktérym skonstruowano wspdlng
konstelacje Y, reprezentujg okreslone cechy obiektdéw. Wtedy
dodatnie wagil Woies X = 1,40.,r, mogtyby byé interpretowane ja-
ko "gtopieh znaczenia" k-tej cechy dla 1l-te] osoby przy ocenie
réznicy pomiedzy obiektami: czym wigksze W1 tym wiekszg role
odgrywa w opinii 1l-tej osoby k-~ta cecha przy pordwnywaniu ba-
danych obiektdw.

Interpretacja rozwigzania (Y,w) modelu Horana wymaga, po=-
dobnie jak w metodzie skalowania wielowymiarowego, uwzglednie-
nia jego niezmienniczosci. Translacja konfiguracji Y nie zmie-
nia odlegkodci dy5.1 (por. wzdér (2.2)), wiec na ogdt zada sie
takiej normalizacji, aby punkt cilezkosci tej konfiguracji le-
28 w poczgtku uktadu wspdirzednych. W odrdznieniu od zwykte]
metody skalowania wielowymiarowego, dowolne ortogonalne rota-
cje konfiguracji Y prowadzg do zmian odlegosdci dij.l' Zamiast
warunku, aby gtdwne osie konfiguracji pokrywazry sie z osiami
uk¥adu wspdtrzednych mozna tu postulowaé uporzgdkowanie kolej=-
nosci osi uktadu wapbtrzednych wediug malejgcej wariancji.
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Rys. 3. Macierz konfiguracji ¥

W nastepujgcym przyktadzie prezentujemy tzw. trdjdzielcze
rozwiniecie przyktadu, ktdéry dyskutowalismy juz poprzednio
przy okazji metody skalowania wielowymiarowego. Przeanalizuje-
my metods Horana macierze s D (sij 1), 23 =1, eeey, 18,
dla m = 13 grup zawodowych (1= 1,.0.,13), przy czym, jak po-
przednio, bedg to macierze odlegtosci subiektywnych Tanimoto.
Rozwazano nastgpujgce grupy zawodowe:

1. robotnicy produkcji podstawowej,

2. robotnicy techniczni w procesach pomocniczych,

3. robotnicy inni w procesach pomocniczych,

4, robotnicy w stuzbie socjalnej i w zaopatrzeniu,

5« brygadziseci,

6. mistrzowie i nadmistrzowie,

7. techniczni pracownicy umysXowi bez funkcai kierowniczych,

8. urzednicy bez funkcji kierowniczych,

9. inzynieryjno~-techniczni pracownicy umyszowi bez funkcji
kierowniczych,
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Rys. 4. Macierz wag W
10. ekonomidci bez funkcji kierowniczych,
11, kierownicy pierwszego szczebla,
12. kierownicy drugiego szczebla,
13, kierownicy trzeciego szczebla.

Na rysunkach 3 1 4 przedstawiamy (dla r

Liste rozwazanych sposobdw spedzania wolnego czasu podalis-
my Jjuz poprzednio (znowu nie uwzgledniamy zajed 10, 20 i 21).

3) wynikows konfigu-

racje Y oraz wagli W. Analiza macierzy wag W przedstawionej na
rysunku 4 sugeruje, ze trzynascie grup zawodowych rézni sie
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miedzy sobg prawie wytgcznie przy ocenie pierwszej 1 drugiej
zmiennej uktadu wspdtrzednych, w ktérym otrzymano mecierz Y.
WyraZnie widaé, Ze cztery grupy zawodowe: 4, 7, 8 i 10 wyrdz-
niaja sie sposrdd innych grup, z ktdrych najblizsza jest im
grupa 13, a najdalsze sg grupy 2, 5 i 6. Konfiguracje X 1 dla
grup 1 = 4, 7, 8 1 10 begdg rdéznity sie od wspdlne] konfigura-
cji Y tym, 2e bedg w stosunku do niej bardzie] rozciggniete
wzdtuz pilerwszej i bardziej skupione wzdizuz drugiej osi gkladu
beda
bardzie] rozciggniete wzdiuz drugiej osi i bardziej skupione

wspbtrzednych., Podobnie konfiguracje X(z), X(S) oraz X 6
wzdtuZ pierwszej.
3. HIERARCHICZNA ANALIZA SKUPIEN

Jak juz wspominalismy .w pierwszym rozdziale, cze$é wynikdw,
ktdére otrzymalismy metoda skalowania wielowymisrowego, mozna
otrzymaé lub potwierdzié metodami analizy skupien. Objasnimy
krétko jedng z metod hierarchiczne] analizy skupieri, a nastep-
nie pokazemy, Ze klasyfikacja otrzymana w pierwszym rozdziale
Jjako wniosek z analizy konfiguracji skonstruowanej niemetrycz-
ng metodg skalowania wielowymiarowego w zasadzie pokrywa sie¢ 2z
klasyfikacjg otrzymang za pomocg hierarchicznej analizy sku-
pieri (dla tych samych danych S).

Celem analizy skupienl jest podzielenie skoniczonej liczby n
badanych obiektéw Ay,..0,A na pewng liczbg m klas (skupier)
01, oy Cm w taki sposdb, zZeby kazde dwa obiekty z jednej kla-
Sy byzy bardzo do siebie podobne, a kazde dwa obiekty z rdznych
klas rdéznity si¢ znacznie migdzy sobg. Znane jest duzo rdéznych
metod analizy skupien rdéznigcych sig¢ migdzy sobg przede wszyst-
kim sposobem mierzenia jednorodnoéci wewngtrzklasowe] i zrézni-
cowania miedzy klasami na podstawie danych o obiektach. Wiele z
tych metod za punkt wyjécia przyjmuje symetryczng maclerz S =
= (sij) stopnia n x n, w ktdrej s;4 Jest wielkoScig wyrazajaca
Stopierd zrdsnicowania lub odlegios$é pomiedzy obiektami Ay i Aj,
a wiec takie same dane, jakie rozwazalisSmy w pierwszym rozdzia-
le przy okazji zwyklej metody skalowania wielowymiarowego. Cho-
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ciaz metoda skalowania wielowymiarowego i metoda analizy skupien
operujg ta samg macierza S, ich cele i metody rachowania sg bar-
dzo odmienne,

Aglomerujgce hierarchiczna analiza skupiend prowadzi do wyz-
naczenia n réznych podziaxdéw zbioru n obiektéw na skupienia w
taki sposdéb, Ze kazdy z n obiektdw zostaje zaliczony do dokkad-
nie jednego z m skupierdl danego podzia*u, Te podzialy opisuje
sie za pomocy pewnej hierarchii: na dole i na gdérze hierarchii
znajduja sie pewne szczegblne podziaty, a przy kazdym przejsciu
z jednego poziomu hierarchii na poziom wyzszy dwa skupienis zos-
tajg pozgczone w jedno. Na najnizszym poziomie hierarchii znaj-
duje si¢ podziat na n skupied (z ktérych kazde sktada sie do-
kadnie z jednego obiektu), a na najwyzszym - tylko jedno sku-
pienie zawlerajgce wszystkie n oblektdw. Przypuéémy, Ze na pew-
nym poziomie hierarchii zbidr n obiektdéw jest podzielony na m
skupledi Cq, +oey C 1 Ze dana jest macierz § = (qu), P,q =

= 1y esey, m, odlegosdci 854 pomiedzy skupieniami Cp i Cq. Na
najnizszym poziomie hierarchii macierz ta pokrywa sie z macie-
rzg danych S = (Sij)' Dla wyznaczenie nowych skupied i oblicze-
nia odlegtosci sp na kolejnych poziomach hierarchii proponowa-
no liczne sposoby; przedstawimy jeden z czeScie]j uzywanych.
Przy przejéciu na wyzszy poziom hierarchii Xgczy sie ze sobg
tekie skupienia Cu i Cv, dla ktdérych Suv jest najmniejsze, po-
zostawiajgc wszystkie pozostake skupienia bez zmiany. Niech
Cw = Gu U Cv bedzie nowopowstatym skupieniem, Dla obliczenise
odlegtos$ci s, P # u, p # v, nowego skupienia od pozostatych
Spéth [15] podaje az siedem réznych wzordéw, na przykiad

(3.1) Syp = min isup, svp},
(3.2) Syp = MeX {sup, Syp}s
(3.3) s, = (s + ngsV/ny,
(3.4) sy = (5, + 8,)/2,

gdzie n, Jest liczbg punktdédw w skupieniu Cp.
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1. (dom i ogrodek)
15, {ksiqzki, ptyty, radio)

16. (telewizja)

18. {spacecery i wedrdwki} —TT

19, (dzieci)

2. {samochdd)

9. (teatr, koncert) -

4, (imprezy sportowe) —_— T‘}

14, {piwo) -

17. {karty)

7. {imprezy rozrywkowe, —————1
wieczorki taneczne)

8. (kino)

13. (spotkania z przyjaciétmi}——————r—o-!

12. (robotki recznel

3. (aktywny sport)

5. (odczyty)

11. (majsterkowanie)

6. {filatelistyka)

Rys. 5. Dendryt hierarchicznej analizy skupien



46 W. HARTMANN

Dla przykzadu przedstawimy wyniki analizy danych zawartych
w macierzy S z rozdziaiu 1 za pomocg hierarchicznej analizy
skupied z algorytmem (3.3). Po odmiu kolejnych krokach aglome-
racji otrzymano wyniki przedstawione w postaci dendrytu na ry-
sunku 5, Wyrdznity sie tu skupienia:

1, 15, 16, 18, 19
2

9

4, 14, 17

7y 8, 13

12

3

5
11

6

co dokkadnie pokrywa sie z wynikami analizy metodg skalowania
wielowymiarowego opierajgcej sie na konfiguracji przedstawio-
nej na rysunku 1. Poniewaz metody skalowania wielowymiarowego
i analizy skupier sg w znacznym stopniu niezalezne od siebie,
taka zgodnosé rezultatéw sugeruje, ze obie metody w podobny
sposdéb opisujg informacje zawarte w rozwazanej macierzy da-

nych S.
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