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Recenzowana ksiazka zostala wydana w 1978 r, przez North-Holland
Publishing Company. Jej autor Philippe G. Ciarlet jest znanym ma~
tematykiem francuskim, Ma on istotny wklad w rozwéj metody elemen-
tu skoriczonego (MES)}. Pracuje na Uniwersytecie im, Pierre’a i Marie
Curie w Paryzu w Laboratorium Analizy Numerycznej. Wydanie tej ksia
zki zostalo poprzedzone pojawieniem sig dwéch skryptdéw opartych na
wyktadach, ktére Ph, G. Ciarlet wyglosil w Bangalore (Indie) i Mont
realu (Kanada). Skrypty te nosza tytuly Wykiady z metody elementu
skoniczonego i Analiza numeryczna metod elementu skoficzonego,

Kilka zdan o historii MES, Pierwszy wariant tej metody pojawit
sig juz w 1943 r., w pracy napisanej przez znanego matematyka R,
Couranta. Praca ta pozostawala jednak przez diuzszy czas w zapom-
nieniu. W poiowie lat piecdziesigtych inzynierowie mechanicy za~-
proponowali t¢ metode jako nowa do rozwigzywania swoich problemdw.
Okazata sig¢ ona bardzo uzyteczna w praktyce i zostata nazwana me-
todg elementu skonczonego. Od tego czasu datuje sie jej szeroki
rozwéj. Jest ona wykorzystywana do rozwigzywania wielu zagadnien
techniki, fizyki, mechaniki itd, Matematycy zainteresowali sig ta
metodg dopiero na poczgtku lat szeécdziesigtych. W tym czasie MES
nie byla jeszcze zbadana z punktu widzenia zbieznodci, oszacowania
btgdu itd, Tej analizy doczekala sig pod koniec lat szeédédziesie-
tych i na poczgtku siedemdziesigtych. Ustalono jej podstawowe wia-
snodci miedzy innymi quasi-optymalnosé w sensie oszacowarn bledu
zbieznosci. Dodajmy, ze waznym momentem w rozwoju MES w aspekcie
matematycznym byto ustalenie, 2e MES tzw, zgodne (conforming meth-
od) sa szczegélnymi przypadkami znanych metod Ritza i Galerkina,
Do rozwoju MES w duzym stopniu przyczynila sie ksigzka O. C, Zien-
kiewicza The finite elements method in engineering science wydana
w 1971 r,* W ksigzce tej MES Jest przedstawiona w ujeciu inzynier~
skim, doktadniej mechaniki budowlanej.

*0, C. zienkiewicz, Metoda elementéw skoﬁczohych, Arkady, War-
szawa 1972,
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W tym tez czasie pojawila sig potrzeba napisania ksiazki z za-
kresu MES w ujgciu matematycznym, Taka okazala sie ksigzka G, Stran-
ga i G, J. Fixa An analysis ef the finite element method (jest jej
ttumaczenie rosyjskie)”, ktéra odegrata wielka role w rozwoju i po=-
pularyzacji MES, Moim zdaniem autorom tej ksiazki udalo sig powia-
za¢ ujecie matematyczne z inzynierskim. Sformutowali oni wiele pro=-
bleméw, ktére zostaly pdiniej rozwiagzane., Nastgpil dwutorowy rozwéj
MES. Pierwszy dotyczyt konstrukcji metody i jej realizacji na ma-
szynach cyfrowych, Wigze sie to z tym, ze MES jest trudna i czaso-
chtonna w swojej realizacji, zaprogramowanie jej wymaga pewnej wie-
dzy praktycznej. W zwigzku z tym pojawilo sie kilka ksiazek traktu=-
Jgcych o tych sprawach. Drugi kierunek rozwoju MES dotyczyil jej
aspektéw matematycznych, Fundamentalng ksigzkas z tego zakresu jest
wlasnie recenzowana ksigzka Ph, G. Ciarleta, Zawiera ona stan wie=-
dzy o MES do 1976 r. Przejdimy do omdéwienia tresci tej ksiazki.

Jej autor zaklada, Zze Czytelnik jest zaznajomiony z analiza matema-
tyczng i funkcjonalng, z teorig réwnarn rdézniczkowych w zakresie
podstawowym, ale w ujeciu nowoczesnym, Z analizy funkcjonalnej wy-
magana jest znajomos$é¢ przestrzeni unormowanych, przestrzeni Hilber-
ta 1 Soboleva. Aby ksigzka stanowila logiczng caios$é jej autor po-
daje pewne pojecia i twierdzenia z wyzej wymienionych dyscyplin,

np. twierdzenia Soboleva o zanurzeniu, ktére odgrywajs wazng role
W analizie MES.,

Ksigzka zawiera 8 rozdzialdéw, W pierwszym przedstawione sa za=-
gadnienia eliptyczne brzegowe. Traktowane sa one jako pewne réwna-
nia abstrakcyjne (wariacyjne). Podany jest lemat Laxa-Milgrama, na
podstawie ktdérego dosc latwo ustala sig poprawnosé pewnej klasy
zagadnien eliptycznych, Rozpatrywane sa niektére przykiady zagade
nien eliptycznych, okreslonych w przestrzeniach Soboleva, Rozdziakl
2 jest wprowadzeniem do MES tzw. zgodnych. Traktuje sig je jako
szczegdlny przypadek metod Galerkina i Ritza, Dlatego najpierw
Podana jest konstrukcja tych metod dla abstracyjnego réwnania
eliptycznego i podstawowe twierdzenie o szacowaniu biedu zbiezno-
sci (lemat Céa). Konstrukcja wymienionych metod sprowadza sie do
okreslenia podprzestrzeni m=-wymiarowych V, przestrzeni Vv,

W ktérej rozwazane jest zadanie wyjsciowe, Aby otrzymaé MES nale-
2y w specjalny sposéb konstruowaé przestrzen V,+ Obszar 2, w kté~
——

*G. Strang, G, J. Fix, Teorija metoda koneénych é&lementov, Mir,
Moskva 1977,
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rym okreslone sg funkcje nalezgce do VvV, dzielimy na podobszary,
zwane elementami. Za elementy Vv, przyjmujemy funkcje, ktére na
elementach sg wielomianami okreslonego stopnia i sa one w oopo=-
wiedni sposéb sklejone. Przestrzenie te przyjeto nazywad przestrze-
niami elementu skoriczonego. Taka konstrukcja gwarantuje istnienie
funkcji bazowych; réznych od zera tylko w pewnych elementach sa-
siednich,

W rozdziale 2 podana jest konstrukcja przestrzeni elementu
skoriczonego dla elementéw tréjkatnych i proustokatnych. Opiera sie¢
ona na tzw, tréjkach {K, P, T}, gdzie K jest elementem, P - zbio~-
rem wielomiandéw okreslonych w K, L zaé jest zbiorem furkcjonaidw
liniowych nad P, Jest to nowe podejscie zaproponowane w pracach
autora ksiazki. Koncepcja ta z matematycznego punktu widzenia jest
moim zdaniem udana, Zawarte jé#st w niej sedno konstrukcji MES. Do-
ktadniej oméwiony jest przypadek oparty na przeksztalceniach afi-
nicznych, Nalezy jednak dodaé, e to podejscie moze nastreczac
wiele trudnosci Czytelnikowi nieobeznanemu z MES w zrozumieniu
jej konstrukcji. _

Rozdzial 3 zawiera analize zbieznosci MES w przestrzeniach So~-
boleva. Dlatego ﬁajpierw przedstawiona jest interpolacja funkcji
w tych przestrzeniach. Punkt ten warto polecié rdéwniez Czytelni~
kom interesujacym sie teoria aproksymacji funkcji i jej zastoso~
waniom. Majac twierdzenie o szacowaniu biedu interpolacyjnego,
tatwo jest juz podaé oszacowania bledu zbieznosci MES na podstawie
wyzej wymienionego lematu Céa. Takie oszacowania bledu podane sa
w przestrzeni Soboleva H1 dla réwnan eliptycznych drugiego rzedu
i dla wariantéw afinicznych MES, rozwazanych w poprzednim rozdzia-
le, Wykazana jest réwniez szybkosc¢ zbieznosci MES w L2 za pomocCa
znanego ,triku* Aubina-Nitsche’a-Oganesjana oraz zbieznoéc jedno-
stajna, W ksiazce podano, %Ze autorami tego ,triku“ sg Aubin i
Nitsche, W péiniejszej literaturze wymienia sig rdéwniez Oganesja-
na, ktéry uzyskat ten sam rezultat,

Rozdzial 4 zatytulowany jako inne metody elementu skoriczonego
dla zagadnienh eliptycznych drugiego rzedu zawiera kilka bardzo
waznych tematéw, Jednym z nich jest numeryczne catkowanie, Otéz
dyskretyzacja zagadnienia rézniczkowego MES prowadzi do ukiadu
réwnanh algebraicznych, ktérego wspdiczynnikami sg caitki od danych
funkcji zagadnienia i funkcji bazowych, Sted koniecznos¢ stosowa-
nia kwadratur numerycznych. Powstaje tutaj naturalny problem, Ja-
ka wybraé¢ kwadrature, aby utrzymaé szybkoéc zbieznosci wybranego
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wariantu MES, Do rozstrzygniecia tej sprawy pomocnym okazuje sie
lemat Stranga sformutowany w postaci abstrakcyjnej. Sytuacja ta
spowodowata powstanie szeregu specjalnych kwadratur dla calek wie~
lokrotnych, okreslonych w specjalnych obszarach, tj. na elementach,

Innym waznym tematem sa tzw. niezgodne MES (nonconforming meth-
ods). Takie metody pojawiajs sig wtedy, gdy skonstruowana prze~
strzeti elementu skoficzonego nie jest podprzestrzenia przestrzeni,
w ktérej rozwazane jest zadanie wyjséciowe. Tego rodzaju MES sa
bliskie metodom réznic skonczonych,

Podzial na elementy prostoliniowe tj. tréjkaty, prostokaty
jest mozliwy tylko dla pewnych obszaréw, W przypadku obszaréw do-
wolnych wykorzystujemy tzw, elementy krzywoliniowe. Jednym z naj=-
czescie] uzywanych sa tzw, izoparametryczne MES, rozwazane roéw-
niez w rozdziale 4, Podajmy, %2e realizacja tych metod istotnie
opiera sig na kwadraturach numerycznych,

W rozdziale 5 podana jest konstrukcja i analiza.MES, zastoso-
wanych do pewnych probleméw nieliniowych. Rozwazany jest tzw,.pro=-
blem z przeszkoda sformutowany jako nieréwnos$é wariacyjna, Przepro=-
wadzona jest analiza MES tréjkatami liniowej dla tego zagadnienia.
Nastepny problem to zagadnienie minimalnej powierzchni. Wreszcie
rozwazana jest klasa zagadnieri z monotonicznym operatorem. Wybér
tej klasy nie jest przypadkowy. Udaje sig bowiem dla niej przepro-
wadzié¢ analize MES,

Pozostale rozdziaty z wyjetkiem 7 zawieraje opis MES dla kon-
kretnych, bardzo waznych zagadnieni. Rozdzial 6 dotyczy zagadnienia
Piyty, rozdzial 8 zas - zagadnienia cienkiej powtoki. Dla tych za=-
gadnienn podana jest konstrukcja wraz z analiza MES, zgodnych i nie~
zgodnych wariantéw.

W rozdziale 7 przedstawione sg tzw. mieszane MES. Wiele modeli
fizycznych w ujeciu matematycznym daje sig sformuiowaé jako pewne
zadanie z rachunku wariacyjnego. Postacie te moga istotnie réznié
Sig¢ miedzy soba. Wybierajac jedna z nich tzw, mieszanego typu (mi-~
xed type) i stosujac odpowiednie warianty MES otrzymujemy metode,
ktérg nazywamy MES mieszanego typu. Podejscie to jest przedstawione
na przykladzie réwnania biharmonicznego.

Recenzowana ksiazka zawiera bogata bibliografie do 1976 r.
Wiacznie. Dolaczony jest stownik uzywanych podstawowych symboli
i definicji. Ksigzka zawiera réwniez indeks z duzg iloécig hasel,
Do kazdego z rozdziaidéw dolaczone sg cwiczenla. Zawieraja one spo-
ro waznych tematéw, Opracowanie ich doprowadzitoby do istotpego



124 RECENZJE

powigkszenia objetosci ksiazki. Tematy te moga bycé wykorzystane na
zajeciach seminaryjnych dla studentéw specjalizujacych si¢ w anali.
zie numerycznej réwnat rézniczkowych,

Nalezy réwniez podkreslié, ze kazdy z rozdzialéw zaopatrzony
jest w bibliografie z komentarzem, Zawieraje one informacje o pra-
cach zwiezanych z tematyka danego rozdzialu, Sa one rzetelne i mo-
ga byé bardzo pomocne miedzy innymi dla tych, ktérzy interesuja sig
historia rozwoju MES. Nie nalezy sadzié, ze w tak obszernej mono-
grafii (zawiera 530 stron) przedstawione sg wszystkie podstawowe
dzialy MES, Najbardziej odczuwalny jest brak MES rozwigzywania za=-
gadnien, ktére zaleza od czasu, tj. dla zagadnien niestacjonarnych,
Autor ksigzki w przedmowie tiumaczy to tym, ze tematyka ta wymaga
oddzielnej monografii, Warto dodaé, 2e jest ona dosc¢ obszernie
przedstawiona w pracy G. Fairweathera "Finite element methods for
diffenential equation®, ktéra ukazala sig w “Lecture notes in pure
and applied mathematics* v. 34. Po oméwieniu tresci przejdzmy do
uwag ogélnych, Jak juz wyzej podkreslaliémy ksigzka jest monogra-
fig matematyczng z MES i w tej tematyce jest ona fundamentalna.

Na te ksiazke powoZuja sie z reguly autorzy prac z zakresu MES,
Moim zdaniem bedzie ona jeszcze przez wiele lat ksiazka podstawo-
wa z problematyki MES, Przyczyniala sie i bedzie sig przyczyniac
do rozwoju badan MES. O jej roli moze zaswiadczy¢ miedzy innymi
fakt, ze zostala ona przetlumaczona na jezyk rosyjski po dwéch
latach od ukazania sig oryginaiu, Natomiast nie odgrywa ona juz
takiej roli w popularyzowaniu MES, Napisana jest jezykiem bardzo
zwieztym i ,suchym” - co charakteryzuje ksigzki napisane przez
matematykéw ze szkoly 3J. L. Lionsa (wplyw mistrza). Nie sgdze,
aby mozna bylo ja polecic¢ jako podrecznik osobom pragnagcym zapo-
znaé sie z MES. Studenci korzystajgcy z tej ksigzki maje sporo
kiopotéw przy jej czytaniu. Przekonalem sig o tym w swej pracy
dydaktycznej na Uniwersytecie.

Wydaje mi sig tez, ze ksiazka ta moze okazac sig malo przy-
datna dla inzynierdéw wykorzystujacych MES, przede wszystkim dla-
tego, ze brak w niej podejsécia konstrukcyjnego. Pominigto proble-
matyke realizacji MES obejmujaca szereg etapow, takich jak wyzna-
czanie uktadéw réwnan algebraicznych, wybér weziéw, ich numera-
cja itd. wybér algorytmu rozwigzujacego ten ukiad, zaprogramowa-
nie metody itd. Keigzka ta moze by¢ przydatna w pracy inzyniera
wtedy, gdy interesuje go strona matematyczna uzywanej MES, Na
podstawie twierdzen zawartych w ksiazce moze ustalié, czy uzywa-
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na metoda jest poprawna, tj. daje jednoznaczne rozwigzanie maio
wrazliwe na zaburzenia prawych stron, jak tez ustalié, czy jest
ona zbiezna, jaka jest szybkos$é zbieznosci itd.

Podajac wyzej krytyczne uwagi nalezy podkreslic, ze autor ksig-
2ki nie stawial sobie celu, aby napisaé ksiazke ,uniwersalna™,

w ktérej mozna pogodzié teorig z praktyka. Byloby to bardzo trudne,
a moze i nie wykonalne,

Napisanie recenzowanej ksiazki wymagalo duzo trudu i wyrzeczet
od jej autora zaréwno w pracy naukowej, jak i w zyciu osobistym,
Dlatego w tym miejscu pragng wyrazic podziw dla autora tej ksigzki
i podzigkowanie za napisanie tak fundamentalnego dzieia.
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