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1. Przyklady wprowadzajace. Statystyczna analiza jakosci produkcji. Analiza ja-
koéci procesu produkcyjnego, odgrywajaca szczegdlnie duZa role w przypadku nowo
wprowadzanych technologii, polega czgsto na sporzadzaniu listy wad pojawiaja-
cych sie w tym procesie i ocenie czestoéci wystepowania poszczegdlnych typéw
tych wad. Kolejne jednostki pojawiajace si¢ na wyjsciu procesu produkeyjnego
(np. kolejne $ruby z automatu tokarskiego, kolejne odcinki tkaniny z warsztatu
tkackiego, kolejne odbiorniki telewizyjne opuszczajgce tasme montazowa) poddaje
si¢ szczegélowym badaniom i rejestruje sie rodzaje wad oraz czgsto$é ich wystepo-
wania. Typowy protokét z takiego postepowania moze mieé postaé nastepujacej
tabelki:

Ilo$¢ wad danego rodzaju wérdd
Rodzaj
wady pierwszych 25 pierwszych 50
wadliwych sztuk wadliwych sztuk

1 5 (20%) 11 (22%)

2 8 (32%) 15 (30%)

3 10 (40%) 15 (30%)

4 2 (8%) 6 (12%)

5 2 (4%)

6 1 2%

Naturalne pytania, na ktére nalezy tu odpowiedzieé, brzmia: 1) ile réznych typow
wad moze pojawiaé si¢ w danym procesie produkcyjnym oraz 2) jaka jest ,,struktura
procentowa’’ tych wad. Dalsze pytania moga mie¢ postaé: 1) czy wykryliSmy wszy-
stkie mozliwe typy wad? 2) jakie jest prawdopodobienstwo tego, Ze badajac 200

* Wyklad plenarny na IX Og6lnopolskiej Kursokonferencji Zastosowan Matematyki, Burzenin,
13-22 pazdziernika 1980.
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kolejnych sztuk wadliwych wykryjemy wszystkie mozliwe typy wad? 3) ile sztuk
nalezy zbadaé aby prawdopodobienistwo wykrycia wszystkich typéw wad bylo do-
statecznie duze, np. réwne co najmniej 99%?

Morfologia krwi. Z pewnoscia kazdy z nas przynajmniej raz w Zyciu mial prze.
prowadzone tzw. badanie morfologii krwi. Oto przyktadowy ,,wzér krwinek biatych”’
otrzymany w wyniku takiego badania

Granulocyty podzielone 46
Granulocyty kwasochlonne 3
Limfocyty 49
Monocyty 2

Tu znowu powstaje kilka pytan, na przykiad 1) jak bardzo ten obraz zmienilby sig,
gdyby przejrzano 200 lub 500 zamiast 100 biatych krwinek? 2) czy w badanej krwi
nie ma w ogéle granulocytéw zasadochtonnych czy tylko ,,z prawdopodobieristwem
pfrakcja takich granulocytéw nie przekracza f*’ i ewentualnie ile wynosi to p oraz f?

Optymalizacja wieloekstremalna. Na danym zbiorze & okreélona jest funkcja
[ i nalezy znalezé punkt x*, taki ze f(x*) > f(x) dla kazdego x € Z. Jezeli funkcja
f ma dokladnie jedno maksimum lokalne, zadanie nie przedstawia wigkszych trud-
nosci merytorycznych (chociaz — zaleznie od postaci funkcji f i sposobu opisu
zbioru & —moze byé bardzo skomplikowane z technicznego punktu widzenia).
Jezeli funkcja f ma k > 1 maksiméw lokalnych i jezeli w dodatku liczba k nie jest
znana, zadanie staje si¢ znacznie trudniejsze. Co wigcej, z punktu widzenia zasto-
sowani, podanie wtedy jednego tylko z punktéw x* o interesujacej nas wiasnosci,
moze by¢ nie wystarczajace i prawdopodobnie chcieliby$my uzyskaé bardziej kom-
pletne rozwiazanie zadania wieloekstremalnego. Oto jeden z mozliwych sposobéw
postepowania w opisanej sytuacji (por. [8]). Oznaczmy przez xf, ..., x§ punkty
(tu i wszgdzie dalej mamy oczywiscie na mysli punkty z danego zbioru &), w ktérych
funkcja f osiaga swoje maksima lokalne. Dla uproszczenia zalozymy, ze wszystkie
te maksima s3 izolowane, tj. ze dla kazdego punktu x istnieje otoczenie Uj takie,
Ze jezeli x € Uy, to f(x}) > f(x). Niech A bedzie ustalonym algorytmem iteracyjnym
poszukiwania maksimum lokalnego (np. algorytmem gradientowym) i niech zapis
A(x) = x| oznacza, Ze startujgc z punktu x algorytm A doprowadza nas do ma-
ksimum lokalnego x¥. Dokonajmy podziatu zbioru & na podzbiory &} = {x € Z':
A(x) = xF} — sq to tzw. zbiory przyciqgania poszczegolnych maksiméw lokalnych;
zakladamy, Ze s3 to zbiory rozlaczne.

Niech 2 bgdzie miarg w zbiorze & (np. miarg Lebesgue’a, gdy & jest obszarem
w skoficzenie-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych lub miara liczaca,
gdy & jest zbiorem skoriczonym). Zalézmy dalej, ze Zf.,ll(&"f) = AM&) i niech
0; = MZT)/MX). Przez pelne rozwiqzanie wieloekstremalnego zadania optymali-
zacji bedziemy rozumieli zbi6r par {(x},0,):j=1,...,k}.
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Teraz juz z latwoscia spostrzegamy, Z¢ znowu mozemy sprowadzi¢ zadanie do
zadania takiego samego rodzaju, jak w omawianych poprzednio przypadkach
statystycznej analizy jakosci produkcji lub morfologii krwi. Mianowicie: wybieramy
,»na chybil-trafit’ n punktéw x,, ..., x, w zbiorze & i dla kazdego z nich wyzna-
czamy maksimum lokalne A(x;), i=1,...,n. W wyniku tego otrzymamy liste
maksimow lokalnych oraz czestosci, z jakimi te maksima pojawily sie w naszych
obliczeniach. Pytania, zredagowane przy okazji poprzednich przykladéw, przyjmuja
teraz postaé np. 1) czy wykryliSmy wszystkie maksima lokalne? 2) jak duze powinno
by¢ n, aby wszystkie maksima lokalne zostaly wykryte z dostatecznie duzym praw-
dopodobienistwem?, itp.

2. Model statystyczny. Kazdy z opisanych wyZej probleméw mozZemy formalnie
opisa¢ w nastgpujacy sposob. Obserwujemy ciag &, &, ..., &, dodatnich, catkowi-
toliczbowych, niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie. Niech
n; oznacza liczbe tych wyrazoéw obserwowanego ciagu, ktore przyjely wartosé
J(j=1,2,..). Prawdopodobiefistwo wyniku {n; = n,, ..., = n} opisujemy
Za pomocy Wzoru

n
(1) P{'ﬂl ROt/ nk} = (nh '",nk) 6’;1 . 02!(
k
(OS n; < n, _] = 1, veey k, Z]=1 n; = n),

. . . . . n
gdzie k oraz 0 = (0,,...,0,) sa nie znanymi parametrami, natomiast (n m)
1y eovy

jest skréconym zapisem wyrazenia n!/n,! ... n,!. Prawdopodobienistwo (1) bedziemy
oznaczali krétko przez Peg,, .., 6y(n, ..., 7). Méwiac najogdlniej, zadanie polega
na tym, Zeby na podstawie obserwacji (ny, ..., ) oszacowaé k oraz 0 = (04, ..., 0;).

Oto dokladniejsza prezentacja tego modelu. Liczba k jest (nie znana) liczba mozli-
wych rodzajéw wad w rozwazanym na wstepie zagadnieniu statystycznej analizy
jakosci produkcji, liczba wszelkich mozliwych typéw bialych krwinek w drugim
przykladzie lub liczbg maksiméw lokalnych w zadaniu wieloekstremalnym. Przy-
pusémy, ze te typy wad (rodzaje biatych krwinek, maksima lokalne) zostaty w pewien
ustalony spos6b ponumerowane; wtedy zdarzenie {&; = i} oznacza, ze w wyniku
J:-tej obserwacji otrzymalismy ,,wade¢ i-tego typu’. Liczby 8,, ..., 6; interpretujemy
Jako , teoretyczne czestosci”” (prawdopodobiefistwa wystgpowania) wad poszczegol-
nych typéw; spelniaja one oczywisty warunek 0<6;<1,j=1,..,k, oraz

Z.,;=19j =1,

W dalszym ciggu bedziemy rozrézniali dwa przypadki. W pierwszym z nich za-
lozymy, ze znane jest gbérne ograniczenie dla liczby klas k; oznaczymy je przez
K. W tej sytuacji, przy ustalonym n, mamy do czynienia z rodzina rozkladéw wielo-
mianowych (1) o przetrzeni parametréw

@ 0= nb:0<6,<1,j=1,.,K D, 0,=1].
Tutaj estymacja parametru 6 = (0, ..., 0x) nie nastrecza 2adnych trudnosci; nie-
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obcigzonym estymatorem o minimalnej wariancji (osiagajacej dolne ograniczenie
Craméra-Rao, a wigc estymatorem efektywnym) jest

3) 0 = (n/n,.. ngn
(por. np. [6]). Przypomnijmy jednak, Zze K jest tylko gérnym oszacowaniem liczby
k klas, i ze ta ostatnia liczba nie jest znana. W tej sytuacji mozemy 1) sprébowaé
dobra¢ na tyle duze n, zeby ,,prawie na pewno’’ (dokladniej: z dostatecznie duzym
prawdopodobienstwem) wszystkie klasy zostaly wykryte i wtedy postuzy¢ sie esty-
matorem (3) lub 2) szacowa¢ k. Wrécimy za chwilg do tych spraw.

Drugi przypadek ma miejsce wtedy, gdy nie znamy liczby klas & i nie potrafimy
wskazaé gérnego ograniczenia K dla tej liczby. Tutaj mamy do czynienia znowu
z rodzing rozkladow (1), ale przestrzen parametrow ma teraz postaé

@ {0=0,...00:0<6<1,j=1,., k> 6=0Lk=12 .}

Zagadnienie estymacji k w takiej sytuacji, w pewnym bardzo specjalnym przypadku,
zostalo rozwigzane przez Lewontina i Prouta [4]; rozwigzanie to mozna réwniez
znalez¢ w znanym podreczniku Kendalla i Stuarta [3], rozdz. 18. Mianowicie,
jezeli 0; = 1/k, j =1, ..., k (tzn. jezeli wszystkie klasy sa jednakowo prawdopo-
dobne) i jezeli w n do§wiadczeniach zaobserwujemy w réznych klas, to estymator
najwigkszej wiarogodnosci liczby klas & jest rozwiazaniem (wzgledem k) réwnania

k

no_ Z 1

k j=k-w+t1 J
(dla ulatwienia podajemy, Ze prawa strona tego réwnania jest w przyblizeniu réwna
logk —log(k—w+1)).

W ogdlnym (lub choéby tylko ogéblniejszym) przypadku odpowiednie estymatory

nie s3 mi znane, Pewne podejécie do zagadnienia estymacji od strony bayesowskich
regut decyzyjnych przedstawiamy nieco dalej.

3. Wybér liczby obserwacji. Niech, jak poprzednio, W bedzie liczba zaobserwo-
wanych klas. Elementarne rozwazania kombinatoryczne prowadza do wzoru

n n n
Po,,..op{W=w} = Zw le,k P LR

gdzie Z[,,w] oznacza sumowanie rozciagniete na wszystkie ciagi (n,, ..., ) dodatnich
liczb catkowitych spelniajagcych warunek Z}L,nj = n oraz wa,x oznacza Sumo-
wanie rozciggniete na wszystkie podzbiory {i,, ..., i, } zbioru {1, ..., k}. W szczegol-
nosci, prawdopodobienistwo wykrycia wszystkich k klas wyraza si¢ wzorem

n n n
(5) Pounop{ W=k} = D . > (nl n)eqn o 02,
Erey sy rees Mi

ng=1
AL+ . dng=n

Dla kazdej ustalonej wartosci parametru § mozna oczywiscie znaleZ¢é takie n,, Zeby
prawdopodobiefistwo (5) bylo wigksze od danej z géry liczby P,, jezeli tylko n = n,.
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Z drugiej jednak strony, nawet dla bardzo duzych wartosci n, to prawdopodobiefistwo
bedzie bardzo male jezeli choéby jedna z liczb 6, bedzie odpowiednio mala. Poniewaz
6 = (9, ...,0,), podobnie jak samo k, réwniez nie jest znane, wydaje si¢, Ze zna-
lezliémy si¢ w sytuacji bez wyjscia. Okazuje si¢ jednak, ze mozna tu znalezé pewne
rozwiazanie.

Zajmijmy si¢ najpierw przypadkiem, gdy 6, = ... = 6, = 1/k. Wzor (5) przyj-
muje teraz prosta postaé

(6) P(O;, e Ok){ W= k} = k™ Z[n,‘](m, .’f.,nk) = Z;o (—l)j (]]'c) (1 _%)n'

Wzor ten, wraz z nastgpujacym wzorem przyblizonym (dla ustalonego k i duzych n)

) P, ...o0{ W =k} = exp{—k- exp(—n/k)}

mozna znalezé w podreczniku Fellera [1], § IV. 2. Wartosci n, (dla kilku wybranych
wartoéci k) takie, ze jezelin > n,, to prawdopodobienistwo (7) jest réwne co najmniej
P,, podaje nastgpujaca tabelka:

k Py = 0.90 Py = 0.95 Py = 099
2 6 8 11
3 11 13 18
4 15 18 24
5 19 23 32
10 46 53 70
20 105 120 152
50 309 345 426
100 686 758 921

Przypusémy teraz, ze min 6; = & (oczywicie ¢ < 1/k). Latwo mozna sprawdzié,
1<j<k

2e prawdopodobiefistwo wykrycia wszystkich klas mozZe by¢ teraz oszacowane
z dotu przez liczbg

P, .oy { W= u},

gdzie x = x(e) jest najmniejsza liczba calkowita wigksza lub réwna 1/e. To oszaco-
wanie umozliwia nam poslugiwanie si¢ wzorem (6) lub (7) (lub przedstawiona wyzej
tabelka) rowniez w rozwazanym teraz przypadku ogdlniejszym. Praktyczna inter-
pretacja jest nastgpujaca: jezeli n = ny, to z prawdopodobienstwem réwnym co
najmniej P, wykryjemy wszystkie klasy takie, dla ktérych 6; > ¢.

4, Bayesowska estymacja liczby klas. W biezacym paragrafie ograniczymy sig¢
do estymacji tylko liczby k; zagadnienie lacznej estymacji k i 6 rozpatrzymy w naste-
pnym paragrafie S.

Rozwazane teraz zagadnienie moZemy rozpatrywaé analogicznie do tego, jak
G. Schwarz [5] rozwazat zagadnienie estymacji wymiaru modelu statystycznego
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w pewnej szczegolnej klasie takich modeli. Bedziemy rozwazali rodzing rozkladéw
wielomianowych (1) z przestrzenia parametrow (4). WprowadZmy rozklad a priori

na przestrzeni parametréw i niech ten rozklad ma postaé g = Y jejoypy,, gdzie «;
jest prawdopodobiefistwem a priori tego, Ze liczba klas jest réwna j oraz y; jest
warunkowym rozkladem a priori parametru 6, gdy k = j. Zauwazmy, Ze rozklad
4; jest skoncentrowany na pewnym (j—1)-wymiarowym sympleksie w j-wymiarowej
przestrzeni liczb rzeczywistych.

Zdefiniujmy, jak zwykle to si¢ robi przy budowie bayesowskich postgpowan
decyzyjnych, funkcje straty zwigzang z rozwazanymi estymatorami. Przyjmiemy, Ze
ponosimy pewna stalg strate w wysokosci ¢ > 0, gdy blednie odgadniemy liczbe k
klas. Wykonujgc standardowe rachunki latwo stwierdzamy, Ze ryzyko bayesowskie
reguly decyzyjnej, ktéra wynikowi (ny, ..., n,) przyporzadkowuje wartosci d =

= d(n,, ..., d,) estymatora, wynosi
o] n ©
3 Sl ) S A
) Ry eeny Ny k#td
gdzie
k
Ak(nl 3 0oy nw) = 0 Z-’w,h ai(h)...,iw(nl_ 5 srey nw)
oraz

a0y, ) = {072 .. B i, (d6).
Jezeli wigc w wyniku 7 eksperymentéw zaobserwujemy w klas z czestosciami ny, ...
..., 1, to optymalng decyzja odnosénie liczby klas k jest taka decyzja d, dla ktérej

A,,(nl, ...,nw) = maXAk(nl, ey nw).
kzw

Ten ogdlny wzér pozwala nam na konstrukcj¢ optymalnego estymatora bayesow-
skiego przy dowolnych rozkladach a priori («;) oraz y;, j = 1, 2, ... W szczegdlnosci,
gdy «; = const (,,niewlasciwy rozklad a priori”> wedlug ktérego kazda liczba klas
k=1,2,... jest a priori jednakowo prawdopodobna) oraz jezeli y; sa rozkladami
jednostajnymi, otrzymujemy bardzo proste rozwiazanie: optymalna warto$¢ esty-
matora liczby klas to taka liczba d, dla ktérej
d\ I'd) Ky I'(k

(w) Tn+d) o (w) Twm+k)’

gdzie n jest liczba wykonanych obserwacji oraz w jest liczba wszystkich wykrytych
klas. Na przykiad: optymalne decyzje d dla przypadku, gdy po wykonaniu n > 5
eksperyment6w zaobserwowano w = 5 réznych klas, podaje nastgpujaca tabelka:

n d n d n d

5 0 9 9 lub 10 15 6 lub 7
6 24 lub 25 10 8 lub 9 16-24 6

7 14 lub 15 11 8 25 lub wiecej 5

8 11 12-14 7
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Spojnik ,,lub” w powyzszej tabelce oznacza, Zze obie decyzje (np. 24 i 25 dla
n = 6) daja te samg warto§¢ ryzyka bayesowskiego.

5. Bayesowska estymacja parametru (k, 6). W przypadku, gdy chcemy jedno-
czeénie szacowaé liczbe klas k i prawdopodobienstwa 6 = (0,, ..., 6,), postgpowanie
jest bardziej ztozone. Wynika to przede wszystkim stad, 2e sam problem staje si¢
bardziej zlozony, gdyz nie jest latwo sformutowaé jednolite postulaty pod adresem
lacznej estymacji obu, tak réznych od siebie, wielko$ci k oraz 0. Rozpatrzymy taka
wersjg postgpowania, wedlug ktérej dokonuje si¢ wyboru pomigdzy tylko dwiema
decyzjami:

d, —,liczba klas jest rowna w (tzn. jest rowna liczbie klas wykrytych) oraz
b=mnj=1,..,w", lub

d, — ,,liczba klas jest wieksza od w, prawdopodobienistwo 0, dla j-tej wykrytej
klasy jest réwne (1—9)m/n oraz taczne prawdopodobienstwo wszystkich nie wy-
krytych klas jest rowne 3.

Przyjmiemy takie same zaloZenia o rozkladzie a priori jak w poprzednim para-
grafie i skonstruujemy rozwigzanie w nastgpujacy sposob. Przypusémy, Ze ponosimy
strate ¢ > 0 jezeli podejmujemy decyzje d; w sytuacji, gdy w < &k (tzn. jezeli nasze
oszacowanie liczby klas jest zbyt niskie) oraz stratg C = vc, v > 0, jeZeli podejmu-
jemy decyzje d, w sytuacji, gdy w = k (tzn. jezeli nasze oszacowanie liczby klas jest
zbyt wysokie). Wykonujac odpowiednie rachunki otrzymamy, Ze po zaobserwowa-
niu wyniku (n,, ..., n,,) nalezy podja¢ decyzje d; wtedy i tylko wtedy, gdy

00
c- Zk=w+1A"(n1’ s < CrA,(ny, ..., n,),

co w przypadku a«; = const oraz jednostajnych rozkladéw a priori u; redukuje si¢
do reguly: podjaé¢ decyzje d, wtedy i tylko wtedy, gdy

I'tn+w)'(n—w-1)

OIACES ) I
L/
w
0.5 |1 2

1 6 4 3
2 16 10 7
3 31 19 13
4 51 30 20
5 76 45 29
10 273 160 102
20 1037 608 384
50 6 290 3680 2323
100 24 894 14 569 9 194
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Dla ustalonej wartosci w wyrazenie po lewej stronie powyzszej nieréwnosci maleje
wraz z n i zbiega do jednosci, skad tatwo wynika, Ze jezeliv = 0, to decyzji d; nigdy
nie nalezy podejmowac i Zze dla kazdej liczby v > 0 oraz dla kazdego w istnieje takie
n(w, v), ze decyzja d, jest optymalna wtedy i tylko wtedy, gdy n > n(w, v). Wartosci
n(w, v) dla kilku wybranych w oraz v podaje nastgpujaca tabelka (p. str. 45).
Pozostaje wyznaczenie warto$ci y — estymatora lacznego prawdopodobiensiwa
nie wykrytych klas. Konstrukcja takiego estymatora nie nastrgcza wigkszych trud-
noéci, gdy przyjmiemy — jak to si¢ zwykle robi i co nie jest pozbawione sensu w na-
szym przypadku — kwadratowa funkcj¢ strat. Zakladajac, jak poprzednio, ze
s3 rozkladami jednostajnymi, otrzymujemy optymalny estymator bayesowski w po-

staci
Zoo k—w o (k) I'(k)
k=w nik *\w Tn+k)
Zoo [k P(k)
P M L
fe=w (w) I'(n+k)
W przypadku rozkladu a priori «; = 1, a; = 0 dla j # 2 oraz w = 1 (jedna zaob-
serwowana klasa) otrzymujemy znane bayesowskie oszacowanie y = 1/(n+2) dla
prawdopodobieristwa sukcesu w schemacie Bernoulli’ego, gdy n kolejnych ekspe-
rymentéw zakoriczylo si¢ porazkami (por. np. [6], zad. 10.6). Inny interesujacy

przypadek szczegdlny ma miejsce dla «; = const; wtedy, dla » > w-+2, mamy
y = wiw+D/n(n—-1).

6. Przyklady liczbowe. Statystyczna analiza jakosci produkcji. Wréémy do przy-
kladu z paragrafu 1 i przypusémy, Ze nalezy oszacowaé (k,0) przy zalozeniach
z paragrafu 5 dla v = 1/2. To ostatnie zalozenie oznacza, Ze nasze straty zwiazane
z niedoszacowaniem liczby réznych typéw brakéw oceniamy dwa razy wyzej niz
straty ktére ponosimy wtedy, gdy oceniamy tg liczbg zbyt wysoko. W tablicy podanej
w paragrafie 5 odczytujemy n(4, 1/2) = 51, a poniewaz w naszym przypadku
n = 25 < 51 (por. pierwsza kolumna tabelki z paragrafu 1), podejmujemy decyzje
d, (,,liczba typéw wad jest wigksza od 4°*). Na podstawie wzoru podanego na koricu
poprzedniego paragrafu, udzial wad nie wykrytych typéw oceniamy na y = 3.3%.
Wyniki przedstawione w drugiej kolumnie tabelki z pierwszego przykladu takie
prowadzg do decyzji d,, ale teraz y = 1.7%. Gdyby$émy w wyniku dalszych badan
znalezli 55 (lub wiecej) wad i nie odkryli wéréd nich ani jednej wady nowego typu,
powinni$my uznaé, ze wszystkie typy zostaly juz wykryte (n(6, 1/2) = 105).

Morfologia krwi, Przypu$émy, ze z duzym prawdopodobienistwem P,, powiedzmy
P, = 0.99, chcieliby$my wykryé wszystkie takie rodzaje bialych krwinek, ktdérych
czgstos¢ wystepowania w naszym organizmie jest réwna co najmniej 1%. Ze wzoru
(7) (lub odpowiedniej tabelki) znajdujemy, 2¢ w tym celu tak zwany ,,wzér bialych
krwinek’’ powinien by¢ wyznaczony po obejrzeniu co najmniejn = 921 tych krwinek
(zwykle przyjmuje si¢ n = 100).
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7. Kilka uwag koncowych. Wszystkie przedstawione wyzej wyniki uzy-
skali$my przy licznych zaloZeniach uproszczajgcych; umozliwilo to nam dopro-
wadzenie niektdrych rozwigzan do koncowych, niezbyt zawilych wzoréw lub nawet
tablic, ale z drugiej strony ograniczylo zakres zastosowan. Interesujgce i niezmiernie
wazne dla praktyki byloby uzyskanie analogicznych wynikow dla bardziej realistycz-
nych funkcji strat i dla bardziej realistycznych rozkladéw a priori. Jezeli chodzi
o rozklady u;, to stosunkowo tatwo mozna uogélni¢ przedstawione wyniki na przy-
padek, gdy sa to rozklady Dirichleta (rozklady jednostajne sa szczegdlnym przy-
padkiem takich rozkltadéw). Przypomnijmy, ze rodziny rozkladéw wielomiano-
wych i rozkladéw Dirichleta sa rodzinami sprzezonymi w zagadnieniach bayesow-
skich. Szersze informacje na temat tych niezwykle pozytecznych rozkladéw oraz

obszerne tablice przydatne dla rozwazanych tu probleméw mozna znalez¢é w ksiaz-
kach [2] i [7].
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