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0. Wprowadzenie. Przedmiotem tej pracy jest zagadnienie wyboru jednego obiektu
o okreslonych cechach z N réznych obiektow, ktdre badane sa sekwencyjnie. Proble-
my tego typu w literaturze spotyka si¢ pod réznymi nazwami, jak ,,problem sekre-
tarki”, ,,konkurs pigknosci” czy ,,problem posagu”. W jezyku ,,problemu sekre-
tarki” badany tutaj problem mozna przedstawié nastgpujaco. Na wolne miejsce
sekretarki zglosito si¢ N kandydatek. Naplywajace kandydatki sa badane. Po zba-
daniu kazdej kandydatki nalezy podja¢ decyzjg: wybrac ja, czy odrzuci¢. Raz odrzu-
cona kandydatka jest juz calkowicie stracona. Decyzje wyboru mozna podjac tylko
raz. Przypiszmy kandydatkom rangi od 1 (najlepsza) do N (najgorsza). Interesuje
nas wybdr kandydatki o absolutnej randze rownej a z maksymalnym prawdopodo-
biefistwem. W czasie badania mozemy obserwowaé tylko wzgledna rangg badanej
kandydatki i na tej podstawie podejmowaé decyzje.

Niech 1, 2, ..., N beda rangami kandydatek, a x,, x,, ..., Xy permutacja tych
rang. Zalozmy, ze wszystkie permutacje sg jednakowo prawdopodobne. Niech X;
bedzie rangg k-tej badanej kandydatki i

Y, = card{l < i< k: X; <Xy}

Zmienng losowa Y, nazywamy relatywnq rangq k-tej badanej kandydatki wzglgdem
kandydatek na miejscach 1,2, ..., k. Zamiast o kandydatkach na stanowisko
sekretarki mozna mysle¢ o dowolnych obiektach.

Z sekwencyjna obserwacja obiektow ze zbioru N-elementowego zwiazana jest
wigc przestrzen probabilistyczna (2, &, P), gdzie zdarzeniami elementarnymi sa
permutacje zbioru N-elementowego, a miara probabilistyczna P jest okre$lona jako
rozklad jednostajny na Q. Ciag Y,, k = 1,2, ..., N, generuje ciag o-algebr F, =
=o{Y;,Y,, ..., Yi}, k = 1,2, ..., N. Zmienne losowe Y, sa niezalezne i P{¥, =
=i} = 1/k. Oznaczmy przez MY zbior wszystkich momentéw Markowa 7 wzgledem
rodziny o-algebr {#,}i.,. Niech g(-) bedzie funkcja okreslona na liczbach natu-
ralnych o wartosciach rzeczywistych. Funkcjg ¢(-) bedziemy nazywali wyplatq. Niech

oy = sup Egq(X),).

TeMN
-

* Finansowane: FPB P Wr (zlec. 8/78 z dnia 15.01.1978).
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Problem optymalnego wyboru polega na wyznaczeniu v* € IV takiego, ze
Eq(X-“) = 'UN.
Poniewaz zbior IV jest skoniczony, wigc takie v* istnieje i vy jest skoficzone.
W rozwazanym tutaj przypadku
1, gdy Xk =a,
»  gdy Xi # a,

oy = P{X,. =a} = sup P{X, = a}.
TeMmN

Tego rodzaju problemy byly rozwazane przez Gilberta i Mostellera [3] oraz
innych autoréw referowanych tamze. Badali oni, migdzy innymi, przypadki, gdy
g(X;) = 1dla X; = 110 poza tym oraz g(X;) = 1 dla X; = 1 lub 2 1 0 poza tym.
Gusein-Zade [4] rozwazal bardziej ogdlny przypadek, gdy ¢(X;) =1 dla X; =
=1,2,...,ai0 poza tym. Chow, Moriguti, Robbins i Samuels [1] badali przypadek
q9(X}) = X;. Mucci [5], [6] rozszerzyt ostatni przypadek rozpatrujac q(X;) = p(Xy),
gdzie p(-) jest nierosnaca funkcja rzeczywista okreslong na liczbach naturalnych.
Rozpatrywany w tej pracy przypadek rozni si¢ tym od przytoczonych wyzej, ze
funkcja ¢(+) nie jest monotoniczna, gdyz ¢(i) = 1 dla i = @ i 0 poza tym. Brak
monotoniczno$ci funkcji wyplaty istotnie zmienia charakter strategii optymalnej
i utrudnia jej uzyskanie.

1. Rownania rekursywne. Niech funkcja wyptaty bgdzie nastepujaca:

1, gdyi=a,
q(i) = {0 dv i
A gay i # a.
Mamy nastgpujace zaleznosci:
~

(L.1) P{X,=a} = EqX) =Y | qx)apP=

r=1{z=r}

= i { px,=alF}ar =

r=1 {r=r}

' § P, = al%}dP = gz, Yo,

gdzie

(a: 1) (N - a\’
(1.2) gdr,) = P(X, = a¥, =1} = L2111
(7)
daae=1,2,..,N;I=1,2,...,min(a,r); r=1,2,...,N.
Zaleznodei (1.1) wynikaja z definicji prawdopodobienstwa warunkowego i na-
stepujacej réwnosci:

(13) PX,=alY, =LY =1 y,.,Y,=0,Y =1} = P{X, =a|Y, = I}.
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Réwnosé (1.3) wynika z bezposrednich obliczen. Wzér (1.2) otrzymujemy z nastg-

pujacych rozwazan kombinatorycznych. Sposréd N obiektéw r mozna wybra¢ na (I;I)

sposobéw. Wszystkie rezultaty wyborow sa jednakowo prawdopodobne z definicji
rozkladu P. Mamy a— 1 obiektéw o absolutnej randze mniejszej niz a i N—a o abso-
lutnej randze wigkszej niz a. Jezeli relatywnie /-ty obiekt, pojawiajacy si¢ w chwili #,
ma by¢ absolutnie a-ty, to pojawiajace si¢ w chwilach 1,2, ..., r—1 obiekty musza
by¢ wybrane w ilosci /— 1 z obiektow o absolutnej randze mniejszej niz a, a pozostale
obiekty w ilosci r—1I z obiektéw o absolutnej randze wigkszej niz a.

Niech MY = {zeM": r<T <N} iony() = seum]?NEq(X,).

Nastepujaca technika rekursywna pozwala wyznaczy¢ oy.

(1.4) on(N) = Eq(Xy) = 1/N.
Niech
1, gdyl=a,
1.9 wD=a0 =10 S e
(1.6) on(r, ) = max{g,(r, D), Eox(r+1, Y., 1)},
1
(1.7) on(r) = Evy(r, Y,) = - ;vzv("’ D).

Mamy stad vy = vy(1). Ta rekursywna technika zwana indukcjq wsteczng definiuje
optymalna regule zatrzymania 7* w nastgpujacy sposob: nalezy zatrzymaé si¢ na
obserwacji Y, = [, chyba ze vy(r, 1) > g,(r, ). Inaczej, optymalny moment zatrzy-
mania mozna podaé, zadajac optymalny zbiér zatrzymania, to znaczy zbidr
stanéw, po osiagnigciu ktérego przez ciag niezaleznych zmiennych losowych Y,
niezwlocznie nalezy zatrzymaé sig. Jest to zbior stanéw (r, /) takich, ze g.(r, /) >
2 oy(r+1).

W naszym przypadku funkcja g,(r,!) dana przez (1.2) jest réwna O dla / >
> min(a, r) i dodatnia dla / < min(a, r). Oznacza to, Ze szansa na wybranie inte-
resujacego nas obiektu istnicje tylko w stanach (r,/), w ktorych /< min(a, r).

Niech W, = (1,Y,) = (1, 1), y, = inf{r > y,_,: Y, < min(a, r)} (inf@ = o)
iW, = (y,, Y,,). JeSli y, = o0, to umbwimy sig, ze W, = (0, ). W, jest laficuchem
Markowa o nastepujacych prawdopodobiefistwach przejécia w jednym kroku:
(1.8) p(r,s) =

%, gdy r<a, s =r+l,
=P{VVR+1=(Sals)IVVr=(r9lr)}= __(&_, gdya<r<s,

(s)a+1

0, gdyrzslubr<a, s#£r+l,

N
. p(0, @) =1, p(r,o)=1-a Ep(r, s),

s=r+1

gdzie (5), = s(s—1) (s—2) ... (s—a+1); (s)o = L.
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Fakt, ze W, jest taficuchem Markowa, wynika z niezaleznosci relatywnych rang,
a wzor (1.8) z nastegpujacej rownosci:
P{VVH-I = (S ls)IVVr = (r lr)} =
P{Y—ls,Yaém u=s—1,s-2,. wr+l, m=a,a-1,...,1,Y, =1}

’ - P{Y, _l} ’
Oznaczmy przez P, ;, (-) miarg probabilistyczng zwigzang z faficuchem Markowa W,,
ktorego realizacje zaczynaja si¢ w stanie (r,[), a przez E; warto$¢ oczekiwang
wzgledem tej miary. Ze wzoru (1.8) widaé, ze prawdopodobienistwa przejscia nie
zaleza od relatywnych rang, a jedynie od momentéw r pojawienia si¢ relatywnych
rang / < min(a, r).

LeMAT 1.
(1.9 Evy(r+1,Y,41) = E,yon(W4)  dla kazdego I < min(a, r).
Dowéd. Dowdd przeprowadzimy metoda indukeji wstecznej. Dla r = N—1
bezposrednie sprawdzenie pokazuje prawdziwo$¢ réwnosci (1.9).
Zaldimy, Ze
E‘I)N(S'I' 1 , )’_‘+1) = E(S,l)vN(Wl) dla. § = N—l, N"‘Z, ceey r+1.
Wéwcezas

r+1

1
Eon(r+1, Y4q) = r—ﬁZ‘UN("'l'l’m) =
m=1

1
= r++la N(r+2)+ IZvN(le m) =

r+1—a

a
T
= -—r_}:T—E'ZJN(r'"Z, K+2)+'r__l_—l a 7)N(r+1,m) =

1—
%iz ZP("‘"I Dox(i, m)+ 121}~(r+1 m) =

m=1i=r+2
a N

= Z(Z p(r, Doy(i, m)+p(r, r+Doy(r+1, m)) =
m=1 i=r+2

a N
= 2 Z p(r, Doy(i, m) = Eq non(Wy),

m=1i=r41
co dowodzi réwnoséci (1.9) dla r =1, 2, ..., N.
Niech I', = {(s,0): s > r, 8.(s,1) > Enon(W1)} i 0, = inf{t: W, eTI,}. Mo-
t

i

mentowi ¢, w klasie MY, ; odpowiada moment 7}, = inf {s: (s, ¥;) € I',}. Moment
$>r
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¥, jest optymalny w MY, ,, co wynika z definicji zbioru I',. Z réwnosci (1.7)
i (1.9) mamy:

on(r+1) = E¢,nox(Wh),
natomiast z réwnosci (1.6) i optymalnosci 75, w MY, otrzymujemy:

on(r+1) = Ega(tfy 1, Yr:;,_l) = E¢, 1,8 Wa,)-
Zatem

(1.10) Eq nyon(W,) = E¢,n8(We,)-

Przy korzystaniu z réwnosci (1.10) potrzebna jest znajomo$¢ rozktadéw zmiennych

losowych W,, gdzie v = inf{t: W, e I'}, a I jest zadanym podzbiorem zbioru stanow
t

tancucha W,. Szczegblnie interesujace beda rozklady zmiennych losowych W, dla
pewnych typéw zbioréw I'. WprowadZmy oznaczenia:

Ik)= {,D:r<u<s,l=my,my, . ..,m}
dak<am<ai=1,2,..,k;1<r<s<N,

I= Hpr,_,,r,(ki)

oraz
I’(I) = LJi P’j_:,rj(kj)'
J=
Niech v, (k) = inf{t: W, eI, (k)} i v(i) = inf{t:W,eI'()}. Dlar < r,1<I'<
t t

< a, mamy:
(1-11) P("':"){mr,s(k) = (u, m;)} = (lf;:kl dla r<u < S, i = ], 2, eey k.
+
Ty
L(iri_l;)ﬁp(r,’,,){wmﬂ) = (u, l)}
(112) PPy = @D} =1 "3 dla (u, ) e P(I+1),
-(-;‘7)‘—:—"—‘ dla (u,D) el _, (k).
i/ki+1

Pokazemy najpierw rownosé (1.11).
P(r'.t'){er.,(k) = (u, m,)} =
_P{Yy=m, Y, Fmyr<t<u,j= 1,2,.., k, Y =1} (k
P{Y, =1} (Whes1
Ze wzoru (1.11) wynika natychmiast wzér (1.12) dla (u,!) € I',,_,,,, (k). Druga
cze$é wzoru (1.12) otrzymujemy w nastgpujacy sposob.
P(r’,l'){VVv(i) = (u, l)} =
- P{Y,, =1, Y)elGi+1), rn<t<u,(t, )¢l _, (k). <t<r, Y. = ry
P{Y, = I} =
(k), iy <t <r}x
P{Y,=1,(t, Y)¢I'i+),rn<t<u, Y. = ry
P{Y,. =1} B

=P{(t, YD ¢TI

i—1.7¢
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=P{(t, Y) ¢TI, _,r(k),ries < t <1 }Poin{Wousy = (u,D} =

= ('zr—‘)lk)k‘P(r'.l'){Wv(i+l) = (u, l)}-
1

Wzory (1.11) i (1.12) pokazuja w jaki sposéb mozZna rekurencyjnie otrzymaé roz-
ktady W, dla v = inf{t; W, e I'} dla dowolnych zbioréw I
t

Korzystajac z (1.2), (1.4)-(1.7), lematu 1 i wzoréw (1.11) i (1.12) zbidr opty-
malnego zatrzymania I" w problemie wyboru a-tego obiektu z maksymalnym prawdo-
podobienstwem wyznaczymy nastgpujaco:

(i) (N, ) el dla kazdego I; (N—1,)el dla Il = a,a—1 inie nalezy dla / #
#a,a-1.

(ii) Zatéimy, ze (s,l)el' dla | = a,a—1,s > r i oznaczmy:

113) .= {¢s,D:1=a,a-1,s>r} oraz o,=inf{t: W,el}}.
!

ZaloZenie to oznacza, Ze

(1.14) 808, D) = Eng(W,) dlas>r,l=a,a-1
oraz
(1.15) 2405, 1) < Ecnga(W,,) dlas>r,l#a,a—1.

(iii) Zatozenie indukcyjne w postaci (ii) jest stuszne tak dlugo, dopdki prawdziwe
sg nieréwnosci (1.14) i (1.15). Niech r = r, bedzie najwigkszym r takim, dla ktérego
nastgpifa zmiana znaku w nieréwnosci (1.14) badz (1.15).

(a) Jesli zmiana znaku nieréwnosci wystapila dla nieréwnosci (1.14), to zalozenie
indukcyjne dla r = r, zmieni si¢ w nastgpujacy sposéb: podzbiorem zbioru opty-
malnego zatrzymania I" bedzie I, _, = I, _,,, (1) U T, y(2), gdzie I, _; . (1) =
= {(ro, 1)}, a / jest numerem nieréwnosci, ktéra nie zmienita znaku; I, Q) =1I,
dane jest wzorem (1.13).

(b) Jesli zmienia znak nieréwnosci (1.15), to I, _y = I, _, (k) v I, »(2),
gdzie k—2 jest liczba tych nieréwnosci (1.15), ktére zmienilty znak w ro. Jesli beda
to nieréwnosci o numerach / = m,, m,, ..., m;_,, to

o

I r (k)= {(ro,): I =a,a~1,m;,my, ..., my_>}.

(¢) Jedli w chwili ro nie zmienig znaku nieréwnosci typu (1.14) o numerach / =
= my, my, ..., mj, a zmienig znak nieréwnosci typu (1.15) o numerach / = m,
my, ..., my, to
rro—l = Fro-l,ro(kl +k2) U I‘ro.N(z),

gdzie I, _y, (ky+ks) = {(ro, I): 1 = mj,m}, ...om, my, my, ..., m.}.

Traktujac dalej (ro,/) jako poczatkowy punkt indukcji wstecznej i iterujac
postgpowanie podane w (ii) i (iii) wyznaczymy caly zbiér w momencie osiagnigcia
stanu (1,1). E¢;,1,8,(W,,) liczymy zgodnie z rozktadami prawdopodobiefistwa danymi
rekurencyjnie przez (1.11) i (1.12).
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PrzyxiAD 1. Niech @ =1, wéwczas g,(s, 1) = s/N 1 prawdopodobienstwa
przejscia dane s3 wzorami

r

— dlas>r,
p(r9 S) = S(S—‘l)
0 dla s<r,
N
p(r, 00) = 1—; ooy o) = L

Otrzymujemy zatem vy(N—1,1) = (N—1)/N = g,(N—1, 1) i wobec tego (N—1, 1)
nalezy do obszaru optymalnego zatrzymania. Zatézmy dla indukcji wstecznej, ze
obszar optymalnego zatrzymania zawiera I, = {(s,1):s=r+1,r+2,...,N}
io, = inf{t: W, el,}. Ze wzoru (1.11) mamy:

t

r
P(r'l){Ww:(u,l)}:m dla (u,l)eP,
oraz
= 1
E¢,1,81(We,) = 7\7 Z u—1
u=r+1

Nierdwno$¢ g,(r, 1) > E.1,8:(W,,) jest prawdziwa, gdy tylko
N

(1.16) Z ull <l

u=r+1

Niech r, bedzie najmniejszym r takim, dla ktérego nieréwnosé¢ (1.16) jest spetniona.
I',,_, jest obszarem optymalnego zatrzymania. Nalezy wigc w optymalnym poszu-
kiwaniu najlepszego obiektu przepusci¢ r,—1 obiektéw nie wybierajac Zadnego
i wybra¢ pierwszy relatywnie najlepszy, ktory pojawi si¢ po obiekcie r,— 1. r,/N dazy
do e, gdy N dazy do nieskoficzonosci. Réwniez lim vy = e~!. Przyklad ten to
klasyczny ,,problem sekretarki” ([2]-[4], [7]). e

PrzYKLAD 2. Chcemy wybra¢ obiekt o absolutnej randze a = 2. W tym przypadku

r(N—r
Ny By i=L
Brh= A B
N(N -1y’ B
oraz
% dlar<2,s=r+l,
per,s)y={_rr=D dla s>,

s(s=1) (s—2)
0 darg<slubs>r,r<2, s#r+l.
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Latwo sprawdzi¢, ze vy(N—1,1) = g,(N—1,]) dla I = 1, 2. Zalézmy dla indukcji
wstecznej, Ze obszar optymalnego zatrzymania zawiera I, = {(s,!):1=1,2;
r < s < N}. Oznaczymy przez o, moment pierwszego osiagniecia I', przez W,.
Ze wzoru (1.11) otrzymujemy: .

Poy{We, = (u,m)} =p(r,u) dlau>r;l,m=1,2
oraz

Eqn@a) = > 0, 0)galu, D+ g2, 2)] = .

u=r+1

N
r(r—1) 1 o (N=r) 3
TN u;1 w1 @w=2 " N (N=1) &a(r, 1).

Wobec powyzszych wzoréw, jako pierwsza zmieni znak nieréwnos$¢ oy(r+1) <
r(N—r) rir—1)
<
N(N—1) > NN~=1)’
=min{r:r > (N+1)/2}. Dla r > r,, vy(r, 1) = g,(r, 1), I = 1,2, wigc I}, _, jest
zawarte w obszarze optymalnego zatrzymania. Zalézmy dla indukcji wstecznej,
ze rowniez zbior I, =1, _, U {(s,):r, <s<r,} jest zawarty w obszarze

optymalnego zatrzymania. Z (1.12) otrzymujemy

< g,(r, 2), to znaczy a wigc r = (N+1)/2. Niech r, =

ry B
Pty War, = (u, m) u(u—T) dlar, <u<ry,s<r,m=1,
s, o, = (U, M =
“(u—l)(u—Z) @ s 4 s Ly ¥ X Iy
oraz
rg-1 N -
= re  u(N-u Z ri(re—2) u
E(S,l)gZ(Wan) - U-Z u(u—l) N(N—l) + £ m W- =
i N_u r_ (a=D(N-ryt+1)
“FD, 4 -~ N@N-D

Poniewaz wvy(r,+1) = E, ,8,(W,,) jest nierosnaca funkcja ry, a g,(ry,2) jest
funkcja rosnaca, wigc wy(r;+1) > g,(r;,2) dla r, <r,, poniewaz oy(r,) >
>8:(ra—1,2). vp(ri+1) < go(ry, 1) dla ry =rg=ry—1 i vy(r,+1) > g,(ry, 1)
dla r; < rp. Stad obszarem optymalnego zatrzymania jest I’, _1. Zaréwno r,/N jak
i rg/N dazy do 1/2, gdy N dazy do nieskonczonosci i
. . —D((N-r+1) 1
lim vy = lim (rg 2 = —,
Now " New  NN—=T) 4
2. Asymptotycznie optymalne rozwiazanie. Juz w przypadku @ = 2 widaé, ze dla
duzych a dokladne wyznaczenie zbioru optymalnego zatrzymania bedzie uciazliwe.
Celem dalszych rozwazan bgdzie podanie mozliwie prostego sposobu wyznaczenia
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asymptotycznie optymalnej strategii wyboru a-tego obiektu. W tym celu zamiast
taticucha (W,, #,, P(,.1,) © zbiorze stanéw {1,2, ...,N}x {1, 2, ..., a} rozpatrzy-
my réwnowazny mu tancuch {W;, #|, P n,1)} ze Zbiorem stanéw {1/N,2/N, ..., 1} x
x{l1,2,...,a}. Funkcja wyplaty g,([Nx],/) dazy jednostajnie, przy N dazacym
do nieskonczonosci, do

@1 g, = (S21) A -0, 1=1,2,..,a

Zatem, jezeli N dazy do nieskonczonosci i r/N dazy do x € (0, 1], to

a N
E(r/N,l')ga( Wlf) = Z Z p(l‘, S)ga(s7 l)> rza

=T s=7 1
dazy jednostajnie do E(x,1,8.(W7), gdzie (W', ', Pu,1)) jest laficuchem Markowa
o stanach (0, 1]1x {1, 2, ..., a} i gestosci prawdopodobiefistw przejscia
%0
22 p(x,y) = ¥
0 dla x >y,

dad<x<y<l,

a

a 1

EqingW5) =Y {p(x, gy, Ddy.
I=1x

Réwnania rekursywne (1.4)-(1.7) zastapimy teraz réwnaniami:

(2.3) o(1) =0,
(24) v(x, I) = max{ga(xa l)a E(x,l)'v(Wll’)},
(2.5) v(x) = Eqeno(WY),

gdzie v(x, ) jest granica vy(r, 1), gdy r/N dazy do x € (0, 1], a v(x) jest granica
vy([Nx]/N), gdy N dazy do nieskoficzonosci. Poniewaz funkcja vy(r) jest nierosngca
funkcja r, wigc v(x) jest nierosnaca funkcja x € (0, 1]. Wyznaczenie asymptotycznie
optymalnej strategii wyboru a-tego obiektu bedzie polegato na rozwiazaniu réwnan
rekursywnych (2.3)-(2.5). Wzory (1.11) i (1.12) uzyskane dla ustalonego N, gdy N
dazy do nieskoriczonosci i r/N dazy do x przejda w odpowiednie warunkowe g¢-
stosci:
k

@6 Sua0am) = e dla ¥ <x<y<Li=12,..k

xk,o 5

i fan((,D)  dla (D el"G+1),
@D fun(5D) = |

ye dla (v, 1) & I,_yx(ko),

gdZie Fx,z(k) = {(yv l) x<y<z l= my, my, ""mk}’ I"(i'*' 1) = U ij_x,x_,(kj)‘
j=1
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PrzYkLAD 3. Niech a = 3. Wowczas

x(1—-x)2 dlal =1,
gs(x, ) =12x*(1—x) dlal=2,
x3 dla 1 = 3.
Z réwnan (2.3)-(2.5) oraz wzoru (2.6) otrzymujemy, v(x, /) = gs(x,/) dla /= 2,3
io(x, 1) # gs(x, 1) w lewostronnym otoczeniu 1. Wynika to réwniez z faktu, Ze dla
x < 1,9(x) > 0, a funkcja g5(r,/) dla r = N—1 il =1 jest rowna 0. Mozemy
zatem zalozy¢, Ze obszar optymalnego zatrzymania zawiera I't = {(y,1): [ = 2, 3;
Xx<y<1}io, =inf{t: W/’ el'}}. Ze wzoru (2.6) otrzymujemy:
z

S, D) = x*[y*  dla (y,Del'}, ' <x
oraz
o(x) = —x2Q2lnx+1-x).
Niech
hy(x) = ga(x,D—o(x) dlal=1,2,3.

hi(x) < 0 dla x € (0, 1). Funkcja A,(x) jest nieujemna w [x,, 1], gdzie x, jest pier-
wiastkiem réwnania 2lnx = 3x—3. Pierwiastek réwnania h;(x) = 0 jest rowny
x3 = o = e '/2, Funkcja h3(x) > 0 dla x > x3 i h,(x3) = (1/e)(2—3e~12) > 0, wigc
X3 > Xx,. Zalézmy dalej, ze podzbior

P2=r,, (DUl ) ={D:x<y<al=2a<y<1,1=2,3}
jest podzbiorem zbioru optymalnego zatrzymania i ¢, = inf{¢t: W' e I'2}. ((a*%) o~
t

w symbolu I, ,_(k) oznacza, ze punkty («, /) (naleza) nie naleza do zbioru I ,(k)).
Ze wzoru (2.7) mamy:

x/y*  dla (y,]) eI .-(1),

f(x',l')((y’ l)) = 3
ax/y dla (y,D el (2),
a 1
iy ax
o) = Eenga ) = | 2 297 =dy+ | 51>+ 2520 -)1ay =
= x[(a—=x) 2—ot—x)—alna—a+1)].
Zbadajmy réznice )
hy(x) = ga(x,2) ~v(x) =
= x[2x(1=x)— (¢ —x) Q—a—x)+ aRlna—o+1)] = xL,(x).

Réwnanie /,(x) = 0 ma pierwiastek B = (2—1/4—6a)/3 = 0,4664 i /,(x) > 0 dla
" x€(B, ), L,(x) < 0dlaxe(0,p); h(x) <0 dla x < « poniewaz Eqngs(W,) <
< o(x) dla x < o.- Wobec tego I'} jest obszarem optymalnego zatrzymania i dla
duzych N, asymptotycznie optymalne postgpowanie przy wyborze absolutnie
trzeciego obiektu begdzie polegalo na zatrzymaniu sig przy osiagnigciu po raz pierwszy
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obszaru Iy y =1y 1, s () O T, i n(@) = {(s, D)1 rg <5 <ray I= 2510 <5 <
<N, 1 =2,3), gdzie r, = a*N, a rg = f+N. Graniczne prawdopodobiefstwo
otrzymania absolutnie trzeciego obiektu przy zastosowaniu asymptotycznie opty-
malnej strategii jest réwne:

lim oy(1) = 2(0%) = E(v,1n8:(W5) = Bl(a—p) Q—a—p)+a’] = 0,2322.

N-oowo
Wida¢é stad, ze przy optymalnym wyborze 3-go obiektu dla duzych N nalezy braé
pod uwage tylko obiekty o relatywnej randze 2 i 3. Do momentu badania rg—1
obiektu nie wybieramy zadnego obiektu, od chwili r; wybieramy pierwszy relatywnie
drugi obiekt, ktéry pojawi sig, a od chwili r, réwniez relatywnie trzeci, o ile wezesniej
nie wybraliémy Zadnego obiektu i nasze postgpowanie nie zakoriczylo sig.

Dla blizszego poznania strategii optymalnej przy @ > 4 zbadamy rodzing funkcji
gax,D,1=1,2,...,a, xe(0,1].

LEMAT 2. Rodzina funkcji g.(x,1),1=1,2,...,a, x€(0, 1], okreslona przez
(2.1), ma nastepujgce wiasnosci:
(i) Funkcja g,(x,!) ma dokladnie jedno maksimum w (0, 1] w punkcie
x;=Illa dal=1,2,..,a

orazg,(0,1) =g, (1,D)=0dlal=1,2,..,a-1ig,0,a) =0, g,(1,a) = L.

(i) Wartosci maksiméw funkcji z tej rodziny rosnq wraz z I.

(iii) Ita funkcja przecina sie z (I+1)-wszq w (0, 1) w maksimum funkcji I-tej.
Jest to jedyny punkt przecigcia tych dwdch funkcji w (0, 1).

Yatwy dowdd lematu pomijamy.

WNIOSEK 1. Z lematu 2 i tego, Ze o(x) jest funkcja niemalejaca, ciagta i v(x) > 0
wynika, Ze istnicje taki punkt Xo, ze dla x < xo, gi.(X,/) < v(x) dla kazdego /.
Oznacza to, Ze asymptotycznie optymalna strategia wymaga, aby nie wybieraé
zadnego obiektu az do chwili ko = [Nx,].

Niech

I'i={y,D:l=a,a-1; x<y<1} i o'1=i£1f{t: w el'}}.

Ze wzoru (2.6) otrzymujemy:
1
" x?
B &al5) = § 5517+ @ =Dy~ (1 =y)ldy =

X

2 a—1
- x2 - a-~2 __ 48—3
X [—a—S +x =3 X ]

Dla a > 4 w lewostronnym otoczeniu x = 1 mamy (z wylaczeniem samej jedynki)
8(x,1) 2 Eq g (Wy) dla I = a,a—1 i g.(x,1) < ExngW;) dla | # a,a—1.
Wynika stad, Ze w pewnym otoczeniu jedynki I'} jest podzbiorem zbioru optymalnego
Zatrzymania. Nalezalo spodziewaé si¢ tego, poniewaz dla a > 4 vy(N—1,4a) =
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=g/ N-1,0) i oy(N—-1,a—1) =g, (N—1,a-1), gdy N>a i vy(N—1,]) #
# g,(N—1,1) dla ] # a, a—1. Rozpatrzmy rodzing réwnan:

(2'8) E(x,l)ga(WtIJ:) _ga(x’ I) = 09 l = 13 23 ey @

i oznaczmy przez o maksymalny pierwiastek réwnan (2.8) w (0, 1). Oznaczmy
przez o, maksymalny pierwiastek réwnania /tego z (2.8) w (0, 1). Jezeli réwnanie
nie ma pierwiastka w (0, 1) przyjmujemy o, = 0.

LEMAT 3.

(2.9) max {o} = max{o,, ¢,->} dlaa>4.
1<i<a

Dowéd. Zlematu2itego,ze E g.(W;)—g.(1,) =0dlal=1,2,...,a-1,
mamy
max {og} = max{a,, tz_y, ta_2},
= 1g/<a
poniewaz v(x) = g.(x,l) dla | # a, a—11 v(x) < g,(x,!) dla !l = a,a—1 i x na-
lezacych do dostatecznie malego otoczenia x = 1.
Funkcja

(2'10) E(x,t)ga(W:z:) _ga(xs a—1) =
. [ 2 (a=1)(@a-2) xa_3+axa_2] — x?b(x)

a-—3 a-—3

ma nastepujace wlasnosci. Zmiana znaku (2.10) w (0, 1) jest rGwnowazna zmianie
znaku przez b(x). Funkcja b(x) ma jedyne minimum w (a—1)/a, 5(0) > 0, (1) = 0,
wige o, ; < (@a—1)/a. Dla x > o,_; (2.10) jest ujemne. Poniewaz g,(x,a) >
> go(x, a—1)dla x > (¢—1/a > a,_,, wiec o, > a,_,. To dowodzi (2.9).

WNIOSEK 2. Na kazdym etapie wyznaczania optymalnej procedury poszukiwania
a-tego obiektu wystarczy badaé co najwyzej trzy nierdwnosci z (1.14) i (1.15).

Wynika to z lematu 2 i monotoniczno$ci v(x).

Algorytm stuzacy do wyznaczenia asymptotycznie optymalnej procedury wy-
boru a-tego obiektu jest taki sam jak algorytm dla wyznaczenia procedury opty-
malnej podany w czgsci pierwszej niniejszej pracy, z tym jednak zastrzezeniem,
ze funkcje g,(r, 1) i vy(r, 1) nalezy zastapié ich granicami, gdy N dazy do nieskon-
czonosci a r/N do x.

PRzYKLAD 4. Niech a = 4. Wowczas o = max{a,, %,} = o, = 2/3. Oznaczmy:
P.% = Fx,a-(l) v Fa-f,l(z)’

gdzie I}, o-(1) = {(»,3):x <y <a}, a [, ={(,):a< p< 1, I =3,4},
oraz o, = inf{t: W}’ eI'?}. Ze wzoru (2.7) mamy:
t

732', gdy x<y<a,l=23,
f(x,t)((J’»l))= .

3

5 gy e<y<1,1=3,4,
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oraz
Ecen8aW5) = 3x(o? —x?)+x* £ d().
Dla x € (0, ), d(x) > g4(x, 4). Zbadajmy nastgpujace roznice:
c(x) = d(x)—g.(x,) dlaxe(,a),!=2,3.
Roéwnanie ¢3(x) = 0 ma w (0, a) pierwiastek g = 0,5286, a funkcja c,(x) ma do-
datnie jedyne minimum w (0, «) w punkcie x = 3, wiec ¢,(x) > 0 dla x € (0, a).
Stad I'2, jest zbiorem optymalnego zatrzymania.
v(0%) = lim ox(r) = d(B) = 3p(a®—p?)+p* = 0,2089.
ivc)

W przypadku skonczonym asymptotycznie optymalne postgpowanie polega na za-
trzymaniu sie po osiagnieciu po raz pierwszy zbioru I'isi—1,mvea-1(1) U Lineg—1,5(2)-
Inaczej, nalezy przepusci¢ [NB]—1 obiektdw, nastgpnie wybraé pierwszy relatywnie
trzeci, ktéry pojawi si¢ po obickcie [Nf], a od obiektu [Na] réwniez wybiera¢ obiekt
relatywnie czwarty.

PRZYKLAD 5. Niech @ = 5 (rysunck 1). Wéwczas as = 1/)/2 = 0,7071, a a3 =
= (5+1/5)/10 = 0,7236 i na podstawie lematu 3 o = ;.

A
1k

8(x s )

g2

gs&"'“

Niech
P£= {(_V,l): (X<y< ];124’5; x<y<0!, l=3,4!5}
i o, =inf{t: W/’ eI'2}. Ze wzoréw (2.6) i (2.7) mamy
t x3
X dax<y<al=3,4,5
y
x3a
ady

2

f(x,l)((y’ l)) = '

. daa<y<l1,1=4,5
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1
Eqngs(Wy) = %3 [faz —10a +;+6lna+ 8x —3x2 —61nx] .
Niech
bl(x) = E(x,l)g5(Wt’J;)—g5(x’l)7 l = 192, sery 5.
Rozwigzujac rownania by(x) = 0dla/ = 2, 315 w (0, «) otrzymujemy, Ze najwigkszy

pierwiastek wystepuje dla / =5 i wynosi 8 = 07071 a Eg,ngs(W,.) = 0,1768.
Niech teraz

IP=T3o{@,Dix<y<B 1=3,4 i oy=inf{t: W/ el?}.
t
Ze wzoréw (2.6) i (2.7) otrzymujemy:

x2
77 dlax<y<f,l=3,4
x2ﬁ3
Jaan(, D) =, Byt dla f<y<a, 1=3,4,5
2432
%‘%— dlaa<y<l1,1=4,5,

E(.ngs(W,) = x? [—6.><7+4.7472 —x3+68—4p2 4243+ Ee.2: W) t)%sz(Wa,)]

Poniewaz
2.11) max gs(x,2) < Eg,1g5(Ws),

0<x<1
wigc nalezy zbadaé nastepujace funkcje w (0, f):
a(x) = E(x,l)gS(W;;) —gs(x, ) dla I = 3,4,
aby wyznaczy¢ zbiér optymalnego zatrzymania. Funkcja c3(x)/x?> ma ujemne
minimum w punkcie x = 0,6; jest ujemna w x = §; rosnagca w przedziale (0,6, ),
punkt x = 0,6 jest punktem przecigcia funkeji gs(x, 4) i gs(x, 3) (lemat 2) i dlatego
pierwiastek réwnania c3(x) = 0 jest mniejszy niz pierwiastek réwnania c,(x) = 0.
Rozwigzaniem tego ostatniego jest y = 0,5809, a E, ;,gs(W,) = 0,1909.
Niech
I'i=T3o{(y,3:x<y<y} i o,=inf{t: W el}.
¢

Ze wzordéw (2.6) i (2.7) mamy:

y_xz dla x <y<ynrl=3,
2
i dlay<y<p, 1=3,4
124
S, D) = xy2ﬁ3 al I— 34
a < < o, = 0,4, 0,
7,/32 B<y
xy253“2
;B*z'&?“y‘j' dlaa<y<1,l=4,5



Optymalny wybdr obiektu o a-tej randze 65

Eqngs(W,.) = x[—§x4+4x3—3x2+3y2 —4p3 434+ Eﬂ—'l‘—ii@/"—’)]
Poniewaz funkcja o(x) jest malejaca i mamy (2.11), v(f) = E,,g5(W,.), wigc
wystarczy rozpatrzyé tylko rownanie E igs(W,.)—gs(x, 3) = 0. Najwigkszy pier-
wiastek tego réwnania mniejszy od y jest rowny 6 = 0,5124 1 Es ;,gs(Ws.) = 0,1919.
Zatem zbiorem optymalnego zatrzymania dla @ = 5 jest I's.. Wynika stad, Ze asympto-
tycznie optymalne postepowanie jest nastepujace: przepuszczamy [NJ] obiektow,
nastgpnie wybieramy pierwszy relatywnie trzeci obiekt jaki si¢ pojawi; od obiektu
[Ny] wybieramy rowniez relatywnie czwarty obiekt; migdzy obiektami [Nf] i [Na]
wybieramy obiekty relatywnie trzeci, czwarty i piaty, a od obiektu [N«] do konca
relatywnie czwarty i piaty. Graniczna warto$¢ prawdopodobienstwa wybrania
absolutnie piatego obiektu wynosi

'U(O+) = ]%,im 'UN(I) - E(l’,l)gS(W;:) = 0,1919.
— 0

Chee podzigkowaé Recenzentowi i prof. St. Trybule za uwagi i rady udzielone
w trakcie przygotowywania niniejszej pracy.
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