ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO ~
Seria IIl: MATEMATYKA STOSOWANA XIX (1982) ms ptm

MAREK KUBALE (Gdansk)

Analiza efektywnos$ci algorytméw kolorowania graféw
(Praca wplynela do Redakcji 15.02.1979)

Praca poswigcona jest analizie najbardziej znanych algorytmow kolorowania wierzchotkow
grafow z punktu widzenia ich zlozonosci obliczeniowej i dobroci kolorowania. Rozpatrzono dwa
algorytmy sekwencyjne LF i SL, dwa algorytmy sekwencyjne z wymienianiem koloréw LFI i SLI,
algorytm kolorowania par CP oraz uproszczony algorytm maksymalnych zbioréw niezaleznych
AMIS. Dla kazdego algorytmu oszacowano czas potrzebny na jego wykonanie w zaleznosci od
rozmiaru grafu oraz podano liczbe koloréw wymaganych w najgorszym przypadku danych. Podano
réwniez wnioski plynace z do$wiadczefh komputerowych zwigzanych z implementacja wigkszosci
rozwazanych metod na maszynie Odra 1204.

1. Wstep. Metody kolorowania graféw znajduja zastosowanie w wielu rézno-
rodnych problemach techniki i zarzadzania. Dla przykladu, nastgpujace zagadnienia
moga byé sprowadzone do problemu kolorowania wierzchotkéw odpowiedniego
grafu: podzial ukladu elektronicznego na warstwy, znajdowanie minimalnej liczby
testow potrzebnych do lokalizacji uszkodzenia ukladu logicznego, projektowanie
kodéw wykrywajacych bledy w urzadzeniach transmisji danych, minimalizacja
liczby wykonawcéw prac o ustalonym harmonogramie, sporzadzanie rozkladow
zaje¢ szkolnych. We wszystkich tych zagadnieniach chodzi o pokolorowanie grafu
szybko i oszczednie, tzn. przy uzyciu mozliwie najmniejszej liczby barw. Wymagania
te sa na ogdt sprzeczne.

Obecnie wszystkie problemy kombinatoryczne dzieli si¢ na ,latwe” i ,,trudne”.
Do pierwszej klasy, zwanej krotko P, naleza te, dla ktdrych istniejg algorytmy
o wielomianowym czasie obliczed (Sci$lej — o czasie obliczenn ograniczonym przez
wielomian zmiennej rozmiaru problemu), do drugiej zas te, dla ktérych nie udalo sig
do dzisiaj znalezé zadnej takiej metody obliczeniowej. Wérdd zagadnien tej drugiej
klasy wyréznié mozna obszerng rodzing probleméw tzw. NP-zupelnych [9] (zob.
tez [18)), ktére s3 migdzy sobg rownowazne w nastgpujacym sensie: jezeli dla jednego
Z problemdw tej rodziny uda si¢ znalezé algorytm wielomianowy, to dla kazdego
problemu NP-zupelnego bedzie mozna skonstruowaé tego typu algorytm. Przy-
puszcza sig, ze dla zadnego problemu NP-zupelnego nie istnieje wielomianowy
algorytm rozwiazywania. Niestety zagadnienie optymalnego kolorowania grafu
nalezy do tej rodziny.

Glgbsza analiza problem6éw NP-zupelnych wykazala, ze nie s3 one wszystkie
jednakowej trudnos$ci. Na podstawie jakosci rozwiazan przyblizonych generowanych
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przez najlepsze algorytmy wielomianowe (tj. takie, ktore dla poszczegélinych zagad-
nieft gwarantuja rozwigzania najbardziej zblizone do optymalnych w najgorszym
przypadku danych) rodzing probleméw NP-zupelnych dzielimy na trzy nastepujace
grupy:

1. Problemy, ktére maja wielomianowe algorytmy gwarantujace rozwiazania
przyblizone z dowolnie zadang dokladnoscia wzglgdna ¢ > 0. Przypomnijmy, Ze dla
ustalonych danych rozwiazanie o wartosci r nazywamy e-przyblizonym, jesli
[r=rol/lro] < &, gdzie r, jest wartoscia rozwiazania optymalnego. Do grupy tej naleza
migdzy innymi problem plecakowy i niektére przypadki zagadnienia kolejnoscio-
wego.

2. Problemy, dla ktoérych najlepsze algorytmy wielomianowe gwarantuja roz
wigzania z ustalong, ale nie zalezna od nas, dokladnos$cia. Do grupy tej zaliczamy
np. problem pakowania (gwarantowana tolerancja 22%), metryczny problem komi-
wojazera (tolerancja 50%), problem minimalnego drzewa Steinera (z metryka
prostokatna — 509), problem operatora dzwigu (tolerancja 80%).

3. Problemy, dla ktérych istniejace algorytmy wielomianowe nie gwarantuja
zadnej skoriczonej dokladnosci, tzn. nie istnieje zadna liczba & > 0, dla ktdrej
jaki$ algorytm gwarantowalby rozwiazanie e-przyblizone. Do grupy tej zaliczamy
wszystkie pozostale problemy, w szczegélnosci problem znajdowania maksymalnej
kliki grafu, pewne problemy pokrycia, programowanie calkowitoliczbowe i nieste-
ty ... problem kolorowania grafu. Dla niektérych z tych probleméw udowodniono,
Ze nie istnieje liczba k& > 1, dla ktdrej znalezienie rozwiazania nie gorszego niz k razy
wartos¢ optymalna byloby latwiejsze niz wyznaczenie rozwigzania optymalnego.

Powyzsza klasyfikacja probleméw ma charakter w pewnym sensie dynamiczny.
Nie jest bowiem wykluczone, iz w wyniku stalego postepu w konstrukcji algorytméw
przyblizonych niektdre z probleméw nalezacych obecnie do grupy 2 lub 3 awansuja
do grup weczesniejszych. Dotyczy to tylko nielicznych problemdw, zwlaszcza zas
tych, ktére wymagaja na wejsciu danych liczbowych w postaci wektoréw, macierzy itp.
(patrz [7]). Zauwazmy, ze jest bardzo malo prawdopodobne aby problem koloro-
wania grafu przeszed! do pierwszej grupy, gdyz w $wietle [6] pokolorowanie grafu
liczbg koloréw nie przekraczajaca w dwdjnaséb minimalnej mozliwej jest tak samo
trudne jak wyznaczenie rozwiazania optymalnego. Oznacza to, ze problem koloro-
wania grafu przejdzie do grupy 1 jedynie wtedy, gdy wszystkie problemy NP-zupetne
znajda si¢ w tej grupie (tzn., gdy P = NP).

Problemy zwigzane z analiza algorytméw pojawiaja si¢ wéwczas, gdy dla danego
zagadnienia dysponujemy juz cala rodzing metod jego rozwigzania. Powstaja wtedy
naturalne pytania: ktéra metoda jest najlepsza oraz czy sa szanse znalezienia jeszcze
lepszych algorytméw. Niniejsza praca jest przegladem najbardziej znanych algory-
tméw w rodzinie metod kolorowania wierzcholtkéw graféw oraz préba odpowiedzi
na postawione wyZej pytania. Po wprowadzeniu podstawowej terminologii oraz
oszacowaniu zlozonosci obliczeniowej problemu optymalnego kolorowania, w kolej-
nych punktach badamy zlozono$¢ przyblizonych algorytméw wielomianowych
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wyznaczong poprzez analizg najgorszego przypadku danych. Dla niektérych algo-
rytméw podajemy przyklady graféw, dla ktorych rozwazany algorytm dziala szcze-
gélnie wolno lub uzywa szczegdlnie duzo koloréw. Analiz¢ teoretyczna zamykamy
uwagami na temat rezultatow badari empirycznych powyzszych metod. Z punktu
widzenia praktyki jest to istotny etap w badaniach nad efektywnoscig algorytméw
i ich konkretnych realizacji.

2. Podstawowe definicje i oznaczenia. Na wstgpie podamy podstawowe ozna-
czenia i definicje teorii graféw, ktérych uzywaé bedziemy w dalszych punktach pracy.
W artykule rozwazaé bedziemy grafy zwykle, tj. symetryczne grafy skonczone bez
petli i bez krawedzi wielokrotnych. Zbior wierzcholkéw grafu G oznaczamy przez V,
a zbidr krawedzi przez E. KrawedZ utozsamiamy z dwdjka incydentnych z nig wierz-
chotkéw, powiedzmy v;, v; €V, i piszemy {v;, v;}. Liczb¢ wierzchotkéw nazywamy
rzedem grafu i oznaczamy przez n, n = |V|, a liczbg¢ krawedzi oznaczamy przez m,
m = |E|. Liczbe d = 2m/n(n—1) nazywamy gestoscig grafu G = (V, E).

Méwimy, ze dwa wierzcholki v;, v; € V sa sqsiednie w grafie G = (V, E), jezeli
{v;, v;} € E. Wierzchotki, ktére nie s3 sasiednie nazywamy niesqsiednimi. Stopniem
deg(v) wierzcholka v jest liczba wierzcholkéw sasiednich z v lub inaczej liczba in-
cydentnych z nim krawedzi. :

Podgraf grafu G = (V, E) indukowany przez zbiér V' < V oznaczamy przez
G|V' = (V', E"), gdzie E’ jest zbiorem tych krawedzi nalezacych do E, ktdérych
oba konce naleza do zbioru V.

Niech bedzie dany graf G i liczba naturalna k. Méwimy, ze G jest k-barwny,
jezeli jego wierzchotki mozna pomalowaé k rdéznymi barwami w taki sposob, ze
7adne wierzcholki sasiednie nie sg pokolorowane ta sama barwa. Mowimy wtedy
roéwniez, ze istnieje k-pokolorowanie grafu G. Najmniejsza liczbe k, dla ktérej graf G
jest k-barwny nazywamy liczbq chromatyczng grafu G i oznaczamy przez x(G),
za$ graf G nazywamy k-chromatycznym. Zatem k-pokolorowanie grafu G = (V, E)
jest réwnowazne wyznaczeniu rodziny podzbioréw

(3] (Vis ooy Vi)

takiej, ze

(22) VeV, i=1,..,k

(2b) ViV, =0, i#jij=1,..,k
(2¢) jesli v,v' eV, to {v,v'}¢E, i=1,..,k
Jezeli ponadto

&) IQK=K

to pokolorowanie (1) nazywamy pelnym. W przeciwnym razie pokolorowanie grafu
nazywamy czesciowym. Pokolorowanie pelne takie, ze k = y(G) nazywamy opty-
malnym. Istnicje szereg algorytméw kolorowania graféw zaréwno doktadnych
(optymalnych) [3], [5], [16], [20], [21] jak i przyblizonych (suboptymalnych) [4], [14],
[22], [23]. Przez A(G) oznaczamy liczbg koloréw uzytych do pomalowania grafu G
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metoda A. Z kazdg taka metoda zwigza¢ mozna funkcje dobroci f4: N - R, zdefi-
niowana nastgpujaco: f,(n) = max{4(G)/y(G): G ma n wierzchotkéw}. Funkcja ta
charakteryzuje jako$¢ rozwiazan generowanych przez algorytm A4 dla najgorszego
przypadku danych. Zauwazmy, ze dla kazdego algorytmu kolorowania A4, f,(n) < n.

Podzbiér V; wierzchotkéw grafu G spelniajacych warunek (2¢) nazywamy nie-
zaleznym. Zbidr niezalezny nazywamy maksymalnym, jezeli nie istnieje jego nadzbidr
wlasciwy, ktory jest niezalezny.

Problem optymalnego pomalowania grafu mozna réwniez sformutowaé w na-
stepujacy sposob. Rozwazmy graf G = (V, E). Definiujemy funkcj¢ kolorowania
h:V — N taka, ze h(v;) # h(v)), gdy {v;,v;} € E. W zbiorze H wszystkich funkcji
kolorowania szukamy funkcji A4, dla ktorej
C)) : min max h(v) = maxhe(v) = x(G).

heH veV veV

3. Zlozono$¢ obliczeniowa problemu optymalnego kolorowania grafu. Naczelnym
pytaniem w dziedzinie kolorowania graféw jest pytanie o zloZono$¢ obliczeniowa
problemu optymalnego pokolorowania dowolnego grafu. Niestety nie jest znany
rzad ztozonosci obliczeniowej, a jedynie dolne i gorne oszacowanie liczby dzialan
potrzebnych dla rozwigzania tego problemu. Zlozono$¢ obliczeniowa kolorowania,
tak jak i innych probleméw kombinatorycznych, jest $ciSle zwiazana ze sposobem
reprezentacji grafu (np. w pamieci komputera). O wplywie sposobu reprezentacji
grafu na efektywnos$é metod obliczeniowych pisze Systo w pracy [18]. W niniejszym
artykule przyjmiemy listowy sposéb pamigtania struktury grafu, poniewaz umozliwia
on uzyskanie bardziej efektywnych algorytméw w poréwnaniu ze sposobem macie-
rzowym. Zalozenie to implikuje od razu dolne oszacowanie liczby koniecznych
dzialah postaci
) Q(m+n) < g(m, ),

gdzie @(m, n) oznacza zlozonos$¢ obliczeniowa problemu optymalnego pokoloro-
wania grafu G o m krawedziach i n wierzcholkach(?). Oszacowanie (5) wynika stad,
ze z jednej strony kazda krawedz jest tu istotna i musi byé sprawdzona co najmniej raz,
z drugiej za$ kazdy wierzchotek musi mie¢ nadany jaki$ kolor. Zauwazmy, ze dla
graféw dwudzielnych @(m, n) = O(m+n). Réwnos¢ ta wynika stad, ze kazdy graf
dwudzielny moze by¢é optymalnie pomalowany w czasie O(m+n) przy okazji tra-
wersowania tego grafu metoda poglebiania. Zatem grafy G takie, ze 4(G) < 2 moga
by¢ kolorowane za pomoca algorytmu optymalnego z doktadnoscig do stalej pro-
porcjonalnosci.

Odnotujmy, ze gdyby przyjaé, iz graf zapisany jest za pomocg macierzy sg-
siedztwa, to minimalna liczba operacji wzrosnie do £2(n?). Zgodnie bowiem z teza
Aanderaa-Rosenberga udowodniong przez Rivesta i Vuillemina [15] zbadanie kazdej
nietrywialnej i monotonicznej wlasnosci dowolnego grafu (a taka jest niemoznosé
pokolorowania grafu G k kolorami) wymaga co najmniej n?/16 operacji podstawo-
wych przy macierzowym sposobie zapisu grafu.

() Objasnienia symboli £2(-) i O(-) znalezé mozna w [18].
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Obecnie, za Lawlerem[12], podamy gérne oszacowanie ztoZzonosci obliczeniowej
problemu kolorowania, ktore oparte jest na nastgpujacym rozumowaniu. Zauwazmy,
ze jezeli graf G jest k-chromatyczny, to istnieje podzial jego wierzchotkéw na k zbio-
réw niezaleznych taki, ze przynajmniej jeden ze zbiorow jest maksymalny. Wynika
to stad, ze jezeli uda 'si¢ nam znalezé jakie$ pokolorowanie optymalne, to dowolny
kolor bedzie albo maksymalnym zbiorem niezaleznym, albo da si¢ powigkszy¢
do takiego. A zatem, jezeli zbiér ¥V’ < ¥ jest niepusty, to istnieje maksymalny zbior
niezalezny S < V' taki, ze x(G|V’) = 1+ (G| (V'—S)). Istnieje skoriczona liczba
maksymalnych zbioréw niezaleznych podgrafu G}V’. Minimalizujac po nich wszyst-
kich otrzymujemy

(6) 2(GIV’) = 1+ming(G|(V'=S)), gdzie V' # @.
Scv’

Zatem liczba operacji potrzebnych do wyznaczenia liczby chromatycznej jest réwna
liczbie dzialan potrzebnych do rozwiazania réwnosci (6). Oszacujmy te liczbg dla
najgorszego przypadku danych. Zalézmy, ze dla ustalonego V' znalezliémy juz
7(GIV"") po wszystkich V' < V’. Wtedy czas wymagany dla obliczenia »(G|V")
jest proporcjonalny do liczby maksymalnych zbioréw niezaleznych podgrafu 4(G|V")
plus czas ich wygenerowania. Znany, najbardziej efektywny algorytm generowania
wszystkich maksymalnych zbioréw niezaleznych grafu G wymaga O(nml) operacji
podstawowych, gdzie m jest liczba krawedzi, n — liczba wierzchotkéw, a I — liczba
maksymalnych zbioréw niezaleznych danego grafu [19]. W najgorszym przypadku
liczba I jest réwna 3%3, Z drugiej strony wystarczy odwiedzi¢ 2" wierzchotkow tzw.
drzewa podgraféw grafu G (szczegdly patrz [20]). Sumujac po wszystkich moz-
liwych ¥’ = V znajdujemy, ze ogdlny czas wymagany dla rozwiazania (6) jest ogra-
niczony funkcja

n

S (i3 < mn ({55 = mali+ V37
0 0

i= i=

gdzie m; jest maksymalng liczba krawedzi w zbiorze odpowiednich podgraféw
grafu G opartych na i wierzcholkach.

Reasumujac otrzymujemy, Ze zlozono$¢ obliczeniowa problemu optymalnego
pokolorowania grafu o m krawedziach i n wierzcholkach spelnia nieréwnosci:

2(m+n) < p(m, n) < O(mn2.44").

4. Algorytmy sekwencyjne. Algorytm sekwencyjny zdefiniowany jest nastgpujaco.
Niech wierzcholki grafu beda ustawione w ciag vy, ..., ¥,. Wowczas pomaluj v,
kolorem 1, a kazdy nastgpny wierzchotek v; kolorem o mozliwie najmniejszym
numerze, tzn. z zachowaniem warunku, Ze wierzchotki sasiednie otrzymuja réine
barwy. Oczywiscie kolorowania otrzymywane ta droga w istotny sposob zaleia
od przyjetego uszeregowania wierzchotk6w. Na przyklad kazdy graf moze by¢ opty-
malnie pokolorowany za pomoca algorytmu sekwencyjnego. Wystarczy jedynie
zna¢ whasciwa kolejno$é kolorowania. Lecz znalezienie wlasciwej kolejnosci w zbio-
rze n! mozliwych wcale nie jest latwe. Istnieja dwa podstawowe sposoby uporzadko-
wania wierzchotkéw bedace zrédlem dwoch réznych algorytméw sekwencyjnych.,
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W metodzie pierwszy-najwiekszy, symbolicznie LF (ang. largest first), wierz-
chotki sg porzadkowane w kolejnosci nierosnacych stopni, a nastgpnie odbywa si¢
wlasciwe kolorowanie sekwencyjne. Algorytm ten zostal po raz pierwszy podany
przez Welsha i Powella [22] w nieco odmiennej lecz rownowaznej postaci. W naj-
gorszym przypadku wymaga on liczby koloréw okreslonej wzorem
®) 2(G) € a(G) = 1mglx min {i, deg(v;)+1},
lecz na ogot liczba kolordw uzytych jest znacznie mniejsza od o(G).

Obecnie bardziej szczegétowo opiszemy algorytm LF uzywajac konstrukcji
pseudoalgolowskich. W tym celu przyjmiemy, Ze struktura grafu zapamigtana jest
w tablicy catkowitej G [1: 2m], ktorej kolejne grupy elementédw odpowiadaja wszyst-
kim wierzchotkom sasiednim odpowiednio z ,, ..., v, Sciflej: dla i =1, ...,n
oraz j = 1, ..., 2m G; jest numerem wierzchotka sasiedniego z v;, jezeli 5;_;+1 <
<j< sy, gdzie so =0as; = 5;_,+deg(@;) (i = 1, ..., n). Algorytm LF sklada si¢
z trzech etapéw. W pierwszym etapie obliczamy stopnie wszystkich wierzchotkow.
Fatwo zauwazyé, Zze jezeli Deg [1: #] jest tablicg zerowa, to stopnie wierzchotkéw
otrzymamy kosztem 2m dodawanh w wyniku wykonania nastgpujacej instrukcji:

for j:=1,2,...,2m do
Deg[Gj] := Deg[G;]+1;

W drugim etapie algorytmu porzadkujemy wierzchotki w kolejnosci nierosnacych
stopni. W tym celu zauwazmy, Ze znane sa a priori klucze, wedtug ktérych przepro-
wadzamy sortowanie, gdyz dla kazdego i mamy deg(v) € {0, ...,n—1}. Zatem
jezeli bedziemy znali liczbg wierzchotkdéw stopnia 0,1, ...,n—1, to stad latwo
wyznaczymy koncowa pozycje jaka moze zaja¢ dany wierzchotek w nowym upo-
rzagdkowaniu. Wymagane uporzadkowanie przedstawimy w postaci tablicy Newseq
[1:#], gdzie Newseq; jest numerem i-tego wierzchotka w nowym uporzadkowaniu.
Jezeli Kosz [0 : n] jest poczatkowo tablica zerowa, to naszkicowang idea realizuje
nastgpujacy fragment programu:

fori:=1,2,...,ndo
Kosz [Deg;]: = Kosz[Deg;]+1;

for i: = n—1,i—1 while Kosz;,, < n do
Kosz; : = Kosz; : = Kosz;+Kosz;,,;

comment Kosz; jest koficowa pozycja grupy wierzchotkéw stopnia i. Cel wprowa-
dzenia tablicy Kosz wyjaéniony zostanie w dalszej czgéci pracy;

fori:=1,2,...,n do

begin
Newseq [Kosz [Deg;]]: = i;

A4: ; comment instrukcja pusta, ktérej cel zostanie wyjasniony dalej;
Kosz[Deg;]: = Kosz[Deg;]— 1

end i

Widzimy, ze dla uzyskania 2adanego uporzadkowynia nalezy wykonaé n odejmowan
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i najwyzej 2n dodawan. Zatem drugi etap algorytmu moze by¢ zrealizowany w czasie
proporcjonalnym do liczby wierzcholkéw grafu.

Aby zbadaé zlozono$¢ ostatniego etapu algorytmu przyjmiemy, ze z kazdym
wierzchotkiem v; zwiazany jest n-elementowy wektor charakterystyczny obrazujacy
stan pokolorowania wierzcholkéw sasiednich z v;,. Mianowicie, k-ty element tego
wektora jest réwny 0, gdy zaden z sasiadéw v; nie zostal pomalowany kolorem £,
a 1 w przypadku przeciwnym. Przez zastrzeZenie koloru k rozumie¢ bedziemy wsta-
wienie jedynki na k-ta pozycje wektora charakterystycznego. Przyjmiemy rowniez,
7e zaden kolor nie zostal zastrzeZony przed rozpatrywaniem kolejnego wierzchotka.
Przy tych zalozeniach procedurg kolorowania mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacej
instrukcji:

fori:=1,2,...,n do

begin
A :for kazdego sasiada w wierzchotka nr Newseq; do zastrzez kolor wierz-
chotka w;
B:fork: = 1,2, ..., min{i, deg(¥newsequ) + 1} do
if kolor k nie jest zastrzeZony then
begin
Vi<V {vNewseq[l]};
comment ¥}, jest zbiorem wierzcholkéw pomalowanych k-tym kolorem;
go to e
end k;

e:end i
Przeanalizujmy zlozono$¢ tego etapu algorytmu. W i-tym kroku zastrzezenie ko-
lor6w wymaga deg(vnewseq)) podstawier, a pomalowanie wierzchotka wymaga
jednego podstawienia poprzedzonego nie wigcej niz deg(vnewseq,) + 1 poréwnaniami.
Poniewaz petle (?) 4 i B wykonywane sa dla kazdego wierzchotka jeden raz, wigc

n
lacznie mamy )’ (deg(v))+1) = 2m+n podstawien i najwyzej tyle samo poréwnar.
i=1

Zatem ostatecznie algorytm LF wymaga O(m+n) operacji podstawowych.
Metoda LF daje bardzo zle pokolorowania juz w przypadku graféw Gi, k > 3
o liczbie chromatycznej réwnej 2 [8]. Przyktad takiego grafu pokazano na rysunku I.

by b, b « e e b

Rys. 1. Graf Gi

(®) Tak dalej nazywaé bedziemy instrukcje ,,dla’.
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Jezeli wierzchotki uporzadkowane sa w kolejnosci ay, by, a5, by, ..., a;, by, to
algorytm LF pomaluje kazda par¢ nowym kolorem. Zatem LF(G,) = k chociaz
7(GY) = 2 przy |Vi| = 2k = O(k), czyli funkcja dobroci spetnia fip(n) = 2(n).

W metodzie ostatni-najmniejszy, symbolicznie SL (smallest last) wierzchotki
sa ustawiane w nieco bardziej skomplikowany sposdb. Mianowicie, jako v, brany
jest wierzcholek o najmniejszym stopniu w grafie G, a nastgpnie dla kazdego i =
=n-1,...,2,1 jako »; wybieramy wierzchotek, ktéry ma minimalny stopien
w podgrafie G|(V' — {v,,..., ;41 }). Proces ten mozna interpretowaé jako proces re-
dukcji grafu polegajacej na sukcesywnym usuwaniu wierzchotkéw (wraz z incy-
dentnymi krawedziami) o aktualnie najmniejszym stopniu [4]. Po takim upo-
rzadkowaniu wierzchotki sa kolorowane tak jak w metodzie LF. Latwo udowod-
nié, ze
©) 1(6) < (G) = max deg(v)+1,

i<n
gdzie deg(v;) jest stopniem deg(v;) w chwili usuwania wierzcholka v; z podgrafu
G!(V"' {'U,,, L] 7)|'+1})'

Nasuwa si¢ pytanie, ktére oszacowanie liczby chromatycznej (8) czy (9) jest
bardziej doktadne. Matula udowodnil, Ze oszacowanie (9) zwiazane z kolejnoscia
ostatni-najmniejszy jest najlepszym mozliwym posréd wszystkich n! ciagéw wierz-
chotkéw dowolnego grafu G (por. [14]). A zatem «(G) > B(G) dla kazdego grafu G.
Mimo to oszacowanie B(G) jest na ogdl bardzo zle nie tylko w odniesieniu do liczby
chromatycznej grafu G, lecz nawet w stosunku do lizzby koloréw faktycznie uzytych
do jego pokolorowania metoda SL. Badania eksperymentalne ([11], [14]) wskazuja,
ze dla graféw duzych i gestych B(G) > 2y(G).

Obecnie pokazemy w jaki sposéb algorytm SL moze byé wykonany w czasie
O(m+n). Aby efektywnie ustawié wierzchotki w kolejnosci SL zauwazmy, Ze ostatni
wierzchotek w dowolnej kolejnosei LF moze byé ostatnim wierzcholkiem w pewnej
kolejnosci SL. Po usunigciu tego wierzcholka i sprowadzeniu pozostalych wierz-
chotkéw podgrafu do kolejnosci LF ponownie ostatni wierzchotek podzbioru moze
by¢ przedostatnim wierzchotkiem w sekwencji SL. Kontynuujgc ten proces otrzy-
mamy Zadane uporzadkowanie. Jezeli w miejsce instrukcji pustej po etykiecie 4 we
fragmencie obliczajagcym kolejno$¢ LF wstawimy instrukcje

A: Poz;: = Kosz[Deg,];

to odpowiedni fragment algorytmu, stanowiacy niejako kontynuacje porzadkowania
LF, bgdzie mozna zapisaé nastepujaco:

fori: =n,n-1,...,3 do
begin
Kosz[Deg [Newseq,]]: = i—1;
B: for kazdego v; sasiedniego z wierzcholtkiem nr Newseq; do
if Poz; < i then
begin
comment najpierw przestawiamy odpowiednie pary wierzchotkow;
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Newseq[Poz;]: = Newseq[Kosz [Deg;l];
Newseq[Kosz[Deg;]]: = j;
Poz[Newseq[Poz]]: = Poz;; Poz;: = Kosz[Deg,];
comment obecnie aktualizujemy konicowa pozycj¢ grupy wierzcholkow
stopnia Fg(vj) oraz redukujemy stopien wierzchotka z;;
Kosz[Deg;]: = Kosz[Deg;}—1;
Deg;: = Deg;— 1
end B
end/

Pewnego komentarza wymaga fakt zakoriczenia obliczeri przy wartosci zmiennej
sterujacej i = 3. Otdz, jak latwo sprawdzi¢, dla kazdego grafu rzedu 2 i 3 spelniona
jest wlasno$é: kazde uporzadkowanie wierzcholkéw LF jest zarazem kolejnosdcia SL.
Jednakze poczynajac od n = 4 istnieja grafy, ktére nie maja powyzszej wiasnosci.

Obecnie przeanalizujemy zlozono$¢ obliczeniowa metody SL. W powyzszym
fragmencie porzadkowania wykonanie pgtli B wymaga deg(¥newseq) poOréwnafi
i 2 deg(vnewseq)) 0dejmowarti. Petla ta jest wykonywana n—2 razy dla n—2 réznych
wierzchotkéw. Poniewaz kazde wykonanie petli jest poprzedzone odejmowaniem,
wiec lacznie mamy co najwyzej 2m poréwnan i 2m+n odejmowan. Skoro wstgpne
porzadkowanie wierzchotkéw (otrzymanie kolejnosci LF) wymaga wykonania O(n)
operacji podstawowych, to caly etap tworzenia kolejnosci SL moze by¢ zrealizowany
w czasie O(m+n). Do powyzszego nalezy doda¢ O(m) operacji potrzebnych do obli-
czenia stopni wierzchotkéw i O(m+n) operacji dla wiasciwego pomalowania grafu.
Zatem ostatecznie algorytm SL wymaga O(m+ n) operacji podstawowych.

Burlaga [4] zauwazyl, Ze grafy Mycielskiego daja si¢ optymalnie pomalowac
metoda SL. Mozna pokazaé, Ze metoda ta zastosowana do kolorowania graféw
plaskich daje O(n) algorytm, ktéry uzywa co najwyzej 6 koloréw. Odnotujmy tutaj,
ze najlepszym znanym sposobem kolorowania takich graféw jest O(nlogn) metoda
,»partiowa” (ang. batching method) przedstawiona w [13], ktdra uzywa najwyzej
5 barw wobec 4 mozliwych (co ostatecznie udowodniono w [1], [2]). Mimo to w ogdl-
nosci istnieje ciag graféw G, o O(k) wierzchotkach taki, ze SL(Gy) = k, chociaz
2(Gy) = 3 [8].

5. Algorytmy sekwencyjne z wymienianiem koloréw. Istnieje prosta metoda po-
prawiania rozwigzan uzyskiwanych przez algorytmy sekwencyjne podana przez
Matulg¢ [14], a nastgpnie uogélniona przez Johnsona [8]. Metoda ta oparta jest na
nastgpujacym spostrzezeniu. Jezeli w i-tym kroku kolorowania wierzcholek v;
winien otrzymaé nowy kolor, to byé moze mozZna zmieni¢ barwy wierzchotkom
juz pomalowanym tak, aby z jednej strony zachowa¢ warunek, iz zadna krawedz
nie laczy wierzchotkéw jednobarwnych, z drugiej zas, by ktérys z wczesniejszych
koloréw uczyni¢ dostepnym dla ;. Jedli tak, to dokonujemy wymiany kolorow,
a nastgpnie malujemy v; i dalsze wierzcholki danego ciggu. Zatem algorytm sekwen-
cyjny z wymienianiem koloréw dziala tak samo jak zwykly algorytm sekwencyjny
z wyjatkiem przypadku, gdy normalnie nalezaloby wprowadzi¢ nowy kolor.
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Obecnie opiszemy doktadnie przypadek szczegdélny metody Johnsona, ktéry
nazwiemy naiwnym wymienianiem lub kroétko wymienianiem koloréw. Metoda
naiwnego wymieniania zdefiniowana jest nastepujaco (por. [11]). Jezeli wierzcholek
©; nie moze by¢ pomalowany Zzadnym z k, k > 1, istniejacych juz koloréw, to two-
rzymy zbiér S < {l, ..., k} numeréw koloréw, z ktérych kazdy posiada dokladnie
jeden wierzchotek sasiedni z v;. Nastepnie, jesli dla pewnego a € S istnieje wierzcho-
ek v; pomalowany a-ta barwa i sasiedni z v;, lecz nie sasiedni z zadnym wierzchot-
kiem innego koloru b < k, to v; otrzymuje kolor b. Umozliwia to pomalowanie
v; kolorem a. Jezeli natomiast takiego wierzchotka nie ma, to v; staje si¢ pierwszym
wierzchotkiem koloru k+1. Z opisu metody wymieniania kolor6w wynika, ze wy-
maga ona kazdorazowo uprzedniego wyznaczenia zbioru wierzchotkéw pomalo-
wanych, bedacych w swoich kolorach jedynymi wierzchotkami sasiednimi z v;.
Oznaczymy ten zbiér przez S;. Zbiér S; moze by¢ wyznaczony w czasie O(deg (v;)).
Jesli znamy juz S;, to wymienianie moZe by¢ zapisane nastepujaco:

A: for kazdego v; € S; do
begin
B:for kazdego sasiada w wierzchotka v; do
zastrzeZz kolor wierzcholka w;
zastrzez kolor a wierzcholka v;;
comment k jest liczba uzytych dotad koloréw;
C:forb:=1,2,..,kdo
if kolor b nie jest zastrzezony then
begin
Ve < Vy U {1;};
Ve = VoL {v;}— {v;};
gotoe
end b
end; e:

Zbadajmy ztozonos$¢ obliczeniowa algorytméw sekwencyjnych z naiwnym wymie-
nianiem koloréw. Przez LFI (LF with interchange) oznaczymy algorytm sekwen-
cyjny z wymienianiem, je$li wierzchotki zostaly uporzadkowane w kolejnosci pierw-
szy-najwigkszy, a przez SLI (SL with interchange) algorytm sekwencyjny z wymie-
nianiem oparty na kolejnosci ostatni-najmniejszy. Zauwazmy, ze gdyby w procesie
kolorowania nie doszto do Zzadnej proby wymiany koloru (tzn. graf datby sie po-
malowa¢ dwoma kolorami), to czas wykonania bylby taki sam jak dla oryginalnych
algorytméw sekwencyjnych, a wigc Ofm+n). Jednakze w najgorszym przypadku
préba wymiany koloréw moze nastapi¢ n—2 razy, tzn. przy kolorowaniu kazdego
wierzchotka v;, ...,v, (np. w przypadku graféw pelnych). Zatem o zltozonosci
obliczeniowej algorytmu sekwencyjnego z wymienianiem decyduje zlozono$é samego
wymieniania. Zbadajmy zlozono$¢ tego etapu. Wezmy pod uwage instrukcje pod-
stawienia. Dla kolejnego wierzchotka v; petla B wymaga wykonania deg(v;) podsta-
wien plus jedno podstawienie dla zastrzezenia koloru a. W najgorszym przypadku
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operacje te sa powtarzane dla kazdego v; € S;, a wigc tacznie nalezy wykona¢ co
najwyzej nastgpujaca liczbe podstawien:

Z (deg(vp)+1) = deg(v) + Z deg(v;) < deg(v)+ z deg(v)) = 2m.

LTEN vjeS; vjeV—{vi}

W podobny spos6b mozna pokazaé, ze liczba poréwnan jest nie wigksza niz 2m.
Skoro w najgorszym przypadku petla 4 jest wykonywana O(n) razy, to ogdlna
liczba operacji jest ograniczona przez O(mn). Wobec tego ztozonoé¢ obliczeniowa
algorytm6w LFI i SLI jest rzedu mn.

Najgorszy przypadek, w sensie jakosci rozwigzan, dla metody LFI jest taki sam
jak dla algorytmu LF. Jezeli wierzchotki grafu Gy na rysunku 1 s3 malowane w kolej-
nosci a,, b,, a,, b,, ..., to algorytm LFI pomaluje kazda par¢ nowym kolorem,
gdyz zadna wymiana nie bedzie mogla mie¢ tu miejsca. Zatem funkcja dobroci
ma postaé fip(n) = 2(n). Podobnie metoda SLI wykazuje bardzo zle zachowanie
w najgorszym przypadku danych, ktére charakteryzuje si¢ liniowa funkcja forr.
Dos$wiadczenia wykazaly, Ze przecigtnie metody z naiwnym wymienianiem daja
znaczne zmniejszenie liczby koloréw w poréwnaniu z metodami LF i SL siggajace
nawet 10 barw dla graféw losowych rzedu n = 200 i gestosci d > 0.5 [11].

6. Algorytm kolorowania par. Algorytm kolorowania par, symbolicznie CP (col-
ouring pairs), jest pewna modyfikacja algorytmu sekwencyjnego zaproponowang
przez Wooda [23]. Polega on na uporzadkowaniu wszystkich par wierzcholkéw,
a nastgpnie sekwencyjnym ich kolorowaniu. Algorytm wymaga wprowadzenia
tzw. macierzy podobiefistw wierzcholkéw grafu G, S = [syj], i,j =1, ..., n. Jezeli
graf zapisany jest za pomoca macierzy sasiedztwa wierzcholkéw A = [a;],i,j =
=1,..,n to

8, =1 —
Y Za,kak, W przeciwnym razie.
k=1

Zatem stopien podobienistwa dwoch wierzchotkéw niesasiednich v; i v; jest réwny
liczbie wierzcholkéw v, jednoczeénie sasiednich z v; i v; lub inaczej, jest réwny
liczbie réznych drég dtugosci 2 taczacych v; z v;. Po obliczeniu macierzy S wszystkie
n(n—1)/2 pary wierzchotkéw sa porzadkowane wedlug nierosnacych podobienstw.
Dalej algorytm analizuje po kolei wszystkie pary o nieujemnych podobiefistwach
W nastgpujacy sposob:

1. Jezeli v; i v; sa juz pomalowane, to przejdZ do nastgpnej pary.

2. Jezeli jeden z nich, powiedzmy v;, ma juz r-ty kolor, a v; jest niepomalo-
wany, to:

(a) Jesli stopiefi deg(v;) jest mniejszy od liczby koloréw dotad uzytych, to przejdz
do nastepnej pary.

(b) Sprébuj dotaczyé v; do koloru r; jesli jest to niemozliwe, przejdZ do nastep-
nej pary.
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3. Jezeli ani v;, ani o; nie s3 pomalowane, to:

(a) Jesli stopnie obu wierzcholkéw sa mniejsze od liczby kolordw uzytych, to
przejdz do nastgpnej pary.

(b) Pomaluyj v, i v; kolorem, by¢ moze nowym, o mozliwie najnizszym numerze.

Algorytm CP jest metoda czgsciowa. Oznacza to, ze zwykle po jego zakoniczeniu
niektore wierzchotki pozostaja niepokolorowane. Wierzcholki niepokolorowane,
ktore byly pomijane w podpunktach (a), nazwiemy wierzchotkami bezbarwnymi
Dpierwszego rodzaju. Do grupy tej zaliczamy réwniez wierzcholki poczatkowo po-
minigte w podpunkcie 2(b), ktére nastepnie byly analizowane w podpunktach (a).
Pozostale wierzcholki niepokolorowane nazwiemy bezbarwnymi drugiego rodzaju.
Niech k oznacza liczbe koloréw uzytych dla czgsciowego pokolorowania grafu G.
Zauwazmy, Ze skoro stopnie wierzchotkéw bezbarwnych pierwszego rodzaju sa
mniejsze od k, to wierzchotki te moga by¢ pomalowane po zakoficzeniu algorytmu CP
bez wprowadzania nowych koloréw. Zauwazmy dalej, ze wierzcholki bezbarwne
drugiego rodzaju tworza klikg grafu G. Co wigcej, kazdy wierzchotek tej kliki jest
sasiedni z wierzcholkami pokolorowanymi, z ktérych k ma rézne barwy. Fakty te
daja prosta metode uzupetniania pokolorowania czesciowego do pelnego w czasie
nie przekraczajacym O(kn):

I:=0;

fori:=1,2,...,n do

if wierzcholek v; jest bezbarwny I rodzaju then
begin
znajdz najmniejsze j takie, Ze V; U {v;} jest zbiorem niezaleznym;
V, «V;u {2}
end v; — I rodzaju
else if wierzcholek v; jest bazbarwny II rodzaju then
begin
I:=1]+1;
Vier « {v;}
end v;— II rodzaju

Przeanalizujmy obecnie ztozono$¢ obliczeniowg algorytmu kolorowania par.
Algorytm CP sklada si¢ z trzech etapéw. W pierwszym etapie tworzymy macierz
podobienistw S. Wymaga to nadania 2m+n elementom macierzy wartosci — 1 oraz
obliczenia warto$ci pozostatych elementéw nieujemnych s;;. Przy okazji mozna
obliczy¢ stopnie wierzchotkéw, ktére beda potrzebne w dalszych etapach algorytmu.
Jezeli S[1:n, 1:n] i Deg[l:n] sa tablicami zerowymi, to odpowiedni fragment pro-
gramu mozna przedstawi¢ nastgpujgco:

fori: =1,2,...,n do
begin
St = —1;

for kazdego v; sasiedniego z v; do
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begin
siyr=—1;
Deg;: = Deg;+1
end
endi;

fori:=1,2,...,n de
for kazdego v; sasiedniego z v; do
for kazdego v, sasiedniego z v; do
if s;0 # —1 them 551 = sp+1;
Latwo zauwazyé, Ze obliczenie stopni wszystkich wierzchotkéw wymaga 2m dodawan,
a wyznaczenie ujemnych elementéw macierzy podobienstw 2m+n podstawiefi.
Natomiast wyznaczenie nieujemnych elementéw macierzy S wymaga

D deg*@®) < ), (1=1)? = n(n -1y
i=1 i=1

2 Z Sij<n3

{i.jleE

dodawan, gdzie E jest zbiorem krawedzi grafu G = (V, ¥V x V— E) dopelniajacego
graf G. Zatem zlozono$¢ tego etapu algorytmu wynosi O(n®). Na marginesie powyz-
szych rozwazaf zauwazmy, ze macierz S mozna réwniez utworzy¢ w oparciu o obli-
czenie kwadratu macierzy sasiedztwa. Postgpowanie takie moze daé lepsze oszaco-
wanie teoretyczne zlozonoéci, gdyz mnozenie macierzy wymaga n® mnozen i n®—n?
dodawan przy zastosowaniu algorytmu klasycznego, lecz liczb¢ dziatan mozna zre-
dukowaé do O(n*8!) operacji podstawowych, jesli zastosujemy metode Strasse-
na [17]. Mimo to podejécie takie jest praktycznie malo efektywne zwlaszcza przy
malych wartosciach n. W drugim etapie algorytmu CP porzadkuje si¢ wszystkie
pary wedlug ich podobiefstw. PoniewaZz znane s klucze, wedlug ktérych mamy
prowadzi¢ porzadkowanie, wigc sortowanie takie mozna zrealizowaé w czasie
proporcjonalnym do liczby par. Zatem zlozono$é tego etapu jest rzedu n2.

Wiasciwe kolorowanie wierzcholkéw nastgpuje w trzecim etapie dzialania algo-
rytmu. W kazdym kroku sprawdza si¢ czy dana para jest nieujemna w sensie podo-
biefistwa, a nastgpnie — je$li tak — bada sie, ktéry wierzcholek w parze jest juz
pomalowany. W zaleznosci od wyniku obu tych poréwnan algorytm rozgalezia sig
do kroku 1, 2 lub 3. Zastanéwmy si¢ jaka jest ztozonos¢ obliczeniowa krokéw 2 i 3.
W drugim kroku algorytm wymaga jednego poréwnania i ewentualnie najwyzej
deg(v;) poréwnan dla stwierdzenia, czy ktérys z sasiadéw wierzchotka v; ma kolor r.
Zatem w najgorszym przypadku krok ten wymaga deg(v;) + 1 poréwnasi. Natomiast
dla zrealizowania dziatan przewidzianych w kroku 3 trzeba wykona¢ jedno lub dwa
poréwnania plus ewentualnie deg(v;)+ deg(v;) podstawien dla zastrzezenia kolorow
sasiadéw ©; i v; oraz najwyzej max {deg(v;), deg(v,)} poréwnan dla znalezienia dla
nich odpowiedniego koloru. Zatem, gdyby przy kazdym wyjsciu z krokéw 2 i 3

podstawien oraz
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co najmniej jeden z wierzchotkéw bezbarwnych mial nadany jakis kolor, to ztozo-
nos$¢ trzeciego etapu bylaby O(m+n). Lecz na ztozono$é obliczeniowa wplywaja
réowniez bezskuteczne wykonania krokéw 2 i 3 zwlaszcza za$§ podpunktu 2(b),
gdyz wymaga on najwigcej, bo O(deg(v;)) poréwnan. Niech b oznacza liczbe takich
bezskutecznych wykonan 2(b) w trakcie dzialania algorytmu. Pokazemy, ze istnieja
grafy, dla ktérych Q(n?) jest dolnym oszacowaniem liczby b. Rozpatrzmy graf H,
pokazany na rysunku 2.

Rys. 2. Graf H;

Zauwazmy, Ze macierz podobienstw tego grafu spetnia warunek s; € {—1, +1}
dlai,j=1,2,...,2k+1. Jedli dodatnie pary analizowane sa zgodnie z kolejnoscia
leksykograficzng elementdw macierzy S, to algorytm CP pomaluje kazda pare
(o1, vk41) kolorem I, 1 = 1, ..., k, lecz pomigdzy dwoma kolejnymi kolorowaniami
wykona sig¢ k-krotnie podpunkt 2(b). Wobec tego b= k(k—1) = (n—1) (n—23)/4.
A wigce trzeci etap algorytmu jest realizowany kosztem O(n®) operacji dla tych graféw.
Dokladniejsza analiza zloZonoéci w przypadku bezskutecznych wykonan podpunk-
tu 2(b) pokazuje, ze dowolny wierzchotek v; moze byé pominigty najwyzej n— 3 razy.
Wobec tego sumaryczna liczba poréwnan nie przewyzsza

(n=3) Y. (deg@)+1) < (n=3) > (deg()+1) = (1—3) @m+n) < 2(n>+mn),
vieP vieV

gdzie P jest zbiorem wierzchotkéw pomijanych w 2(b) w trakcie dziatania algorytmu.
Do powyzszego nalezy doda¢ O(m+n) poréwnari potrzebnych do znalezienia odpo-
wiednich koloréw dla wierzchotkéw pomalowanych. Zatem trzeci etap algorytmu
CP wymaga O(n?+mn) operacji podstawowych. Tym samym ostateczna ztozono$é
obliczeniowa calego algorytmu kolorowania par wynosi O(n3), lecz moze byé zmniej-
szona do O(n*®' +mn) operacji podstawowych, o ile w pierwszym etapie zasto-
sujemy mnozZenie macierzy metods Strassena.

Metoda Wooda koloruje optymalnie grafy dwudzielne, lecz juz w przypadku
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7(G) = 3 jej rozwiazania moga si¢ rézni¢ o dowolnie wiele od optymalnych. Johnson
znalazt grafy 3-chromatyczne Gy o n < 10k wierzchotkach, dla ktérych CP(Gy) > k.
A wigc podobnie jak w przypadku poprzednich algorytméw fep(n) = Q2(n).

Algorytm CP daje na og6l rezultaty znacznie gorsze niz metody sekwencyjne
z wyjatkiem graféw duzych i gestych (n > 100, d > 0.75), dla ktérych jego wyniki
sa lepsze niz metod LF i SL, cho¢ gorsze od wynikéw LFI i SLI [11].

7. Uproszezony algorytm maksymalnych zbioréw niezaleznych. Wszystkie anali-
zowane dotad metody maja liniowa, czyli najgorsza mozliwa funkcj¢ dobroci. Dla
kazdego algorytmu A istnieja bowiem grafy G, takie, Ze stosunck A(Gy)/x(Gi) jest
wprost proporcjonalny do liczby wierzchotkéw tych graféw. Nasuwa si¢ pytanie:
czy w ogdle istnieje algorytm wielomianowy, dla ktérego stosunek A(G)/x(G)
roénie wolniej niz liniowo dla najgorszego uktadu danych? Odpowiedz jest pozy-
tywna. W niniejszym punkcie podamy za Johnsonem [8] uproszczony algorytm
maksymalnych zbioréw niezaleznych, nazywany w skrocie AMIS (w oryginale:
approximately maximum independent set), ktory jest najlepszym znanym algorytmem
wielomianowym w tym sensie, ze daje asymptotycznie najlepsze pokolorowania
w najgorszym przypadku danych. Jednakze zanim to uczynimy opiszemy przybli-
Zony algorytm maksymalnych zbioréw niezaleznych, MIS (maximum independent
set), ktory jest pierwowzorem algorytmu AMIS. Przyblizony algorytm maksymalnych
zbioréw niezaleznych okreslony jest nastgpujaco:

l.i:=1.

2. Niech U bedzie zbiorem wierzcholkéw jeszcze nie pomalowanych. Jedli
U= ¢, to stop. v

3. Niech U; bedzie najliczniejszym zbiorem niezaleznym podgrafu G|U. Dla
kazdego v € U; poldz h(v) = i. Nastepnie i: = i+ 1 i wro¢ do kroku 2.

Johnson pokazat, Ze funkcja dobroci tego algorytmu fyys(n) = O(logn). Jednakze
algorytm MIS ma istotng wadg. Problem znalezienia najliczniejszego zbioru nieza-
leznego nalezy bowiem do rodziny probleméw NP-zupelnych, co oznacza, Ze sa
nikle szanse na skonstruowanie wielomianowego algorytmu jego rozwigzywania.
Te trudnosci sugeruja uproszczenie metody polegajace na zrezygnowaniu z zasady
wyznaczania bezwzglgdnie najliczniejszego zbioru niezaleznego na korzys¢ efektyw-
nego wyznaczania najliczniejszego w przyblizeniu zbioru niezaleznego.

Prosta metoda wyznaczania zbioru niezaleznego moze by¢ zdefiniowana naste-
pujaco. Niech W, = V. Jako pierwszy element — w, bierzemy wierzchotek o naj-
mnicjszym stopniu w grafie G. Nastgpnie dla kazdego i = 1,2, ..., jako w;,,
wybieramy wierzcholek o najmniejszym stopniu w podgrafie G|W;,, gdzie W, =
= Wi—({wi} v {v; € Wi {w;, v;} € E}), dopoki W, # O. Jezeli stopnie wierz-
chotkéw sa obliczone i zapamigtane w tablicy Deg [1:#], to algorytm AMIS mozna
naszkicowa¢ jak nastgpuje:

U«v;
fori: =1, i+1 while U # @ do
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begin
Vi @; W« U; Deg < Deg;
comment Deg jest tablicg robocza 0 wymiarze zgodnym z wymiarem tabli-y Deg;
ford: = n while W # & do

begin
A: for kazdego v e W do if Deglv] < d then
begin
w: = v;
d: = Deglv]
end;

comment w jest wierzchotkiem o aktualnie najmniejszym stopniu;
Vie Vv {w}; U U—{w}; We W—{w};
B: for kazdego v; sasiedniego z w do
if v; e U then
begin
Deg[v;]: = Degfv;]—1;
if v; € W then
begin
W« W-— {v;};
C: for kazdego v) sasiedniego z v; do
if v, € W then Deglv,]: = Deglo]—1;
end v, e W
end B
end d
end |

-

W wielokrotnie cytowanej pracy [8] Johnson udowodnil, Ze funkcja dobroci uprosz-
czonego algorytmu maksymalnych zbioréw niezaleznych spetnia warunek

(10) Q(n[logn) = famis(n) = O(n/logn).

Zastandwmy si¢ jaka jest ztozonosé¢ obliczeniowa metody AMIS. Petla A wykony-
wana jest dla kaidego wierzcholka jeden raz. W kolejnym, powiedzmy k-tym,
kroku zbidr W moze zawiera¢ najwyzej n—k+ 1 elementéw, a wigc liczba poréwnar
potrzebnych do znalezienia wierzchotka o minimalnym stopniu nie przekracza
n—k+1. Zatem lacznie mamy najwyzej n(n+1)/2 poréwnan. Oszacujmy teraz
liczbg poréwnan potrzebnych do zredukowania stopni wierzchotkéw sasiednich
z wierzchotkami usunigtymi ze zbioru W. Petla B wykonywana jest dla kazdego

wierzchotka jeden raz. Wobec tego petla C realizowana jest najwyzej > deg(v;) =
i=1

= 2m razy. Poniewaz jednorazowe wykonanie petli C wymaga najwyzej n—1 po-

rownan, wigc taczna liczba tych operacji jest mniejsza od 2mn. Zatem algorytm AMIS

moze by¢ wykonany w czasie O(n*+mn).
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8. Zakonczenie. Dobre badZ zte zachowanie si¢ algorytmu dla najgorszego uktadu
danych nie rozstrzyga jeszcze o jego przydatnosci w praktyce. Bardzo 7te dzialanie
algorytmu w najgorszym przypadku danych ostrzega nas jedynie przed mozliwym
fiaskiem poszukiwan dobrego pokolorowania nie méwiac nic o prawdopodobienstwie
jego wystapienia. Z praktyki zas wiadomo, e najgorszy przypadek danych pojawia sig
niezmiernie rzadko. Z drugiej strony moze zdarzy¢ si¢ i tak, ze najlepsze wyniki da
metoda nie bedaca optymalna w zadnym sensie. Zatem wazny praktycznie jest nie
tyle najgorszy przypadek co ,sredni przypadek™ danych dla danego algorytmu.
To drugie podejscie jest trudniejsze, gdyz wymaga okre§lenia rozktadu danych wejscio-
wych, a najczgéciej bywa tak, ze rozklady odpowiadajace rzeczywistym problemom
sa matematycznie niezbadane. Dotychczas dokonano jedynie analizy teoretycznej
najprostszego algorytmu kolorowania, tj. algorytmu sekwencyjnego z przypadkowym
wyborem wierzchotkéw, dla graféw losowych jednakowo prawdopodobnych o usta-
lonej gestosci d (patrz [10]).

Trudnosci zwiazane z analizg bardziej skomplikowanych przypadkéw powoduja,
7e czesto uciekamy sig do badan empirycznych realizowanych za pomoca maszyn
cyfrowych. Typowym przykladem tego nurtu jest wspomniana juz praca Kubalego
i Dabrowskiego [11]. Zawarto w niej wyniki eksperymentéw maszynowych zwig-
zanych z nastgpujacymi algorytmami: LF, SL, LFI, SLI i CP. Algorytmy te anali-
zowano i poréwnywano pod katem liczby uzytych koloréw, czasu obliczenn oraz
wykorzystania pamigci maszyny. Materialem doswiadczalnym byly wyniki testo-
wania prawie tysiaca graféw pseudolosowych rozmaitych rzedéw i gestosci. Grafy
zapisane byly w postaci macierzy sasiedztwa A. Dla grafu rzedu n i zakladanej geg-
stosci d macierz sasiedztwa otrzymywana byla w nastgpujacy sposdb:

{1, gdy i #jA0< < d,
Gy =0 =19 przypadku przeciwnym,

gdziery, r,, ..., 1y, ... jest ciagiem liczb pseudolosowych o rozkladzie réwnomiernym
z przedzialu (0, 1). Do generacji liczb pseudolosowych uzyto kongruencyjnego gene-
ratora multyplikatywnego. Tak otrzymane macierze A umieszczane byly na bitach
stéw maszynowych. Wymagana pamigé komputera wynosi wéwczas nfn/w] komérek,
gdzie w jest liczba bitéw w komdéree (w przypadku maszyny Odra 1204, na ktorej
przeprowadzono eksperymenty w = 24). Rozwigzanie to obok niezaprzeczalnych
wad ma tg zaletg, ze umozliwia kolorowanie graféw duzych i gestych. Z punktu
widzenia szybko$ci kolorowania najlepszym okazat sig algorytm LF. Kolejnos¢
pozostatych metod byla nastgpujaca: LFI, SL, SLI, CP. Biorac za podstawg¢ oceny
ilo$¢ uzytych barw metody sekwencyjne z wymienianiem koloréw wyraznie gérowaly
nad pozostalymi we wszystkich przedzialach gestosci graféw. I tak, dla graféw
rzadkich, to znaczy o gestosci d < 0.125, na pierwszym miejscu ex aequo mieliSmy
LFI i SLI, dalej na réwni LF i SL, a na konicu metod¢ CP. Dla graféw $rednio
gestych, tj. 0.25 < d < 0.5, ponownie najlepsze byly obie metody sekwencyjne z wy-
mienianiem, a dalej LF, SL i CP. W przypadku graféw gestych, mianowicie o d >
2 0.75, na trzecia pozycje¢ za LFI i SLI przesungla si¢ metoda kolorowania par,
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nastgpnie mieliSmy LF i na koicu SL. Niekiedy w zastosowaniach wazna jest osz-
czgdnos¢ pamieci maszyny cyfrowej. Pod wzgledem zapotrzebowania na pamigé
zdecydowanie najgorsza okazalta si¢ metoda CP, natomiast kolejno$¢ pierwszych
czterech metod byla nastgpujaca: LF, SL, LFI, SLI. Reasumujac, wydaje sig, Ze
przysztemu uzytkownikowi mozna poleci¢ ktoras z metod sekwencyjnych z wymie-
nianiem koloréw, np. LFL. Metodg t¢ warto by jeszcze skonfrontowaé z asympto-
tycznie najlepszym algorytmem AMIS.

Podzigkowanie. Autor wyraza podzigkowanie drowi Maciejowi M. Sysle za cenne
uwagi krytyczne, ktore zostaly uwzglednione w redakcji tej pracy.
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