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ZpzistAw JABLONSKI (Grodzisk Mazowiecki)

Rozwigzanie réwnania calkowego Fredholma drugiego rodzaju
z zastosowaniem funkcji sklejanych
(Praca wplynela do Redakcji 26.01.1979)

Praca ta poéwigcona jest metodzie aproksymacji réwnania catkowego Fredhol-
ma [4] funkcjami sklejanymi wielomianowymi trzeciego stopnia. Mianowicie, roz-
wigzanie przybliZone tego réwnania przedstawiamy w postaci kombinacji liniowej
funkcji sklejanych, ktére tworza rozklad jednosci na odcinku [0, 2w]. Blad aproksy-
macji w naturalny sposéb laczymy z doskonalo$cig rozpatrywanego rozkladu jed-
nosci.

Ze znanych twierdzen teorii potencjatlu (zob. [8]) wynika réwnowaznos¢ wew-
netrznego (A = —1) i zewngtrznego (4 = 1) zagadnienia Dirichleta w obszarze
plaskim D ograniczonym krzywa Jordana C z nastgpujacym réwnaniem catkowym

) F() =4 {K(s, f(Ddt = g(s),

c

gdzie: f(t) gestos¢ potencjatu zadana na brzegu C obszaru D, K(s, t) jadro réw-
nania calkowego dane wzorem

Kmo=iiﬁmq=_L&ﬂ£Q_

T On, T s ’
rs; odlegto$é punktu s od punktu ¢ krzywej C (punkty odpowiadajace wartosci para-
metru, ktérym jest dlugoéé tuku na krzywej), ¢(s) = %g(s) zadana na brzegu

funkcja ciagla.

Podobnie zagadnienic wewnetrzne i zewngtrzne Neumana réwnowazne jest
Z réwnaniem catkowym

his)—4 [ K(t, ) h(t)dt = 9(s),

¢

gdzie h(s) ciagla gestosé potencjatu, 4 = 1, p(s) = — —;;k(s) zagadnienie wewnetrzne,
1 . .

A= —1, y@s) = ;k(s) zagadnienie zewnegtrzne, k(s) zadana na brzegu funkcja

ciagla, K(t, s) jadro sprzgzone z jadrem K(s, t) (zob. [4]).
[15]
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W dalszych rozwaianiach bgdziemy korzysta¢ z nastgpujacych pojeé teorii
funkcji sklejanych (zob. [1] i [2]).
Niech {t;}}/, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze #; < t;,,,j =0,

¥1, ... Dla naturalnego k definiujemy funkcje:
als; )= (s—0i
(s—t)-1 dlas>t,
(-1 i=
0 dlas<t
oraz funkcje

Mu(®):=gti, tivrs - igas B 1=
&ltisrs voos s ) =&ty oo By t)_ —

@

L=
itk
2 (-0
= ——

= w (tj)

i+k
o'(t) = H (t;—1).

1%

Zauwazmy, ze nos$nikiem funkcji My (t) jest przedziat [t;, £;.4].
Funkcje

3 Nu(t) := (tr—t) Mudt)

nazywamy unormowanq funkcjq bazowq Schoenberga.
Latwo zauwazyé, e

1 dla te[t, tisy),
N (1) =
0 dla pozostatych ¢.
TWIERDZENIE 1 (zob [2]) Dla funkcji My(t) zachodzi wzor:
t
My(t) = -t_ M- 1(‘)+—‘+‘E‘— Myy,k-a(t), k=2
i+k +k
Wykorzystujac (3) i twierdzenie 1 otrzymujemy:
t— t
@ Nu(1) = ——~—~—Na x-1(1) + Mt N x-1(t).
lisvk-1 Lik—tit

Zauwazmy, Zze w ustalonym punkcie na prostej co najwyzej k funkcji bazowych
jest réznych od zera, oraz e
' supp Nyu(t) = [t;, ti14)-
Okreslimy teraz baze funkcji sklejanych wielomianowych trzeciego stopnia,
ktére tworza rozklad jedno$ci na odcinku skonczonym (zob. [1]). Rozpatrzmy po-

dziat przedziatu [0, 2=] z réwnym krokiem A = 2wt/n. Ze wzoru (3), po trzykrotnym
zastosowaniu (4), mamy:

O Nul® = 5 (=1 N )+
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+ (=)t =)+ (=) (tes =D (=114 ) +
+(tira—t) (t—ti+1)2)Ni+l.1(t)+((t_tl) tes—0"+
+(tira—0 (=t o) (L _t)+(tt+4—t)2(t_ti+2))Ni+2,1(t)+

+(tisa—DNesaa (), i=0, F1, ...

Teraz zajmiemy si¢ konstrukcja rozktadu jednosci. Do danego podziatu odcinka
[0, 2%} dolaczamy nastepujace punkty wezlowe f_3 < f_, < f_; Orazt, 3 > thyz >
> t,,,. Naukladziewezlow 13 < f_, < t_; <to < ... <t <y S lyrz <lays
budujemy funkcje bazowe sklejane wedtug wzoru (5).

Latwo sprawdzi¢ (zob. [6], [10]), Ze zachodzi zaleznos¢

n—1
DINu =1 da te[0,2n].

i==-3

Uklad {N,,(#)}121; stanowi rozklad jednosci na odcinku [0, 27]. Zauwazmy (zob.
wzér (5)), ze ostatnia sume mozna zapisa¢ w postaci

n—-1 n—1
D Nu(®) = D WiuONu() dla te[o,2n],
i=-3 i=0

gdzie
1
Wia(t) = Gh ((tipr =02+ @ —t1-2) (tia =)+ (tiy2—1) (E—timy) (L =)+

+ (=t )2 (tiy =)+ (2 =D 1)+
+(t=timy) (2 —1) (=1)+ (L3 —1) (1=1)>+ (E=1)%).
Przyjmiemy oznaczenia
ei(t) = Wi Ny (1), i=0,1,..,n-1

Aproksymacja rozwiazania réwnania calkowego. Dalsze rozwazania ograniczymy

do zagadnienia wewnetrznego Dirichleta (A = —1).
Niech
KiS(©) = JKG, Df0dt;
rownanie (1) przyjmie postaé
(©® F©)+K f(s) = @(s).
Rozwazmy réwnanie
M fo+Kisfs = ¢,

ktérego rozwiazanie dokltadne f; bedziemy traktowa¢ jako rozwiazanie przyblizone
dla réwnania (6), przy czym Ky = K; Ty, a T, jest okreslone wzorem

n-1
®) Tf @) = ) ft)ew(d).

i=0
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Podstawiajac (8) do (7) otrzymujemy

n—1
© S+ D ft)K ewals) = p(s).
i=0

Wspolczynniki f;(;) obliczamy z ukiadu réwnan liniowych

n—1
(10) S+ D 0K et = o),
i=0

ktory wynika z 9) dla s =5, = #,/=0,1,...,n—1.
Oszacowanie bledu metody podamy korzystajac z nastgpujacego pojecia dosko-
naloéci rozktadu jednosci (zob. [3]). -

DEFINICIA. Doskonalosciq rozkladu jednosci Z = {e;} nazywamy liczbe
7(Z) = sup(d(suppe,): e, € Z), .
gdzie d(suppe;) = sup(|t,—2,|: t;, 1, €suppe;).
W naszym rozkladzie n(Z) = h. Przez Cla, b] oznaczamy przestrzed funkcji
cigglych okreslonych na odcinku [a, bl.
Niech ,
o(f, 0) 1= sup(lf(t) ~f(t)|: t;, 12 € [a, B, |t; —12] < 0),
o(Ky, 6):= sup(w(K,f, 9): fe Cla, b, |Ifll < 1);
jezeli K, jest operatorem ciaglym na Cla, b], to w(K,, ) jest funkcja nieujemna,
niemalejaca, ograniczong na [0, o0) i zachodzi:

oKy, 0) > 0, (K, f, 8) < [|fllo(Ky, 6).

an

Dla funkcji T,f okreslonej przez (8) zachodza oszacowania:

NG < 1, ITf-fll < o(f, 9).
Teraz podamy za Jorgensem (zob. [3]) twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci

rozwigzania ukladu (10) oraz oszacowanie bledu.

TWIERDZENIE 2. Niech dany bedzie przedzial [a, b] i okreslony na nim rozklad
Jednosci Z = {e;(t)}I=4 taki, ze n(Z) < 6, t; e suppey(t),i =0,1,...,n—1,K;
operator ciqgly na Cla, b] i w(K,, *) funkcja zdefiniowana w (11). Jezeli dla kaZdej
Junkcji ¢ € Cla, b) .

o(Ky, O|R(KDK, || <1, R(K,) rezolwenta operatora K,,
to uklad (10) ma jednoznaczne rozwiqzanie.

Dla funkcji f; i f = R(K,)p bedqgcej rozwiqzaniem zagadnienia (6) zachodzi osza-
cowanie:

oIl s 1=[RK DK, oK, 3)

Dowdd twierdzenia mozna znalezé w pracy [3], str. 117.
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Wprowadzmy parametryzacje krzywej C réwnaniami:
(12) C: x(t) = cost, y(t) =sint, r =1, 0 < £,< 27,

Jadro K(s, t) przedstawimy wzorem (zob. [8], str. 82)
(y(s) —y()*' (1) = (x(5) —x()y'(®)

13 K(s,t) = =~ ;

- .0 7 ((x(s) =x(1))2+ (¥(5) ~¥(1))?)

wykorzystujac (12) mamy
—(sins —sint)sint —(coss—cost)cost

K(s: 1) =~ ({coss—costy> + (sins—sint)?)

. S+t s+t . . S—1
sin cost—cCos sint sin
- 2 2 _ 2 1
. s— . s—t 2w’
27sin 5 21tsm—~—2——
Obliczymy obecnie wartos¢ wyrazenia
2n
ey ez
K, ei(s) = S K(s, t)e(t)dt = S Et“l/(x O)*+(Y' (1)) ewn(t) dt =
c 0
1 2n h .
=~—2—7‘.C—‘S€54(t)dt=—§;, l=0,l,...,n—1.

Mozemy teraz uktad réwnan algebraicznych (10) zapisaé w postaci
HF = @,

gdzie
F= o for s o) fe = o)y @ = (@0, 915 -0, P-0) 0 = 9 (0,
P h h |
2 2 2 2%
h_ 14 .’3_ . h_ h
2n 2 2n 2n
H I R R I I T L R
hooh L hh
2% 2z 2r 2r
h h _h 1+_I_1__
w2 2w am

Obliczamy wyznacznik macierzy H (zob. [5], str. 53, zad. 10a)

detH = l+—@f =2,
2r

uwzgledniliSmy, Ze nh = 2m.
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Teraz znajdziemy macierz odwrotng H~! (zob. [5], str. 53 zad. 10b oraz [7],
str. 46-47) oraz jej norm@

1— h i
P dlai=k,
@l = p i=0,1,..,n-1
I dla i # k,
it h ho 3
— TS UL TN o X DS
a4 E sgp;mm ll 4nl+(" | <=5

Obliczymy normg¢ operatora K.

[IK: f1]
Kil||:= sup -~ = K su -
[Kslli= sup Suat = sup (IKfll= sup SSK(s,t)f(t)dtds
[#0
21 2w 2 2w
~ sup S S—l—f(t)dtdss—l—s Sdtds=21:‘,
L=t g Y 2w 2 J Y

przez D(K;) rozumiemy dziedzine operatora K.
Dalej zauwazmy, ze

(K, f, 0) = sup(lKlf(sl) ~K,f(s2)]: sy, 82 €[0,27], {5, —s,| < 6),

K. S0~ Ko f 6] = | [KGss, 0 finydi— [ Kz, 0yt <
C C '

< §IK(sy, =K (s;, O] [f(®)ldt = 0;
C

stad
(15) oKf,8) =0, okK;,8)=0
Z twierdzenia 2 wynika istnienie i jednoznacznosé rozwiazania ukladu (10), bo
o(Ky, O)|IR(K K, || = 0.

Zatem zalozenia twierdzenia 2 sa spelnione i wobec tego mozemy napisaé osza-
cowanie bledu

Hf=foll < 30(p, 8) dla h< 9,
gdzie w(p, 6) modut cigglosci funkcji ¢ ze stala 4.
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