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1.1. Uwagi wstepne

W artykule poswieconym metodologii badari nad ksztatceniem umiejetno$ci rozwig-
zywania probleméw, prowadzonych w ciagu ostatnich dziesigciu lat w Stanach
Z3jednoczonych, F.K. Lester (1982) wyréznia trzy kluczowe pytania,. wokél ktérych
koncentruja sie te badania. Sg to nastgpujace pytania:

(1) Co jeQnostka robi, zaréwno poprawnie, jak i niepoprawnie (skutecznie
i nieskytecznie), podczas rozwiazywania problemu?

(2) Co jednostka powinna umieé robic?

(3) Jak mozna rozwijaé kompetencje jednostki w zakresie rozwigzywania pro-
bleméw?

Odnosnie do pierwszego 2z wymienionych zagadnieri autor artykulu zwraca
uwage na to, 2e ciagle jeszcze .... daleko za malo wiemy o naturze zdolnosci
ludzi do rozwiazywania probleméw" (Lester 1982, str. 44). Uswiadamia takze,
ze jakkolwiek wiemy, iz ten rodzaj umiejetnosci zmienia sig u jednostki w cza-
sie, to ciagle jeszcze nie rozumiemy specyfiki tyeh zmian. Lester podkresla
wreszcie znaczenie wynikéw badari zwigzanych z pierwszym z wymienionych pytar
W celu uzyskania odpowiedzi na dwa pozostale. Stwierdza, ze zanim przejdzie-
my do rozwijania uzytecznych modeli ksztalcenia umiejgtnosci rozwigzywania
zadand, musimy mieé uzyteczne modele rozwigzywania probleméw przez jednostki,
ktére specjalnego instruktazu w tym zakresie nie przechodzily.

Podzielam poglad autora tych opinii. Warunkiem rzeczowej dyskusji i ba-
dai w zakresie ksztalcenia umiejetnosci typu bheurystycznego jest giebokie
wnikniecie w sam proces rozwigzywania zadania, poznanie specyficznych cech tego
pProcesu, przyczyn trudno$ci, warunkéw sukcesu czy porazki w tej dziedzinie.



126 MARIANNA CIOSEK

Oczywidcie, badania, jakie byly do tej pory prowadzone, a takze refleksje
niektdérych matematykéw na temat odkrywczosci matematycznej rzucaja pewne $wiatlo
na ten niezwykle skomplikowany proces. W interesujacych pracach G. Polya (1964,
1975) znajdujemy opisy wielu strategii rozwiazywania zadari matematycznych. W
#0dkryciu matematycznym" na przykladzie wielu zadari autor prezentuje instruk-
tywne dydaktycznie sposoby tworzenia planu rozwigzania tych zadai. Te sposoby,
Jakkolwiek bardzo pouczajgce, sa zapewne przykiadami tworzenia planu rozwia-
zania zadania przez samego autora - wybitnego matematyka - i w zwigzku z tym
w przewazajgce] wigkszosci pokazujg drogi od razu prowadzace do celu. Dydaktyka
matematyki interesujqa te problemy w aspekcie nie tylko eksperta, ale réwniez
Jednostki o mniejszym doswiadczeniu matematycznym. Przede wszystkim jednak cho-
dzi o analize nie tych drég, ktére moglyby wystapié, ale tych, ktére rzeczy-
wiscie wystgpity w procesie rozwigzywania zadania, prowadzac ostatecznie, lub
nie, do rozwigzania zadania. Sadze, 2e .listy heurystyk" G. Polya nie mozna
traktowa¢ jako zamknigtej. Matematyka ciagle sie rozwija. Nalezy przypuszczad,
ze rozwijaja sie rdwniez heurystyczne metody badart w zakresie tej dyscypliny.
Powinnidmy Jje poznawaé, badajac rzeczywisty proces rozwigzywania zadan.

1.2. Cel badania

Badania, ktdére sygnalizuje w tym artykule, maja na celu wlasnie wnikniecie w
. rzeczywisty proces rozwigzywania zadania. Sg kontynuacja prowadzonych juz wczes-
niej przeze mnie badari. W poprzednich analizowano prace pisemne finalistéw 0gdl-
nopolskiej Olimpiady Matematycznej, z punktu widzenia stosowanych przez nich me-
tod, strategii i sposobdéw rozwigzania zadania (Krygowska, Ciosek, 1973; Ciosek,

1978). Obecnie zmieniono metode badania oraz uwzgledniono rézne poziomy dos$wiad-
czenia matematycznego.

Badani s3 osobami w réznym wieku i o réznym poziomie wiedzy i do$wiadczenia
matematycznego. Obserwowano je indywidualnie w toku rozwiazywania tego samego
zadania. Analiza ich rozumowania ujawnia rézne skomplikowane aktywnosci i formy
rozumowania. Wnioskowanie z przestanek jest tylko jedng z takich form. Wystepuje
jeszcze wiele innych. Niektére z nich sg znane - np. wnioskowanie empiryczne,
rozumowanie intuicyjne (Krygowska, 1977, cze$é I), inne - nie maja jeszcze nazwy
i trudno je opisa¢ (np. hipoteza motywowana przez rozwiazujacego zadanie silnym
poczuciem wiary w jej situsznos$¢, a nie uzasadniona merytorycznie).

Jednym z celéw przedstawianego tu badania jest wlasnie rozréznienie i scha-
rakteryzowanie elementéw rozumowania. Uwzglednienie grup o réznym poziomie dog-
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wiadczenia matematycznego ma na celu uzyskanie odpowiedzi na nastgpujace pyta-
nia:

(1) Czy i jakie elementy rozumowania matematycznego sg wspélne dla tych
réznych grup?

(2) Jakie réznice jakosciowe - w odniesieniu do jednego typu rozumowania -
ujawniaja sie ma réznych poziomach?

(3) Jakie strategie rozwigzywania zadari matematycznych stosuja eksperci z
tej dziedziny, tj. matematycy?

Rezultaty tych badari mogiyby byé uwzglednione w szerokie) na Swiecie dys-
kusji waznych zaréwno dla teorii, jak i praktyki nauczania matematyki, zagad-
nieri:

- Jjakie formy matematycznego rozumowania sg dostgpne dla wszystkich?

- w jakie narzedzia heurystycznego typu powinna wyposazyC ucznia szkoila,
by m6gt samodzielnie i skutecznie podejmowac rozwigzywanie problemu?

1.3. Metoda zbierania materiatu

W badaniu zastosowano polaczenie dwu metod. Jedng z nich jest metoda tzw. .gios-
nego myslenia". Osoba badana otrzymuje do rozwigzania zadanie, przy czym prosi
sig ja, aby informowala obserwatora o przychodzacych jej na mysl prébach rozwig-
zania. Obserwator $ledzi i rejestruje (tasma magnetofonowa, wiasne notatki) pra-
Ce badanego, sygnalizowang przez jego giosne wypowiedzi oraz wykonywane zapisy,
rysunki. W szczeg6lno$ci prowadzacy badania notuje, np. w odniesieniu do zadari
geometrycznych, w jakiej kolejnosci pojawiajs sig rdzne elementy rysunku. Jest
1o wazne dla uchwycenia momentéw, w ktdérych rozwigzujacy zadanie powraca do po-
Przednio wykonanego juz rysunku i nanosi nowe elementy, w wyniku czego zmie-
Nia czasem pierwotng odpowiedZ.

Metode .gtosnego myslenia” wzbogacono w opisywanym badaniu o pewien ele-
ment wprowadzony do badar psychologicznych nad my$leniem w celu zlagodzenia
Jednej z trudnosci w rozwiagzywaniu zadania, jaka stanowi brak wiadomosci (Pusz-
kin, 1970). Mianowicie, na kazdym etapie rozwigzywania zadania osoba badana moze
zadawaé eksperymentatorowi pytania dotyczgce Jakiegos faktu matematycznego
nprzerabianego” w szkole, ktdrego doktadnie nie pamigta, a ktdrego znajomosc
uznaje w danym momencie za wazng. Na przyklad, badany moze zadal pytanie w ro-
dzaju: czy takie to a takie twierdzenie jest prawdziwe?

Drugg z uwzglednionych w badaniu metod jest pewna forma introspekcji.
Po zasygnalizowaniu przez rozwigzujacego zadanie zakoriczenia pracy, nastepuje
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drugi etap obserwacji. Eksperymentator przedstawia osobie badanej droge jej mys-
1li, przypominajgc poszczegdlne etapy rozwigzywania zadania. Czasem zadaje pyta-
nia, na ktére odpowiadajac, badany wyjasnia, dlaczego w danym momencie zmienit
aparat badania (np. z geometrii syntetycznej na geometrieg analityczng), dlaczego
postawil taka hipoteze itp. W tym drugim etapie obserwacji osoba rozwigzujaca
zadanie czasem takze samorzutnie informuje o swoich my$lach i odczuciach, kté-
rych nie ujawnila w pierwszym etapie, nierzadko wyrazajgc réwniez opinig o roz-
wigzywanym zadaniu. Pewna forma introspekcji wystapila takze w etapie poprze-
dzajacym badania wlasciwe, w etapie wstepnym. Przed przystgpieniem do obserwacji
innych oséb, osoba prowadzaca badania rozwiazywala sama wiele zadar otwartych.
Za kazdym razem analizowala wtasng droge rozumowania, starajac sie dotrze¢ do
tych momentéw, ktére miaty istotny wplyw na rozwigzanie zadania. Ten wstepny
etap traktowano jako swoisty trening przed przystapieniem do gtdwnego etapu ob-
serwacji, utatwiajacy zaréwno samg obserwacje, jak i analize otrzymanego w ten
sposéb materiatu: Mial on takze istotny wplyw na dobér zadarh uwzglednianych w
badaniu.

Metoda zastosowana w badaniu jest pewng odmiang metody, ktéra wystepuje
w literaturze dydaktycznej od niedawna, pod nazwa ,mutual observation" (wzajem-
na obserwacja) (Brink, 1981).

1.4. Metoda analizy zebranego materialu

Analiza materiatu dostarczonego przez obserwacje przebiega w kilku etapach.

Etap wstepny to przygotowanie dla kazdej osoby szczeg6lowego pro-
tokotu obserwacji uwzgleuniajgcego rézne elementy:

(a) arkusz pracy badanego, tj. kartke, na ktérej ta osoba wykonywata réz-
nego rodzaju zapisy, rysinki w czasie rozwiazywania zadania,

(b) gtosne wypowiedzi badanego (odtworzone z notatek eksperymentatora oraz
tasmy magnetofonowe]),

(c) informacje o kelejno$ci pojawiania sig poszczegblnych zapiséw, rysun-
kéw czy poszczegdlnych elementdw w obrebie jednego rysunku.

Ostatecznie tak zebrany materia} stanowi podstawe szczegélowego opisu po-
stepowania obserwowanej osoby, od momentu otrzymania przez nig tematu zadania,
az do momentu zasygnalizowania przez nig zakoriczenia pracy.

Na tym etapie studiowanie protokolu obserwacji kazdej osoby oddzielnie poz-
wala uzyskaé odpowiedzi na pytania:

- co pozwolilo na osiggniecie postegpu w pracy nad zadaniem,

- co utrudniato ten postep,
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- jakie elementy rozumowania (wnioskowanie empiryczne, rozumowanie intu-
icyjne, rozumowanie formalne itd.) mozna wyréznié na drodze, ktdérg postepowata
my$l rozwigzujacego zadanie.

W wyniku takiego studium powstaje - dla kazdej osoby oddzielnie - ,arkusz
spostrzezen" zawierajacy prébe odpowiedzi na powyzsze pytania.

Etap drugi mozna nazwa¢ etapem analizy pordwnawczej. Polega on na
poszukiwaniu podobieristw i réznic w rozumowaniach réznych oséb w obrebie tego
samego poziomu dod$wiadczenia matematycznego oraz poszukiwaniu podobieristw i
réznic w aktywnosciach oséb rozwigzujacych zadanie znajdujacych sie na rdznych
poziomach.

Mozna mie¢ nadziejg, ze powyzsza analiza pozwoli zarysowad pewne ogdlne
postawy i zachowania heurystyczne zaréwno te, kidre umozliwiaja, jak i te, ktére

utrudniajq rozwigzanie zadania.

1.5. Poziom matematyczny badanych oséb

W badaniach uwzgledniono cztery poziomy wiedzy i doswiadczenia matematycznego
reprezentowane przez:

(1) ucznidw ostatniej klasy szkoty podstawowej,

) ucznioéw szkoly éredniej,

(3) studentéw kierunku matematycznego,

(4) matematykéw - nauczycieli akademickich na kierunku matematycznym.

1.6. Dobér materiatu zadaniowego

Kazde z zadah, w toku rozwigzywania ktérego obserwowano rézne osoby, dobrano
tak, ze spetnia nastepujgce warunki:

(a) jego tresé jest zrozumiala i Yatwa do zapamigtania juz dla ucznia wyz-
Szej klasy szkoly podstawowe],

(b) jego rozwigzanie nie wymaga zaawansowanego aparatu matematycznego
($rodki matematyczne pozwalajgce na jego rozwigzanie nie wykraczaja poza zakres
wiadomosci szkoly podstawowe]),

(c) nie mozna go rozwigzaé przez zastosowanie znanego schematu postgpowa-
Nia: wymaga ono tak od ucznia, jak i matematyka, pewnego aktu twérczego. Mozna
wigc to zadanie nazwaé zadaniem - problemem w Swietle niektdrych klasyfikacji
deaktycznych (Krygowska, 1977) lub problemem wymagajgcym podejscia twérczego -
W Swietle innych (Kilpatrick, 1982),
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(d) jest zadaniem otwartym (lub otwarto-otwartym wedtug klasyfikacji poda-
nej przez J. Kozieleckiego (1966)) w tym sensie, ze daje mozliwos¢ wielu rézno-

rodnych podej$¢, sposobéw postepowania przy jego rozwigzywaniu.

W spetnieniu tego ostatniego warunku, istotnego z punktu widzenia omawiane-
go badania, bardzo wa2ng role odegrata faza wstepna obserwacji. Przypomnijmy -
polegata ona na tym, e osoba prowadzaca badanie, przed przystgpieniem do wias-
ciwych obserwacji, rozwiazywata wiele zadari i dla kazdego z nich analizowala
wlasng droge postepowania. Ta analiza pozwolila przewidzie¢, kidére z rozpatrywa-
nych zadari bedzie ,dobre" do obserwacji (otwarte w sensie wyjasnionym w punk-
cie (d)).

Powyzsze warunki spelnia na przyklad nastepujgce zadanie:

Dla dowolnych odcinkdéw a, b na ptaszczyznie znalezé zbidér $rodkéw wszyst-
kich odcinkéw XY takich, ze X nalezy do odcinka a, Y - do odcinka b.

Czesd ¢ 2. Analiza rozwigzar wybranego zadania

2.1. R6zne podeijscia do zadania

Zilustrujemy omawiang w czesci 1 metode anmalizy na przykladzie zadania pode-
nego tam, jako egzemplifikacje uwzglednianego w badaniu materiatu zadaniowego.
Wymienione zadanie jest niewielkg modyfikacjs zadania znajdujacego sie w jednel
z ksigzek serii ,Le livre du probléme" (IREM, 1973). W oryginale zakladano, 2&
odcinki a, b s3 nier6wnolegte. Mozna ten problem rozwiazad na wysokim poziomi€
wiedzy matematycznej, ale takze na poziomie nie przekraczajacym zakresu wiado-
mosci przewidzianego przez program matematyki szkoly podstawowe].

Oto rozwigzanie, jakie podano w cytowanej ksigzce (IREM, 1973, str. 91):

Przed jednoczesnym uzmiennieniem punktéw X i Y zacznijmy od ustalenia
punktu X na odcirku AB, zmieniajac Y na odcinku CD. Srodki odcinkéw
XY wyznaczajg wiec odcinek SX’ ktéry mozna dokladnie okreslié. Nastepnie
uwolnijmy punkt X na odcinku AB. Odcinek Sx zamiecie poszukiwany zbidr,
ktdrego ograniczenie jest wyznaczone przez boki réwnolegioboku.

A teraz przyjrzyjmy sie, jak rozwigzywaly to zadanie obserwowane osoby -
przedstawiciele kazdego z czterech pozioméw zasygnalizowanych w Czesci 1.
Sklad badanej grupy jest nastepujacy:

- 11 os6b z petnym wyksztalceniem matematycznym,
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- 19 studentéw (III i IV rok matematyki, I rok fizyki),

- 11 uczniéw szkoly éredniej (I, II, III, IV klasa liceum og6lnoksztatca-
cego),

- 6 ucznidw koriczacych szkole podstawowa.

Wszystkie badane osoby wyrazilty zainteresowanie rozwigzywaniem zapropono-
wanego im zadania i zgode na poddanie sig badaniu.

Ogélnie mozna wyrézni¢ pieé¢ podejs¢ do tego zadania.

Pierwsze z nich to postgpowanie zgodne z ideg rozwiazania znajdujace-
go sie w ksigzce ,Le livre du probléme".

Drugie podejscie polega na tym, e wychodzi sie od razu od tak zwanego
ogélnego przypadku potozenia danych odcinkéw (odcinki nie sg ani réwnolegie,
ani prostopadie, nie maja punktéw wspélnych, nie s3 tej samej diugosci itp.).
Badanie tego polozenia zaczyna sie od rozwazenia skrajnych przypadkéw polozenia
punktéw na tych odcinkach, otrzymujac od razu intuicyjng informacje o ksztalcie
poszukiwanej figury.

Trzecie podejscie charakteryzuje sig rozréznianiem przypadkdéw wzajem-
nego potozenia danych odcinkéw i poszukiwaniem odpowiedzi w kazdym z tych przy-
padkéw, jednak bez wyraznej jednej metody ich badania.

Czwarte podejscie okresla sformutowanie od razu gotowej, nie umotywo-
wanej merytorycznie hipotezy co do szukanej figury, ktdéra to hipoteza jest nas-
tepnie weryfikowana.

Pigte podejscie ma zaréwno ceche trzeciego, jak i pierwszego podejscia:
rozwaza sie przypadki wzajemnego poiozenia ‘danych odcinkéw, ale bada sie je w

pewien jednolity sposdb.

2.2. Przyklady rozwiazan

Podamy teraz cztery przyklady rozwigzari reprezentujacych kolejno wyréznione po-
dejscia: od pierwszego, do czwartego. Kazde z nich opiszemy przedstawiajac:
(a) arkusz pracy autora rozwigzania,
(b) opis jego postepowania w trakcie rozwigzywania zadania,

(c) komentarz.

2.2.1. Przyktad pierwszego podejscia (Uczen U1 - III klasa liceum ogdlnoksztal-
cacego)

Opis postgpowania ucznia U1
Faza 1. Na poczatku Ul méwi: ,0dcinki moga byé réwnolegie".
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Wykonuje odpowiedni rysunek (rys. la).

Rys. l.a

Wskazuje kilka odcinkéw zgdanego typu, znajduje ich srodki, po czym zau-
waza: W sumie jest bardzo duzo mozliwosci. Gdybym mial wiele godzin, to mdgl-
bym ksztatt tej figury w przyblizeniu okresli¢. To chyba nie ma sensu ...
Analitycznie tez nie bardzo mozna, bo jest przeciez bardzo duzo tych punktéw".

Po chwili namystu kontynuuje: ,Zastanawiam sieg, czy geometrycz-
nie, czy analitycznie. Wydaje mi sieg, ze analitycznie raczej nie ...
Ceometrycznie chyba".

Rysuje teraz odcinki w innym potozeniu (rys. 1.b) i méwi: ,Podzielmy te
odcinki na jednakowa ilo$é czesci. WeZmy jeden punkt z jednego odcinka i potacz-
my go z punktem drugiego odcinka, znajdZmy $rodek tego odcinka".

[\

Rys. 1.b Rys. 1.c

Po wykonaniu zapowiedzianych czynnosci dla dwu par punktéw (rys. l.c) uczen
wyraza niepewnos$é: ,Ja nie wiem, co mi tu wyjdzie -
Prosta czy krzywa. Trzeba byloby mie¢ bardzo duzo czasu i postuzy¢ sig linijka,
Zeby to w miare dokladnie stwierdzi¢ ... Analitycznie- raczej nie ... No mozna
by analitycznie".

Powraca do rysunku l.a. Méwi: .Umiescitbym te odcinki w uktadzie wspéirzed-
nych (rysuje ten uktad). Podzielilbym je np. na 7 czesci (rys. 1.d). Wspéirzed-
ne punktéw podzialu mozna tatwo znaleZ¢, a potem obliczy¢ wspGirzedne Srodkdw

Odpowiednich odcinkéw".
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Po chwili dodaje: .Zaraz - ale przeciez, jakby byly inacze) polozone, to
mogtoby wyjs¢ cog innego. Tego wszystkiego byloby bardzo duzo. Nieskon-
czenie wiele punktéw i nieskorficzenie wiele polozen
odcinkdéw",

Rys. 1.d Rys. l.e

Faza 2. U1 powraca do przypadku odcinkéw nieréwnolegtych. Obser -
wuje Jaki$ czas rysunek, a nastepnie proponuje: ,Moge ustalié¢ punkt na pier-
wszym odcinku, np. koniec, i potgczy¢ go z punktami drugiego odcinka (rys. l.e).
Srodki takich odcinkéw beda tworzyé chyba odcinek (rysuje go) ... No tak,
ale przeciez ja mam inne zadanie. Nie mam mie¢ ustalonmego punktu na jednym od-
cinku". Potem méwi: ,Acha. Mogg wybra¢ inny punkt na tym pierwszym odcinku.
Polacze go z punktami drugiego odcinka. Tez powstanie nam odcinek".

Wykonuje nowy rysunek, ilustrujac to, co zapowiedziat (rys. 1.f). Konty-
nuuje: teraz bedziemy wybiera¢ inne punkiy na pierwszym odcinku. Zrobimy to, co
poprzednio. Za kazdym razem bedziemy dostawaé odcinek (rys. 1.f). Tych odcin-
kéw bedzie tyle, ile punktdw na odcinku AB. Ale jaka figure utworza te odcin-
ki?

Po chwili namystu stwierdza: ,Powstajace odcinki sa wszystkie réwnolegle do
drugiego z danych odcinkéw, a wigc sy takze réwnolegte do siebie. Wszystkie

Rys. 1.f Rys. 1.g
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maja te samg diugos¢ réwng polowie dlugosci drugiego z danych odcinkdw. Ale co
z koricami tych odcinkéw?" Przyglada sie ostatnio wykonanemu rysunkowi
i w pewnym momencie z wyraZznym zadowoleniem komunikuje: ,Przeciez
te korice odcinkéw, ktére otrzymalismy (wskazuje na gérne korice), to $rodki od-
cinkdéw, ktére }gaczg koniec drugiego odcinka danego z punktami pierwszego danego
odcinka. Tak samo begdzie z dolnymi koricami otrzymanych odcinkéw. Szukana figura
to réwnolegtobok" (zarysowuje go - rys. l.g). Nastepnie uczern rozpatruje jesz-
cze przypadek odcinkéw réwnolegtych, podajqc poprawng odpowiedZ.

Komentarz

1. Zwréémy uwage na interesujacg postawg ucznia w pierwszym etapie. Ul za-
czyna prace nad zadaniem od dyskusji $rodkéw, kidre mégiby zastosowad w badaniu
dane)j sytuacji. Stawia sobie pytanie, jak zabra¢ sig do tego zadania: stosowaé
geometrieg czy rachunek? Odpowiedzi szuka przez wskazywanie argumeniéw za i prze-
ciw uzyciu geometrii syntetycznej lub analitycznej. Opisuje zabiegi, ktére mozna
by podjaé w celu rozwigzania zadania, ale, zanim zacznie je realizowaé, ocenia
ich skutecznosé. Odrzuca aparat geometrii analitycznej, poniewaz nie widzi moz-
liwosci objecia za jego pomoca nieskoriczone] ilosci przypadkdw. Wysitek ucznia
jest wlasdnie $wiadomie skierowany na opanowanie nieskoriczonosci. Ostatecznie
praca koriczy sie sukcesem: uczeri dostrzega mozliwos¢ zorganizowania badania za
pomoca aparatu geometrii syntetycznej tak, by obja¢ wszystkie przypadki potoze-
nia punktéw na danych odcinkach. W celu pelnego rozwigzania zadania, uczeri U1
powinien przedstawi¢ uzasadnienie twierdzenia T:

Zbiér $rodkéw odcinkdw, ktérych jeden koniec nalezy do danego odcinka
AB, a drugi jest ustalonym punktem P ptaszczyzny, jest odcinkiem }gczacym
Srodki odcinkéw AP i BP.

Najprawdopodobniej uczert nie uswiadamia sobie powodu, dla ktérego to
twierdzenie zachodzi; uzywa bowiem sformutowania: ,to chyba bedzie odci-
nekll .

2. Podobne postepowanie znajdujemy w pracach trzech studentdéw oraz matema-
tyka. Ich rozumowanie rézni sig od rozumowania ucznia U1 tym, ze

(1) pomyst ustalenia punktu na jednym odcinku pojawia sig u nich od razu,

() matematyk i dwu studentéw uzasadnia twierdzenie T, czwarta osoba
Zapowiada, ze udowodnilaby je za pomoca geomeirii anmalitycznej, ale ostatecznie
tego nie realizuje.

Te samg idee rozwigzania spotykamy réwniez w pracach kilku matematykéw. Nie

Zaliczamy ich jednak do omawianej teraz grupy, poniewaz ta idea pojawila sig u
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nich albo dopierc w analizie rozwigzania ex post, albo w kontekscie rozréznia-
nia przypadkéw wzajemnego polozenia danych odcinkdw.

2.2.2. Przyklad drugiego podejscia (Uczen U2 - IV klasa liceum og6lnoksztal-
cacego)

Opis postepowania ucznia U2

Faza 1. U2 rysuje odcinki AB i CD (rys.2.a).Po chwili méwi: ,Wez-

mg skrajne przypadki punktdéw, zeby sie zorientowadé, czy to jest prosta,

czy jakas inna figura". taczy korice danych odcinkéw, oznaczajac ich $rodki E,

F, G, H. Rysujac czworokgt EFGH (rys. 2.b) méwi: ,Powstaja odcinki". Odnognie

Rys. 2.a

do odcinka EH zauwaza: .Wyglada na to, ze ten odcinek jest obrazem od-
cinka AB w jakiej$ jednokiadnosci o srodku D". Natychmiast po tym stwierdze-
niu, stawia sobie pytanie: ,LLzy to w o0géle jest tra-
pez?" (wskazuje na czworokgt ABCD na rys. 2.b, ktéry to czworokat przypo-
mina trapez). Odpowiada: ,Nie, to nie jest trapez. Przeciez jak wezmg inne od-
cinki wyjsciowe, to otrzymam niekoniecznie trapez". Wykonuje rysunek ilustrujacy
ostatnia wypowied? (rys. 2.c).
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Arkusz pracy ucznia Up, str. 2
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Arkusz pracy ucznia U2, str. 3
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Faza 2. Nastegpnie U2 formutuje pytanie: ,Czy jesli usta-
limy punkt C na odcinku CD, a drugi bedzie sig zmienial na odcinku AB,
to Srodki odcinkéw o takich koficach bgda znajdowac sig na prostej, czy nie?"
Rysuje fragment konfiguracji, wyodrebniony z rys. 2.b, nanoszac odcinek CK,
gdzie K Jjest punktem lezacym migdzy punktami A i B (rys. 2.d).

Konstatuje, 2ze odcinek EH }aczy $rodki dwu bokéw tréikata ABC. Méwi:
JKojarzy mi sig to =z jakim$ twierdzeniem o odcinku $rodkowym w tréj-
kacie. Wydaje mi sie, ale nie jestem pewny, ze odcinek
EH jest réwnolegly do odcinka AB". Eksperymentator potwierdza to przypuszcze-

B

Rys. 2.d Rys. 2.e

nie. Dalej U2 méwi: Przeczuwam, 2e to bedzie figura o tym brzegu. Powo-
dem jest chyba to, 2e rozpatrzylem przypadki skrajnego polozenia punktéw na da-
nych odcinkach. Je$li weZmiemy sobie inne punkty (wybiera punkt lezacy migdzy
punktami A i B oraz punkt lezacy migdzy punktami C i D: rys. 2.e) i znaj-
dziemy $rodek odcinka o takich korficach (wskazuje go na rysunku), to otrzymamy
punkt z wyznaczonej juz figury. Wydaje mi sie, ze w kazdej inne) sy-
tuacji tak bedzie". Po chwili U2 kontynuuje: 4Ale ciagle Jjeszcze
nie wiem czy przy ustalonym punkcie C 1 zmieniajacym sie punkcie od-
cinka AB $rodki odcinkéw beda nalezeé do prostej;'.

Powraca teraz do rys. 2.d. Wskazuje $ro-
dek S odcinka KC jako punkt poza odcinkiem
EH, 1Igczy ten punkt z punktem H (rys. 2.f).
Prowadzi nastepujace rozumowanie: ,Odcinek EH
jest réwnolegty do odcinka AB. Podobnie od-
cinek HS - jako odcinek lgczacy $rodki bo-
kéw tréjkata KBC - jest réwnolegty do boku
KB, czyli réwniez do AB. O0Odcinki EH oraz
Rys. 2.f HS s3 réwnolegie do tego samego odcinka AB.
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Poniewaz te dwa odcinki maja punkt wspélny H, wiec punkt S musi nalezeé¢ do
odcinka EH".

Zaraz potem dodaje: ,Tak wiec $rodki odcinkéw o koricu w punkcie C i dru-
gim koricu nalezgcym do odcinka AB stanowia odcinek taczacy sSrodki odcinkéw
BC oraz AC. Podobnie bedzie, jesli ustalimy pt’mkty D, A i B ... Czyli
brzeg figury, ktéra wyznaczyltem (rys. 2.b), zawiera sig w szukanym zbiorze pun-
ktow".

Nastepnie U2 dzieli sig z obserwatorem swoim odczuciem: ,Powiem, co
czuje. Wydaje mi sie, ze naprawde czworokat EFGH bedzie szukang
figurga ... Intuicyjnie to czuje ... Zastanawiam sieg,
jak to udowodnié". Po chwili namystu prébuje dalej: wA co byloby
gdybysmy zatozyli, ze jaki$ drodek odcinka do tej figury nie nalezy?

Jak to zrobié? ... Nie potrafie tego przypusz-
czenia potgczyé z tym, co juz wiem". Po krétkiej przerwie,
w czasie ktérej przyglada sie rysunkowi 2.b, zadaje sobie pytanie:
WLzy boki tej figury (mysli o czworokacie EFGH z rys. 2.b) sga
réwnolegte? ... Nie wiem, czy mi to co$ da, ale o tym
teraz pomy$laltem. ... Tak, przeciwlegte boki tego czworokata - jako od-
cinki réwnolegte dq jednego z danych odcinkéw - s3 réwnolegte".

Faza 3. U2 wyraza teraz przekonanie: ,Czuje caty czas, e
to bedzie wnetrze tez. To jest Jjuz nawyk - musi by¢ jakas figura,
ktéra umialbym opisaé". Skupia swoja uwage na ostatnim z wykonanych rysunkdw.
Méwi: ,Nasuwa mi sie, ze ta figura, ktérej poszukujemy, nie bedzie
zalezeé od wybranych na poczatku odcinkéw - nie w sensie wymiarodw,
ale jako$ inaczej". .Narysu)e Jeszcze raz, 2eby bylo wyrai?-
niej widaé" - méwi i wykonuje nowy rysunek (rys. 2.g). .WeZmy odcinek
KL. Chcemy wyznaczy¢é jego $rodek” (rys. 2.g). Po chwili obserwacji tego ry-
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sunku méwi: ,Teraz mogg odcinki KB i CL potraktowaé¢ jako dane. Trzeba po-
Yaczy¢é skrajne punkty. Srodek odcinka BC  juz mamy". Nastepnie U2 prowadzi
odcinki KC i BL (rys. 2.h). Zauwaza, ze sSrodek odcinka KC jest punktem
wspélnym tego odcinka z odcinkiem EH. Podobnie - $rodek odcinka BL nalezy
do odcinka HG. ,Tworzymy teraz nowy réwnolegiobok - méwi U2. Ze d$rodka od-
cinka KC poprowadzimy odcinek réwnolegty do odcinka CL, a ze $rodka odcinka
BL - odcinek réwnolegty do KB. Te dwa odcinki przetna sig. Ten punkt prze-
cigcia bedzie na pewno $rodkiem odcinka KL. Boki ,matego" réwnolegioboku sa
zawarte w bokach wiekszego, wiec 1 czwarty wierzcholek réwnolegioboku malego
musi naleze€¢ do wngtrza réwnolegioboku wiekszego... w ten sposéb pokaza-
lismy, ze Srodek wyznaczonego na poczgtku odcinka KL nalezy do réwnole-
goboku".

Po przeprowadzeniu powyzszego rozumowania U2 formutuje odpowiedzi: Szuka-
n3 figura jest réwnolegiobok, ktérego wierzcholkami sa $rodki odcinkdéw 1gcza-
cych korice dwéch danych odcinkéw.

Komentarz

1. Mozna powiedzied, ze pierwsza czynnosé, Jaka wykonal U2, zdecydowala
o sukcesie w rozwigzaniu zadania. Nie wiemy tylko, czy pomyst rozwazenia ,skraj-
nych" punktéw byt przypadkowym czy tez $wiadomie stosowanym zabiegiem. W pier-
wszej fazie pracy nad zadaniem uczer U2 odkry} poszukiwany zbiér. To, co dzia-
to sie w nastepnych dwu fazach, bylo poszukiwaniem formalnego uzasadnienia te-
go, o czym U2 byt intuicyjnie przekonany. Pierwszg faze mozna nazwaé analiza
globalng sytuacji. W nastepnych dwu fazach mamy do czynienia z lokalna analiza
rozwazanej sytuacji, polegajaca na obserwacji poszczegdlnych elementéw konfi-
guracji rysunkowej i prébach opisania zwigzkéw migdzy tymi elementami.

Protokél obserwacji wyraZnie wskazuje na to, e rozumowanie ucznia nie
jest ciagiem logicznych inferencji, a jest raczej ciagiem pytari, hipotez i réz-
nych préb ich weryfikac)i. Zauwazmy, ile razy uczeri uzywa zwrotéw: ,chyba",
wprzeczuwam", .wyglada na to, ze" itp. Wydaje sie, ze réine elementy rysunku
geometrycznego zwracaja uwagg ucznia niemal jednoczes$nie - stad pewne mysli
ledwie wyrazone s3 zarzucane, bo juz inny element rysunku atakuje wzrok, a nas-
tepnie zwigzana z nim my$l.

Mimo tych trudnosci, praca ucznia U2 nie jest chaotyczna. Jest zorganizo-
wana 1 kierowana przez dwa ponizsze pytania, ktére zostaly wyraZnie postawione
i na ktére odpowiedZ stanowi istote rozwigzania zadania:

(a) czy brzeg wyznaczonego czworokata zawiera sie w poszukiwanej figu-
rze? (faza 2).
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(b) czy wnetrze tego czworokata zawiera sie w poszukiwanej figurze (fa-
za 3).

Zwrécmy jeszcze uwage na to, ze w zasadzie U2 nie odpowiedzial bezpos$red-
nio na pytanie (b). Wykazal inkluzje odwrotng, tzn. to, ze poszukiwany zbidr
punktéw zawiera sie w wyznaczonym réwnolegioboku. Do peinego rozwigzania zada-
nia powinien jeszcze wykazad, ze dla dowolnego punktu X skonstruowanego réw-
nolegtoboku istnieje odcinek rozwazanego typu, ktérego X  jest Srodkiem.

Cztery inne osoby - matematyk, studentka, uczennica II klasy liceum i
uczeri 6sme] klasy szkoly podstawowe] - zaczegly rozwigzywaé zadanie tak samo
Jak uczen UZ‘ Réznice zwigzane sg z uzasadnieniem, ze skonstruowany czworokai
jest poszukiwang figura. I tak:

Matematyk - ujal od razu rzecz globalnie. Znajdujac érodki EF
odcinkéw AC i BC (AB, CD - odcinki dane) natychmiast zauwazyl, e odcinek
1

EF  jest obrazem odcinka AB w jednokladnosci o $rodku C i skali 7 To
Juz znaczy dla niego, ze dowolny punkt X odcinka EF jest Srodkiem pew-
nego odcinka z rozpatrywanego zbioru odcinkéw;

studentka - wierzy, ze ten fakt zachodzi, nie zadajac sobie pyta-
nia, z jakiego powodu;
uczennrica - uzasadnilta ten fakt, powolujac sie na twierdzenie Ta-
lesa; .
uczen - przedstawit uzasadnienie, ktére ilustruje rys. 2.i. Prosta
KO - o0$ symetrii uzupelnionego prostokgta. Prosta KO przecina przekatng
CE prostokata w jej srodku.
- W te) grupie wszyscy badani zaczynaja
c rozwigzanie zadania od tzw. ogélnego przy-
padku. Co to znaczy, ze jest to przypadek
og6lny? Opiera sie to na negacji: odcinki
nie sg prostopadie, nie sg réwnolegte, nie

0| K maja punktéw wspélnych, nie majg tej samej
diugosci itp. Oczywisdcie tak zwany przypa-
dek ogblny jest przypadkiem szczeg6lnym;
A E B tym niemniej pozwala na uwnlnienie sie od
pewnych szczegdlnych wlasnosci rozwazanej
Rys. 2.i

sytuacji i szybkie sformutowanie hipotezy.
Zwréémy uwage, ze w omdwionych rozwiazaniach (podejscie drugie) brak jest roz-
wazenia szczeg6lnych przypadkéw potozenia odcinkdéw danych, np. odcinkéw réwno-
legtych.
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2.2.3. Przyklad trzeciego podejscia

(Uczeri U3 - IV klasa liceum ogélnoksztalcgcego)

+  Opis postegpowania ucznia U3

Na arkuszu pracy ucznia U} uderza duza liczba rysunkéw. Skladajg sig na to
dwie przyczyny. Poc pierwsze - oscba U3 rozwaza wiele przypadkéw wzajemnego po-
tozenia danych w zadaniu odcinkéw. Po drugie - do tego samego przypadku powraca
uczeri w réznych fazach rozwigzywania zadania. Na og6l kazdemu takiemu powrotowi
towarzyszy wykonanie nowego rysunku rozpatrywanej Jjuz sytuacji, motywowane
przez ucznia przejrzystoscia samego rysunku. Uczen U3 rozpatruje osiem przy-
padkéw wzajemnego polozenia danych odcinkéw:

(1) odcinki pokrywajace sie,

(2 ) odcinki réwnolegte majace jeden punkt wspélny,

(3) odcinki prostopadle o wspélnym koricu,

(4) odcinki prostopadie majgce wspélny punkt, ktéry Jest srodkiem pier-
wszego odcinka i jednoczes$nie koricem drugiego,

(5) odcinki przecinajace sie, nieprostopadie,

(6) odcinki réwnolegte nie zawierajace sie w tej samej prostej,

(7) odcinki prostopadle nie majace punktéw wspélnych,

(8) odcinki w tzw. przypadku ogdlnym.

Dla przypadkéw odcinkéw réwnolegtych uczerd podat nastepujace odpowiedzi,
ktérych juz nie zmienial (AB, CD - odcinki dane);

(1) - odcinek AB bez koricéw,

(2) - odcinek AD bez korfcéw,

(6) - odcinek taczacy srodki odcinkéw BC i AD.

W pozostatych przypadkach by}o inaczej: uzyskawszy jaka$ odpowiedZ, uczer
U} zajmowal sig nastepnym przypadkiem, by zndw powréci¢ do poprzednio rozpa-
trywanego i zmienié podang uprzednio odpowiedZ. Odpowiedzi w przypadkach (4),
(5) byly zalezne bezposrednio od odpowiedzi formutowanych dla przypadku odcin-
kéw prostopadlych o wspélnym koricu; nie bedziemy ich wigc omawiaé. Przedstawimy
natomiast dokladnie) sposdb, w jaki uczen U3 badat przypadki (3), (7) oraz (8).

Odcinki prostopadle o wspdlnym koricu

Faza 1. U3 zaczyna badanie tego przypadku od polgczenia punktéw A,
D i zaznaczenia Srodka E tego odcinka. Nastepnie rysuje kilka odcinkdw réw-
noleglych do odcinka AD. Twierdzi, ze $rodki tych odcinkdw tworza odcinek
BE, ktéry jest szukanym zbiorem punktéw (rys. 3.a).
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]

B=C D B D
Rys. 3.a Rys. 3.b

Nastepnie przechodzi do przypadku (4), formulujac odpowiedZ, ktéra jest
konsekwencja odpowiedzi uzyskanej w przypadku (3). Nastepnie Uy rysuje odcinki
réwnolegte. Po naniesieniu elementéw widocznych na rys. 3.b stwierdza nagle:

wAle to jeszcze nie wszystko".

Faza 2. U3 powraca do odcinkéw prostopadiych o wspélnym koricu. Nanosi
na poprzedni rysunek (rys. 3.a) nowy element; odcinek XD (rys. 3.c) i inne
odcinki tego typu. Dla przejrzystosci wykonuje nowy rysunek rozpatrywanej sy-
tuacji (rys. 3.c). Nanosi odcinek gczacy punkt B ze Srodkiem odcinka AD.
Potem rysuje kolejno trzy pekfl)odcinkOw o wierzcholkach: D, A, W (W - lezy
miedzy punktami C, D), zaznaczajac Srodki tych odcinkéw.

Po narysowaniu $rodkéw odcinkéw o koricu A (na rysunku ucznia nie ,ulozyty"
sig one wspéiliniowo), U3 méwi: ,Jako$ krzywo - wynika to z niedoktadnogci

A A /7 )
/ 1
A // /
E ;
IC
X
/ /]
/ VAR |
V4 ya —
B=C D  B<C b 8 F b

Rys. 3.c Rys. 3.d Rys. 3.e

(l)Przez pek odcinkéw o wierzcholku W bedziemy rozumie¢ zbiér odcinkéw,
ktérych jednym wierzchotkiem jest W, a drugim dowolny punkt jednego z da-
Nych w zadaniu dwéch odcinkéw.



148 MARIANNA CIDSEK

rysunku", po czym rysuje ,gruby" odcinek Yaczacy te punkty. Obserwuje chwile
wykonany rysunek (rys. 3.d) i stwierdza: .To bedzie fragment piaszczyzny, bo
tych odcinkéw oedzie nieskoriczenie wiele ... To bedzie tréjkat ABD, ale bez
boku AB i CD, no i bez boku AD, z wyjatkiem jego Srodka".

U3 komunikuje dalej, ze stosownie do odpowiedzi, ktéra podal dla odcinkdw
prostopadlych, zmieni sie odpowiedZ w przypadku (4) oraz (5). Formuluje te od-
powiedzi. Potem wraca do przypadku (6) (odcinki réwnolegte), gdzie podaje
poprawng odpowiedz,

Nastepnie uczerd U3 rysuje odcinki nie majgce wspélnych punkidw (nierOwnof

legte, nieprostopadte - rys. 3.e).

Odcinki nierdwnolegle, nieprostopadie, bez punktdéw wspdlnych

Po zaznaczeniu ¢rodka E odcinka BD rysuje kilka odcinkéw réwnolegtych do

BD. .To bedzie jaki$ fragment prostej - méwi. Znajduje
érodek F odcinka" AC i nanosi kilka odcinkéw rdéwnolegtych do AC. Wypo-
wiada mysl: ,Przyszta mi na my$l dwusieczna kata". Znmaj-

duje punkt wspdlny prostej AB i prostej DC; szkicuje dwusieczng kata mig-
dzy tymi prostymi (na rysunku przechodzi ona przez punkty F, E). Méwi: ,To
jest ten fragment dwusiecznej. To bedzie czg$¢ rozwigzania. Zastanawiam
sie, czy to bedzie wszystko ... Nie, to jest Zle z ta dwu-
sieczng - te odcinki(Z) musiatlyby byé réwnej diugoseci, zeby to byta
dwusieczna".

... Po chwili komunikuje, Zze zrobi nowy rysunek. Na nowym rysunku (rys. 3.f)
zaczyna od znalezienia srodkéw kilku odcinkdw réwnolegtych do BD i potgczenia

ich odcinkiem.

Rys. 3.f

(Z)Chodzi o odcinki OA i OC, gdzie 0 jest punktem przeciecia prostych
AB i CD (rys. 3.e).
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Potem rysuje kilka pekdw odcinkdéw o wierzcholkach nalezgcych do odcinka AB.
Dla peku odcinkdw o wierzchotku A - rysuje odcinek lgczgcy srodki tych odcin-
kéw, w pozostalych‘przypadkach - znaczy tylko drodki odcinkdw.

Nanosi takze kilka odcinkéw nie nalezacych do wymienionych pekéw. Podaje odpo-
wiedZ: ,To bgdzie chyba czworokat ABCD, bez bokéw, ale ze $rodkami bo-
kéw AC i BD".

Faza 3. U3 przechodzi teraz do badania przypadku:

Odcinki prostopadie, nieprzecinajace sie (rys. 3.g)

A A

\\E‘ H \fi H '

\ 1

—1 c J D /: JJ D

F
F 5 G
B B
Rys. 3.9 Rys. 3.h

U3 rysuje pek odcinkéw o wierzcholtku C, =zaznaczajac ich srodki i l?'czac
je odcinkiem. Stwierdza: ,Na pewno bedzie to odcinek EF". Na tej samej zasa-
dzie, jak odcinek EF, otrzymuje odcinki FG i EH. Komentuje: WSmie-
szne rzeczy wychodza ... chyba bedzie tez odcinek HG bez punk-
tu J". Nanosi jeszcze odcinek laczacy dwa punkty, z ktérych zaden nie jest
koficem wyj$ciowych odcinkéw AB i CD, zaznacza jego srodek. Méwi: .Chyba
Jeszcze punkty wewngtrz tego czworokgta. Ale czy wszystkie? Nie
wiem, musze zobaczy¢. Narysujg na nowo".

Na nowym rysunku (rys. 3.h) U3 wykonuje czynnosci analogiczne do wykonywanych
na ppprzednim rysunku. Ponadto wybiera punkt wewngtrz czworokata EFGH, po
czym rysuje odcinek, ktérego ten purkt jest Srodkiem. Ten zabieg wykonuje dla
Jeszcze jednego punktu. Formuluje odpowiedZ w nastgpujace] postaci: Wydaje
mi sie, ze to bedzie czworokat EFGH bez odcinka IJ". Potem powraca do
przypadku odcinkéw prostopadiych o wspélnym koricu. U3 przyglada sie rysunkowi
(rys. 3.i). Méwi: .Chyba tam za duzo wziglem". Wskazuje punkt Q (rys. 3.i),
zadajac sobie pytanie: ,Jakiego odcinka on jest $rodkiem?". Wykonuje nowy ry-
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sunek (rys. 3.3j). Rysuje odcinek BE (E

- gérodek odcinka AD), twierdzac, ze
weeo to Juz na pewno

jest w szukanej figurze". Nanosi pek odcinkéw o
wierzchotku D i gczy ich $rodki odcinkiem EF (rys. 3.3). Na tej samej

A
A
o\ &
6! .
‘ —
B=C D B=C F b
Rys. 3.i

Rys. 3.}
drodze otrzymuje odcinek GE. Po chwili obserwacji rysunku wyraza zdzi-
wienie: wDlaczego powiedzialem
Przeciez to nieprawda,
dobre".

tam bez bok6w?
bo odcinki AB i CD tez begda
Kontynuuje: ,Poza tym ... rozwigzaniem - tak! bedzie czworokat
GBEF bez punktu B" (rys. 3.3).

Nastepnie zapowiada powr6t do przypadkéw (4), (5) i zmienia podane tam

uprzednio odpowiedzi. U3 po raz drugi zajmuje sig przypadkiem z rys. 3.Kk.

A A

g D
Rys. 3.k Rys. 3.1

taczy punkt A z punktami C i D. Znajduje $rodki tych dwu odcinkdw. t3-

czy te punkty odcinkiem. Analogiczne czynnosci wykonuje dla kilku innych pun-
ktéw lezacych miedzy punktami A i B. Dla punktu B

- znajduje $rodki od-
cinkéw BC i BD,

ale nie rysuje odcinka, ktéry te érodki taczy (rys. 3.1).
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Méwi: Nie moge sie polapadé ... Wychodzi tu duzo takich odcinkéw
(wskazuje na odcinek 1gczacy srodki odcinkéw AC i AD) ... Ale co to za fi-
gura? ... ,Tréjkat czy co? (delikatnie obrysowuje ksztalt tego trdjkata). Nie
za bardzo wiem, co to bedzie.

Na pewno odcinek }aczacy $rodki odcinkéw AC i BD (rysuje ten odcinek) i
jeszcze sporo takich odcinkéw (wskazuje odcinek 1gczacy $rodki odcinkéw  AB
i AD) ... Bedzie ich nieskoriczenie wiele ... Tyle,
ile punktéw na odcinku AB". Po tym modyfikuje odpowiedzi dla
przypadkéw (4), (5).

Znéw powraca do dowolnego polozenia odcinkdw. Przygladajgc sie przez chwi-
le rysunkowi (rys. 3.f), méwi: ,TJo mnie niepokoi. Jakby byto
nieskonczone. Co by to bylo?" ... Jakg ja tu dalem odpo-
wied#?" - pyta eksperymentatora. Zapytany przypomina: bedzie tyle takich od-
cinkéw (wskazuje na odcinek lgczacy érodki odcinkéw AC i AD), ile punktdw
na odcinku AB. U3 nanosi ostatni juz element na rysunek rozwazanej sytuacji:
Yaczy punkty A i B z wybranym punktem odcinka CO, wskazuje ich srodki
i Yaczy je odcinkiem (rys. 3.m). Potem wskazuje ostatnio otrzymany odcinek
i méwi - w uzupelnieniu przypomniane]j przez eksperymentatora odpowiedzi ... I
tyle, ile punktéw na odcinku CD". Nieco speszony koriczy pracg nad zadaniem
stowami: ,To chyba bedzie wszystko. Nic wiecej nie widze".

Rys. 3.m

Komentarz
1. Uczen U3 zakoriczyl prace nad zadaniem ze $wiadomoscia, 2e podal odpo-
wiedzi w kazdym z rozpatrywanych przez siebie przypadkéw, z wyJjatkiem ,dowol-
nego" potozenia odcinkéw. Prace nad badaniem tego ostatniego przypadku zakori-
czyl z wyraZnym odczuciem, ze uzyskana odpowiedZ nie jest peina, bo nie poda-

Je nazwy poszukiwane]j figury.
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Oczywidcie nie wszystkie odpowiedzi podane przez ucznia jako ostatnie sg po-
prawne. I tak:

- w przypadku (2) - odpowiedZ jest biedna,

- w przypadkach (1), (3), (4), (5) - odpowiedzi w zasadzie mozna uznaé
za poprawne (nie zostal uwzgledniony $rodek odcinka ,zerowego"),

- w przypadku (6) - odpowied? jest poprawna,

- w przypadku (7) - odpowiedZ bledna (niepotrzebnie wylaczono odcinek 1J
- por. odpowied? na str.149),

- w przypadku (B) - brak ostateczne)j odpowiedzi, choé uczed jest jej bli-

L.

ski.

Podkreélmy,- ze koricowe wyniki w kazdym z trzech opisywanych dokladnie
przypadkéw ksztattowaty sie poprzez kilkakrotng zmiang pogladu ucznia na to,
Jakag figure stanowi poszukiwany zbiér punktéw. I choé ostatecznie uczer nie
podal peinego poprawnego rozwigzania, to znacznie sie do niego przyblizyl.

Sprébujmy odpowiedzieé¢ na pytanie, co spowodowalo, ze uczert ostatecznie
rozwigzania nie osiagnag1?

Po pierwsze - musimy stwierdzié, ze uczenr U3, poprzez swoja decyzje: ,roz-
patrze rézne polozenia odcinkdéw", od razu znalazl sie W 0 wiele trudniejsze]j
sytuacji niz uczent U2 (przyklad podejscia drugiego). Ten ostatni skupil sieg
tylko na jednym - ,0gélnym" - przypadku polozenia odcinkéw danych, a po dru-
gie - na poczatku zwrécit uwage tylko na ,skrajne" punkty, i juz w zasadzie
mial gotowy ksztait poszukiwanej figury. Uczer U3 przeciwnie - nie dosé¢, ze
musial objaé duzg liczbe przypadkéw, to Jjeszcze w obregbie kazdego z nich
rozwazy¢ nieskoriczenie wiele par punktéw. I wiadnie z objeciem tej nieskori-
czonosci mial pewne trudnosci. Na poczatku - dla odcinkdéw prostopadiych o
wspélnym koricu - uczerd uwzglednil tylko pewien nieskoriczony, ale jednak wlas-
ciwy podzbidr zbioru rozpatrywanych odcinkéw, po czym szybko przeszedl do na-
stgpnego przypadku. Dopiero polozenie odcinkdéw réwnolegtych rozigcznych zmusi-
Yo go niejako do rozpatrzenia dwu réznych kierunkéw odcinkéw. To z kolei do-
prowadzilo go do refleksji, Ze w porzednim przypadku nie uwzglednit wszyst-
kich punktéw na obu danych odcinkach. Wrécil wiec do tego przypadku i rozpa-
trzyl rodzine odcinkéw o ustalonym koricu. Ten moment przynidst istotny zwrot
w rozumowaniu ucznia. I w zasadzie wydawaloby sig, ze w tym momencie problem
nieskoriczonosci jest Jjuz przez ucznia U3 opanowany, poniewaz ma on .w reku"
metode badania. Tak sie jednak nie stato. Przypomnijmy - druga hipoteza,
ktéra uczeri wysunal jako odpowied? dla odcinkéw prostopadlych o wspélnym
korficu, brzmi: ,tréjkat ABD (str. 147, rys. 3.d), a nie tak, jak powinno by¢:
wprostokat GBEF" (str. 150, rys. 3.j). Ta btedna odpowiedZ, jak réwniez inne
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w nastepnych przypadkach, a w szczegblnosci niemozno$¢ dokladnego opisania po-

szukiwanej figury dla przypadku (B8), sugeruja drugg (obok trudnoSci w opanowa-
niu nieskoriczonosci) przyczyne bladzenia U3. Jest nig mianowicie to, ze uczen
nie dokonuje lokalnej analizy poszczegbélnych sytuacji, w odréznieniu np. od
postepowania UZ‘ Mozna to wyjasnié¢ w nastepujacy sposéb. Uczert wie, e jako
zbiory $rodkdéw rodzin odcinkéw o ustalonym koricu dostaje sie odcinki, ale nie
zadaje sobie pytar, dlaczego w ogdle dostajemy odcinki, w jakim zwigzku pozo-
staja te odcinki z danymi odcinkami, w jakim - miedzy sobg. Znamienne jest,

ze ani razu uczen U3 nie uzyt terminu ,réwnolegtobok”, opisujac poszukiwany
zbidér punktéw. W ogéle w rozumowaniu ucznia mato jest wyraZnych pytar: dlacze-
go?, na ktére odpowiada sig w sposéb formalny, natomiast duzo jest empirii.

Na przyktad to, 2e wnetrze wskazanego czworokgta zawiera sige w poszukiwanym
Zzbiorze punktéw, uczert uzasadnia tak: dla danego punktu z wnegtrza wybiera,

a nie konstruuje $rodkami matematycznymi, odcinek rozwazanego typu, dla ktérego
ten dany punkt jest grodkiem. '

Mimo réznych trudnosci, uczer U3 znacznie przyblizyt sig do rozwigzania
zadania. Zwréémy uwage na dwa wazne elementy, ktére wplynely na postep w roz-
wigzywaniu zadania. Pierwszy z nich ma charakter psychologiczny. Uczeri byl wy-
raZznie zainteresowany rozwigzaniem zadania i dlatego blgdzenie nie zniecheci-
to go do wczesniejszego przerwania pracy - kontynuowal ja, a kolejne jej etapy
przyniosty wlagnie postep. Drugi element ma charakter strategiczny. Dogwiad-
czenie, jakie uczer zdobyl w trakcie badania danego przypadku (chodzi o me-
tode badania), wykorzystywal dwukierunkowo: raz w celu weryfikacji odpowiedzi
w przypadku juz wczes$niej rozpatrywanym, drugi - w badaniu przypadkéw jeszcze
raz rozpatrywanych.

2. Na rozwazanie przypadkéw, z cechami podejscia ucznia U3, zdecydowatlo
sie jeszcze 17 innych oséb:

- 5 ucznidw szkoly podstawowe],

- 6 uczniéw szkoty s$redniej,

11 studentéw,
5 matematykdw.

Wiele z tych oséb napotykato, chofby tylko na pewnym etapie pracy, podob-

ne jak U3 trudnosci. Oczywiscie, w ich rozumowaniu wystgpily takze réznice.

Dotyczg one miedzy innymi:
(1) liczby i réznorodnosci rozpatrywanych przypadkow,
(2) metody badania tych przypadkéw,
(3) hipotez odnos$nie poszukiwanej figury,
(4) sposobu wykorzystania szczegélnego przypadku.
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Nie bedziemy tu analizowaé szczeg6towo wszystkich rdznic. Zilustrujemy

przyktadami (3) i (4).
Oto przyktady stawianych hipotez (kopie autentycznych rysunkow) :

0dcinki réwnolegte

Student:

— e —— e m—

Suma dwdch fragmentdw elipsy
O0dcinki ,dowolne”
Uczerd k1. VIII:

* ' B '

tamana, ktdrej odcinki sg réwnolegle raz do jednego odcinka danego,
raz - do drugiego
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Uczeri k1. III liceum

!

Studentka:

e

. DObszar ograniczony elipsa
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Przyklad wykorzystania szczegélnego przypadku

Dwu z matematykdéw omawianej teraz grupy wykorzystato szczegélny przypadek
polozenia danych odcinkéw w bardzo interesujgcy sposéb. Oto ten sposdb:

(a) rozpatruja przypadek odcinkéw prostopadtych roziacznych, uzyskujac
w wyniku bardzo prostego rachunku analitycznego odpowiedZ: ,prostokat",

(b) widza, ze przypadek ,dowolnego" polozenia mozna uzyska¢ z przypadku
szczegdlnego przez pewne przeksztalcenie;

(c) twierdza, ze poszukiwana figura w przypadku ogdlnym jest obrazem re-
zultatu otrzymanego w przypadku szczeg6lnym w tym przeksztatceniu: jest to
réwnolegtobok jako obraz prostokata w takim przeksztaiceniu.

2.2.4. Przyklad czwartego podejscia (Matematyk M)

Opis postgpowania osoby M

Faza 1. O0Osoba M rysuje odcinki AlBl oraz AZBZ Jako dane w przypadku
og6lnym (rys. 4.a). Na poczatku stwierdza: ,Chce to zobaczyé w jakim$ przypad-
ku dos¢ ogbélnym, bo w szczeg6lnym polozeniu, np. odcinki réwnolegle, to wy -
daje mi sieg, ze wiem. To po prostu wiem z doswiadczenia". Po tych sto-
wach wykonuje rysunek odcinkéw réwnolegtych i wskazuje poszukiwang figure
(rys. 4.b), stwierdzajac, ze taka odpowied? wynika z wlasno$ci rzutu réwnole-
gtego.

\
AN

A, B2
Rys. 4.a Rys. 4.b
M powraca teraz do wyjsciowego rysunku. ,Ustale sobie A1" - méwi, rysujac
pek odcinkéw o wierzchotku Al' wZbiorem Srodkéw takich odcinkdéw bgdzie odcinek

(rys. 4.c). Wydaje mi sig, 2ze to bedzie odcinek, niezaleznie od polozenia
danych odcinkéw". Wykonuje nowy rysunek (rys. 4.d). Zaznacza na nim Srodek 0
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By
B, A
A1 A1
0o X

AZ B, A, B B,

Rys. 4.c Rys. 4.d
odcinka A1A2. Wybiera punkty A i B odpowiednio nalezgce do odcinkdw AlBI
i A,B Zaznacza $rodek X odcinka AB. Méwi: ,Przypomina mi sie

272"
takie zadanie o wektorach", po czym zapisuje réwnos¢:

) W-5k + &F O
Iy N . . - . . —
a nastgpnie przedstawia wektor 6)? jako kombinacje liniowa wektordw AlBl
—
oraz AZBZ:
@) 6(*=oc-Alsl'+p;-AZB'2, 0sx 1, 0gpP s 1.

Po chwili M zadaje sobie pytanie: ,Co z tej kombinacji liniowe]
wyciagngé o punkcie X ?" I zaraz proponuje: .Moze zaczepi¢ wektory w punkcie
przecigcia prostych Alsl oraz A252 .

Prébuje zrobié to, co zapowiedzial, ale zaraz przerywa, stwierdzajac: ,Co$
tu nie gra, bo przeciez kazdy punkt na ptaszczyZnie jest kombinacja
liniowg wektordéw niezaleznych. Jestem przekonany, 2e bedzie to
odcinek, ale nie umiem tego uzasadnié". Obserwujac zapis (2), M méwi: .Przyj-
rzyjmy sig szczegélnym wartosciom o¢ i p , np. & =0, ¢ =1. Dla o =0
mamy szukany punkt tu (rysuje odcinek o jednym korficu w punkcie Al’ a drugim -
na odcinku AZBZ; oznacza $rodek tego odcinka przez Y - rys. 4.e). Dla« =1
koniec rozpatrywanego odcinka bedzie punktem Bl' Co bedzie dla wartosci pos-

(3)R0wnosc (1) zawiera btad. Powinno byé:

—n__l_ — —
OX—Z(AIA + AZB ).
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rednich? Dla punktu X (rys. 4.e) mamy, powiedzmy, tak: o :% , P =%

czyli
— ] — 2 —
3 0X =35 AB; + 5 AB, .
Dla punktu Y (rys. 4.e) jest:
(4 o = prAB, ".
272
By
Ay
X
0 Y
A, B B,
Rys. 4.e

M przyglada sie wykonanym zapisom, zestawia réwnosci (4) oraz (2) i stwierdza:
wNiestety! Wektory X i O nie sg réwnolegle. To zmienia postaé rzeczy, i
to dos¢ radykalnie. Wyglagda na to, ze beda rézne sytuacije w réznych
potozeniach odcinkéw. W sytuacji odcinkéw réwnolegiych - wiem, w ogélniejszej -

nie wiem".

Faza 2. Pochwili M méwi: ,WeZmy taka sytuacjg: odcinki majace wspdlny
koniec, nieréwnolegte (rys. 4.f). Jesli ustalimy koniec odcinka w punkcie Al’
a drugi bedzie sie zmienial na odcinku
A.B,, to srodki dadzg odcinek. Jego B4
koricami s3 punkty: Al oraz $rodek od-
cinka A.B Tak bedzie z innymi punk-

2°2°
tami odcinka AlBl - tzn. wybieramy
punkt na odcinku AlBl i lgczymy go

z dowolnym punktem drugiego odcinka;

otrzymujemy odcinek. Jesli B, bedzie
ustalony, tez dostajemy odcinek réwno- Rys. 4.f
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legly do odcinka AZBZ’ a jego dtugos¢ jest potowg diugosci AZBZ'"

M ilustruje na rysunku to, co opisal (rys. 4.g), po.czym stwierdza: ,To
bedg odcinki ... Ale wyglada na to, ze zmienia sig to w sposdb ciag-
ty, czyli - nie odcinki ... Jak to bedzie ograniczone?". W od-

powiedzi na to pytanie M ,pogrubia" na rysunku (rys. 4.h) trzy odcinki. Za-

B, B
L 1 LN
A —
1 Az BZ A1—A2 Bz
Rys. 4.g Rys. 4.h
daje sobie pytanie: ,Jak wyglada ten czwarty brzeg?" i szybko od-

powiada: ,Aha. To bedzie réwnolegle do jednego z otrzymanych bokdéw. Ten od-
cinek powstanie, jesli ustalimy punkt 82" (dorysowuje czwarty bok czworokg-
ta). Formutuje odpowied?: ,Ta figura bedzie zawarta w réwnolegtoboku".

Nastepnie M odpowiada poprawnie na pytanie: Czy kazdy punkt réwnolegtobo-
ku jest $rodkiem Jjakiego$ z rozwazanych odcinkéw? Potem M podaje odpowiedZ:
«W przypadku odcinkdéw nieréwnoleglych o wspdlnym koricu szukang figurg jest
réwnolegiobok.

Faza 3. M przechodzi teraz do badania ogdlnego przypadku polozenia
odcinkéw (rys. 4.i). W takiej sytuacji - méwi - przesuniemy odcinek A,B,
o wektor A2A1 (wykonuje to). Wtedy mamy juz sytuacje taka, jak poprzednio.
Trzeba bedzie otrzymane $rodki przesunagé o wektor %mz (rys. 4.3). Obser-
wuje chwile rysunek, prébujac znaleZé obrazy kilku punktéw réwnolegioboku
we wskazanej translacji. Méwi: ,Mam klopoty =z ustaleniem brzegu tego
nowego réwnolegtoboku. Powrdce do rachunku wektorowego. Zajme sie konsekwentnie
badaniem wektordéw. Jes$li w warunku (2) przyjme oL =0, to A = A1 i wtedy
otrzymam odcinek réwnolegty do odcinka A2BZ' Zaraz - dla o = 0 wektor OX
mégiby by¢ réwny wektorowi sz ... Chyba ten rachunek wektorowy trzeba
byloby odrzucié". Po chwili M stwierdza: .Ale widze to juz i bez rachunku
wektorowego", po czym rozpatruje ,skrajne" punkty i rozwigzuje zadanie do

kofica poprawnie.
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81 B1

Rys. 4.1 Rys. 4.3

Komentarz

1. Osoba M zaczyna swoja prace nad zadaniem od podjecia decyzji o rozwaze-
niu przypadku ogélnego potozenia odcinkéw. Dos¢ szybko formuluje hipoteze:
niezaleznie od potozenia danych odcinkéw poszukiwang figura bedzie odcinek.
I cho¢ to dzieje sie bezposrednio po uswiadomieniu sobie przez M odpowiedzi
dla przypadku odcinkéw réwnolegtych, to oczywiscie nie Jest to przeniesienie
rezultatu z przypadku szczegélnego. Stowa, ktére sformulowanie tej hipotezy po-
przedzajg: .przekonany jestem, ze", wypowiedziane w tym kontekscie przez mate-
matyka sugeruja, iz Zrddiem tego. przekonania nie jest jedynie rezultat otrzy-
many w szczegdlnym przypadku. Istotnie - w drugim etapie obserwacji (juz po
rozwigzaniu zadania) M poinformowal eksperymentatora, Zze niemal od momentu
zapoznania sig z trescig zadania towarzyszylo mu silne odczucie, e poszukiwana
figura powinna mieé .liniowy" charakter. Wyjasnil to w nastepujgcy sposéb:

(1) z dogwiadczenia wiadomo, 2e w podobnych do rozwazanego zadaniach
otrzymuje sie krzywe,

(2) dane .twory" (odcinki) sg liniowe - w tym sensie, ze sg podzbiorami
prostych, i to ograniczonymi; operacja poszukiwania srodkéw odcinkéw powinna
prowadzié takze do ,tworu" liniowego,

(3) zestawienie: "krzywa" oraz ,ograniczony podzbidér prostej" sugeruje
nodcinek" jako odpowiedZ do zadania,

(4) przypadek odcinkow réwnolegtych potwierdza taky hipoteze.

Tak wiec na pojawienie sig hipotezy zlozyio sig tu kilka elementéw jed-
noczesnie: wczesniejsze doswiadczenie, wynik uzyskany w szczegdlnym przypadku
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oraz pewien rodzaj analogii (w tym przypadku - falszywej). Zwréémy Jjeszcze uwa-
ge, ze na przyklad uczen U3 (trzecie podejscie) tworzyl hipotezy na innej dro-
dze niz powyzej opisana. Tam przypuszczenia byly formutowane w duzym stopniu
w wyniku manipulacji empirycznych. Zauwazmy tez, w Jjaki sposdb doszio do od-
rzucenia hipotezy przez osobe M. Tylko ona jedna z grupy wszystkich badanych
wykorzystywata rachunek wektorowy do weryfikacji hipotezy. Zabiegiem, ktdéry
doprowadzil do odrzucenia fatszywe] hipotezy, bylo rozwazenie szczegélnych war-
tosci zmiennych wystepujacych w wektorowym opisie poszukiwanej figury. Odnotuj-
my to jako zabieg heurystyczny pozytywny do rozwigzania zadania (oczywiscie,
niekoniecznié zwigzany z rachunkiem wektorowym).

W drugiej i trzeciej fazie podejscie osoby M do zadania jest podobne do
opisanego w przykladzie 2 (,skrajne" punkty). Podkreslmy tez, ze w rozumowaniu
M dostrzegamy, chociaz ostatecznie nie zrealizowane, ideg wystgpujgca w po-
dejsciu pierwszym oraz ideg wykorzystania transformacji geometrycznej przy
przejéciu od rezultatu w przypadku szczegélnym do rezultatu ogélnego.

2. Do omawianej teraz grupy zaliczy¢ mozna rozumowanie trzech innych oséb:
ucznia III klasy liceum oraz dwdch matematykéw. Kazda z tych oséb stawia hipo-
teze: poszukiwana figura jest odcinkiem. Réznice w ich postepowaniu dotycza
miedzy innymi sposobu obalenia falszywej hipotezy oraz wykorzystania szczeg6l-
nego przypadku.

I tak na przykiad:

Matematyk M1 rozwaza przypadek odcinkéw nieréwnolegtych i niepro-
stopadiych o wsp6lnym koricu. ,Jesli poszukiwang figura jest odcinek, o czym
jestem przekonany, twierdzi Ml’ to w tym przypadku jest nim $rodkowa tréjkata
ABD wychodzaca z punktu A (rys. 4.k). Jest to zbiér Srodkéw odcinkéw rozwa-
zanego typu réwnoleglych do odcinka BD. Po chwili M1 odkrywa: ,Nie - nie be-
dzie to odcinek, bo Jjesli weZmiemy drugg <$rodkowg Jjako odcinek rozwazanego
typu, to jego $rodek nie bedzie lezal na poprzednie) Srodkowej; Srodkowe tréj-

kata przecinaja sie przeciez w stosunku 1:2 (rys. 4.1).

8 B

Rys. 4.k Rys. 4.1
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W nastepnej fazie M1 zajmuje sie systematycznym badaniem przypadku, ktéry
rozwazat, weryfikujac postawiong na poczgtku hipoteze. Odkrywa rozwigzanie, a
nastgpnie przypadek og6lny sprowadza do juz zbadanego w nastepujacy sposéb:
odcinek AB przesuwa réwnolegle tak, by koniec A znalazt sie w punkcie C
(rys. 4.m), uzyskuje w tej sytuacji réwnolegtobok i przesuwa go rdéwnolegle
tak, by wierzchotek C znalazl sie w srodku odcinka AC (rys. 4.n).

B

Rys. 4.m Rys. 4.n

W postepowaniu matematyka M1 wystepuja dwa pozytywne zabiegi heurystyczne.
Jeden z nich to zwrécenie uwagi na jaki$ szczegblny, charakterystyczny element
rozpatrywanego zbioru ($rodkowa tréjkata) i wykorzystanie znanej wlasnosci tego
elementu. Dzieki temu wlasnie zostala odrzucona fatszywa hipotgza. Drugi za-
bieg - to sprowadzenie sytuacji do juz rozpatrywane] przez zastosowanie trans-

formacji geometrycznej.

2.2.5. Pie¢ oséb: matematyk i czterech studentéw, ktérych postepowanie
zaliczamy do podejécia pigtego, rozwazajs szczegdlne przypadki, ale stosuja
te samg metode badania, mianowicie metode charakteryzujacg podejscie pierwsze.
Nie bedziemy wiec przedstawia¢ przykladu podejscia piatego, poniewaz zostalo

ono juz opisane posrednio.

2.3. Opis wyréznionych podej$¢ do zadania zakoriczymy zestawieniem wskazujacym
liczbe oséb wybierajacych poszczegélne podejscia, z uwzglednieniem poziomdw
doswiadczenia matematycznego (Tabela 1).
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Tabela 1

Podejscia do ‘Uczniowie Uczniowie Matemat
zadania szkoty szkoty Studenci atematycy
podstawowe drednie)

pierwsze - 1 3 1
drugie 1. 2 1 1
trzecie 5 7 11 5
czwarte - 1 - 3
piate - - 4 1

2.4, Rézne sposoby wykorzystania szczegélnego przypadku

Opisanych powyzej podej$é nie nalezy rozumie¢ jako logicznego podzialu sposobéw
rozwigzywania zadania. Wyrézniajac te podejscia chcielismy zwrécié uwage na cha-
rakterystyczne réznice zwigzane z podjeciem - w poczatkowym etapie pracy - de-
cyzJi: stara¢ sie przewidzie¢ co moze by¢ poszukiwang figura, rozpatrywac
szczegdlny przypadek, czy tez zaja¢ sig badaniem ogélnego przypadku.

Na postepowanie badanych osdéb mozemy popatrzeé jeszcze z innego punktu
widzenia. Rézne osoby, czasem niezaleznie od wybranego podejs$cia do zadania,
rozpatrujq szczeg6lny przypadek (podej$cie trzecie, czwarte, piate). Mozna pos-
tawié pytanie: W Jjaki sposéb te szczegélne przypadki s wykorzystywane?

Arializa wylonita cztery takie sposoby.

1. Matematyk M1 na przyktad wykorzystal szczegélny przypadek do weryfika-
cji postawionej na poczatku ogélnej hipotezy (opis na str. 164 ); spowodowalo
to odrzucenie hipotezy.

2. Kilka innych oséb wykorzystalo szczegélny przypadek do samego sformulo-
wania hipotezy, a wiec uogdélnienia rezultatu otrzymanego w przypadku szczegdl-
nym (w przypadku odcinkéw réwnolegtych - .odcinek", w polozeniu dowolnym -
wodcinek").

3. Kilka o0séb wykorzystalo metode badania odkrytg w przypadku szczegdlnym
do badania innych przypadkéw. Charakterystyczne jest dla tego zadania; ze
wiele badanych oséb odkryto metode badania (ustalenie punktu na jednym odcinku)
rozwazajac odcinki prostopadie. i

4. Ostatni z wylonionych sposobdéw polegal na przejsciu od rezultatu w
szczegélnym przypadku do rezultatu ogdlnego przez zastosowanie transformacii”

geometrycznej.
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Wystgpilo to u matematyka M1 i dwu innych oséb, ktérych postepowanie opi-
sano na str.158 .

Sposoby 1, 2 i 3 stosowano na réznych poziomach do$wiadczenia matematycz-
nego, natomiast sposéb 4 wykorzystywali tylko matematycy.

2.5. Uwagi koricowe

W przedstawionej analizie nie dalismy odpowiedzi na wiele pytar wymienio-
nych w Czesci 1. Zagadnienia sformutowane w tych pytaniach beda dyskutowane
w kontekdcie pcstaw wobec wielu innych zaderi, w nastepnych etapach badania.

W tym artykule - w oparciu o przyklad jednego zadania - podjelismy prébe
odpowiedzi na pytanie: Co pozwalalo na osiagniecie postepu w pracy nad zada-
niem, a co ten postegp utrudnialo? Ograniczono$¢ analizowanego materialu nie
pozwala jeszcze na sformulowanie ogélnych wnioskdw odnosnie do procesu rozwig-
zywania probleméw, ani ich odniesiert dydaktycznych. Sklania Jjednak do kilku

uwag.

1. Analiza ujawnita réznorodnos¢ postaw i zachowari wobec problemu mate-
matycznego. To bogactwo sposobdw postepowania - w odniesieniu do analizowanego
zadania - przejawia sig miedzy innymi:

(a) w réznych podejéciach do zadania, opisanych w punkcie 2.2,

(b) w wykorzystaniu do rozwiazania zadania réznych srodkéw matematycznych:
aparatu geometrii syntetycznej, rachunku analitycznego, rachunku wektorowego;
sam aparat geometrii syntetycznej byl jeszcze réznie wykorzystany - w rézny
sposéb uzasadniano pomocnicze twierdzenie T (str. 135),

(c) w réznych sposobach wykorzystania szczegélnego przypadku (str. 156 ),

(d) w stawianiu réznych hipotez odnosnie do poszukiwanej figury (str.
154-155).

Na te réznorodnosé postaw wpiynely dwa wazne czynniki. Jednym z nich, na
Co juz wczesniej zwréciligmy uwage, bylo zainteresowanie badanych oséb samym
zadaniem. Wyrazalo sie ono wolg jego rozwigzania - mimo rdéznych trudnosci na-
potykanych na obranej drodze, badani, w przewazajycej wigkszosci,nie rezygnowali
szybko z préb rozwigzania zadania. Wiele z tych oséb wyrazalo nawet bezposred-
nio opinie o problemie, przed ktérym ich postawiono, uznajac go za ciekawy. Oto
przyktadowe wypowiedzi:

- .Dziwne zadanie. Na poczatku sprawa jest prosta i jasna. A potem sie
okazuje, ze takie proste nie jest, ale jest ciekawe" (uczeri III klasy liceum;

ocena z matematyki: dobry).
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- oDtugie to zadanie, ale chcialbym jeszcze troche popracowad" (uczer 1
klasy liceum; ocena z matematyki: dostateczny).

- yNie wiem jeszcze, jak wykazaé, ze ten czworokat obejmuje wszystkie
$rodki odcinkdéw, ale teraz to juz tego nie zostawig" (uczennica II klasy lice-
um; ocena z matematyki: dobry). .

- wZadanie mnie troche zdezorientowalo. Jest takie nietypowe. Zawsze sie
czegos dowodzito, a tu nie wiem, jak poprowadzié rozumowanie ... Pasjonujace!
- jak ta figura wyglada?" (uczeri III klasy liceum; ocena z matematyki: dosta-
teczny).

- wPigkne zadanie - ciekawe i nie wymaga wiadomos$ci z matematyki, poza
twierdzeniem Talesa" (matematyk; zainteresowanie naukowe: réwnania réznicz-

kowe) .

Nietypowos¢ zadania, na ktéra zwrécil uwage w swoje] wypowiedzi jeden z
ucznidw, wptywa na atrakcyjnos¢ zadania, jest czynnikiem motywujacym jego roz-
wigzywanie. Zainteresowanie zadaniem jest waznym czynnikiem powodzenia jednost-
ki w pracy nad jegoc rozwigzaniem. Jednoczed$nie taki dobdér zadania, by badana
osoba byla nim zainteresowana, uznajemy za istotny czynnik powodzenia w dzie-
dzinie badart nad procesem rozwigzywania probleméw matematycznych.

Drugq przyczyne réznorodnosci drég poszukiwania rozwigzania analizowanego
zadania upatrujemy w tym, e jest to zadanie geometryczne.

wGeometria jest nadzwyczajnym mikrodwiatem, w ktdrym uczeri moze zostad
wlaczony w tworzenie rzetelnej, prawdziwej matematyki. Jest miejscem badania
i odkrycia, uogblnienia, dla rozumowania.zaréwno indukcyjnego, jak i dedukcyj-
nego typu. Ogélnie - geometria wspiera rodzaj proceséw rozumowania typowych dla
matematycznego myslenia w jego najlepszym sensie: uzycie matematycznej argumen-
tacji dla sprawdzenia przypuszczenia, udoskonalenia go i w koricu wykazania, ze
jest ono poprawne" (Schoenfeld, 1982a, str. 168).

Jakkolwiek stwierdzenia zawarte w cytowanej wypowiedzi dotyczg geometrii
w sensie globalnym, to mozna je odnies¢ takze do pojedynczego zadania z tej
dziedziny. W poszukiwaniu rozwigzania omawianego zadania bylo miejsce wiasnie
na rozumowanie intuicyjne, odkrycie (poszukiwany zbidér punktéw), stawianie hi-
potez, analizowanie przykladdéw dla odrzucenia bgdZ dla potwierdzenia hipotezy

i wreszcie - na rozumowanie formalne.

2. Analiza postaw badanych oséb ukazuje pewien element wspélny, wysigpuja-
cy na réznych poziomach doswiadczenia matematycznego. Jest nim bladzenie na
drodze poszukiwania rozwigzania zadania otwartego. To biadzenie moze byé chwi-
lowe, krétsze lub diuzsze, ale wystegpuje na réznych poziomach; na wyzszych po-

ziomach - takze, cho¢ biadzi sig tu w innych rejestrach.
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Czytelnikowi mogloby sig wydawaé, ze szczegGtowe opisy pracy nad zadaniem,
podane w punkcie 2.2, sq zbedne. Przedstawiligmy je celowo, by zwrécié¢ uwage na
ogromng ilos¢ zwrotéw: .wydaje mi sig", .przeczuwam", ,nie jestem pewien",
wchyba", .nie - tak nie bgdzie" itp. Czgste wypowiadanie tych zwrotéw, tak
przez ucznia, Jjak 1 matematyka, oraz charakter towarzyszgcych im czynnosci
wskazuja na to, ze rozumowanie w czasie poszukiwania rozwiazania zadania pro-
blemowego nie jest ciggiem logicznych inferencji. Jest raczej ciggiem hipotez,
pytari i odpowiedzi, ktére uzyskuje sig na réznych drogach - empirycznej, intui-
cyjnej i przez rozumowanie formalne. Na taki charakter procesu rozwigzywania
problemu, choé¢ w sposéb posredni, zwraca uwage I. Lakatos (1976), w swojej in-
teresujacej ksiazce ,Proof and refutations". Prezentuje tam matematyke w ogéle
Jako proces dialektyczny, ktérego etapy wyznaczaja: sformulowanie wstepnego
przypuszczenia, znalezienie dowodu, znalezienie kontrprzykladu, rewizja dowodu

i sformulowanie nowego twierdzenia (etapy wediug Wolfsona, 1981).

3. Analiza wylonila pewne zabiegi pozytywne, a takze negatywne dla rozwig-
zania omawianego zadania, ktére mozna uznaé jako zabiegi heurystyczne. Do po-
zytywnych zabiegéw heurystycznych mozna zaliczyé trzy ponizsze sposoby opano-
wania nieskoriczonosci.

(1) Pierwszy z nich - opisany w przyktadzie pierwszego podejscia, to jakby
ztagodzenie nieskoriczonosci. Polega ono na stosowaniu zasady: jesli zadanie wy-
maga rozwazenia dwéch zmiennych, to najpierw rozwigzuje sie zadanie przez usta-
lenie jednej ze zmiennych, a otrzymany wynik zmienia sie uzmienniajac te stala.

(2) Drugi sposéb, zastosowany przez. ucznia U, (przyktad drugiego podej-
Scia) jest oparty na nastepujacym rozumowaniu: je$li w rozwazanym zbiorze par
punktéw weZmie sie pary skrajnych punktéw (w tym przypadku pary utworzone z
koic6w odcinkéw danych) i dla nich znajdzie sig $rodki, to te $rodki powinny
by¢ skrajnymi punktami konturu poszukiwanej figury.

(3) Trzeci sposéb opanowania nieskoriczono$ci polega na tym, ze

(a) rozwigzuje sig zadanie w przypadku szczegdlnym, w ki6érym znana jest
metoda badénia, znajdujac poszukiwang figure F,

(b) wskazuje sig transformacje geometryczng, dzigki ktérej otrzymuje sie
0gélny przypadek ze szczegblnego,

(c) jako rozwigzanie w przypadku ogdlnym wskazuje sig figurg, ktéra jest
obrazem F w wymienionej transformacji.

Dwie r6zne realizacje tego trzeciego sposobu zobaczylismy u matematykéw.

Innym zabiegiem pozytywnym jest badanie empiryczne prowadzone w zorganizo-
wany sposéb - w omawianej sytuacji: ustalenie punktu na jednym odcinku. U wielu
0s6b to badanie bylo prowadzone jednak chaotycznie, przez wybieranie jakichkol-
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wiek punktéw na danych odcinkach; utrudniato to, badZ wrecz uniemozliwialto od-
krycie poszukiwanej figury. Wtasnie niezorganizowang empirie zaliczyé mozna do
btedéw heurystycznych.

4, 7 dydaktycznego punktu widzenia ﬁusimy zwrécié uwage na to, Ze bila-
dzenia jako integralnej czesci pracy nad zadaniem nie powinno sig oceniaé nega-
tywnie. Nasuwa sie ‘pytanie czy postegpujemy stusznie, jesli do tego bladzenia
przy rozwigzywaniu zadania nie dopuszczamy, dajac uczniowi od razu wskazdwki,
podsuwajgc strategie. Czy przypadkiem to chwilowe ulatwienie nie jest w swo-
ich skutkach utrudnieniem, w tym sensie, e moze nie doprowadzi¢ do wypracowa-
nia przez ucznia wtasnych, ogélniejszych zasad heurystycznych?

Powinnidmy uczniowi pozwolié przezy¢ rozwiazanie zadania, dopuszczajac
do indywidualnej pracy, do bladzenia. Nastepnie w dyskusji z catg klasg ana-
lizowa¢ préby rozwigzania, zastanawia¢ sie, co pomoglo, a co przeszkadzalo w
pracy nad zadaniem, by ostatecznie sformutowaé razem z uczniami pewne zasady
heurystyczne. Gdyby na przykiad - po indywidualnych prébach rozwigzania zadania
- uczen U3 zapoznal sie z rozwigzaniem zadania odkrytym przez jego kolege,
ucznia U2 (uczniowie U2 i U3 byli rzeczywidcie uczniami tej samej klasy jednego
z krakowskich liceéw), i na odwrét, to doswiadczenie zdobyte przez tych ucznidw
byloby o wiele glegbsze niz wtedy, gdyby nauczyciel dal a priori wskazéwke:
rozwaz skrajne punkty. Bladzenie i poszukiwanie trzeba przezy¢, by mniej i ra-
cjonalnie bladzié.

Tezy heurystyczne a posteriori, oparte na rzeczywistym doswiadczeniu ucz-
nia, powinny stanowié istotny element doswiadczenia matematycznego.

Literatura zwiazana z problemami heurystyki jest juz dzisiaj ogromna. W
spisie literatury wymieniamy te pozycje, ktére wydaja sie Scisle zwigzane z
przedstawiong problematyka.
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COMPARISON OF SEARCH METHODS FOR A SOLUTION OF A CERTAIN PROBLEM,
AT DIFFERENT LEVELS OF MATHEMATICAL EXPERIENCE

Summary

The paper presents research results on the solving process of a mathematical
problem. Using the mutual observation method, 47 subjects at different levels
of mathematical experience were examined while solving the following problem:
For any complanar line segments a and b find the set of centres of the line
segments XY such that X and Y belong to a and b, respectively.



