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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
SERIA V: DYDAKTYKA MATEMATYKI 9 (1988)

KAZIMIERA SKALUBA
Skawina

STOSOWANIE PRZEZ UCZNIOW WZORU ALGEBRAICZNEGO

1. UWAGI WSTEPNE

Wprowadzanie ucznidw w postugiwanie sie symbolikg literowg, w szczegdlnoéci
w jezyk wyrazert i wzordw algebraicznych, wigze sig¢ z pewnymi trudnosciami ujaw-
niajgcymi sie w licznych btedach popetnianych w réznych dziatach matematyki szkol-
nej, na kazdym stopniu nauczania. W szczegdlnoéci biedy te wystgpuja w przeksztat-
ceniach wymagajacych stosowania tozsamodci algebraicznych.

W szkole podstawowe] te trudnodci wyraZnie uwidaczniajg sie w tozsamosciowym

przeksztalcaniu wielomiandw, w trakcie realizacji haset programu zwigzanych ze wzo-
rami ,skréconego mnozenia"; w szkotach érednich takze wystgpujg one czesto przy
tej okazji. Swiadczy to o trudnodciach ucznidw w korzystaniu z wzorédw w ogdle.
Objawia sie to np. przy dowodzeniu twierdzeri metodg indukcji matematycznej, wyz-
naczaniu ilorazu réznicowego funkcji, w stosowaniu tozsamoéci trygonome‘;r:ycznych,
W obliczaniu wyrdznika przy rozwigzywaniu rdéwnari kwadratowych z parametrem,
W rozwigzywaniu uktadéw réwnaf, w badaniu monotonicznoéci funkciji itp.
Na przykiad ucze, majac do udowodnienia tozsamo$é T(n): 1+3+...+(2r-1) = nz,
zapisuje  T(n+1) jako: 1+3+...+(2n+1-1)=n?+1 | uwaza, e implikacja T(n)=n® -
e T(n+’l)=n2+’l stanowi podstawe do uzasadnienia wzoru. Majgc dang furkcje f(x)=
=2X2+3, wyraza f(x+h) np. jako 2x%+h+3  albo 2(x2+h2)+3, albo tez 2(x*h)2*
*(3+h)2. Wiaze sie to z niejasnym rozumieniem zmiennej i niezdawaniem sobie
sprawy z formalnych i syntaktycznych regut, ktdrych prawidiowe stosowanie decy-
duje o poprawnoéci zapiséw.

W niniejszym artykule przedstawiono fragment szerszych badarfi, w ktdrych anali-
zowano trudnodci i btedy popetniane przez uczniéw w stosowaniu tozsamodci alge-
braicznych. W tym fragmencie ograniczono sie do analizy pisemnych sprawdziandw
dOthzacych stosowania przez uczniéw podanych im i nie znanych przez nich po-

przednio wzoréw. W tej sytuacji bowiem uczerd nie moze korzystal z nabytych na-
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wykéw algorytmicznych, éwiczonych na przyktad przy opracowywaniu tzw. wzordw
skréconego mnozenia, oraz praw dziatad, ktére moze stosowal automatycznie, nie
myélagc o wzorze, z ktdrego korzysta, i nie u$wiadamiajac sobie podstawier za
zmienne w tym wzorze. Oczywidcie, takie zautomatyzowanie rachunku jest koniecz-
ne. Badanie, jak uczerd $§wiadomie radzi sobie ze stosowaniem wzoru, wymaga jednak
stworzenia takiej sytuacji wylgczajacej automatyzm, w ktérej uczed musi wybrad
wzdr potrzebny do przeksztatcenia wyrazenia i $wiadomie go stosowaé. To wiaénie
byto celem sprawdziandw, ktdrym poddano wybrane grupy uczniéw klas Vil szkét

podstawowych oraz klas | i 1l szkdt érednich.

2. USTALENIA TERMINOLOGICZNE

2.1. WyrazZenie, struktura wyrazenia, dziedzina

Ustalenia terminologiczne i definicje, ktére w dalszym ciggu formutuje, nie sa
przeznaczone do ich stosowania w tej samej formie w nauczaniu. Pewien stopiert
doktadnodci w okredleniu niektdrych termindw i zwrotdéw jest jednak konieczny dia
uniknigcia nieporozumiel w interpretacji analizy prac ucznidw, ktdra jest prze.dmio-
tem niniejszego artykutu.

W matematyce szkolnej uzywa sie bardzo wielu réinych nazw i zwrotéw, kté-
rych sie blizej nie okredla. Do takich nazw nalez3: wyrazenie, wzdr, tozsamoéé,
réwnosé. Sens tych termindw wyjadnia sie¢ na konkretnych przyktadach lub w okreé-

leniach nie zawsze precyzyjnych. W szkole méwimy, ze

2x + 1, (x + 2)2, —:‘1 , sin 2X, log x + log y,

to wyrazenia zawierajgce odpowiednio zmienne x, a, o« , X i y.
Oblicza sie awartodci takich wyrazer" dla ,danych wartodci zmiennych", mdéwi sie
o zbiorze liczb, dla ktdrych dane wyrazenie ma wartodé liczbowa (dziedzine). Ter-
minu ,wyrazenie" uzywa sie¢ w sensie planu operacji, przepisu wskazujgcego, jak na-
lezy obliczyé pewng liczbe, gdy dane sg inne liczby (wartodci zmiennych).
Dla ucznia wiec wyrazenia: (x+2)2 i x2 + 4x + 4 s3 to rdine plany dziatad,
a wiec rézne wyrazenia.

W pierwszym przypadku do liczby przyjetej jako wartodé x trzeba najpierw

dodaé liczbe 2, nastepnie podnie$é do kwadratu otrzymang sume, w drugim do kwa-
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dratu liczby przyjetej jako wartodé x nalezy dodaé jej czterokrotnodé i liczbe 4.
Operatywne rozumienie stowa jwyrazenie" odrdinia znaczenie tego terminu od zna-
czenia terminu ,funkcja". Wymienione wyzej przyktadowo wyrazenia to rdézne ,prze-

pisy” okredlajace te sama funkcje:

F:ox- x¢2° w R,
F i ox = (x+bx+h) w R.

Wyrazenia sin 2o i 2 sincosa to takze réine przepisy (wyrazenia) okrelajgce

te samag funkcje

f: x = sin2« w R,

f: x = 2sinKcosoC w R,

W szczegbinym przypadku, gdy w wyrazeniu wystepuja tylko znaki czterech dzia-

tad arytmetycznych (w tym potegi o wyktadniku naturalnym), w szkole mdwi sig,

%e jest to wyrazenie algebraiczne, np. 2a + 3, x2/(x2+’l), (x+3)(y2+7x*8), x3-y3

- to wyrazenia algebraiczne.

Zapis wyrazenia i jego odczytywanie podlega pewnym konwencjom odnoszacym
sie¢ do kolejnodci, w jakiej majg byé wykonywane operacje przewidziane w planie.
Wazna role petnig konwencje uzywania i odczytywania nawiasdw.

Werbalng nazwe wyrazenia ucze’ powinien kojarzyé z ostatnig operacja przewi-

dziang planem, np. (><'ry)2 to kwadrat sumy, ale x2+y2 to suma kwadratéw.

Podstawiajac w miejsce zmiennej w danym wyraZeniu pewne wyrazenia, otrzy-

mujemy nowe wyrazenie, w ktdrym wystapié mogg inne zmienne. Na przyktad, pod-

.. . 2 2 . . S ..
stawiajgc w wyrazeniu: ,a°~ + b™" w miejsce ,a" wyrazenie ,a + 1", w miejsce

w"  wyrazenie 4,2b + 3", otrzymamy wyrazenie: ..(a#1)2*(2b+3)2',' podstawiajgc

natomiast w miejsce 4a" wyrazZenie ,.x*—;-", w miejsce  b" wyrazenie ,y - 1
. T 1,2 2n
otrzymujemy wyrazenie ,(x+3)" + (y-1°".

Od tego wyrazenia mozemy przejé¢ z powrotem do wyrazenia ..32+b2" przez

wyrazenia gx + —;—" literg ,a", wyra-

Zenia ,y-1" literg ,b". W tym sensie méwimy, Ze wyrazenia ..az*sz" oraz

zastgpienie w zapisie ,(x + %)2 + (y - 1)2"

wix + %)2 + (y - 1)2" s wyrazeniami majacymi pewna wspding strukture (suma dwéch

kwadratéw).
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2.2. Tozsamosé

W publikacjach przeznaczonych dla szkoly podaje sie mniej lub wiece] éciste de-
finicje tozsamoéci. Straszewicz ([16], str. 119) okrefla dla celdw szkolnych tozsamoéé
algebraiczng jako ,... réwnanie, ktére jest spetnione dla dowolnych wartoéci zmien-
nych. O wyrazeniach znajdujgcych sie po obu jego stronach méwimy, Ze s3 réwne
tozsamodciowo..." Tozsamodciag w znaczeniu szerszym nazywa sie réwnoéé prawdziwa
dla wszystkich wartoéci zmiennych, dla ktérych obie jej strony maja sens liczbowy,
tj. przedstawiajg okreélone liczby.

Tozsamo$é jest wigc w sensie szerszym funkcja zdaniowa postaci W1 (x,l, Xpr weey

xn) = W2 (x,l, Xoy seey xn), przechodzgcg w zdanie prawdziwe dla wszystkich
uktaddw wartoéci zmiennych Xqr Xoy eeey X nalezacych do wspdlnej czedci D.] 2

?
dziedzin D1 i D2 wyrazer W’I i W2. Jezeli W.] i W.2 sg wyrazeniami

algebraicznymi, to W.I = W2 jest tozsamodcig algebraiczna.

Tak wiec na przyktad:

(@a+b)=a?+2ab+b2 w RS

2

1—:_23=x+2 w R - (2},

x

to tozsamosci algebraiczne.

2.3. Przeksztatcenie toZzsamosciowe

Straszewicz ([16], str. 119) definiuje przeksztatcenie tozsamoéciowe wyrazenia
algebraicznego jako ,zbudowanie wyrazenia réwnego mu tozsamoidciowo". Odbywa sie
to nma podstawie praw dziatad i wzoréw, ktére s3 tozsamosciami algebraicznymi.

Bedziemy uzywad, zgodnie z tym szkolnym ujeciem, zwrotu .przeksztatcié

tozsamosciowo wyrazenie W(y.],yz,...,ym) wedtug wzoru (tozsamoici)
w, (x,', Xpy ees xn) = W2 (x1, Xoy wees xn)"

w nastepujacym znaczeniu:

(1) dobraé takie podstawienia fi(y,‘,yz,...,ym) za  x dla i=1,2,...,n,

2e
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(a) W (y1,y2,...,ym) =W, [f1(y.|,y2,...,ym),...,fn(y,],yz,...,ym)J

lub
b) W (y1,y2, ver ,ym) = W, [f.l(y,],yz, .o ,ym), ... ,fn(y,],yz, eee ,ym)] jest
tozsamoscia;
(2) wysnué stad wniosek, ze
(a) W (Y11YZ» e 1ym) = W2 [f1(Y1pyZp e )ym)' soe ’fn(Y1 ’y2' e 1ym)]
lub
b) W (y,],yz, ... ,ym) = W, [f.l(y,],yz, vee ,ym), ves ,fn(y,l,yz, - ,ym)] jest
tozsamodcia.
W przypadku (a) mdéwimy, ze przeksztatcili$émy W (y,l Worees ,ym) na
[f,l(y,‘ Woree ¥ ),. (y,1 WYoree ,ym)] tozsamoéciowo, stosujgc dany wzdér
od strony Iewej ku prawej, w przypadku (b), ze przeksztatcilidmy W (y,] Wopreeo ,ym)
na W, [f,‘(y1 Woreee ,ym), - ,fn(y.l,yz, cee ,ym)] tozsamodciowo, stosujac dany
w28r od strony prawej ku lewej.
Oczywiécie w toku tych operacji uwzgledniamy dziedziny wystgpujgcych w nich
wyrazen.
2)2

Na przyktad: przeksztaicenie tozsamoiciowe wyrazenia (x + 3 + z wediug

wzoru (a+b)2 = a2+2ab+b2 odbywa sie w 3 etapach:

1° Zauwazamy, ze dokonujgc podstawieri: a/x+—1- b/z2 w lewej stronie
wzoru otrzymujemy wyrazenie I:(x+-) + 22]2 tozsamo$ciowo r6wne danemu nam
do przeksztatcenia wyrazeniu, zatem (x + U 22)2 [( + - + z ;F jest toz-
samodcia.

2° To samo podstawienie do danego wzoru prowadzi do tozsamodci
[:(x + %) + ZZ:F = (x + %)2 + 2x + %) 22 + (22)2.

3° Z 1° i 2° otrzymujemy tozsamo$é:

x + 2+ 222 = (x + 12 s 2x + D22+ (2.
Yy y
Przeksztatcono w ten sposdb tozsamodciowo wyraZenie (x + % + 22)2 na wyra-
Zenie (x + 12 + 20x + 3) 22 4 (22)2, stosujac dany wzdr od strony lewej do pra-

wej.
Aby przeksztatci¢ tozsamo$ciowo wyrazenie x6 + hxs + Axl‘ wedtug tego sa-

mego wzoru, musimy go zastosowaé od strony prawej do lewej:
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1° Zauwazamy, ze dokonujgc podstawieri: a/xa, b/2x2 , W prawej stro-
nie wzoru otrzymamy wyrazenie tozsamosciowo réwne danemu nam do przeksztatcenia

wyrazeniu, a zatem: X0 + Axs v bt = (x3)2 + 2><3 . 2x2 + (2x2)2 jest tozsamo$-
cig.

2° To samo podstawienie do danego wzoru daje tozsamosé:

<
(x3)2 + 2x3 . 2x2 + (2x2)2 = (x3 + 2x2)2.

x6 = (x3 + 2x
5

< A 6 4 s . I
ksztatcono w ten sposéb wyrazenie x~ + 4x” + 4x tozsamoéciowo na wyrazenie

3° Z 1° i 2° otrzymujemy tozsamoéé: + 4x5 vyt 2)2. Prze-
(x3 + 2x2)2, stosujgc dany wzdér od strony prawej ku lewej.

Polecenie przeksztalcenia tozsamodciowego danego wyrazenia wedtug danego
wzoru wypowiada sie w szkole rozmaicie. W szczegbinoéci czesto stosuje sie pole-
cenie: ,wykonaj dziatanie” np. (2x + 3)2, (6x - 4x + 1). Zgodnie z milczaca
konwencja, w szczegdlnoéci, gdy zadanie nastepuje po wyprowadzeniu wzoru, zna-
czy to sprzeksztaté tozsamodciowo wyrazenie (2x + 3)2 wedtug znanego c¢i wzoru
(a4-b)2 = az+2ab*b2", wprzeksztaté tozsamodciowo  (4x+1)(4x-1) wediug wzoru
(a+b)(ab) = a2 - b". -

Zamiast terminu ,tozsamo$é" uzywa sie w szkole termindw ,rdéwnodé", ,réw-
noéé dwdch wyrazed".

We wzorze zapisanym symbolicznie zmienng przedstawia litera lub inny znak
graficzny, np. tak zwane okienko , © " b 0O "

(g « o0 %- g?+2-g-0 + 02

Tozsamo$é moze byé sformutowaniu réwniez werbalnie. Zmienna jest wtedy
wyrazona zwykle jednym stowem lub zespotem stéw. Na przyktad, w napisanej sym-
bolicznie tozsamoféci: (x**y)2 = x2+2xy*y2 zZmienne oznaczajg litery x, y. Ten
sam wzdér moze byé wypowiedziany w postaci: .kwadrat sumy dwdch wyrazer jest
réwny sumie kwadratéw tych wyrazed i podwojonego ich iloczynu®.

W tym sformutowaniu zmienng oznacza termin jwyrazenie"; wystepuja tu
dwie zmienne: njedno wyrazenie", ,drugie wyrazenie®. W innym twierdzeniu podanym
stownie, role zmiennej petnié moga stowa: ,skladnik sumy", sczynnik iloczynu",
wPodstawa potegi” itp. S

W kazdej poznawanej przez ucznia tozsamosci zmienne powinny byé wyraZnie
wyrdznione.

W dalszym ciggu koncentrujemy naszg uwage przede wszystkim na tozsamoéciach

algebraicznych.
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2.4. Rozumienie struktury wyrazenia, wspdlnej struktury dwdch wyrazeri, stosowanie

tozsamosci

Wyjaénié trzeba, jaki sens nadajemy zwrotom: ,rozumienie struktury wyrazenia
algebraicznego", wrozumienie wspdlnej struktury dwdch wyrazed", ,umiejetnoéé sto-
sowania tozsamosci", przy czym to wyjasnienie powinno mieé charakter operatywny
dla obserwatora zachowarl ucznidw i analizy ich prac pisemnych.

Przyjmuje, ze uczer rozumie (rozpoznaje) strukture wyrazenia algebraicznego,
jezeli zdaje sobie sprawe z wymienionych w nim zmiennych, stalych i dziatarh oraz -
co bardzo istotne - jest w peini éwiadomy kolejnodci dziata’h przewidzianych planem
w zapisie wyrazenia.

Przyjmuje, ze uczen rozpoznaje pewna wspding strukture w dwéch wyrazeniach,
jezeli dostrzega mozliwosé przejécia od jednego z nich do drugiego przez odpowied-
nie podstawienia za zmienne. Rozpoznawanie wspdlnej struktury wyrazert zawezam
t3 umowa w prowa&zonych badaniach tylko do tego znaczenia ,rozpoznawania struk-
tury”.

Przyjmuje, 2ze uczert umie poprawnie zastosowal tozsamo$é algebraiczna,
jezeli:

(a) W przypadku, gdy wzory, ktérymi rozporzgdza, s3 zapisane symbolicznie:

- uéwiadamia sobie strukture wyraZenia algebraicznego, ktdre ma przeksztatcid
i umie rozpoznaé pewna wspding strukture w dwdch takich wyrazeniach, co sie prze-
jawia w wyborze wzoru, ktdrego zastosowanie orowadzi do bezposredniego wykona-
nia przeksztatcenia tozsamosciowego danego wyrazenia;

~ umie ten wzdr wykorzystaé zardwno z lewej strony ku prawej, jak i na
odwrét, co sie przejawia w poprawnym doborze podstawied za zmienne wystepujace
we wzorze i dokonaniu poprawnego podstawienia do samego wzoru.

(b) W przypadku, gdy tozsamo$é jest podana uczniowi w postaci stownej, umie
on dokonaé analizy tekstu werbalnego, dostrzec, ze wyrazenie zapisane symbolicz-
nie, dane mu do przeksztatcenia, ma strukture opisang w tym tekécie oraz wykorzy-
staé te tozsamos$é do poprawnego przeksztaicenia tego wyrazenia, podobnie jak opi-

sano wyzej.

3. METODA PRACY

W ramach omawianego w niniejszym artykule fragmentu badafi stosowano ana-
lize prac ucznidw poddanych specjalnym pisemnym sprawdzianom. W trakcie pisania
sprawdzianéw, ktére przeprowadzano osobiicie, w obecnosci nauczyciela uczgcego ma-
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tematyki w danej klasie, obserwowano uczniéw, notowana ich pytania, pytanc o
uzasadnienie wyboru twierdzenia albo podstawienia. Wykorzystano te uwagi w
analizie rozwigzarn zadari.

Badania wlasciwe poprzedzono prébg zastosowang do 2B ucznidéw klasy I
liceum na poczatku roku szkolnegb oraz 89 uczniéw klas III. W badaniach wias-
ciwych, majac do wyboru szkoty jednego rejonu, w obrebie ktérego mogtam wyko-
nywa¢ badania oraz chcac wzig¢ pod uwage zréznicowanie szk6l ze wzgledu na ich
stopieri organizacyjny, a takze w przypadku szkét srednich - ze wzgledu na pro-
fil ksztaicenia, jak réwniez bra¢ pod uwage zréznicowanie ze wzgledu na staz
pracy nauczycieli prowadzgcych zajecia dydaktyczne z matematyki w badanych
klasach, wybierano szkoty celowo, nie losowo.

Do przeprowadzenia sprawdziandéw w klasach 6smych wybrano 12 szkéi:

(a) w Krakowie: dwie duze szkoly w centrum miasta, dwie mate na krar-
cach miasta, Jedngy szkole ¢wiczert, jedna duza szkole na nowym osiedlu;

(b) poza Krakowem: dwie Zbiorcze Szkoly Gminne w miastach, trzy Zbiorcze
Szkoly Gminne na wsiach, jedng mala szkole podstawowg na wsi.

tacznie w tych szkolach badano ucznidw 14 klas, w szesciu z nich uczyli
nauczyciele z wyzszym wyksztatceniem matematycznym.

Do przeprowédzenia sprawdzianu w klasach II i III szkét Srednich wybra-
no 14 szkéi:

(a) w Krakowie: trzy licea og6lnoksztalgce i dwa technika o trzech réz-
nych kierunkach ksztatcenia, jedno liceum zawodowe (dwie klasy);

(b) poza Krakowem: trzy licea og6lnoksztalcgce w miastach,trzy technika,
Jedno liceum zawodowe (dwie klasy).

tacznie pisato sprawdzian 305 ucznidw klas VIII i 600 ucznidw szkdl $red-
nich.

Dokonano przegladu wszystkich prac w celu zorientowania sie, jakie typy
bledéw wystgpuia w korzystaniu z tozsamosci i jakie ujawnity sie trudnosgci
na poszczegdlnych etapach ich stosowania. Wyrazaly sig one w liczbach zadan,
ktére nie byty rozwiazywane, lub czesciowo albo blednie rozwiazane.

Do szczegéiowej analizy jakosciowej i ilosciowej wybrano cze$é prac, a
mianowicie w klasach VIII prace uczniéw szkél krakowskich i trzech szkéi
gminnych (2 w miastach i 1 na wsi), poniewaz, jak wynikalo z pierwszego prze-
gladu prac, w ogélnosci biorac, uczniowie szkdt gminnych popelniali stosunkowo
wigce] bledow i mieli wieksze trudnosci niz uczniowie szkét krakowskich. Przy
wyborze szkét chodzito o to, by otrzymany obraz wynikéw nie byl przejaskrawiony
ujemnie. tqcznie analizowano dokladnie sprawdziany 200 ucznidw klas VIII.
W sprawdzianach z pozostalych szkdl powtarzaly sie te same bledy i wystepowaly
‘CZQSCiEj niz w szkolach uwzglednionych w analizie.
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Analize prac ucznidw szkét Srednich ograniczono do prac z szesciu klas II
i trzech klas III z 9 szk6él: dwéch licedw i jednego technikum w Krakowie,
trzech liceéw, liceum zawodowego i dwéch technikéw w innych miastach. tacznie
analizowano prace 150 uczniéw klas II i 50 uczniéw klas III. Uczniéw kazde]
2 badanych klas podzielono na dwie grupy: I i II. Zaliczono ich do poszczegdl-
nych grup zgodnie z tym, jak na danej lekcji siedzieli przy stolikach. Ucz-
niowie siedzacy obok siebie mieli rézne tematy sprawdziandw.

W klasach VIII $rednia arytmetyczna ocen uczniéw z matematyki za I se-
mestr w grupie I wynosita 3,66, w grupie II - 3,58, w szkotach Srednich lgcznie
biorgc klasy II i III w grupie I odpowiednio 3,39, w grupie II - 3,37 ($rednia
arytmetyczna ocen w grupie uczniéw klas II wynosita 3,37, w grupie ucznidw klas
IIT - 3,4). Odchylenia standardowe od $redniej ocen semestralnych w klasach
V/VIII w grupach I i II réznig sie o 0,-0691, zas w szkotach $rednich o 0,0122.
Grupy I i II uznano wiec za do$é bliskie ze wzglgdu na oceny semestralne.

Po dokonaniu dokladnej analizy sprawdziandw w wybranych klasach powrdécono
wyrywkowo do pominigtego w analizie materiatu, aby sprawdzi¢, czy nie wysta-
pity inne bledy i nie pojawily sie inne trudnos$ci ucznidéw, ktérych w analizie
nie uwzgledniono. Nie napotkano nowych ich rodzajéw. Pewne uwagi uczniéw w po-
minigtych pracach, dotyczace stosowania wzoréw, wykorzystano czedciowo w ana-
lizie jakosgciowe].

4, TEMATYKA, KONSTRUKCJA I CELE SPRAWDZIANU

W przeprowadzonych sprawdzianach pisemnych postawiono ucznidw w nietypo-
wej dla nich sytuacji. Otrzymali liste nie znanych im wczed$niej tozsamosci, po-
danych symbolicznie, oraz 4 wyrazenia w klasach VIII i 3 w szkolach $rednich
do przeksztatcenia w oparciu o te tozsamosci.

Wiadomo, ze uczniowie popeiniaja liczne btedy w przeksztaiceniach alge-
braicznych. Wiadomo takze, ze jJedna z przyczyn tego stanu rzeczy jest czesto
nNieuwaga lub nawet pisanie byle czego, ‘bez stosowania Zzadnych poznanych re-
gul. Nie mozna jednak pomingé innych Zrédet takich bleddw. Niejednokrotnie ich
Przyczyng nie Jjest nieuwaga, ale wyraZna nieumiejetnos¢ stosowania wzordw.
W praktyce uczniowie, wykonujgc nawet poprawne przeksztalcenia algebraicz-
ne, nie my$lg czesto o wzorach. Automatycznie wykonuja - jak juz podkresla-
Yam - przeksztalcenia wedtug pewnych nawykéw algorytmicznych (czgsto biednych).
Oczywiscie - uczed nie zawsze musi mysle¢ o twierdzeniu, ktére stosuje w toku

rachunku, jego czynno$ci nie tylko moga by¢, lecz nawet w duze) mierze powinny
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byé w tym zakresie zautomatyzowane. Jednak w praktyce uczniowie nie opanowuj]
poprawnie i trwale algorytmdéw, popeiniajs wiec biedy, ktére bardzo trudnc
jest wyeliminowaé, gdy nie rozumiejy oni, nie znajg lub nie umiejg stosowad
twierdzed, na ktérych te algorytmy sig opieraj3. Aby méc gilebiej wnikngé w
przyczyng biedu, trzeba to, co juz zostalo zmechanizowane, niejako ,odautoma-
tyzowa¢", a wigc sklonié ucznia do refleksji nad tym co robi, przez odpowiednie
sformutowanie zadania. W tym celu w prowadzonych badaniach zgdato sie od ucznia
- miedzy innymi - aby wyraZnie wskazal, ktéry wzér w rachunku stosuje i jakich
podstawier dokonuje za zmienne we wzorze.

W omawianym tu sprawdzianie chodzilo o zbadanie umiejetnosci korzystania
z nowych wzoréw w sytuacji, gdy uczniowie mieli do wykonania kolejno:

(1) wybdr odpowiedniego wzoru sposrdd podanych w danej liscie, ktéry mozna
wykorzystaé w danym zadaniu;

(2) dobdér postanowier za zmienne wystepujace we wzorach;

(3) dokonanie podstawier i ewentualne przeksztalcenie otrzymanych wyra-
zen.

Chodzilo o zbadanie trudnosci uczniéw na poszczegélnych etapach stosowania
tozsamosci. Podano uczniom przyklad stosowania wzoru, z zapisem doboru podsta-
wied 1 samego podstawiania.

Tematy zadari tak dobierano, by ucznia postawi¢ w réznych sytuacjach,
uwzgledniajac:

- stosowanie wzordéw w dwiéch kierunkach;

- rézne uklady znakéw wspdiczynnikéw cyfrowych wystepujacych w zadaniach
Jjednomiandw, aby zbada¢ rozumienie pojecia sumy algebraicznej;

- rézne wykladniki poteg;

- Nawiasy;

- kolejno$¢ skiadnikéw wielomianu r62zng od tradycyjnie zapisywanej.

Uczniowie otrzymali liste tozsamosci i polecenie przeksztalcenia danych
w sprawdzianie wyrazer z zastosowaniem wybranego przez nich samych z tej listy
wzoru. Podano im nastepujacy schemat zapisywania podstawieri:

wzér: (a + b)2 = a2 + 2ab + bz,

podstawienie: - a/2x, b/y,

2 2 2

zastosowanie: (2x+y)2 = (22 + 2-2xy + y© = 4x° + bxy + y“.
Oto zadania dla ucznidéw klas VIII:

Lista tozsamosci:

Dla kazdych liczb a,b,c,d zachodza réwnosci:

¢V (a+b)’ = a° + 3alb + 3ab? + b3,



STOSOWANIE PRZEZ UCZNIOW WZORU ALGEBRAICZNEGO

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
)
(8)

(9)

(D
(1D
(111)

(1v)

(D
In
(111)

(Iv)

(a+b+c)2 = a2+b2+02+2(ab + bc + ac),

(a+b+c)3 = aB+b3+03+3(a+b)(b+c)(a+c),

33+b3

(a+b)(az-ab+bz),
a’-b> = (a-b)(az+ab+b2),

(az+b2)(c2+d2) (ac-bd)2 + (ad+bc)2,

"

(aZeb?)(c2+d?) = (acsbd)? + (ad-bc)?,

a*p? - (a-b)(aj+azb+ab2+b3),

atp? - (a+b)(a3—azb+ab2-b3).

Wyrazenia do przeksztalcenia:

\ Grupa I
Gx -1y -

(k+21)(K2-2K1+812) =
Bl-y" -
4x2+y2+9+2(2xy-3y-6x) =

Grupa II

B+ 12k + 6kZ + K =

6oy’ - 272° =
(ax + 5y)% + (8y - 5% =

3+ y)(27-9y+3y2—y}) =

Listg tozsamosci dla szk6l Ssrednich:

Dla kazdych liczb a,b,c,d, zachodza réwnosci:

nr
wZoru

podstawienia
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1) (a+b+c$2 = az+b2+cz+2(ab+bc+ac),

(2) (asbsc)® = 33+b3+c3+3(a+b)(b+c)(a+c),

3) (a%+?)(c?+d?) = (ac-bd)%+(ad+be)?,

(4) (a2+b2)(c2+d2) = (ac+bd)2+(ad-bc)2,

(5) at-pt - (a—b)(a}+a2b+ab2+b3),

(6) a*-b* = (a+b)(a3-abrab?-b),

) (a-b)>+(b-c)>+(c-a)° = 3(a-b)(b-c)(c-a),

(8) (asbsc+d)? = aZsblecled?e2(abracsboradsbdscd).

(9) Jezeli a-b > 0 to (a+b+ ¥2ab)(a+b- 12ab) = al+bl.

Wyrazenia do przeksztalcenia:

Grupa I :ioru podstawienia

(D x2+9y2+16+6xy-24y-8x = a
(1) 16a% b8 = b
(11D) (922w (v2rau?) =

cGrupa II
(1) x-27y?+68+3(x-3y) (4-3y) (x+4) =
(1D (3u-2w+52—v2)2 =
(11D (2k-1)(8k>+ak?1+2k12413) =
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5. ANALIZA WYNIKOW SPRAWDZIANU

5.1. Rozpoznawanie struktury wyrazeri algebraicznych

5.1.1. Uwagi wstepne. Rozpoznawanie struktury wyrazenia algebraicznego

i dostrzezenie wspélnej struktury dwéch wyrazer przed zastosowaniem tozsamosci
w ostatecznym rachunku wyraza sig:

- w doborze odpowiedniej tozsamosci do zastosowania w zadaniu;

- w doborze odpowiednich podstawiert za zmienne wystepujace w wybrane]

tozsamosci. ’

Te wybory moga by¢é zmieniane w toku prdéby podstawiania za zmienne. Zauwa-
2ono, 2e uczeri czasem dopiero wtedy orientuje sie, ze wybrat wzér lub podsta-
wienia biednie i do tych czynnosci na nowo powraca. Wybierajac z listy tozsa-
mosci wzér, wediug ktérego ma by¢ przeksztatcone dane wyrazenie, najczescie]
w poczatkowym etapie uczeri zadowala sig powierzchownym poréwnaniem tego wyra-
2enia i jednej ze stron tozsamosci. Dostrzega w wyrazeniu i w tozsamosci te
same potegi, podobny uklad nawiaséw, te samg ilos¢ skladnikéw w wielomianie
itp.

Bylo to widoczne podczas obserwacji uczniéw w trakcie przeprowadzania
sprawdzianéw i rozméw z niektérymi z nich oraz w toku obserwowanych lekcji.

Na o0g6t w sprawdzianach zastosowanych w badaniach wzory i wyrazenia
do przeksztatcenia byly tak dobrane, by te pierwsze spostrzezenia sugerowaty
uczniowi wlasciwy wybdr. Powierzchowne poréwnanie wyrazeri moze jednak sugero-
waé zaréwno dobry, jak i bledny wybér, albo tez stwierdzenia, ze odpowiedniego
wzoru nie ma, co moze spowodowaé rezygnacje z dalszego rozwigzywania zadania.
Uczeri takze czasem poprawnie wybiera wzér, ale nie umie z niego skorzystad,
bo nie umie dabraé odpowiednich podstawieri za zmienne.

5.1.2. Wyb6r tozsamosci do zastosowania w _zadaniu. W analizie doboru

wzoru rozrézniono nastepujace sytuacje:

- poprawny albo btedny wybdér wzoru,

- br%k wyboru z danej listy, w tym stwierdzenia, ze nie ma odpowiedniego
wzoru,

W przypadku braku wyboru z danej listy, niektdérzy uczniowie korzysta-
1i z innego wzoru albo szukali innej drogi, bez odwolywania sig do wzoru, albo
Nie rozwigzywali zadania w ogéle.

Tabele T, i T2 przedstawiaja wybdér wzoru.

1



Tabela T

1
Wybdr wzoru w szkolach podstawowych
Grupa II
Stosunek Stosunek
Zadanie L | | | | Re2 o licaby | 1 | 1r, | mr| wv | ReZeM| go ricaby
. wszystkich wszystkich
- zadar zadan
Wybdr poprawny 57 57 61 42 217 54,3% 48 82 70 55 255 63,7%
Wybdér biedny 17 2 0 1 20 5% 5 2 2 ) 14 3,5%
Brak wyboru 26 41 39 57 163 40,7% 47 16 28 40 131 32,8%
(*) (15) Q)] (8) €| s) (9%) (8) (2) sy @y @n (6,8%)
Razem 100 100 100 100 400 100% 100 100 100 100 | 400 100%

(*) - w tym stwierdzenia, ze nie ma odpowiedniego wzoru (ilod¢ w nawiasie);

-+ - symbol zadania, w ktérym nalezalo stosowaé tozsamos¢ podang na ligcie od strony lewej do prawej;

+ - symbol zadania, w ktdérym nalezato stosowa¢ podang tozsamos¢ od strony prawej do lewe].




Wybér wzoru w klasach II i III szkét srednich

101

Tabela T2

wybér

wybér

brak wyboru

Grupa | klasa | Zadanie poprawny btedny 2 danej Razem
liStY(*,
I 49 2 24 75
- -)
11, 49 2 24 75
I I 9]
III, 60 1 14 75
)
Razem 158 5 62 225
1)
% zadan 27 6%
w stos. do 225 70,2% 2,2% (6 5*) 100%
I 22 - 3 25
© (1
11, 13 2 10 25
(2)
I 111 111 23 - 2 25
-
)
Razem 58 2 15 75
3)
% zadan
w stosunku 77,3% 2,7% 20% 100%
do 75 (4%)
Razem klasy II i III 216 7 77
(4) 300
taczny % zadari w sto-| 72% 2,3% 25,7% 100%
sunky do 300 (1,3%)
1 54 1 20 75
* )
11, 59 - 16 75
)
I | Ir | I, 62 - 13 75
(2)
Razem 175 1 49 225
(2)
% zadah w sto- 77,8% 0,4% 21,8% 100%
B sunku do 225 (0,9%
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Tabela T2 cd.

bér wybér brak wyboru
i wy ] Razem
Grupa| klasa| zadanie poprawny bedny iigigff)
24 - 1 25
te (1
II 24 - 1 25
i . )
I1I . 23 - 2 25
II 111 . 2y
Razem N - 4 75
. (2)
% zadar w sto- 94,7% - 5,3% . 100%
sunku do 75 (2,7%)
Razem klasy II i III 246 1 Sza) 300
taczny % zadar w sto-| B82% 0,3% 17,7% 100%
sunku do 300 (1,3%)

(*) - w tym takze: 1. korzystanie z innego wzoru, .
2. stwierdzenia, ze nie ma odpowiedniego wzoru (w na-

wiasie).

-+, « - symbole o znaczeniu takim, jak w tabeli Tl.

Szkoly podstawowe

Prawie polowa ucznidw (42-57) w S5 =zadaniach (réznie w réznych zadaniach,
tgcznie biorgc grupa I i II) nie dobrala poprawnie WZOru, a wiec rozpoznawanie
i pordéwnywanie struktury wyrazen algebraicznych nie jest tatwe, gdy uczer spo-
tyka sig z nie znanymi mu wcze$niej wzorami. Wskazanie wzoru okazalo sie traf-
ne w 59% zadad (800 zadar 1acznie danych do rozwigzania przez obie grupy).

W poszczegélnych zadaniach, zaleznie od stopnia ich trudnosci i tego,
w ktérg strone nalezalo stosowad wzdér, procent ucznidw, ktérzy poprawnie wzér
wybrali wahat sie od 42 do 82.

Te dane moglyby ¢$wiadczyé o tym, 2e mimo pewnych trudnosci prawie polowa
uczniéw dobrze rozpoznaje ,wspélng strukture" dwéch wyrazerh algebraicznych.
Jak wykaze dalsza analiza, jest to Jednak oparte tylko na powierzchownej
interpretacji wzoru, ktéra zawodzi, gdy trzeba te interpretacje ukonkretnié
przez odpowiedni dobér podstawieri. W dalszym ciggu symbole -, « | zapisywane

przy numerze zadania, majy to samo znaczenie jak w tabeli T1 i T2'
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W grupie I wystarczylo tylko poréwnaé pierwsze wyrazenie dane do przek-
sztalcenia z pierwszym wzorem listy, mimo to tylko 57% uczniéw wybralo wzdr
poprawnie. Klopot sprawil znak ,minus” wewnatrz nawiasu, prawie potowa bada-
nych nie uswiadomila sobie, ze wyrazenie a-b mozna traktowac¢ jako sumg
a + (-b). W zadaniu II¢_ trudnog¢ stanowila potirzeba stosowania wzoru od
strony prawej ku lewej, ale mimo tej trudnosci wigce) niz polowa uczniéw wska-
zata wlasciwy wzér, odczytujac go w tym kierunku. Stosunkowo najlepie) dobie-
rano wzér w zadaniu III, (81 - y4 = ...), gdzie uczer widzial wyraZnie réz-
nicg i czwarta potege w drugim skladniku. Najtrudniejszy okazat sig wybér w za-
daniu IV _ [4x2 + y2 + 9 + 2(2xy - 3y - 6x) = ...], gdzie kumulowaly sig
dwie trudnosci: stosowanie wzoru od prawej strony do lewej oraz znaki
»n=" wewnagtrz nawiasu. '

W grupie II w zadaniu I _ (8 + 12k + 6k2 + k3 = ...) wybdr okazal sieg
najtrudniejszy, chociaz znowu wystarczylo poréwnaé dane do przeksztalcenia
wyrazenie tylko z pierwszym wzorem na liscie. Wystgpilo tu jednak stosowanie
wzoru od strony prawej ku lewej, a ponadto nie od razu wida¢ bylo podobierstwo
struktury pierwszych trzech sktadnikéw do ich odpowiednikéw poc prawej stronie
WZOru.

W zadaniu II_, w tej grupie wybér byl najtatwiejszy (64y3 - 2123 - I
wyrazenie ma strukture taka, jak lewa strona jednego ze wzoréw, }atwo rozpoz-
nawalng ze wzgledu na ilog¢ sktadnikéw, znak i wykladniki poteg, chociaz i tak
16 uczniéw nie rozpoznato wspélnej struktury obu rozwazanych wyrazeri.

Zadanie III_ [(4x+5y)2 + (8y-5x)2 = ...] roéwniez ma tatwg do powierz-
chownego poréwnania z prawa strong wzoru (7) posta¢ (nawiasy, kwadraty, od-
powiedniog¢ znakdw).

W zadaniu IV,  wybdér okazat sig dosc trudny, wyrazenie ma strukture pra-
we)j strony ostatniego wzoru [(3+y)(27—9y+3y2-y3) = ...].

Btedny wyb6r twierdzeri wystapil w 4,3% taczne) liczby 800 zadari, danych
do rozwigzania, ale w 36,7% zadaf wcale nie dobrano wzoru, a wigc w 41% zadan
uczniowie nie umieli dobraé wzoru. NajwyraZniej wystapil bledny wybdér w zada-
niu I, w grupie I [(Bx - %7)3 = ...], gdzie 17 ucznidéw wybieralo wzdr na
r6znice szesciandw dwéch wyrazer, uzasadniajac wybér (w rozmowie lub zapisujac
g0 w kilku przypadkach na arkuszu), 2e w temacie wystepuje znak ,-'
ga trzecia. Widoczny jest tu brak powigzania struktury wyrazenia z kolejnosciq

1]

i pote-

dziatari zaznaczong w zapisie nawiasem.
W zadaniu III’ w grupie I (81—ya = ...) nie bylo blednego wyboru z
podanej listy wzordw, ale trzech uczniéw dopisalo sobie wzdr:

(a-b)* = a% - 2ab + b
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Jeden z nich z tego wzoru skorzystal, utozsamiajgc wyrazenie 81 - y4 z (Bl-y)a.
W tym przypadku stwierdzamy znowu niewlasciwe odczytanie kolejno$ci dziatan.
Czes¢ ucznidw nie dostrzegta potegi czwartej w pierwszym skitadniku.

W zadaniach, w ktérych nalezalo stosowac¢ tozsamos¢ od strony lewej do pra-
wej, wybSr okazal sie tatwiejszy. WigZe sie to czesciowo z nawykiem jednokie-
runkowego odczytywania wzoru tylko od lewej strony do prawej.

W 7,9% wszystkich B00 zadari uczniowie stwierdzili, ze nie ma odpowiednie-
go wzoru. Uwidocznito sie to najwyraZniej w zadaniu I, w grupie I [(3x-%y)3 =
= ...] oraz w zadaniu III_ w grupie II [(4x + Sy? + (4y - 502 = ...].
W zadaniu IIT_ czgs¢ uczniéw nie widziata w jednomianach: 4x, Sy, 4y, 5x
iloczynéw, lecz pojedyncze sktadniki a,b,c,d i szukala wzoru: (a+b)2 +
+ (a—b)2 = ... a takiego nie byto. W zadaniu I, czgs¢ uczniéw zmienita te-
mat, aby go .dopasowad" do wzoru. Zastepowano wigc dane wyrazenie (3x—71‘y)3
wyrazeniem (3x+%y)3, bo wzér (a+b)> = ... ,.nie nadawal sig" do zastosowania
w przeksztalceniu wyrazenia (3x - %y)B. Obserwujemy tu znowu brak rozumienia
sumy algebraicznej.

Czgs¢ ucznibw stwierdzita, 2e ,we wzorach jest peino biedéw", gdy dostrze-
gata, ze struktura wyrazenia danego do przeksztatcenia nie byla wiernym odbi-
ciem struktury wyrazenia z lewej lub prawej strony wzoru, gtéwnie z powodu
niezachowania tego samego ukladu znakéw. (Warto zauwazyé, ze réwniez kilku
nauczycieli w tych przypadkach pytalo czy nie brakuje tu odpowiednich wzo-
réw.)

W zadaniu IV_ w grupie I [4x2+y2+9+2(2xy-3y-6x) = ...] uczeri stwier-
dzit: ... druga polowa zadania sig nie zgadza" i nie rozwigzal zadania, bo
nie mégl dostrzec ,tego samego" w wyrazeniach ab + bc + ac i 2xy - 3y - 6x,
wabec réznicy w znakach. Inny uczer, ktéry nie rozwigzal tego zadania, stwier-
dzit: ,Byiby drugi wzdr, gdyby nie minusy na koricu". Obie te wypowiedzi $wiad-
€zg o nierozumieniu sumy algebraicznej. Niektérzy uczriiowie szukali innego wyj-
$cia, ,tworzyli" nowe, bledne wzory, przez analogie do innych, znanych. W za-
daniu I, w grupie I np. zapisano wzor: (a—b)3 = aj—Zab+b3.

Szkoly drednie

Procent uczniéw, ktérzy wybrali wzdr poprawnie, wahal sig w poszczegél-
nych zadaniach od 65,3 do 82,7 w klasach II oraz od 52 do 96 w klasach III.
Ogétem w klasach II wybrano poprawnie wzory w 74% zadari, w klasach III w B86%.
Uczniowie klas III lepiej radzili sobie z wyborem, z wyjatkiem zadania IT,

8

w grupie I (16aa -b” = ...). I tu jednak, jak sie okazalo przy analizie



STOSOWANIE PRZEZ UCZNIOW WZORU ALGEBRAICZNEGO 105

podstawieri, te wszystkie wyniki nie g$wiadcza jeszcze o wlasciwym rozumieniu
struktury wyrazenia algebraicznego.

W grupie I w zadaniach I i II wybdr okazal sie trudniejszy niz w }adaniu
III. W zadaniu I_ (x2+9y2+16+16xy—24y-8x = ...) nalezalo stosowaé tozsamosc
(1) w odwrotng w stosunku do zapisu strong, a ponadto w zapisie tozsamosci li-
czba 2 byta wylaczona poza nawias z trzech ostatnich sktadnikéw. W tym zadaniu
27% uczniéw nie wybrato wzoru wcale, 2% wybralo biednie. W zadaniu II,
(léaa-be) wybdr wzoru musialo poprzedzi¢ dostrzezenie w postaci wyrazenia
réznicy czwartych poteg, a to okazalo sie trudne dla duzej czesci ucznidw;
tylko 62% uczniéw wybralo wzdér poprawnie.

W grupie II w klasach II zadanie II1_ okazalo sig najtatwiejsze w wyborze
wzoru, uczniowie klas III nie mieli wigkszych trudnosci w 2adnym z zadad.
W zadaniach I_ i II, ujemne wsp6iczynniki jednomianéw mogly utrudnia¢ wybdr
uczniom mlodszym.

tacznie biorac, nie dobrano w ogdle wzoréw do 24,7% zadarh rozwigzywanych
przez ucznidow klas II oraz do 12,7% zada w klasach III, w tym w kilku przy-
padkach stwierdzono, 2e nie ma odpowiedniego wzoru. W siedmiu zadaniach w I
grupie i jednym w II grupie wybrano wzér biednie. W zadaniu II_ w grupie II
ﬂBu—2w+Sz-v2)2 = ...] uczert stwierdzil: ,... gdyby wszystkie znaki byly
dodatnie i nie bylo vZ ale v, mozna byloby zastosowaé B wzér [(a+b+c+d)2
= ...]. Te sama uwage co do znakéw odnidst do zadania I. Swiadczy to znowu o
vZ, bted-
nym rozumieniu znaczenia symbolu we wzorze i mozliwych za niego podstawiern.

W 8 przypadkach na 600 zadari (a wiec w 1,33% zadari) stwierdzono, ze nie ma
odpowiedniego wzoru. 0Ogélnie biorac, trudnosci w wyborze wzoru w szkotach sred-
nich byty mniejsze niz w szkotach podstawowych.

niezrozumieniu sumy algebraicznej, a ponadto, w przypadku uwagi o

5.1.3. Bledy popelniane w rozpoznawaniu struktury wyrazed algebraicznych
nNa_etapie wyboru wzoru. W przeprowadzonych sprawdzianach uczniowie w wiekszosci

albo wybrali wzér poprawnie, albo go w ogéle nie wybrali, wiec biedéw w wyborze
wzoru nie bylo wiele. Mozna je zgrupowac w trzy gldwne rodzaje:

(a) utozsamianie n-tej potegi sumy z suma n-tych poteg jej skiadnikéw;

(b) utozsamianie struktury dwéch wyrazeri na podstawie czesciowej tylko
ich zgodnosci w zapisie symbolicznym;

(c) inne, rzadko wystepujace.

Przyktady biedéw typu (a) w szkolach podstawowych podano przy omawianiu
blednego wyboru wzoru. Oto przyktady btedéw rodzaju (b):

- W zadaniu II_ w grupie I [(k+21)(k2-2k1+412) = ...] wybierano wzér
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4 2

= (a+b)(a b+ab
razel w nawiasach i stwierdzeniu podobieristwa pierwszego czynnika.

-b ) poprzestajac na dostrzezeniu iloczynu dwéch wy-

- W grupie II w zadaniu I (8+12k+6K2+k> = ...) wybierano wzér na
kwadrat tréjmianu albo szedcian tréjmianu, nie zwracajac uwagi na dalsza czesc
prawe]j strony wzoru, gdzie wystepuja nawiasy i dostrzegajqc jedynie kwadraty
albo szesciany.

- W zadaniu v, [(3+y)(27-9y+3y2-y3) = ...] wybierano wzér: ad+h’ =
= (a+b)(a?-ab+b?).

W szkotach srednich popelniano btedy typu (b) i (c).

Oto przyktady biedéw typu (b):

- W zadaniu I_ w grupie I (x +9y2+16+16xy-24y-8x = ...) wWybdr wzoru:
(a+b+c+d)2 = a +b2+c +d2+2(ab+ac+bc+ad+bd+cd)

- W zadaniu I_ w grupie II [x 3.27y3 +66+3(x-3y) (4-3y) (x+4) = ...] wybér
wzoru: (a-b)3 + (b-c)3 + (c-a)? = 3(a-b)(b-c)(c-a).

Do gidéwnych przyczyn blednego wyboru wzoru mozna zaliczyc:

- zbyt powierzchowne pordéwnywanie struktury wyrazeri algebraicznych wyste-
puiacych w zadaniu i we wzorach do wyboru;

- niewtasciwe sugerowanie sie znakami wspdiczynnikéw cyfrowych i wykladni-
kami poteg;

- nierozumienie lub nieuswiadomienie sobie kolejnosci dziatan.

Gdy uczniowie klas VIII nie umieli wybraé¢ wzoru, szukali niekiedy innych
wdrég rozwigzania", mianowicie dokonywali zapisu bez korzystania z jakiego-
kolwiek wzoru, wykonujac np. mnozenie wielomiandw, jezeli takie wystepowalo w
temacie zadania, albo ,tworzyli" nowe, bledne wzory, przez analogie do zna-
nych. Do takich utworzonych przez falszywe analogie nalezaty:

(a-b)’ = a3-23b+b3, albo (a-b)3 = a3—33b+b3, a-b’ = (az-bz)(a+b)

W szkotach drednich bledy tego typu wystagpily tylko w zadanlu II w gruple I,
gdzie zapisano w kilku przypadkach wzér: (a- b) a® - 2ab + bd.

5.1.4. Dobdr podstawierd za zmienne wystepujace we wzorze. Przypomnijmy

przyjete okreslenie rozumienia wspdlnej struktury dwéch wyrazer: ,Uczeri roz-
poznaje pewna wsp6lng strukture dwdéch wyrazer, Jezeli dostrzega mozliwos$¢
przejscia od Jjednego z nich do drugiego przez odpowiednie podstawienia za
zmienne". Musi wiec umie¢ dobraé wzér oraz odpowiednie podstawienia za zmien-
ne. Ilosciowe ujecie doboru podstawieri (wraz z danymi dotyczacymi operacji
podstawiania, ktdra bedzie analizowana pézniej), przedstawlaja tabele: T3,T TS’



Podstawianie do wzoru w klasach VIII przy poprawnym wyborze wzoru

Tabela T

Poprawnie dobiera podstawienia Blednie dobiera podstawienia Nie dobiera Razem
lada- Sotawi podstawien,
nie podstawia nie pod- { ..o podstawia |nie pod-| o nie podstawia
poprawnie| blednie| stawia razem stawia razem
E I IT] 1| IIf 1} 11} I} II I II |1 II 1 11 I II I 11
1 21 42| 7| - -| - {28, 42,| 70 |24 1 j4 4 28 5 33 1 1 57,| 48
™|
(16)
: 10 49
11 36 1741 2 9 21} 2 |40_| 28, | 68 | G 2 4 12 | 53 65 5 1 57| 82,
14 29
IIT |34 25| 4 5 - - |38, 30_1 68 (10) (19)6 11 20 | 40 60 3 - 61, 70_
26 8
1v 4 381 6 1 1] 2 |11, 41 | 52 a9l ) 3 4 29 | 12 41 2 2 42 | 55
74 87
cazem 95 (122 |19 15f 3| &4 |1171141 |258 s (62) 15| 23 89 |110 199 11 4 217 1255
217 34 7 258 161 38 199 15 472

(*) - liczby w nawiasach oznaczaja ilo$¢ uczniéw podstawiajacych ,stosownie do wzoru",

-, - kierunek stosowania wzoru.




Podstawianie do wzoréw w szkotach srednich przy poprawnym wyborze wzoru (grupa I)

Tabela T4

Poprawnie dobiera podstawienia Blednie dobiera podstawienia Nie dobiera razem| razem
zada- podstawien kl.II| k1.III
nie podstawia nie podstawia nie

popraw-| bted- | pod- |razem|razem razem| POPTaw- bted- |pod- |razem| razem Lazem

nie nie stawia|kl.II|kl.II1 nie nie stawia|kl.II| k1.III

K1 IT III {IIJIII| IIJIII IIIIT {IIfIIIf{II{III II II1

I_ 131 13 - - 1l - | 14 13 27 {13] S| 8 2} 9] - 30 7 37 5 2 ‘49 22
II, 9l 71 &4 - 2l - 15 7 22 M 2171191 2 23 5 28 11 1 49 13
IIT } 23] 12 | 1] - 51 2| 29 14 43 6] 1|14 31710 27 4 31 4 5 60 23

45 32 | 5| - 8l 2] 58 34 26 B8 29| 6 |25] 2 80 16 20 8 158 58
razem 92 96

77 S 10 92 34 35 27 9% 28 216




Tabela T5

Podstawianie do wzoréw w szkolach srednich przy poprawnym wyborze wzoru {(grupa II)

| __Poprawnie dobiera podstawienia Biednie dnbieruMenia Nie
. . podstawia nie pod-{razem| razem dobiera razem| razem

& | podstawia fnie |razem | razem razem , ..., . prednie|*3%®™ stawia |k1.II|k1.III razef podsta-  |k1.II| k1.III
¢ |popra- bited-|pod- {k1.II |kl.III nie wien
T wnie nie |stawia
™ |m| m| oy | 1o I [ |1 |1 1 | I : I |
I_ (@ w|L|-j1]- | 22 19 81 (1af2 |5 |- 21 p3| 2 32 4 360 - |1 54 24
I1_|2s| 18| 6| -] 1] - | 32 18 0| 6/ 111 ] - |18 [51]a 22 5 271 5 |1 59 24
I |31 5| 3f 2 3] 2| 37 9 a6 | 1l 2|95 |17 |7]24 17 |1 28| 8 |3 62 23

76| 8210 2| 5| 2| 91 46 21| 5 (25| S 25|10 71 | 20 13 |5 175 71
ra- 137 56 91
&M 118 | 12 7 137 26 30 35 91 18 246
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Oto wyniki globalne doboru podstawien:

Procent zadari, w ktérych poprawnie dobréno podstawienia w stosunku do:

ilosci zadah, w ktérych dobrze ilosci wszystkich zada® do rozwigzania
wybrano wzdr

K1. VIII kl. II kl. III kl. VIII kl. II kl. III

54,7 44,7 62 32,3 33,1 53,1

W sensie przyjetego kryterium rozumienia wspdlnej struktury wyrazer tylko
w okoto 1/3 zadari uczniowie klas VIII i II oraz w ponad polowie uczniowie
klas III dostrzegli wspdlng strukturg wyrazer wystepujacych w sprawdzianie.
Odniesienie ilosci zadarhi, w ktdrych poprawnie dobrano podstawienia do ilosci
zadari, w ktérych wzdér dobrze wybrano, wskazuje najwyraZniej na trudnosci w sa-
mym doborze podstawien.

Szkoly podstawowe

Procent uczniéw, ktérzy poprawnie dokonali doboru podstawieri, w odniesie-
niu do ilosci ucznidw, ktérzy poprawnie wybrali wzér, wahat sig w grupie I od
26,2% w zadaniu IV_ do 70,1% w zadaniu II_ , w grupie II od 34,1% w zadaniu
11 do 87,5% w zadaniu I_ .

W grupie I w zadaniu IV, [x%+y2+9+2(2xy-3y-6x) = ...] wyjatkowg trud-

nos¢ sprawity znaki ,-", 27% uczniéw dobierajacych podstawienia nie uwzgledni-
Yo tego znaku. W zadaniu I [:(BX-%y)3 = ...] do najczestszych bledéw naleza-
1o podstawienie %y zamiast (—%y). W zadaniu III, (Bl-y4 = ...) biednie
przedstawiano liczbe 81 w postaci czwartej potegi.

W grupie II w zadaniu II (64y3—27z3 = ...) wybdér wzoru byl najtatwiej-

szy ze wzgledu na widoczna réznice i wyktadniki poteg, a dobdr podstawieri oka-
zal sig najtrudniejszy.
W zadaniu III_ [ax + 5y)2 + (4y-5x)2 = ...] gt6wna trudnos¢ sprawily wspél-
czynniki cyfrowe, czed¢ uczniéw nie umiata dostrzegaé w nich jednego z czyn-
nikéw iloczynu, np.: 4x = 4 - x. Dobierano podstawienia: a/4x, b/5y, c/8y,
d/5x.

Szkoty drednie

Procent uczniéw, ktérzy poprawnie dobrali podstawienia w stosunku do licz-
by tych uczniéw, ktdérzy dobrze wybrali wzdr, wahal sie w grupie I od 35,5%
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w zadaniu II_ do 51,8% w zadaniu IIL , za$ w grupie II od 52,6% w zadaniu Ie_
do 60,2% w zadaniu II_.

W grupie I w zadaniu II, (l6a4 - b8 = ...) trudno$¢ sprawialo przedsta-
wienie jednomiandéw w postaci poteg, w zadaniu I, (x2+9y2+16+6xy-24y-8x = ...)
oraz w grupie II w zadaniu I_ [}3-27y3+64+3(x—3y)(4-3y)(x+d) = ...] trudnosé¢
sprawialy znaki ,-". W doborze podstawieri traktowano te wyrazenia, jakby wys-
tepowaty w nich tylko znaki ,+".

Poréwnujac wyniki wyboru wzoréw i doboru podstawieri mozna stwierdzid,
e na og6t latwiej by}o uczniom poprawnie dobraé¢ wzér niz tym samym uczniom
dobieraé podstawienia za zmienne. Ten etap byl najtrudniejszy, co jest widocz-
ne takze w tym, 2e rzadko zdarzalo sig, by uczniowie poprzestawali na popraw-
nym doborze podstawier, nie rozwigzujac zadania dalej. Ilos¢ takich zadan wy-
nosita 2,7% w klasach VIII oraz 7,4% w szkotach grednich.

5.1.5. Uwagi koricowe o bledach w doborze podstawieri za zmienne. Ilos¢
bledéw w doborze podstawieri byla wyraZnie wigksza od ilosci bledéw w doborze
wzoru. Uczniowie, ktérzy dobrze wybrali wzér, dokonali tego wyboru czasami
powierzchownie, bez glebszej analizy wyrazenia, i stad mieli péZniej trudnos-
ci w doborze podstawier. Byly tez inne przyczyny, ktére znalazly odbicie
w rodzajach wyszczegélnionych biedéw. W szkolach $rednich uczniowie klas II
popeiniali stosunkowo wiecej bleddéw niz uczniowie klas III. Dokonano podziatu

bledéw w doborze podstawieri na nastepujace rodzaje:

(1) Biedy polegajace na niewlasciwym przedstawianiu jednomiandw w postaci
poteg, np.: w szkotach $rednich w grupie I w zadaniu IL, (1634-08 = ...)
uczeri wybiera wzér aa—b4 = ... 1 podstawia: a/Baz, b/be.

(2) Btedy polegajace na podwdjnym traktowaniu znaku .minus" w wyrazeniu

typu (a-b) - jako znaku wspéiczynnika cyfrowego jednomianu i jednoczesnie
znaku odejmowania, np. w klasach VIII w grupie I w zadaniu III (Bl-ya = ...)
uczer dobiera podstawienia: a/3, bl i podstawia do wzoru aa - b4 =

= (a-b)(a’+alb+abZ+b>) w sposéb nastepujacy:
Bl - y* =[3-(oy )] BP+9(-y)+3¢-)? - (-9)7].

(3) Traktowanie sumy algebraicznej zawierajace)j znaki ,plus" oraz ,minus"
tak, jakby wystepowaly w niej jedynie wszystkie znaki .plus" (przyklady poda-
wano ‘wczesniej) albo pomijanie ,niewygodnego” znaku a-".

(4) Podstawianie (w klasie VIII) wartosci liczbowych do wzoru zamiast

odpowiednich wyrazeri literowych, spowodowane niezrozumieniem sensu korzystania



112 KAZIMIERA SKALUBA

ze wzoru w przeksztatcaniu wyrazenia, np. uczeri wybrat w zadaniu wzér: (a+b)3 =
= ..., zapisal a=2, b=3 i nie podstawil.

(5) Podstawianie za zmienne wystegpujace we wzorze wyrazeri, ktére sa sktad-
nikami lub czynnikami danego wyrazenia, lub samych tych wyrazeri, bez ich prze-
ksztalcenia, w wyniku czego otrzymuje sig wyrazenie wyraZnie rézne od danego,
ktérego czescia sktadowa jest wyrazenie dane do przeksztalcenia, np. w klasie
VIII w grupie Il w zadaniu II:

6ay> - 2723 = (68y3-272%) [(6yH ety 2723 + (2723)2].
(6) Inne biedy.

Przyczyny tych bledéw byly juz cze$ciowo omawiane, powrécimy do nich w
koricowej czesci artykulu.

5.2. Podstawianie za zmienne do wybranej tozsamosci

5.2.1. Analiza wynikéw podstawiania. Podstawianie stanowi III etap stoso-

wania tozsamosci. Niektérzy uczniowie wsrdéd tych, ktérzy poprawnie wybrali wzdér
i poprawnie dobrali podstawienia, napotkali trudnosci w samej operacji podsta-
wiania. Na odwrét - byli tacy uczniowie, ktérzy dobrze wybrali wzory, ale #le
dobrali podstawienia i mimo to poprawnie je wykorzystali w samym podstawianiu.
Obie te sytuacje s3 uwzglednione w analizie dotyczgcej bledéw w samej operacji
podstawiania.

T

Wyniki podstawiania ujete sg w tabelach T 4 TS' A oto globalne wyniki:

3,

Procent zadari, w ktérych poprawnie podstawiono w stosunku do:

liczby zadal, w ktéryc liczby zadad, w ktérych liczby wszystkich zadan
dobrze dobrano podsta- w og6le dobrano podsta- do rozwiagzania

wienia wienia (poprawnie albo
blednie) i podstawiono

| kl.]VIII II IIT | kl.IVIII II III kl.lVIII II 111

84,1 81,2 92,5 72,4 56 75 27,1 26,9 | 49,3

Wydaje sie, 2e przy poprawnym wyborze wzoru, po dokonaniu poprawnego
albo biednego doboru podstawier, a szczegélnie poprawnego, ktére to etapy wy-
magajq pewnego wysitku intelektualnego, samo podstawianie do wzoru powinno by¢
juz tylko sprawg techniczng. Tak jednak nie jest, poniewaz czgs$¢ uczniéw nie
wykonata tego poprawnie.
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Szkotly podstawowe

Zauwazamy, 2e podstawianie do wzordw bylo latwiejsze w sytuacji, gdy po-
prawnie dobrano podstawienia. Wynika to stad, e uczniowie, ktérzy dobrze
dobrali podstawienia, lepiej rozumieli strukturg wyrazenia algebraicznego, kto-
re przeksztatcali. Zestawiajac globalne wyniki podstawiania z globalnymi wy-
nikami doboru podstawieri zauwazamy dalej, ze szczegdlnie trudny dla ucznidw byl
dobér podstawieri. Gdy uczer przekroczyl ten etap (poprawnie albo blednie), na
dalszym etapie juz tylko mniej niz 1/3 zadari zawierata bledy w samej operacji
podstawiania.

Charakterystyczny jest fakt, ze przy btednym doborze podstawien w klasie
VIII w 70,8% zadari, w ktérych w tym przypadku podstawiano do wzoru, dokonano
podstawiert ,zgodnie z wzorem". To $wiadczy, ze trudnosci w podstawianiu sa
mniejsze niz w doborze podstawier.

WyraZnie trudniejsze w poréwnaniu z pozostatymi zadaniami byto podstawia-
nie w zadaniach I, i IV_ w grupie I oraz II, i ITI_ w grupie II, chociaz
wybér twierdzed w zadaniach II i III byl najtatwiejszy. W zadaniu I, w grupie
I B3X - fl;y)3 = ...] w samym podstawianiu uczniowie nie zawsze stosowali
sig do wybranego przez nich samych wzoru i dobranych podstawier za zmienne.
(Zapisywali np. (3x)3 - (% y)3 przy wybranym wzorze na szescian dwumianu
albo podstawiali do niego a/3x, b/ %-y, choé dobrali b/- %-y. W zadaniu
II, w grupie II (6Ay3 - 2122 - ...) wystepowaly takze zmiany w przyjetym
poprawnie doborze podstawieri, albo zapisywano podwojony iloczyn obu jednomia-
néw wewnatrz drugiego nawiasu (wynik przyzwyczajenia ucznidw przy obliczaniu
kwadratu dwumianu).

Zataczone wykresy przedstawiaja te sytuacje w odniesieniu do wzoru, do-
boru podstawiert i podstawiania w poszczegdlnych zadaniach.

Jak stwierdziliémy poprzednio, wybér wzoru, gdy trzeba go odczytaé od
strony prawej ku lewej, byl dla uczniéw trudniejszy niz wybdr w odwrotnej sytu-
acji. Podstawienie w sytuacji pierwszej bylo jednak na ogét tatwiejsze. Np.
Jezeli do przeksztalcenia wyrazenia 64y} - 27z3 uczeri wybral wzér: 33-b3 =
= (a—b)(az+ab+b2) i podstawienia: a/4y, b/3z, to dokonujac tych podsta-
wiel po prawej stronie wzoru mial wiece]j okazji do popeiniania bledu, niz gdyby
w podobnym zadaniu stosowal ten wzér w odwrotng strong.

Szkoly dSdrednie

Wyniki podstawiania do wzoru w szkolach $rednich pokazuja, ze podstawia-
nie jest etapem latwiejszym od doboru podstawier. Zesp6t uczniéw klas III
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llosc uczniow
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wyréznial sie wéréd innych w umiejetnosci podstawiania; uczniowie ci mniej po-
petniali btedéw niz uczniowie klas II (z wyjatkiem zadania III w grupie II).
Biorgc pod uwage wszystkie zadania }acznie, w ktdérych dobrano podstawienia
(poprawnie albo biednie), w 61,3% tych zadart (%acznie biorgc klasy II i III)
poprawnie dokonywano podstawief.

Poréwnujac procent zadari poprawnie rozwigzanych w odniesieniu do licz-
by zadari, do ktérych poprawnie wybrano wzér, stwierdzamy, ze wynosi on w Kkla-
sach VIII 45,9%, w szkotach $rednich 42,2%. Sg to liczby zblizone do siebie.

W analizie bteddéw popeinianych na III etapie stosowania tozsamosci ogra-
niczano .sig do biedéw popetnianych istotnie w samym podstawianiu do wzoréw.
To, co nastepuje dalej, a wigc poprawne albo biedne wykonywanie zapisanych
dziatarl, w zasadzie pomijano. Pomijano wigc bledy w potggowaniu jednomianu, w
dziataniach na potegach i na liczbach rzeczywistych, bledy rachunkowe i inne.
Uwzgledniajac wszystkie etapy stosowania tozsamosci mozna dokonaé zestawie-

nia:
—
Etapy stosowania poprawny poprawny do- |poprawne przed-|poprawne 1
tozsamosci wybdr bdr podstawieri|stawianie w rozwigzanie
wzoru w stosunku do |stosunku do do korica w
ilosci tych ilodci tych za-|stosunku do
zadari, w kt6- [dari, w ktérych |ilosci
rych dobrze dobrze dobrano |wszystkich
wybrano wzér |podstawienia zadarh da-
nych do
rozwigzania
k1. VIII |% zadan 59 54,7 84,1 27,1
szkoly
srednie % zadan 717 49,6 85,1 32,5
L3

-
.

Procent zadai rozwigzanych poprawnie do korica jest stosunkowo maty.

5.2.2. Rodzaje bledéw w podstawianiu i ich przyczyny. W samym podstawianiu

do tozsamosci uczniowie popeiniali nastepujace bledy:

1. Niestosowanie sig d$ci$le do wzoru, np. w szkole $redniej w grupie I

w zadaniu IITI, uczeri wybiera poprawnie wzor:
+ (ad+bc)?  do przeksztatcenia wyrazenia:
(3z-2u)2 + (v+w)2.

strong réwnosci:

(a2+02)(c2+d?) = (ac-bd)? +

(922+w2) (v2+8u2) i zapisuje prawg

2. Niepelne dokonywanie podstawieri do dobrze wybranej tozsamosci, np.

w szkotach $rednich w grupie II w zadaniu II_ pominigcie czesci podwo jonych

iloczynéw jednomiandw sumy czterech skiadnikdw.
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3. Brak nawiaséw prowadzgcy do dalszych bledéw, albo biedne ich uzycie,
np. (3x - %-y)3 = 3x3-3-3x2-%y+}-}x-%y2-%y3 z 3x3—%x2y+%xy2-%y3.

4. Nieprzestrzeganie przyjetego poprawnie doboru podstawierd za zmienne,
np. zmiana znaku wspdiczynnika cyfrowego jednomianu w podstawieniu.

5. Inne.

Ilo8¢ biledéw popeinianych w podstawianiu przy poprawnym wyborze wzoru
i samych podstawieri byla mniejsza od ilosci biedéw w zadaniach, gdzie bied-
nie dobrano podstawienia. Wigksza jest przy tym ilos¢ tych zadar, w ktérych
podstawiano ,stosownie" do wzoru niz tych, w ktérych podstawiano blednie, przy
btednie dobranych podstawieniach.

Najogélniej ujmujac przyczyny bledéw w stosowaniu tozsamosci na etapie
podstawiania, mozna je scharakteryzowa¢ nastgpujaco:

- nieuwazne (ponowne po wyborze wzoru) czytanie tozsamosci, prowadzace do
pominiecia niektérych elementéw wyrazenia wystepujacego we wzorze albo zmia-
ny ich struktury;

- nieumiejetno$¢ budowy wyrazenia o podanej strukturze, szczegdlnie gdy
czgsci skladowe tego wyrazenia nie sg pojedynczymi literami, a wystepuja w po-
staci bardziej ztozonych wyrazeri algebraicznych;

- niedbalog$é w zapisie nawiaséw, niewyczuwanie ich potrzeby;

- nieznajomos¢ kohwencji dotyczacych kolejnosci dziatarh lub nieuwzgled-
nianie ich, nawet w przypadku gdy uczeri je zna.

5.3. Stosowanie tozsamodci przez ucznidéw -z ocenami dobrymi i bardzo dobrymi

Z matematyki

W analizie sprawdzianéw wyrézniono wyniki uzyskane przez ucznidéw z ocena-
mi dobrymi i bardzo dobrymi z matematyki za I semestr roku, w ktdérym prawadzo-
no badania. Wiadomo bylo z géry, ze uczniowie ci uzyskujy lepsze wyniki.niz
pozostali. Chodzito jednak o zbadanie, czy w rozwiazywaniu ;adan, bedacych
$rodkiem badania, napotykali oni, te same, czy inne trudnosci, ktére ujawnity
sig w badaniach catych grup. W stosunku zatem do tego probiemu wyniki osigg-
Nigte przez uczniéw z ocenami dobrymi i bardzo dobrymi stanowig Jjakby uklad

odniesienia do badari w catosci.

Szkoly podstawowe

Uczniowie z ocenami dobrymi i bardzo dobrymi za I semestr stanowili 48,5%
wszystkich badanych (grupa I - 52%, grupa II - 45%). Wybdr tozsamosci i ich

stosowanie w tej grupie ucznidw przedstawia tabela T6.
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W I wierszu podano procent, jaki stanowi liczba uczniéw z ocenami dobrymi
i bardzo dobrvmi, ktérzy poprawnie wzdér wybrali, w stosunku do liczby wszyst-
kich uczniéw, ktérzy w danym zadaniu wybrali wzér poprawnie.

W II wierszu podano procent, jaki stanowi liczba uczniéw z ocenami dobrymi

i bardzo dobrymi, ktérzy poprawnie wybrali wzdér, w stosunku do catej 100-osobo-
wej grupy.

W III wierszu podano procent, jaki stanowi liczba ucznidw z ocenami dobry-
mi i bardzo dobrymi poprdwnie korzystajacych ze wzoru, w stosunku do liczby
wszystkich uczniéw, ktérzy poprawnie wybrali wzér i poprawnie z niego korzysta-
1i.

Tabela T

6
grupa I grupa II
zadanie I 11 111 Iv 1 11 111 Iv
wiersz
I 61,4| 57,9 | 67,2 73,8 58,3 | 48,8 57,1 61,8
II 35 33 41 31 28 40 40 34
I11 80,9{ 77,7 | 85,3 {100 57,11 58,8 56 63,2

Procent liczby uczniéw, ktérzy poprawnie korzystali z tozsamosci ujety
w wierszu III, znacznie przekracza 52% w grupie I i 45% w grupie II. tacznie
w grupie I wérdéd 217 zadan, w ktérych wzér wybranc poprawnie (na 400 zadari)
- 64,5% to zadania rozwigzywane przez ucznidéw z ocenami dobrymi i bardzo dobry-
mi, w grupie II na 255 takich zadari - 55,7% tej ilosci. Rozpoznawanie i poréw-
nywanie struktury wyrazen algebraicznych stanowi wigc trudnosé nie tylko dla
uczniéw z ocenami dostatecznymi i stabszych.

Odpowiednio na 95 zadari w grupie I i 122 zadania w grupie II, w ktdérych
poprawnie zastosowano wzory - 82,1% zadah w grupie I i 59% zadarh w grupie II
rozwigzali ci uczniowie. S3 to w obu przypadkach procenty wyisze niz 52% w
grupie I i 45% w grupie II, co ¢$wiadczy o tym, e uczniowie z ocenami dobrymi
i bardzo dobrymi mieli ze stosowaniem wzoréw mniejsze trudnos$ci niZz pozostali
uczniowie. WyraZniej zaznacza sig to w samym korzystaniu z wzoréw niz w ich
wyborze, cho¢ widoczne jest w obu sytuacjach w kazdym zadaniu.

Wsréd tych, ktérzy poprawnie wybierali i poprawnie stosowali twierdzenia, wy-
raZnie wyrdéznia sieg grupa uczniéw dobrych i bardzo dobrych w zadaniu IV w gru-
pie I [4x2+y2+9+2(2xy-3y-6x)].
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tyczna ilos¢ zadar rozwiazanych poprawnie przez uczniéw z ocenami dobrymi
i bardzo dobrymi w odniesieniu do ilo$ci zadari, ktdére ci uczniowie mieli roz-
wigzaé, wynosi 38,4%. Uczniowie z ocenami dostatecznymi i niedostatecznymi
rozwigzali poprawnie 16,5% zada’ przypadajacych im do rozwiazania, a wiec po-
nad 2 razy mniej. Uczeri z oceng dobrg lub bardzo dobrg, jezeli juz wybral wzér
dobrze, czescie) umial go zastosowaé niz uczer stabszy.

Szkoly $Srednie

Uczniowie z ocenami dobrymi i bardzo dobrymi za I semestr stanowili
36% grupy I i 33% grupy II.

Wybdr tozsamosci i ich stosowanie przez tych uczniéw przedstawia tabela T7.

W wierszu I, II, IIT wystepujg procenty uczniéw, analogicznie jak w kla-
sach VIII, wyszczegélnione przed tabela T6‘

Tabela 7T

7
Grupa I Grupa II
zadanie I II 111 I 11 111
—
wiersz 1 45 41,9 38,5 35,9 34,9 34,1
II 32 26 32 28 29 29
111 61,5 81,2 57,1 38,5 41,9 41,7

Procent uczniéw z ocenami dobrymi i bardzo dobrymi, ktérzy poprawnie ko-
rzystali z tozsamodci, wyraZnie przekracza 36% w grupie I i 33% w grupie II.
Swiadczy to, ze takze w szkotach drednich ten zesp6l ucznidéw lepiej radzit so-
bie ze stosowaniem tozsamosci od pozostatych uczni¢w. Uczniowie z ocenami do-
brymi i bardzo dobrymi rozwiazali poprawnie 46,9% zadari, ktére ten zesp6t miat
do rozwigzania, podczas gdy uczniowie z ocenami dostatecznymi i niedostateczny-
mi - tylko 24,9%.

Podobnie jak w klasach VIII, uczniowie z ocenami dobrymi i bardzo dobrymi
rozwiazali wiec prawie 2 razy wigcej zadarl, niz uczniowie z ocenami dostatecz-
nymi i niedostatecznymi. Uczniowie ci mieli jednak w obu typach szkét trud-
nosci w rozwigzywaniu tych zadari, w ktérych i pozostali uczniowie mieli naj-
wieksze trudnosci.

Swiadczy to, ze trudnosci w stosowaniu wzordw majq charakter giebszy, sg
zwigzane z tredcia matematyczng stosowanych tozsamosci i przeksztakcanych

wyrazen.
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6. WNIOSKI

6.1. 0gblne uwagi dotyczace najwazniejszych wynikéw badari (trudnogci i bledy)

1. W przeprowadzonych badaniach uczniowie mieli trudnosci na kazdym z eta-
péw korzystania z tozsamosci algebraicznych, w réznym stopniu na réznych eta-
pach (wybér wzoru, dobér podstawieri, podstawianie). Niektérzy uczniowie w sy-
tuacji, gdy nie potrafili dobra¢ odpowiedniego wzoru, szukali falszywych
analogii ze znanymi wzorami, ,tworzac" nowe, falszywe twierdzenia i korzystajac
z nich.

2. Trudnosci w stosowaniu twierdzer byly wieksze niz w ich wyborze. Naj-
wiecej trudnosci sprawiat uczniom dobdr podstawieri.

3. Procent zadari rozwigzanych poprawnie do korica jest niski.

4. Trudnosci w rozpoznawaniu i poréwnywaniu struktury wyrazed algebraicz-
nych pogiebiaja sig, gdy przeksztalcenie wyrazenia wymaga stosowania tozsamos-
ci ww odwrotng strong" niz jest zapisana.

5. Czes¢ wybranych poprawnie albo blegdnie wzordéw w ogéle nie byla wyko-
rzystana. Sposrdéd tych, ktérzy nie przekroczyli pierwszego etapu (poprawny wy-
bér wzoru), wiekszos¢ w ogbéle wzoru nie wybrala.

6. Uczniowie, ktérzy za I semestr roku, w ktérym prowadzono badania, uzys-
kali oceny dobre i bardzo dobre z matematyki, lepiej radzili sobie ze stoso-
waniem tozsamosci na kolejnych etapach, ale zasadnicze trudnosci mieli w tych
zadaniach, w ktérych i pozostali uczniowie mieli duze trudnosci.

Przewaga w poprawnosci stosowania tozsamo$ci przez ucznidéw z ocenami do-
brymi i bardzo dobrymi nad pozostalymi uczniami zaznacza sie wyraZzniej w sto-
sowaniu twierdzen niz w samym yyborze.

6.2. Uwagi dotyczace przypuszczalnych przyczyn trudnosci i bleddw

Bledy popeiniane przez uczniéw w sprawdzianach, obserwacje lekcji, rozmowy
z nauczycielami i uczniami, wskazujg na bardzo prawdopodobne przyczyny istot-
nych trudnosci, jakie napotykaja uczniowie w korzystaniu z wzoréw, i tym samym
w rachunku algebraicznym. Przyczyny trudnosci i btedéw mozna by podzielié na 2
grupy:

1. Przyczyny giebsze, ktére stanowia takze przyczyny innych bieddéw, popei-
nianych nie tylko w stosowaniu tozsamosci, zwigzane z samg materig matematycz-
na i jej opanowaniem oraz rozumieniem przez ucznia. Swiadcza one o brakach

w wiadomogciach takich jak:
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- niezrozumienie symbolu literowego, sensu zmiennej, zwigzku uméw doty-
czacych kolejnosci dzialah i uzycia nawiaséw ze strukturg wyrazenia algebra-
icznego;

- niepelne i nieoperatywne rozumienie tozsamosci 1 znaku réwnosci;

- schematyzm i dazno$¢ do sprowadzenia danej sytuac)i do znanego stere-
otypu.

2. Przyczyny zwigzane z postawg ucznia wobec zadania matematycznego. Na-
leza do nich:

- brak uwagi, dyscypliny my$lenia;

- powierzchowne uswiadamianie sobie tredci zadania i sformulowanego w nim
polecenia;

- powierzchowne poréwnywanie struktury wyrazenia i jednej ze stron wzoru;

- wnioskowanie 2z poréwnania poczgtkowych 1lub koricowych cztondw wyraze-
nia, nawiaséw, ich ilosci i poteg;

- brak nawyku do weryfikacji uzyskanego wyniku;

- lekkomy$lno$é, pisanie .byle jak".

Uzyskane wyniki mogg byé podstawa do badari indywidualnych, w ktérych moz-

na bytoby szukaé bardziej wnikliwych odpowiedzi na pytanie, jakie trudnosci
napotykaja uczniowie na poszczegélnych etapach stosowania tozsamosci i jakie
s§ ich przyczyny. Zrédia trudnosci ucznidw tkwig czesciowo w wadach procesu
dydaktycznego. Stwierdzono to w toku hospitacji lekcji, ale dokladne sprawoz-
danie z nich nie jest juz objete ramami tego artykutu.
W procesie dydaktycznym nie uwzglednia sig dostatecznie wnikliwie mozliwych
trudnosci i bledéw uczniéw zwigzanych z rozumieniem zmiennej, operacji pod-
stawiania, u$wiadamianiem sobie struktury wyrazenia algebraicznego itp., co
uwidocznilo sig w rozwigzywaniu sprawdziandw.

Oczywiscie - istnieja jeszcze inne powody trudnosci ucznidw, niezalezne
od procesu dydaktycznego, np. zwigzane z Jezykiem symbolicznym matematyki.

Trudnosci te chyba mozna i trzeba cierpliwie i konsekwentnie od samego
poczatku nauczania matematyki bada¢ i pokonywac. Bardzo istotna jest przede
wszystkim 4wiadomo$é tych trudnosci, umiejetnos¢ zauwazania ich przez nau-
Czyciela i dobér odpowiednich $rodkéw metodycznych dla ich pokonywania.

Tymi problemami zajmuje sie takze w pracy doktorskiej, ktérej fragment
Przedstawiony zostat w tym artykule.
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APPLICATION OF AN ALGEBRAIC FORMULA BY PUPILS

Summary

The article presents an analysis of wrotten tests concerning the ability
to apply by pupils of some algebraic identities, previously unknown to them.
Three stages of this procedure were identified: choice of an identity, selec-
tion of substitutions for variables, and carrying out the substitutions.

The choice of an identity appeared generally easier when the identity was
to be used to transform an expression from the left-hand to the right-hand
side. On the contrary, in this case substituting to the identity was more
difficult.

The choice of a substitution appeared to be the most difficult stage:
some pupils were able to carry out correctly incorrectly chosen substitutions.
The percentage of correctly solved questions was low.

The sources of pupils’ difficulties and errors could be divided into two
groups:

1. Deeper sources, which are causes of other errors, like:

- misunderstanding of the symbolic meaning of letters, the notion of a
variable, and the relation of priority between the arithmetic operation and
bracketing rules to the global structure of the arithmetic expression,

- incomplete and inoperative understanding of identity and the equality
sign, ‘

- schematicism and tendency to forcibly bring about a given situation to
a familiar stereotype one.

2. Sources connected with the pupil’s attitude to a mathematical problem.
These are: :

- the lack of attention and disciplime in thinking,

- superficial realization of the prablem” s content and the task to be
done,

- superficial 1linking of the given expression to one side of the chosen
identity,

- the lack of a habit to verify the results,

- recklessness, careless and sloppy writing.

Pupils  errors in algebra are partly generated by faults in the didactic
process, and they are partly intrinsic to the symbolic language of mathematics.
They should be patiently and continuously prevented and eliminated from the
very beginning of teaching of mathematics.



