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WPROWADZENIE

Jednym ze Zrddet wiedzy zwigzanej z problematyka matematycznego myélenia
i dziatania w trakcie rozwigzywania problemdw matematycznych moze byé analiza
trudnodci wystepujgcych u ucznidw w czasie rozwigzywania tych probleméw. Niniej-
sza praca stanowi fragment badaf, ktérych wyniki zawarte sa w rozprawie doktor-
skiej opracowanej przez autorke [8]

W prezentowanym artykule przedstawiona zostanie pewna metoda badania trud-
noéci w czasie rozwigzywania probleméw matematycznych, zwiazanych z uogdinie-
niem indukcyjnym i rekurencyjnym.

W $wietle teorii Piageta [14], Zrédtem postepu w procesie poznania s3 zabu-
rzenia rédwnowagi struktury poznawczej ucznia. Kazda réwnowaga struktury poznaw-
Czejr wigze sie z takimi procesami, jak: asymilacja, akomodacja, proces regulacji
oraz proces kompensacji. Mechanizm réwnowazenia mozna w uproszczeniu scharak-
teryzowad jako cyk| postaci: zakidcenie jako przeszkoda hamujaca asymilacje wyzwa-
la regulacje, w wyniku ktdrej uktad poznawczy podlega procesowi kompensacji, uzy-
skujac okreslong forme réwnowagi. Schemat ten nie musi wystepowad zawsze W tak
wyraZnej postaci. Zaktdcenie nie zawsze wyzwala regulacje. Na przykiad pod wpty-
wem zakitdcenia moze wystapié trwajace dtuzej lub krdcej niezrozumienie sytuacii,
zahamowanie czynnosci itp. Beda to reakcje éwiadczace o braku regulacji Ilub tez
nawet, jezeli regulacje pojawia sie, nie musza byé one kompensacyjne.

Z punktu widzenia trudnodci ucznidw wystepujacych w procesie rozwiazywania
probleméw matematycznych szczegdlnie interesujaca jest odpowied? na pytanie:
Co jest motorem decydujacym o dynamice procesu rozwigzywania problemu? W Swie-
tle teorii J. Piageta motorem takim sa pewnego typu zaktdcenia, zwane lukami.
Luki, traktowane jako zaktdcenia stanowigce Zrédlo zaburzern rdéwnowagi uktadu
poznawczego, wystepujg na skutek niedostatecznego ,zasilania" schematu poznawczego
ucznia. Wyzwalaja one regulacje typu sprzezenia zwrotnego dodatniego, przedtuzajac
asymilacyjne dziatanie schematu poznawczego, co w konsekwencji prowadzi do pos-

tepu w rozwiazywaniu danego problemu.

~
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W £wietle teorii J. Piageta dotyczacej réwnowazenia struktur poznawczych,
proces rozwigzywania problemu mozna predstawié za pomocg ogdlnego modelu in-
terakcji typu Il ([14], str. 60-66). Model ten charakteryzuje proces réwnowazenia
struktur poznawczych w trakcie wzajemnych oddziatywarh migdzy podmiotem a przed-
miotami. Spostrzezenie to zostalo potwierdzone eksperymentalnie przez G. Audi-
berta w odniesieniu do pewnego problemu geometrycznego [1]. Fakty te pozwalajs
w dalszej czeéci pracy przyjaé teze, iz z psychologicznego punktu widzenia roz-
wigzywanie problemu matematycznego zwiazane jest z podejmowaniem kolejnych za-
mierzef, tak zwanych antycypacji, realizowanych w kopkretnym dziataniu
i zmierzajacych do wzbogacenia danych problemu, nazywanych obserwowal-
ny mi. Konfrontacja obserwowalnych z warunkami problemu, tak zwana koor-
dynacja, ujawnia luke prowadzaca do zaburzenia réwnowagi poznawczej ucz-
nia, wyzwalajac nowa antycypacje. Proces ten, jezeli przebiega poprawnie, pro-
wadzi w skoriczonej liczbie krokdw do réwnowagi statej. Wobec tego proces rozwig-
zywania problemu mozna traktowad jako skorficzony cigg proceséw elementarnych
([1], str. 19-20) majacych jednakowa konstrukcje wewnetrzna. .

Rozpatrzmy obecnie proces rozwigzywania probleméw matematycznych zwig-
zanych z uogdlnieniem indukcyjnym i rekurencyjnym ([11], str. 112-118). Analiza
strategii rozwigzywania tego typu problemdw wskazuje na fakt, e z psychologicz-
nego punktu widzenia proces ten jest podobny do procesu odkrywania praw fizycz-
nych w oparciu o do$wiadczenie ([}, str. 30; [5], str. 78-104). Stad tez w rozwa-
zanym przypadku szczegdlnego znaczenia nabierajg takie procesy, jak: rdéznicowanie,
scalanie i weryfikacja. W teorii Piageta zaktada sie, iz Zrddtem niepowodzed po-
jawiajacych sie u ucznidw w czasie rozwigzywania probleméw jest brak dostatecz-
nie silnych zaburzed réwnowagi schematu poznawczego ucznia. Sytuacja taka wystapi
w przypadku, gdy problem zostanie odebrany przez ucznia jako zespdt stabych zakid-
cefl kompensowanych przez zwykia modyfikacje, bgd? tez gdy problem uznany zosta-
nie przez ucznia za zbyt trudny. W obu przypadkach wystepuje niezgodno$é mie-
dzy poziomem struktury poznawczej ucznia a stopniem ztozonoéci problemu. Niepowo-
dzenia pojawiaja sie juz w pierwszych fazach rozwiazywania problemu.

Waznym czynnikiem w procesie rozwigzywania probleméw matematycznych
jest zdolnoéé ukiladu poznawczego ucznia do szybkiego dochodzenia do tak zwanego
réwnowazenia majoryzujgcego, pozwalajgcego na state przekra-
czanie jednego poziomu rdwnowagi i osigganie poziomu wy2szego. Zdolnoéé ta nazy-
wana jest czesto zdolnodcia do .ptynnego” i .gietkiego" myglenia. Ma ona szcze-
gblne znaczenie na etapie powstawania lub wytwarzania pomystéw dotyczacych posz-
czegbinych faz rozwigzywania problemu. Brak takiej zdoinodci prowadzi do niepowo-

dzeri, szczegdlnie gdy czas na rozwigzywanie problemu jest ograniczony.
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Z analizy zasad funkcjonowania systemu poznania w koncepcji proponowanej
przez J. Piageta ([1&], str. 66-70) wynika, ze koordynacje wystepujace na wyzszych
poziomach poznawczych wywotujg odkrycia nowych obserwowalnych, co prowadzi
do uzyskania lepszych stwierdzerd lub zapoczgtkowania weryfikacji. Brak wiec tych
koordyrnacji staje sie przyczyna niewlaSciwej weryfikacji. W takiej sytuacji czesto
sie méwi o braku zdolnosci ucznia do logicznej oceny.

Celem prezentowane] pracy jest przedstawienie wynikdw zastosowarh metody ba-
dania trudnoédci ucznidw wystepujagcych w czasie rozwigzywania wybranego problemu
matematycznego. Wykorzystano tu potgczenie metody eksperymentu naukowego z me-
toda indywidualne]j obserwacji.

Niniejszy artykut sktada sie z czterech rozdziatdw. W pierwszym przedstawione
zostang pewne pojecia zwigzane z metoda badari: blokada, interwencja, schemat pro-
ceduralny i inne. Drugi rozdzial bedzie zawieraé informacje dotyczace zastosowania
metody wpomiaru blokad® w badaniu trudnodci uczniéw rozwigzujacych wybrany pro-
blem matematyczny. Rozdziat trzeci bedzie sie sktadaé z dwdch czeéci. W czeici
pierwszej, na przykladzie wynikéw obserwacji pracy Moniki, zostanie podany sposéb
przedstawienia analizy materialu badawcZego. Druga czeéé bedzie zawieraé zesta-
wienie wynikéw analizy materiatu badawczego wszystkich badanych uczniéw. Czwarty
rozdzial dotyczy intepretacji i wnioskédw. Bedzie to prdba dostarczenia wyjasnienia
zarejestrowanych w czasie obserwacji faktédw. Wyjasnienia te beda mialy hipotetycz-
ny charakter. Uwagi koficowe odnosza sie do efektywnoéci metody badar.

1. METODA POMIARU BLOKAD BADANIA TRUDNOSCI UCZNIOW
WYSTEPUJACYCH W PROCESIE ROZWIAZYWANIA
PROBLEMOW MATEMATYCZNYCH

Metode badania trudnoéci uczniéw wystepujacych w czasie rozwigzywania pro-
bleméw matematycznych sprowadzam do ujawnienia i klasyfikacji tak zwanych blokad.
Przez blokade bede rozumieé zespdt czynnikéw stanowigcych przyczyne niepo-
wodzenia ucznia w okreélonej fazie rozwigzywania problemu.

Przez trudnosdci wystepujace w procesie rozwigzywania problemu bede
rozumied kazde zakidcenie nie poddajace sie akomodacji, bowiem tego typu zakidce-
nia nie prowadza do wystapienia luki powodujgcej regulacje kompensacyjne. Pojawie-
nie sie luki decyduje o dynamice procesu rozwigzywania problemu. Natomiast brak

luki prowadzi do powstania blokady.
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Jednym z podstawowych pojeé przedstawionej metody badari jest pojecie sche-
matu proceduralnego, rozszerzonego o przewidywane blokady. W celu
wprowadzenia tego pojecia zauwazmy, ze w kazdym procesie rozwigzywania problemu
wyrdznié mozna czynno$é rdéznicowania. Czyr‘moéé ta polega na myslowym rozcztonko-
Waniu danego problemu na problemy czastkowe, ktérych rozwigzywanie obejmuje
co najmniej jeden proces elementarny. Wyrdiniajgc procesy elementarne w proble-
mach czastkowych, charakteryzujgcych dany problem matematyczny, otrzymujemy tak
zwany ogdlny schemat procesu rozwigzywania tego problemu.

Z dydaktycznego punktu widzenia, proces rozwigzywania problemu matematycz-
nego jest $cidle zwigzany z pojeciem strategii jego rozwigzywania ([9], str. 30).
Strategia ta rozumiana jest jako zespdt regut okredlajgcych wybdr ciggu czyn-
noéci myslowych i zewnetrznych zwigzanych z rozwigzywaniem problemu.

Strategia rozwigzywania problemu zwigzana jest réwniez z procedurami wyko-
rzystywanymi przez ucznia w celu rozwigzania problemu czastkowego. Przez pro-
cedure rozumiem wybdr czynnoici myélowych i zewnetrznych zwigzanych z roz-
wigzywaniem problemu czgstkowego danego problemu. Mozna wiec przyjaé, ze kaz-
da strategia to skoriczony ciag jej procedur. W psychologii i dydaktyce istnieje wiele
réinych propozycji zmierzajacych do wyodrebnienia pewnych faz lub etapéw rozwia-
zywania problemu (3], [4], (6], [10], [13].

Z punktu widzenia celu prezentowanej pracy, w ramach procesu rozwigzywania
problemu wyrézniaé bedziemy nastepujace fazy: 1) faza analizowania problemu,
2) faza poszukiwar i realizacji pomystéw, 3) faza weryfikacji pomystu i 4) faza for-
mutowania rozwigzania. Zgodnie z przyjeta wczedniej zasadg dotyczgcg mechanizmu
funkcjonowania procesu myslenia w czasie rozwiazywania problemu matematycznego,
przejécie z kolejnej fazy do kazdej nasteprmej wymuszane jest odpowiednia lukg. W
przypadku trudnosci w czasie rozwigzywania problemu, mogg pojawié sie powroty
do faz poprzednich (sprzezenia zwrotne dodatnie).

Faza analizowania problemu wigze sie gtéwnie z czynnodcig analizowania i réz-
nicowania. W dalszych rozwazaniach przez & i & oznaczad bedziemy odpowiednio
procedury 2zwigzane z tymi czynnoiciami. Zauwazmy przy tym, ze procedury
te pojawia sie¢ bedy zardwno w zetknieciu z catym problemem, jak i jego niektdry-
mi problemami czastkowymi. Fakty te bedzie sie sygnalizowad, przedstawiajac
W nawiasie rodzaj problemu, z ktérym procedura jest zwiazana.. Na przyktad
AR), A (Ag), R(A), R(Ag) itp.

Analogiczne uwagi sformutowaé mozna w odniesieniu do fazy poszukiwania po-
mystéw. Wyrdzniamy tu procedury zwigzane z réznymi formami analizowania i kla-
syfikowania. Procedury te beda icile powigzane z okreflonymi problemami czastko-
wymi danego problemu.
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Podstawowymi procedurami w trzeciej z przedstawionych faz beda procedury
zwigzane z réznymi formami weryfikacji. Bedziemy je oznaczaéd, ujawniajgc typ we-
ryfikacji i problem czastkowy, z ktérym jest ona zwigzana. Na przykiad przez
Wj(Ak) rozumieé bedziemy procedure zwigzang z weryfikacjg typu Wj w odnie-
sieniu do problemu czgstkowego Ak .

i

1.1. Lokalizacja i _moc blokady. Rozpatrzmy proces rozwigzywania pewnego

problemu matematycznego. Zatézmy, 2e w czasie rozwiazywania problemu ujawniona
zostata blokada B. Blokada ta dotyczy okre$lonego procesu elementarnego. Z punk-
tu widzenia mechanizmu funkcjonowania schematu procesu rozwigzywania problemu,
blokada moze byé zwiazana jedynie badZ to z realizacjg, badZ tez z koordynacjs
tego procesu elementarnego. Antycypacja jest bowiem zawsze konsekwencjg luki wy-
wotanej poprawnie funkcjonujacg koordynacja. Blokade B mozna wigec jednoznacznie
zlokalizowaé w ramach schematu proceduralnego danej strategii. Przy tym blokada ta
bedzie zwigzana z pewnym okreslonym problemem czastkowym.

Schemat 1 przedstawia sytuacje, w ktdérej w czasie rozwigzywania problemu
czastkowego nie pojawita sie luka, tzn. nawet jezeli dane zakiécenie wywotato re-
gulacje, to regulacje te nie miaty charakteruy kompensacyjnego. Mozna wiec powie-
dzied, 2e pojawienie sie blokady poprzedzone jest brakiem wystgpienia luki.

Zauwazmy, ze schemat 1 dostarcza jedynie ogélnej informacji o skutkach danej
blokady. Schemat ten pozwala stwierdzié¢, ze w wyniku blokady uczeri nie rozwigzat
danego problemu czastkowego, badZ to z powodu braku znajomosci procedury P,
badZ tez z innych powodéw, ktdrych ujawnienie wymaga wykorzystania tzw. pytad
interwencyjnych. Interwencje te pozwolg dokonad glebszej analizy pojawiajgcej sig
blokady, w szczegdinosci jeéli chodzi o jej lokalizacjg w obrebie danego procesu ele-
mentarnego oraz .site zablokowania" procesu rozwigzywania problemu.

Blokady beds z reguly uzupeiniaty schematy proceduralne okreélonej strategii
rozwigzywania danego problemu. Rozszerzony o blokady schemat bedzie charakteryzo-
waé przewidywang sytuacje.dydaktyczng zwigzang z okreslong strategig rozwigzywania
danego problemu. _

Wykorzystujac idee zaproponowang przez A. Bessot i F. Richard ([2], str. 396-
-40’1(1)), wszystkie blokady bedziemy dzielié na: (1) blokady typu formalnego i
(2) blokady typu bilans. Punktem wyjécia takiego podziatu jest typ interwencji neu-
tralizujgcej dang blokade. Przez neutralizacje blokady rozumieé be-
dziemy przeksztatcenie jej w zakidcenie lukowe prowadzgce do postepu w rozwigzy-

waniu problemu. Rozrdézniaé bedziemy interwencje formalne oraz in-

(1)Ttumaczenie polskie, p. str. 9-42 tego tomu.
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blokada

=== — r—~7 - proces elementarny
L S _: - problem czqstkowy
(3‘_ ~~1 - nie pojawienie sie luki

luka

1

Schemat 1. Lokalizacja blokady

terwencje typu bilans. Metoda bada’ przedstawiona w pracy [2] nie
uwzglednia sytuacji dydaktycznej. Przedstawiony uczniom do rozwigzania .problem
myszy" jest problemem prostym. Pojecie blokady A. Bessot i F. Richard wykorzy-
stujg do badania funkcjonowania schematu-drzewa. Natomiast w moich badaniach
idee wpomiaru blokad® wykorzystatam, przyjmujac moc blokady za wyznacznik trud-
noéci. Ponadto rozszerzytam pojecie blokady o pojecie miejsca blokujacego.

Zgodnie z propozycja A. Bessot i F., Richard, interwencje formalne polegad
beda na: konfrontacji propozycji ucznia nieadekwatnych do warunkéw problemu, za-
pewnieniu o rozwigzalnofci problemu oraz sprowokowaniu aktywnoéci ucznia w za-
kresie czynnoéci réznicowania.

Interwencje typu bilans polegaja na udzieleniu uczniowi pomocy w zakresie
uwzglednienia warunkéw problemu, co powinno go doprowadzié do utozenia nowego
planu postgpowania. W zwigzku z interesujacym mnie rozwigzywaniem problemdw
zwigzanych 2z uogélnieniem indukcyjnym i rekurencyjnym, pojecie interwencji typu
bilans rozumiane bedzie jako ‘interwencja prowokujaca ucznia do rekapitulacji wy-
nikéw uzyskanych przez ucznia po rozwigzaniu probleméw czastkowych. Jezeli ta
rekapitulacja nie jest zadowalajgca, obserwator koriczy bilans, ktadac akcent, jezeli
to jest konieczne, na tym miejscu, ktdre jest bezpodredniz przyczyna powstatej blo-
kady.

Wyniki badari przeprowadzonych przez A. Bessot i F. Richard pozwalaja na
przyjecie charakterystyk‘reakcji ucznia w zetknieciu sie z wyzej opisanymi blokada-

mi. Chodzi tu o reakcje typu o i reakcje typu P ([2], str. 398).
Moc blokady okredlaé bedziemy w zaleznodci od typu i liczby interwencji neu-
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tralizujgcych dang blokade. Blokade B nazywaé bedziemy odpowiednio blokada
mocy 1, 2 lub 3, jezeli do jej neutralizacji wystarcza odpowiednio 1,2 lub 3
interwencje formalne. O blokadzie B bedziemy mdéwié, ze jest mocy 4, 5 lub
6, jezeli do jej neutralizacji nalezy uzyé (byé moze oprécz trzech interwencji for-
malnych), odpowiednio 1,2 lub 3 interwencje typu bilans. Jest oczywiste, ze wyko-
rzystanie interwencji typu bilans $wiadczy o glebszej blokadzie.

Na zakoriczenie przedstawionych rozwazarh powréémy ponownie do zagadnienia
lokalizacji blokad w obrebie schematu proceduralnego przewidywanych sytuacji dydak-
tycznych.

W rozszerzonych schematach proceduralnych wyrdzniaé bedziemy tak zwane
miejsca blokujace. Bedg one opisane przez uporzadkowane uktady piecio-
elementowe postaci: (Ak’Pk'B'PS'As)’ gdzie Ak i As oznaczajg problemy czast-
kowe danego problemu, B - ujawniong blokadg, natomiast Pk i P5 0znaczajy
odpowiednie procedury stosowane przed i po interwencji. Przy tym przewiduje naste-
pujace przypadki:

(a)Ak=As i P

|
0

k s

(b) Ak = As i Pk s

(c) Ak # AS i Pk Ps lub Pk # Ps'

Przypadek (a) pojawié sie moze w sytuacji, gdy uczer’h nie umie zastosowad

"

procedury Pk rozwigzujgcej problem czgstkowy Ak' Przypadek (b) zwigzany jest
Z sytuacja btednego doboru procedury rozwigzujgcej problem czgstkowy Ak. W
przypadku (c) uczer, po rozwigzaniu problemu czastkowego Ak’ moze podjaé pré-
be rozwigzywania problemu As za pomocg procedury Pk' Ujawniona wdwczas
blokada jest konsekwencja trudnosci w stosowaniu procedury Pk (Pk = Ps)' bad?Z tez
konsekwencja jej btednego doboru (Pk ¥ Ps).

Moze sie zdarzyé, Ze rozwigzujacy, po rozwigzaniu problemu czastkowego Ak'
nie wykazuje zadnej aktywnosci; wéwczas miejsce blokowania przedstawione bedzie
w postaci (Ak' 3, 8, PS, AS). Moga sie réwniez pojawié sytuacje, w ktérych
zamiast procedur Pk lub Ps’ wystapia obie procedury.

2. INFORMACJA O ZASTOSOWANIU METODY POMIARU BLOKAD
W BADANIU TRUDNOSCI UCZNIOW ZWIAZANYCH Z ROZWIAZYWANIEM
WYBRANYCH PROBLEMOW MATEMATYCZNYCH

Niniejszy rozdziat bedzie zawieral informacje dotyczgce zastosowania metody
pomiaru blokad w badaniu trudnodci uczniéw, wystepujacych w procesie rozwigzywania
wybranych probleméw matematycznych zwigzanych z uogélnieniem indukcyjnym i re-

kurency jnym.
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Badania przeprowadzono w odniesieniu do strategii rozwigzywania trzech proble-
méw matematycznych A, D i C. W niniejszym artykule przedstawione zosta-
ng wyniki badarfi odnoszgce sie do problemu nazywanego problemem pro-
jektanta parku i oznaczonego problemem A.

Badaniami objeto 100 ucznidw od 11 do 17 lat. W rozdziale 2.1 przedstawio-
ny zostanie problem A oraz schematy proceduralne przewidywanych sytuacji dydak-
tycznych zwiazanych ze stosowaniem okre$ionej strategii rozwigzywania tego proble-
mu. Schematy te powstaly: w oparciu o wiasne doswiadczenia wynikajgce z rozwia-
zywania problemu, na podstawie badari pilotazowych [7] oraz w wyniku teoretycz-
nych podstaw prowadzacych do konstrukcji rozszerzonego o blokady schematu proce-
duralnego przewidywanej sytuacji dydaktycznej zwigzanej z dang strategig. Pragne
zaznaczyé, iz nie da sie przewidzieé wszystkich strategii rozwigzujacych dany pro-
blem. Przedstawitam tylko te, ktdre uzyskatam na drodze wlasnych do$wiadczeri
oraz w oparciu o liczne sondaze poprzedzajace badania wtasciwe. Rozdziat 2.2 be-

dzie zawieraé pozostate dane dotyczgce organizacji i zasad prowadzenia obserwacji.

2.1. Przewidywane strategie | zwigzane 2z nimi schematy proceduralne

przewidywanych sytuacji dydaktycznych w czasie rozwigzywania problemu A

Problem A . Na planie prostokatnego parku projektant wyznacza $ciez-
ki, dziejac prostokat parku n prostymi réwnolegtymi do jednej z par bokdw prosto-
kata i m prostymi réwnolegtymi do drugiej pary jego bokéw. Proste n i m nie
pokrywaja sie z bokami prostokata parku. Zbadaj, ile prostokatéw powstanie w ten
sposdb na planie parku.

Proste n i m nie pokrywaja sie z bokami prostokata parku. Zbadaj, ile prosto-
katéw powstanie w ten sposéb na planie parku.

Charakterystyke podstawowych strategii rozwigzywania przedstawionego proble-
mu rozpoczniemy od sporzadzenia wykazu problemdéw czgstkowych i procedur zwigza-
nych z rozwiazywaniem prcblemu A. Analiza poprawnych rozwigzarh przedstawionego

problemu pozwala na wyrdinienie w nim nastepujgcych probleméw czastkowych:

Alk,s) jest to problem A w jego szczegdlnym przypadku wynikajacym z us-
talenia wartodci n=k i m=s zmiennych m i n,

A)(,Ay to problemy zwigzane z badaniem liczby odcinkdw zawartych odpo-
wiednio w rzutach ortogonalnych prostokata parku na of Ox i Oy_ ptaskiego uktadu
wspirzednych prostokatnych,

Ax x A to problem A w ujeciu produktywnym,

Ax(k). Ay(s) to problemy A i Ay w ich szczegblnych przypadkach wyni-
kajacych z ustalenia wartoéci n=k i m=s zmiennych n i m.
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Do podstawowych procedur ujawnionych w procesie rozwigzywania problemu A
nalezeé bedg wszystkie procedury charakteryzujgce podstawowe fazy tego procesu.
Ponadto: procedury zwiazane z mechanicznym zliczaniem prostokatdw lub odcinkdw
i procedury zwigzane ze zliczaniem prostokatédw lub odcinkdw w powigzaniu z ich
uprzednia-klasyﬁkacja. Chodzi tu o klasyfikacje na tzw. prostokaty lub odcinki
1-sktadowe, 2-skiadowe..., k-sktadowe. Do podstawowych procedur zaliczamy réw-
niez procedury zwigzane z uogdinieniem indukcyjnym.

W rezultacie, w procesie rozwigzywania omawianego problemu, wyrdzniono

nast epujgce procedury:

R (A), ﬂ(Ax), R(Ay) s3 to procedury zwigzane z analizowaniem problemdw
Ay AT AL,

R (A), Jl(Ax), .‘B,(Ay) to procedury zwigzane z czynnodcig rdznicowania
probleméw A, Ax i A,

M (A), M(AX), N(Ay) to procedury zwiagzane z mechanicznym zliczaniem pro-
stokatéw lub odcinkéw odpowiednio w A, Ax i Ay,

'.[.l(A), flf.,](Ax), T\.,I(Ay) to procedury zwigzane ze zliczaniem prostokatéw
lub odcinkdw w powiazaniu z ich uprzednia klasyfikacja na prostokaty lub odcinki
1-sktadowe, 2-sktadowe,..., k-sktadowe,

IZ(A), 'IZ(AX), TZ(A ) to procedury zwigzane ze zliczaniem prostokatdw
lub odcinkéw, wykorzystujace 551(A), i.l(Ax) i i,l(Ay) w powigzaniu z klasy-
fikacja prowadzaca do wyrdznienia tzw. ,podstawowych" prostokatédw lub odcinkéw
zawierajacych te samg liczbe prostokatéw lub odcinkdw,

G (A), Q(Ax), Q(Ay) to procedury zwigzane z uogdlnieniem indukcyjnym w
problemach A, Ax i A, .

w’.](A), ’W,'(Ax), W'.I(Ay) to procedury dotyczace weryfikacji poprzez specy-
fikacje w problemach A, Axf i Ay,

WZ(A), W‘Z(Ax), W'Z(Ay) to procedury zwigzane z weryfikacja opartg o za-
sade indukcji zupeinej,

C(Ax x Ay) to procedura zwigzana z okreéleniem liczby prostokatdéw zawar-
tych w prostokacie Ax x Ay na podstawie witasnodci produktu kartezjariskiego

dwéch zbiordw.

Z przedstawionego wykazu procedur wystepujacych w procesie rozwigzywania
problemu A, jedynie procedury typu ‘I_‘ i ‘3\:2 wymagaja bardziej szczegbtowego
wyjadnienia. _

W tym celu rozpatrzmy problem A(2,1). Symbol A(2,1) oznacza problem A
W przypadku szczegdinym, tj. gdy n=2, m=1.
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Rys. 1

Na schemacie planu parku (rys. 1) przez P (i =1,2,...,6) oznaczono tzw.
prostokaty 1-sktadowe. Ponadio na rys. 1 wyrdinié mozna prostokaty 2-sktadowe:

P,‘U P2, P2 V) P3, PAU PS’ PSU P6, P,] v P&’ qu PS, P3U PS’ pro-
stokaty 3-sktadowe: P,‘ v P2 v F’3 i PA v P5 v PG’ prostokaty 4-sktadowe
P,] U P2 V) PA V) P5 i P2 U P3 v PS V) P6’ oraz jeden prostokat 6-sktadowy:

)
().

Podstawa procedury .Tz(A) jest, w odréznieniu od 11(A), wrozktad" prosto-

P, U P2 V] F’3 V) PA V] P5 v PG‘ Ten sposéb klasyfikacji jest podstawg procedury

6
kata P = U Pi na trzy prostokaty wpodstawowe" majace te sama liczbe prosto-
i=1

katéw (rys. 2). Ten rodzaj klasyfikacji pozwala, przy wykorzystaniu procedury
{)T_'1(A) lub L (A), sprowadzié¢ rozwigzywanie problemu A do probleméw A(n,0)
lub  A(0,m).

e o s e e e e

Rys. 2
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Mozemy obecnie przedstawié rozszerzone o blokady schematy proceduralne prze-
widywanych sytuacji dydaktycznych zwigzanych ze stosowaniem przez ucznidw okre$-
lonej strategii rozwigzywania problemu A (schematy 2,3,4).

Dla przyktadu przedstawie sposdb czytania schematu 2. Poczgtkowy fragment
schematu: Po przeczytaniu przez ucznia tresci problemu przewiduje pojawienie sig
blokady oznaczonej symbolem Ba. Przewiduje, e bedzie ona zwigzana z czynno$-
cig analizowania treéci problemu. Ucze” moze twierdzié, e problemu nie da sig
rozwigzad, ze brak danych itp. Problem nie zostat odebrany jako zakidcenie lukowe.
Odpowiednia interwencja obserwatora powinna sprowokowaé ucznia do poprawnego
analizowania prob!emu A. Bedzie to mozliwe tylko wéwczas, gdy pojawi sie luka
wyzwalajagca w schemacie poznawczym ucznia regulacje o charakterze kompensacyj-
nym. W konsekwencji prowadzi to do antycypacji zwigzanej z podjeciem decyzji o
rozwigzywaniu problemu A w przypadku, gdy n i m beda pewnymi liczbami
naturalnymi: Alk,s), k,s € N, k#, st. Przewiduj¢ teraz pojawienie sie blo-
kady oznaczonej symbolem Bb zwigzanej z procedurg réznicowania. Przewiduje, ze
uczeh podejmie decyzje rozwiazywania problemu w przypadku duzych wartosci licz-
bowych k,s. Przewiduje niepowodzenie w czasie realizacji tej decyzji. Interwencja
obserwatora powinna sprowokowad ucznia do ponownego réznicowania, co w konsek-
wencji sprowokuje ucznia do wtasciwej antycypacji zwigzanej z decyzjg rozwigzywa-
nia problemu A w przypadku, gdy k,s stanowig mate wartoéci liczbowe. Prze-
widywane blokady Bc'Bd wigzg sie z nieekonomiczng procedurg zliczania prosto-

i
s3 z uogdlnianiem. Pozostate blokady wigza sie z weryfikacja. Swiadomoéé mozli-

katéw. Blokada Be dotyczy czynnoéci klasyfikowania. Blokady Bf, B. zwigzane

wodci wystapienia tego typu blokad pozwolita obserwatorowi $ledzié ze szczegbing
uwaga newralgiczne miejsca i, po identyfikacji blokady, odpowiednio interweniowad.
Chciatam réwniez zaznaczyé, ze moje przewidywania dotyczace miejsc blokujacych

byty oparte na wynikach z badari pilotazowych.
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Schemat 2. Rozszerzony o blokady schemat proceduralny przewidywanej

sytuacji dydaktycznej zwigzanej ze stosowaniem strategii $

rozwigzywania problemu A
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Schemat 3. Rozszerzony o blokady schemat proceduralny przewidywanej

sytuacji dydaktycznej zwigzanej ze stosowaniem strategii S)

rozwigzywania problemu A
3



56 TERESA KISIELEWICZ

Axl1), Ax(2), Ax(3)

Ay(1), Ay(2), Ay(3)

A4 ) A2)) A3 T G
Ay(1) | Agl2), AY3)

Axin],Aylm]) 19(A) 9Ax(n) Aylm) Axin),Ayim)
I “7
N
Ny / ’1\‘,\
¢ A
By

Schemat 4. Rozszerzony o biokady schemat proceduralny przewidywanej
S3

sytuacji dydaktycznej zwigzanej ze stosowaniem strategii
rozwigzywania problemu A
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Organizacja i zasady prowadzenia obserwacji. W ramach dalszej realizacji tego

etapu badarf, przeprowadzono szczegdtowag analize przewidywanych blokad. W anali-
zie wykorzystano juz skonstruowane rozszerzone schematy proceduralne dotyczace
przewidywanych sytuacji dydaktycznych stosowania strategii rozwigzywania proble-
mu A,

Przyjeto, Zze analiza powyzsza powinna prowadzié do konstrukcji zestawu pytard
interwency jnych dotyczgcych przewidywanych blokad. Pytania interwencyjne trak-
towane byly jako interwencje zmierzajgce do neutralizacji kazdej przewidywanej
blokady. Zgodnie z przyjets zasada spomiaru blokad", wszystkie pytania interwencyjne
formutowane byty kolejno w taki sposdb, ze pierwsze z nich peinity role interwencji
formalnych, za$ nastepne - interwencji typu bilans. Rola, jaka wyznaczono pytaniom
interwencyjnym, wymagata bardzo rzetelnego przygotowania obserwatordw. Listy
pytat interwencyjnych wraz z rozszerzonymi schematami proceduralnymi stanowity
komplet materiatéw wchodzacych w skiad ogélnej instrukcji przeznaczonej dla kaz-
dego z obserwatordéw.

Problem A przedstawiono do rozwigzywania pieédziesieciu uczniom z klasy
VI, VIIl i Il LO. Czas obserwacji pracy ucznidw wynosit 60 minut. Obserwacje prze-
prowadzone zostaty przez 12-osobowa grupe specjalnie przeszkolonych studentéw il
roku Matematyki studiujacych w Wyzszej Szkole Pedagogicznej w Zielonej Gérze.
W ciagu szeéciu lekcji, w Szkole Podstawowej nr 1 oraz Liceum Ogélnoksztatcgcym
nr 7 w Zielonej Gérze, przeprowadzono pod kierunkiem autorki niniejszej pracy 78
obserwacji. Ze wzgledu na indywidualny charakter stosowanej metody bezpodredniej
obserwacji jeden obserwator - jeden badany uczerd wytypowano, w sposéb przypad-
kowy w kazde] z badanych klas, 13-osobowa grupe ucznidw o rdinych uzdolnieniach
matematycznych. Pozostate obserwacje przeprowadzone zostaty przez tych samych
obserwatoréw, ale w innych szkotach poza Zielong Géra. Dla tej grupy obserwacji
instrukcja zalecata taki sposéb ich przeprowadzenia, aby mozna bylo wykluczyé wza-
jemne kontakty uczniéw, badanych w réinym czasie. Opracowano w tym celu spe-
cjalne harmonogramy obserwacji. Na 100 przeprowadzonych obserwacji 50 obserwa-

cji dotyczylo rozwigzywania problemu A.

Etap przygotowania obserwatordw obejmowat nastepujgce czynnosci:

(a) szczegétowa analize wszystkich przewidywanych strategii rozwiazywani.a
problemu A,

{b) omdwienie sposobu prowadzenia protokdtu obserwacii,

(c) przeprowadzenie, w ramach zajeé seminaryjnych, trzech 1-godzinnych in-
struktazowych obserwacji, ze szczegblnym uwzglednieniem sposobu ujawniania miejsc

blokujgcych i sposobu zadawania pyta’ interwencyjnych,
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(d) samodzielne przeprowadzenie jednej obserwacji w ramach ¢éwiczerd indywidu-
alnych,

(e) przeprowadzenie dyskusji nad uwagami i wnioskami wynikajgcymi z prébnych
badar.

Na zakofczenie wymienionych czynnodci kazdy z obserwatoréw otrzymat komplet
materiatéw instruktazowych. Materiaty te obejmowaty: (1) Tekst problemu A. (2)
Wszystkie schematy proceduralne przewidywanych sytuacji dydaktycznych zwigzanych
z wykorzystaniem okreflonych strategii rozwigzywania problefnu A. (3) Zestawy
pytarh interwencyjnych dotyczacych poszczegélnych przewidywanych blokad. (4) For-
mularze porotokotéw obserwacji (wykorzystano tu wzér z pracy [1]). (5) Tekst in-
strukcji dotyczacej sposobu prowadzenia obserwacji. Tekst instrukcji przytoczymy w
catoscis

Sposdb prowadzenia obserwacji. Po dostarczeniu uczniowi tekstu i czystych kar-

tek na notatki, obserwator ustala z uczniem zasade, 2e jeSli to bedzie mozliwe,
uczerd bedzie gtodno wyrazaé swoje mysli lub watpliwodci wystepujace w czasie roz-
wigzywania problemu. Dotyczyé to powinno przede wszystkim napotykanych trud-
noéci. W sytuacji, gdy obserwator nie bedzie w stanie zidentyfikowad jakiego$ eta-
pu myélenia ucznia, powinien zastosowal nastgpujgce pytania neutralne: Wyttumacz
jak to rozumiesz?, Co teraz robisz?, Nad czym mys$lisz? itp. Wszystkie zewnetrzne
czynnodci: schematy, rysunki, obliczenia itp., zwiazane z rozwiazywaniem danego
problemu, uczert powinien umieszczaé kolejno, na dostarczonych kartkach papieru,
zgodnie z chronologig ich powstawania. Najtrudniejszymi etapami obserwacji moga
okazad sie miejsca blokujgce, a zwtaszcza ich identyfikacja. Dla utatwienia prowa-
dzenia obserwacji tych miejsc dotaczono do niniejszych wskazdwek schematy proce-
duralne przewidywanych sytuacji dydaktycznych zwigzanych z wykorzystaniem pod-
stawowych strategii rozwigzywania danego problemu. Schematy te, obok charaktery-
stycznych metod postgpowania, zawieraja przewidywane miejsca ewentualnych blokad.
Dobra znajomo$é tych schematdw utatwi obserwatorom identyfikacje blokad poja-
wiajacych sie w procesie rozwigzywania przez ucznia danego problemu.

Identyfikacja blokad wraz z ich typem nalezy do najwazniejszego zadania pro-
wadzone] obserwacji. Charakterystycznymi symptomami blokady mogg byé: btedne
lub niekompletne obliczenia, niewtasciwe rysunki stanowiace podstawe do btednych
wnioskéw, bezposrednia wypowiedZ ucznia typu: ,nie wiem", unie rozumiem", ,to
niemozliwe", ynie widze tego", bad? tez zewnetrzna postawa ucznia wskaz:.':jaca na
przerwanie procesu rozwigzywania problemu.

W przypadku stwierdzenia wystgpienia blokady w procesie rozwigzywania proble-
mu, nalezy po kilku minutach, wedlug uznania obserwatora, zbadaé jej moc stosujac

kolejno, wediug zatgczonego wykazu, pytania interwencyjne adekwatne do danej blo-
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kady. W niniejszym artykule przedstawiono na str.60-62zestaw pytari interwencyjnych
adekwatnych do przewidywanych blokad, ktére moga wystapié w wyniku stosowania

strategii S,] .

Protokdt obserwacji. Protokdt obserwacji, zaopatrzony wiasciwym kodem i pseu-

donimem obserwowanego ucznia, odzwierciedlat tok pracy ucznia gtéwnie w momen-
tach blokujgcych. Protokdt ten prowadzono na zatgczonych arkuszach obserwacji, kté-
rych lewa strona przeznaczona byta na szkice rysunkdw ucznia, natomiast prawa
strona zawierala komentarze i uwagi ucznia, dialogi prowadzone miedzy uczniem a
obserwatorem oraz inne spostrzezenia obserwujgcego. Protokdt obserwacji szczegdinie

doktadnie odzwierciedlat opis miejsc blokujgcych.

Uwaga 1. Pytania interwencyjne stawiane przez obserwatora mozina byto
odnotowywaé w protokdle, postugujac sie kodem zawierajgcym numer pytania, wskaz-
nik blokady oraz symbol strategii, do ktdrej odnosi sie to pytanie. Na przyktad
(Z'Bc'SS) oznacza pytanie 2 dotyczgce blokady Bc w strategii S3.

Uwaga 2. Przed przystgpieniem do obserwacji informujemy ucznia, ze nie
musi on podawaé swego imienia i nazwiska, wystarczy podaé pseudonim. Wdéwczas,
dla przykiadu, zapis kodu w protokole obserwacji: (Pitagoras, 8 - 14 -11) oznacza:

pseudonim ucznia, klase 8sma oraz wiek: 14 lat i 11 miesigcy.

: 3. ANALIZA MATERIALU BADAWCZEGO

3.1. Realizacja zadah zwigzanych z analiza szczegdtowa materiatu badawczego
wymagata ustalenia trybu i zasad analizy protokotéw obserwacji i brudnopiséw prac
ucznidw. Szczegdtowa analiza materialu badawczego bedzie obejmowaé nastepujace

czynnodci:

(1) Wyrdznienie, w kazdym 2z protokotéw obserwacji, charakterystycznych faz
procesu rozwigzywania problemu {str. 46 ). 2

(2) Wyrdznienie, w kazdym protokdle obserwacji, miejsc blokujgcych proces
rozwigzywania problemu (str. 49 ).

(3) Zestawienie tabelaryczne zawierajace: ujawnione miejsca blokujace, pyta-
nia interwencyjne dotyczace blokad, fazy rozwigzywania problemu oraz typ reakcji
ucznia na dane zakiScenie ([2], str. 398 ).

(4) Wyrdznienie miejsc blokujgcych (jesli istniejg) zwigzanych z charakterys-
tycznymi procedurami danej strategii.

(5) Wyrdznienie blokad koriczacych proces rozwigzywania problemu.
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(6) Charakterystyka (opis) miejsc blokujacych i blokad wyréznionych w punkcie
(4) i (5). -
(7) Inne spostrzezenia i uwagi wynikajace z brudnopiséw prac i protokotéw ob-

serwacji.

Przedstawiony sposdb przeprowadzenia szczegblowej analizy zilustrowany zosta-
nie na przykladzie materialu badawczego yMoniki" (6-13-04). W sktad kompletu ma-
rd

teriatlu badawczego wchodzga:

(1) Protokdt obserwatora (str. 63-65 ). Na protokole obserwacji ujawniono
miejsca blokujace i ponumerowano je. Wyrdzniono réwniez fazy procesu rozwigzywa-
nia problemu, w ktérych wystepujg blokady.

(2) Notatki ucznia (str. 66-67 ).

(3) Zestaw pytalt interwencyjnych skonstruowanych do badania przewidywanych
blokad mogacych wystapi¢ przy stosowaniu danej strategii (str. 60-62 ). Zestaw py-
ta pochodzi z kompletu zestawdw pytart interwencyjnych, adekwatnych do przewi-
dywanych blokad odpowiadajacych poszczegSinym strategiom rozwigzywania proble-
mu A,

(4) Tabelaryczne zestawienie wynikdw analizy szczegbtowej dotyczgcej obser-

wacji pracy »Moniki" (str. 68 ).

Na protokole obserwacji pracy Moniki symbolami (j+ i 0 obserwator ozna-
czyt odpowiednio badanego ucznia i obserwujgcego.

Taki komplet materiatéw opracowano dla kazdego z badanych ucznidw.

Zestaw pytart interwencyjnych do wykorzystania

w sytuacji dydaktycznej, gdy uczerl stosuje strategie S1

Przewidywana int o f 0 . .
blokada erwencje formalne Interwencje typu bilans
1. Ten problem mozna rozwigzaé|5S. Czy mdégitby$ ten problem roz-
2. Jak rozumiesz ten problem? wigzaC przyjmujgc za n i m
problem konkretne liczby naturalne?
3. Czy potrafisz od razu odpo- . . .
8 wiedzie¢ na pytanie zawar- 6. Czy potraf|§z rozwigzac .pr'oblem
a te w zadaniu? dla n=1 i m=2 badZ n=1
) i i m=37?
4, Kiedy mdgitbyé ten problem
rozwigzaé?
B8 1. Jakie proponujesz n i m? 2. Czy potrafisz rozwiazaé problem
b dla n=1 i m=3?
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Ciag dalszy Zestawu pytah

Przewidywana

&)Iokada Interwencje formalne Interwencje typu bilans
B 1. Czy dokonates trafnego wy- 2. Dlaczego masz takie ktopoty
c boru n i m? w liczeniu prostokatdw?
1. Jaka przyjgte$ zasade 2. Czy przyjated dobrg zasade
liczenia prostokatdw? liczenia?

Bd 3. Jakie rodzaje prostokatéw za-
uwazasz w catym prostokacie?

4, Czy potrafisz policzyé prosto-
katy ypojedyncze”, ,podwdjne",
wpotréjne" itd.?

1. Czy dokonates trafnego 3. W jakich przypadkach rozwig-
wyboru n i m? zate$ problem?

B 2. W jaki sposdb zamierzasz 4. Jakie podobne przypadki mo-

e wykorzystaé otrzymany wy- zesz rozpatrzyé?

’ nik? .
1. Teraz juz mozna znaleZé 3. Czy liczby te majg - wspdiny
wspdlna formute dla tego dzielnik? 1
By typu przypadkow. 4. W jaki podobny sposdb wszy-|
2. Czym charakteryzuja sie stkie te liczby mozna przed-
otrzymane wyniki? stawié?

5. Czym charakteryzuj§ sie czyn-
niki tych rozkfaddw?

1. Czy znasz metode sprawdza-| 2. Czym sie charakteryzuje meto-
nia prawdziwosci takich da indukcji zupetnej?
?

Bg formut? 3. Jakg postaé ma w rozpatrywa-
nym przypadku zatozenie dru-
giej czesdci zasady indukcji zu-
petnej?

4, Jaka jest postaé tezy tej czeé-
ci zasady indukcji zupeinej?

5. Jak wykazaé prawdziwodé tej
tezy?

1. Jaka przyjate$ zasade obli- 2. Czy istnieje inna zasada licze-
czania prostokatdéw? nia prostokatédw dla takich

Bh przypadkdéw?

3. Czy potrafisz wyrdznié w ca-
tym prostokgcie prostokaty o
takiej samej strukturze?

4. lle jest takich prostokatéw?
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pytar

Przewidywana

Interwencje formalne

Interwencje typu bilans

woéé tej ogblnej formuty ?

blokada
1. Mozna juz znale?é ogélng 2. Czym charakteryzujg sie formu-
B8 formute obliczania wszyst- ty okredlajace liczby prostoka-
i kich prostokatéw téw w przypadkach n=1 i m
dowolne, n=2 i m dowolne
oraz n=3 i m dowolne?
3. Czy mozna znalezé wspdina
formute okredlajacg pierwsze
czynniki tych iloczynéw?
1. Jak sprawdzié prawdzi- . 2. Czym sie charakteryzuje™ me-

toda

Jaka postaé ma w rozpatrywa-
nym przypadku zatozenie dru-
giej czedci zasady indukcji zu-
petnej?

indukcji zupetnej?

Jakg postaé ma w tym przy-
padku teza tej czedci zasady
indukcji zupetnej?

Jak wykazaé prawdziwoddé tej
tezy?
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WS P
ZIELONA GORA

Problem projektanta parku (A)
Mowv‘(o.a 6 43 O‘t

wad

U davemg od WNYSOUGMR mammlw,

0. (Bgh.5,) : A, RAA), B, A (A), Ak
U Kiedy winlobyne podane aw v o
0. (B,,14,5,) A(ks), 2, B, R(A), A (5,10)
U. Prrans mp. m:=5 , m =40 ®
Rt i S
Poctorome s M -f"—"s‘kokqha -------
Jest wh 66
0. (B41219) Guy polivaylar wonpdhie provtokagy t
u. vaw rojedaaw ole bo s Juxm balkire
WJM pobmijme, po vakery | po pigé ... Oj'
Jub wh duwio , me dam mady - polivey |
0. (B, 1:54)
U. Noe wim, ale chaba me, bo hardwo duino
Lera, A (5,10), M(A), BA(A),R(N), A(4)
0.(B,)1,5) ©

L iy by o g e o

VEY B Y

( preblemac

amali zowana,

Faza

v

PM&-“
- 4

wosome z duotle - Y
Rosom 9
0. (B,,2,9)

L. Vae avemn, ale vamre wocekowc m, elbo m + 20-
wa.g w bedue 3 Lienbg 4zaclv prostolghou- ©

0. (B4, A (4, 3,8, R, A (u3)
. daexmg %d:l mcl o mz%

P — —_— e e me = mem mm v e o=
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WS?P Problem projektanta parku (A)
ZIELONA GORA _.. Memiker,, B 03T24..... strona ..2..
c,:z |
. - 6
!.d»odv £
2 w{ond\.t
ol N s i o
m=d  m=z3 1
(LTak,Lgdue o z;tboP"jM“M:‘ b9 &
prag we med o 133
0. Qma AM&% powrma (3 g
L. Moge sproadsic - 2
L, 4 2
oiedus. B
mzd J.deun? 10 A (12),833,B,0,(A), A (1,3) é
D 2 treeds - U
2 ubwel. 5 §
—5 .
W (’(a»e‘ {’akdak Magi%w.'ro&adunmm
0- (3,25) T T 7
U Napisxg Jv wbie Jum max w toldma xesta- 3
witmus to moke @b zamaig. é
mrcA ms i mz 4 R_
mzd msd ~mszDd
9 1 48 1 a0

Toza

W. m mom 2052 takic some , mv anghsxam,
Lrxka, r/rod'o\wgb'o- 4 s amwighoxa
Nve wedze waigdon md;d:uz M | %Qa, ‘bauu
bo, e anm‘(u dm&;‘ e prez 3 .

0. (B}.u.s.s
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wsp

Problem projektanta parku (A)

ZIELONA GORA oooo!‘o?M&oo .... 60 :4030-09&' ooooo strona ..}oo
W. Moqe . je zapicde da)w Cfpuzmé
3329 O,
3. o = 4¥ A("b)bal,b,'b’é(h)' B;r 6(A),A(4,M)
%.40= 30

. No tak, j : v 20
U . 5,i¢d:;vwwqm stily | a deuge soghaxa,
0. Jok (maorgy MM xapleol drugy UzaMkz.
U. Roxpisar jwxee mo Lovym , albo mo. sums.
Ale wa Cfoo»awmic lmzris:‘; ho 43 o ma
5\’"3’&’“3'4 mo. pumws Bz 4+

Tewaz 6 moag morpisac | 3+3 b 4+5
Lo 4+.').+‘b.%‘ r JW

Uuaﬂa o to J«voolx.;.al(l %FLEA‘& sMsu‘adm
AO=A4+%+%+}

Poderawis do tomteqo 9= 3-(1+2)

. 18= 2. (4+2+3)
- . ) 302 3 - (A+2+D+N)
eraz widxg: jedew upmik to 3 o drg O ou-

MO, W%%MLMQJU‘%WL m=8 to Zr;fa

W Sumie M ‘b«a, a&r&&' =2 to liond w sumic
gt w!ru%. )
0. Cuz potrafisy ro&uuf_ dumbkagtao(fadoo&w}o m &
W. Jok. Mp. m=4d ,mezh

Yo Lovko. rwoafoloasjodu— wamosi. ’5-(4*‘9.+3H|+5)

0. Ocyopma 30&2»3& to mrisa@» g

u:fﬁmm 5 (4r 2t 3 .. 4 (mrd))

poszuliiramun | N,ah«za.o,am pohuasb'n—

FaILXL

s
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wSsSP
ZIELONA GORA

Problem projektanta parku A

Mo ke  RAROK

0. by 0 jui kowiee xadoma

W. Nie, o(»rw ro(:»a Mam wwor dla we=4
i v dowolueqo . Nolowaloby sobavuys o brdde
% prostologbon gy wsigany m

U. Na rarie wogkowg o 4
m - dowolne @ ms

. ZW sig , mie wem hdwk rwsto\«,fow
Rede olwa, oy g ﬂm broy may..
Nae pobrali, dlolej . &

A(z.m),D.’_BM...
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L %

Monika 13 lat

pojedyncze - 66
po 2 kwadraty - 20
jest ich bardzo duzo

n-1

m-1

pojedynczych - &4
caty - 1
ztozone z 2 - 4

razem - 9

m -1

m=2

caty - 1
pojedyncze - 6
Z dwéch - 7

z czterech - 2
Z trzech - 2

18

n - dowolne

m - dowolne

67
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caly - 1

poj. ~ 8

z dwéch - 10
z trzech - 4

z czterech - 5

z szedciu - 2

30

3
]
w
w
"
w

w
.
[o)]
]

18

142
1+42+3
1+2+344

10

Yol
n

3+(1+2)
3+(1+42+3)
3¢(1+2+3+4) .

w 2
o ™
woon

3+(1+2+43+445)

n =1

m - dowolne

3-(1+2+3...... n+1)

n=2

m - dowolne




U: Zgubitam sie. Nie wiem czy prostokatéw bedzie
j Nie potra-

7 p
é é, 'g L ® 5 Problem: A Kod ucznia: Monika 6-13-04
a =,
© ; § g.%; Pytania interwencyjne o '§ a ¥ Charakterystyka blokad i inne spostrzezenia
N N 53.2% Oy T
Lo .g Zeg = 2fr-e
1 Kiedy mogtaby$ ten problem 1+l n A,\R.(A),Ba,ﬂ.(A), Alk,s) koord.
d >
rozwigzac: U: Kiedy miatabym podane n i m obserw.
2 Jakie proponujesz n i m? 1 < Alk,s),1,B
o b ,R(A), A(5,70) koord.— antycyp.
c
3 3 Czy wszystkie prostokaty wzietad A(S,‘IO),M(A),Bc (A(A),R(A),A0,7)
o 2
Q pod uwage? . NPT s e . -
= Czy dokonataé trafnego wyboru 3 B U: :\1?12"10506] bytoby policzyé gdybym przyjeta n=1
5 nim? realiz. - koord.
© Jakie proponujesz n i m?
N
a
w 4 W jaki sposdb zamierzasz wyko-| 2 | J3 A(1,1), 2 ,Bb,ﬂ,(A).A(",Z)
rzystaé wynik? koord. - antycyp.
Jakie proponujesz n i m?
5 i(_.‘,zy E)otr‘afitsi tzezdr;ysurjl?u‘po- 2 | e A(1,2), 3 By 5T.1(A).A(1.3) realizacja
= n:]c_z;;c prostokaty dla n=1 i (za wczeédnie postawione pytanie)
U - .
I Czy jeste$ pewna?
TU B
o 6 Czym charakteryzuja sie 6 H A(1,S)S=1 2 3,C],Bf,G(A).A(1,m)
-2 otrzymane wyniki? , U: n=1 r,n: dowolne to 3+(1+2+3+...+m+1)
K ‘% W jaki podobny sposéb mozna ! R
S > przedstawié wszystkie te licZby? realiz. - koord.
2 E Czy potrafitaby$ policzyé pro-
X a stokaty dla dowolnego m?
N
0
8 7 6 o A(2,m), 1 Bree- realizacja
T
N
]
W

dwa razy wlecej a moze irzy razy...
fie dalej.

(70-€L-9) IMluoy 1foemuasqo z obazomepeq ntejuajew

fomotpBazozs Azijeur MOMIUAM BlUBIMBISDZ

HOANZOALVWILYW MOWITB0Hd NINYMAZYIMZOY M 10SONANYL
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3.2. Zestawienie wynikdw analizy szczegdtowej. Realizacja etapu analizy wyni-

kéw badarh wymagata ustalenia kryteridw wyznaczania typowych miejsc blokowania
oraz zasad ich rejestrowania. Typowe miejsca blokowania bedg rozumiane zardwno
z punktu widzenia czestotliwodci ich wystepowania, jak tez z punktu widzenia cha-
rakterystycznych cech strategii stosowanej przez ucznia rozwigzujgcego dany problem.
Forma rejestrowania wynikéw analizy szczegdtowej byta podporzadkowana celowi
przeprowadzonych obserwacji. W tym przypadku chodzi o ujawnienie typowych trud-
noci towarzyszacych uczniom w procesie rozwigzywania danych problemdw matema-
tycznych oraz ustalenia Zrddet i przyczyn powstawania tych trudnoici.

Wyniki analiz szczegStowych przedstawione zostang tabelarycznie. Analizy te
przeprowadzone zostaty przez autorke niniejszej pracy, w odniesieniu do kazdej z
pr‘zepr‘owadzonych obserwacji, wedtug przyjetych zasad.

Wyniki tych analiz beda rejestrowane w trzech typach tabel:

1. Zestawienie zbiorcze indywidualnych wynikéw bada’i w odniesieniu do ucz-
niéw klasy szdstej, 8smej i drugie] licealnej (tabele 2, 3 i 4). Tabele te zawieraja
nastepujgce dane: kod protokotu obserwacji, stosowang przez ucznia strategie roz-
wigzywania problemu A, liczbg ujawnionych blokad, typy blokad wraz z kolejnodcia
ich wystepowania.

Blokade nie pokonang, przerywajgcg proces rozwiazywania problemu, oznaczono
przez zakreskowanie potowy kwadratu.

2. Ibiorcze zestawienie ujawnionych blokad w rozwiazywaniu problemu A
(tabela 5). Zestawienie to zawiera: liczbe ucznidw w danej grupie wiekowe]j poddanych
badaniom, liczbe ujawnionych biokad w danej grupie wiekowej w rozbiciu na posz-
czegdine typy blokad.

Zapis 7/ (2 b oznacza, 2e spoérdd siedmiu ujawnionych blokad danego typu,
5 blokad przerwato proces rozwigzywania problemu, z ktérych dwie zostaty pokonane,
a trzy nie pokonane.

3. Zestawienie wynikéw analizy szczegbtowej dla poszczegdinych faz rozwiazy-
wania problemu A oraz zestawienie blokad nie pokonanych, przerywajacych pro-
ces rozwigzywania problemu, przedstawione zostanie przyktadowo. Beda wiec to
tylko wybrane fragmenty. Charakterystyki typowych miejsc blokowania ujawnionych
w czasie obserwacji pracy wszystkich badanych ucznidw mozna znaleZé w pracy [8]
(str. 98-109). Zestawienia te zawieraja typowe miejsca blokowania dla okreélonej
grupy ucznidw oraz charakterystyke blokady zwigzanej z tym miejscem blokowania.

Ponadto w tej czedci badan zostaly sporzgdzone graficzne charakterystyki
przejé¢ ucznidw przez blokady. Charakterystyki eksponujg ujawniong kolejnosé wyste-
powania blokad oraz ich moc. W niniejszej pracy przedstawiono kilka przyktadowych

wykreséw (rys. 3, 4, 5). Na tych wykresach blokade pokonang przez ucznia bez
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interwencji obserwatora przyjeto za blokade mocy zero. Blokade koriczaca proces roz-
wiazywania oznaczono, zgodnie z wczeéniej przyjeta umowa, przez AN Iub A w
zaleznodci od tego, czy dana blokada zostata pokonana,b czy tez nie. Omawiane wy-

kresy stanowia graficzna ilustracje uzupetniajaca tabele 2, 3 i 4.

Przykiady graficznych charakterystyk indywidualnego przejicia przez blokady

of L6110y
L -
Q
o
s 3}
2 -
1k G(6-11-02)
0 | i 4 ! ] ] i 1 blOkGdy
Bq By B By Be Bs Bg Bh B; B
Strategia S
Rys. 3
sl Al6-12-02)
5 -
L -
g3
s
2+ ’
©
NS
1l <
0  blokady
Bq By B. By Be B¢ Bq Bh, B; B;

Strategia S,



TERESA KISIELEWICZ

72

S *sAy

'S pibajons
s 'a Y9 %9 g °g Prg g ag g

Apoxoiq’ _ _ _ _

[00-€L-9(




Zestawienie

wynikéw badari uczn

iéw klasy VI

protokotu | strategia [ blokad "5 T 5. 8. [ By | Be | B | B, | B | B | 8
¥ 6-11-02 S 5 %%%%

G6-11-02 S 3 %% _— .

6-12-01 Sy 6 % % ?////%

6-12-02 S, 3 J// %% "

o | s |« D72 7

6-12-09 S, L // ?////

6-12-03 S 5 / % %

M6-13-01. S 7 //%///%, % //ﬁ

6-13-00 S 4 % % % g
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Zestawienie wynikéw badar

ucznidw klasy Vill

Kod Stosowana | Liczba Typ blokady

protokotu | strategia | blokad ['5 5 T3 T g, T8, | B | B | B B,
Me-u.-oe S, 3 %//// %
Me-u.-oe Sy 3 % % %

P -14-08 S, 3 J////?/

M8-11.-07 S 5 9///?/ %

88—11.-11 S, 4 %

Ka-15-01. S2 4 %?//// # .

Ge -15 -01 S, 6 J//ﬂg///, %/Aéy

A8—15—02 S 2 | | }/%/ E
R8—15-Ol. S 4 3’//%?/// %// //

: %

8 -14 - 09 1

L

ZJOIM3TN3ISIH vSIH3]



Tabela 3 cd.

Kod Stosowana | Liczba Typ blokady

protokotu strategia | blokad | g, | B, | B. | Bs | Be | By Bg | Bn | Bi | B
E 7

8-14-11 $1HS, IA yﬂy/ d

C

8-15-03 S, 3 % ?/

HOANZOALYW3LYW MOW3I80Yd NINVMAZYIMZOY M 12SONANYL

: 8 -15-04 S, 4 %yj
i 8-1.-07 | S,S; 3 y/// //
8-15-01 S 4 % % @
g 8-15-01 S 4 //// 3%
An8-15-02 S1 6 //////// % % K
“ 8-15-01 S 5 % ?///
Teww | s | I ) %
‘ 8-14-04 $1.5; 4 %%%

St



Tabela 3 cd.

Kod Stosowana | Liczba Typ blokady

protokoty | strategia | blokad [ 5T 5 [ 5. | 82 | 8 | & | Ba | Bn 5
¢ 8-14-05 S, 3 Z/A ?/ % %
APYRT 5, 3 V) ) : ///
. 8-14 -02 S 4 %% ;{////%

9L
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Zestawienie wynikdw badard ucznidw klasy |l LO

Tabela &4

HOANZOALVYWILVYW MQW3180dd NINVMAZYIMZOY M 1DSONQNYL

Kod Stosowana | Liczba Typ blokady
protokotu strategia | blokad Ba |Bo/Bd| Bc | Bg Be’ Bf | Bg| Bn | Bi Bj
V2
A 1-16-08 S L. % A% /
M /
I1-16 -07 S, 1 JV
X II-17-01 | Sy (Sy) 2 /ﬂ
] A
1I1-17-01 Sy 5 ;%//////A////
: I1-17-01 Sy (S7) 3 %%////A
" 17 -0 St 3 %% ///j
! 11-16-02 Sy 3 | 7 E
’ I1-16 -01 S 2 %
Alia6-05 |1s0) s, 5 / //3/%/

L



Zbiorcze zestawienie ujawnionych blokad w rozwigzywaniu problemu A

Tabela 5

Liczba

Liczba ujawnionych blokad z wyrdznieniem blokad koncowych

G(upa obser- Liczba
wiekowa 1 qcji [Plokad | B, | By | Bc | Ba | Be Br | Bg | Bn| Bi. | B
(6-11-01) -

3 13 3 |3 |v@) 3 2/
-(6-11-05) o V
(6-12-01)-

L /[ L/ /
16-12-09) 18 L |2 |2 |3 2 & (44
(6-13-00) -

2 1 2 1 Lo 1 |1/
-(6-13-04) v
(8-14-01)-

14 L9 1w |9 || 3 |3/0) |/@%” /7
-(8-14-11)
(8-15-01)-
(8-15-04) | M 49 11 7 4 s | 8 |[#@PF 4781742
(11-16-01)- Ly

5 15 2 3 | 2 |2/ 2/
411 -16-07) 4 51 4
(11-17-01) -

L L / 1 |V 1/ 1/
oty o8] 1 |3 || v i

26/ 18/0][1./2]| 287 2/ 3/

Razem 43 169 L0 | 28 %l /g & % d

8L
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Wybrane fragmenty zestawienia wynikéw analizy szczegdtowej

Faza analizowania problemu A

Kod ucznia

Typowe miejsce

Charakterystyka blokady

blokowania

66-11-02(2) (A,-ﬂ.(A),Ba,R(A), 1) Po przeczytaniu treéci problemu cze$é¢ uczniéw sporzadza rysunek dla

M6-12-09 Alk,s)) przypadku, gdy n i m stanowig wartosci: 3,4,5,9,10. Uczniowie

M6-12-03 ' kojarzg n i m z duzymi liczbami.

D6-12-02 2) Cze$é ucznidw, po przeczytaniu treéci zadania, zastanawia sie nad zna-

M6-13-04 . . . RS : . ) .
czeniem liter n i m. Uczniowie ci nie traktujg tych liter jak symboli
‘okredlonych liczb naturalnych, uwazajagc ze w tredci problemu brakuje
danych.

3) Obserwatorzy stosowali interwencje formalne w trzech przypadkach (Jak

rozumiesz ten problem?, Kiedy mdgtbyd ten problem rozwiazaé?).
W pozostatych dwdch przypadkach stosowano dodatkowe interwencje typu
bilans. (Czy mozna ten problem rozwigzaé przyjmujac za n i m kon-
kretne liczby naturalne?)

C8-14-05 (A,\ﬁ.(A),Ba,ﬂ,(A), 1) Uwazne czytanie tredci problemu. W czterech przypadkach sporzadzenie

ng—%z-gg Alk,s)), k> 2, s> 2 rysunku dla A(k,s)k 52 W dwdch przypadkach dla A(k’S)k=‘I,s 5 2"

78-14-04 s>2

M8:14:02 W jednym przypadku uczed twierdzi, ze ,prostokatéw bedzie n+m".

B8-15-01 2) W pieciu przypadkach charakterystyczne sa nastepujace wyrazenia uczniéw

AB-15-02 wZastanawiam sie czy to sie da policzyé, skoro tu nie ma danych", ,Nie

68-15-01 ma wymiaréw parku", ,Co ile maja byé sciezki?", ,Trudno bedzie naryso-

R8-15-04 waé, bo n i m moga sie zmienial".

K8-15-04

3)

Interwencje formalne w czterech przypadkach. interwencje typu bilans
réwniez w czterech przypadkach. (Czy potrafisz od razu odpowiedzied
na pytanie zawarte w problemie? Ten problem mozna rozwigzaé. Kiedy
mdgtbyé ten problem rozwiazad? Jakie proponujesz n i m?7).

(Z)Symbol kodu ucznia np. G6-11-02 oznacza pierwsza litere pseudonimu ucznia, klase szdstg oraz wiek: 11 iat

i 2 miesiace.

HOANZDALVWILVW MOW3T80Hd NINVMAZTIMZOY M 10SONANEL
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Faza poszukiwar i realizacji pomystéw

Kod ucznia Typowe

miejsce . Charakterystyka blokady

bloko-

wania
C 8-14-05 (A(k,s), | 1) Uczniowie, rozwigzujacy problem w przypadku szcze-
M 8-14-08 M(A), B gblnym, liczg prostokaty w sposdb chaotyczny. Mylg
B 8-14-11 (A) sig przy zliczaniu.
é g:}g:g% (A)j 2) Interwencje najpierw formalne potem typu bilans prowa-
K 8-15-01 A(k s)) dzg do uswiadomienia uczniom istnienia prostok:atéw
G 8-15-01 ztozonych. Wprowadzenie klasyfikacji prostokatéw poz-
R 8-15-04 wala na uporzadkowany system liczenia prostokatéw.

Czesto wystepuje po interwencjach ponowne réznicowa-
nie. (Dlaczego masz takie kiopoty w liczeniu? Czy
wszystkie prostokaty policzyteé?, Jakie rodzaje prosto-
katéw dostrzegasz w calym prostokgcie?, Czy dokona-
te$ trafnego wyboru n i m? Czy dostrzegasz pro-
stokaty pojedyncze, podwdjne, potrdjne? itd.)

3) Jeden z uczniédw ma watpliwodci: ..Ciy figura ztozona
z kilku prostokatéw pojedynczych to tez prostokat?

(S)Symbol miejsca blokowania, np. (A(k,s), M(A), Bd,[ﬂ\,(A), 5{1(A)], Alk,s))

oznacza, e uczeri rozwigzujac problem A w szczegdlnym przypadku, tzn. gdy
n=k, m=s, napotyka trudnosci wynikajgce z korzystania z procedury zwigzanej z
mechanicznym zliczaniem prostokatdw. lnterwenCJa obserwatora wyprowadza ucznia
z blokady B, poprzez sprowokowanie czynnosci poprawnego réznicowania i czyn-
noéci klasyfikowania (X (A) patrz str. 52 ).

Blokady nie pokonane, przerywajace proces rozwigzywania problemu A

Typowe
Kod ucznia miejsce Charakterystyka blokady

bloko-
wania

J 1-16-02 (AC1,m), Uczerd formutuje wzdr
B(A)By; - ) 3(n+1)-(n+2) _ 3(m+1)+(m+2)
2 2

i nastepnie weryfikuje na przypadku n=1, m=3 i stwier-
dza, ze wzdr jest niepoprawny

M 8-14-08 (A(m,1), | Uczennica, mimo ze rozwigzata problem A(n,1), nie
G(A),B....) potrafi wykorzystaé go do rozwigzania problemu Aln,m).
t Dochodzi do wzoru 3(2n+1):(2m+1). Nie wigze liczby 3
z liczba prostokatéw powstatych z przecigcia prostokata
jedng prosta. Po weryfikacji stwierdza, Ze: nJest zle".
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4. INTERPRETACJE | WNIOSKI

Przystepujac do realizacji ostatniego etapu bada’ przypomnijmy, ze ich celem
byto ustalenie odpowiedzi na nastepujgce pytania:

(1) Jakie trudnoéci towarzysza uczniom od 11-17 lat w procesie rozwigzywania
probleméw matematycznych zwigzanych z uogdlnieniem rekurencyjnym i indukcyjnym?
(2) Jakie sa Zrddita i przyczyny tych trudnoéci?

Wyniki analizy szczegbtowej zebrane w postaci tabel ([8], tabele 2-8) oraz wy-
kresdw ([8], str. 110-114 ) stanowig podstawe formutowania wzmocnionych hipotez
charakteryzujgcych odpowiedzi na wyzej postawione pytania. Hipotez tych nie nale-
2y uogblniaé.

Odnosza sie one do okredlonej sytuacji (okreélona grupa ucznidw, okreélony
problem matematyczny oraz okreflone warunki badarf; miejsce i ograniczony czas
badari). Otrzymane wnioski nalezy traktowad jako dowdd wystepowania pewnych zja-
wisk towarzyszacych uczniom w czasie rozwigzywania problemu matematycznego.

Przedstawione w niniejszej pracy badania nalezy traktowaé jako przyktad prak-

tycznego zastosowania metody pomiaru blokad.

1. We wszystkich grupach wiekowych badanych ucznidw wystgpity

niepowodzenia w_ fazie analizowania problemu:

(a) Wiekszo$¢ ucznidw klas VI i VIl niewtaéciwie interpretuje symbolike cha-
rakteryzujgca dowolne liczby naturalne (symbole n i m). Przejawia sie to w
pPrzypisywaniu symbolom n i m ,duzych" liczb naturalnych, badZ tez nie przypi-

sywaniu tym symbolom 2adnych warto$ci. W drugim z tych przypadkdw uczniowie
dochodza do przekonania, ze w sformutowanym problemie brakuje danych. Przed-
stawiona sytuacja éwiadczy o braku dostatecznie silnych zaburzed réwnowagi struk-
tur poznawczych badanych 1ucznidw. Sformutowany problem matematyczny zostat
wigc odebrany jako zakidcenie nie poddajace sie akomodacji. Wystgpita tu niezgod-
nodé miedzy ztozonodcia problemu a strukturg poznawczg ucznidw. Uczniowie ci
odebrali problem zgodnie z zasadami my$lenia konkretnego.

(b) We wszystkich grupach wiekowych badanych ucznidw wystapity niepowodzenia
W zakresie podejmowania decyzji rozwigzywania problemu w przypadku szczegblnym.
Niepowodzenia te s3 konsekwencjs niewtasciwego réznicowania. Trudnodci tego typu
ujawnily sie nie tylko w fazie analizowania problemu, ale réwniez w fazie poszuki-
wania i realizacji pomystdw. W przypadku podejmowania préb rozwigzywania proble-
Mu przejawiato sie to w sporzadzeniu rysunku dla duzych wartosci n i m, bez

uzasadnienia celowodci tej czynnoéci. Zrdédtem tych niepowodzerd jest niewiadciwa
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konfrontacja obserwowalnych z warunkami zadania. Prowadzi ona do braku pojawienia
sie luki w schemacie poznawczym badanego ucznia, wyzwalajgce] wiasciwa antycypa-
cje.

(¢) Z punktu widzenia dydaktyki matematyki, wnioski (a) i (b) $wiadcza, iz
badani uczniowie nie maja prawidlowo uksztattowanych zasad poprawnego analizo-

wania | réznicowania problemu matematycznego (J. Polya [’15]).

2. Najczestsze niepowodzenia, ujawnione w fazie poszukiwania i realizacji

pomystdw, byly zwigzane z doborem efektywne] procedury rozwigzujgcej dany pro-

blem czagstkowy. Typowg procedurg byto rozwigzywanie problemdw czastkowych bez
stosowania operacji klasyfikowania. i’en sposéb rozwigzywania byt efektywny jedynie
w najprostszych przypadkach szczegdinych problemu. Sytuacja ta wynikata z braku
wtadciwe] analizy rysunku ilustrujacego dany problem czastkowy. W obrebie okreé-
lonego procesu- elementarnego, ujawniona trudno$é dotyczyta konfrontacji obserwo-
walnych z warunkami problemu czastkowego - niedostrzeganie wszystkich prostokatdw
ztozonych z 2-, 3-, ..., k-tych prostokatéw. Z dydaktycznego punktu widzenia po-
wy?sze niepowodzenia ttumaczyé mozna brakiem uksztattowanych nawykdw w zakre-

sie stosowania operacji klasyfikowania.

3. Prawie u wszystkich badanych ucznidw wystapity trudnodci zwiazane z po-

szukiwaniem prawidtowosci charakteryzujacych uzyskane wyniki rozwigzal problemdw

czgstkowych. Wyrdznié mozna dwie grupy przyczyn tych trudnoici:

(a) Niewtadciwa czynnoéé rdznicowania (lub jej brak) nie prowadzaca do uzyska-
nia nowych obserwowalnych.

(b) W przypadkl,; pojawienia sie, najczesciej pod wptywem interwencji, nowych
obserwowalnych, nie ujawnia sie koordynacja wigzaca te obserwowalne z wczeéniej
uzyskanymi. !

Z dydaktycznego punktu widzenia przyczyna wyzej wymienionych trudnoéci
wigze sie z brakiem uksztattowanego nawyku przynajmniej czesdciowego planowania

drogi postepowania, charakteryzujgcej rozwigzywanie problemu matematycznego.

4. Wiekszodé badanych ucznidw nie weryfikuje hipotez sformutowanych w posta-

ci_wzordw_rekurencyjnych. W nielicznych przypadkach weryfikacja przeprowadzona

byta poprzez specyfikacje. Niepowodzenia tego typu maja swoje Zrédto w braku koor-
dynacji wywolujgcych nowe obserwowalne. Fakt ten stanowi jedna z przyczyn braku
zdolnodci ucznidw do logicznej oceny.

Z punktu widzenia dydaktyki szkolnej, trudnodci powyzsze wynikaja, miedzy in-

nymi, z niedostatecznie uksztattowanej §wiadomej postawy w stosunku do tych czyn-
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noéci oraz krytycznej postawy wobec uzyskanych wynikéw zwigzanych z rozwiagzywa-

niem problemdw matematycznych.

5. Najgtebsze trudnosci wystepujace u prawie wszystkich badanych ucznidw

zwigzane byly z formutowaniem wzordw ogdinych rozwigzujgcych dany problem.

Uczniowie nie potrafili sformutowadé ogdlnego wzoru, nawet gdy dostrzegali za-
leznodci wystepujgce pomiedzy rozwiagzaniami problemdw czastkowych i agdy wyko-
rzystywali je w rozwiazywaniu dalszych szczegdlnych przypadkdw bez odwotywania
sie do rysunku. W interpretacji Piageta powyzsza sytuacja wigze sie z brakiem no-
wych koordynacji prowadzacych od chwilowego stanu réwnowagi do stanu réwnowagi

po nim nastepujacego.

6. Nie pojawita sie u 2adnego z badanych ucznidw, jena z najbardziej efek-

tywnych strategii rozwigzujagcych dany problem matematyczny. Wynika to prawdo-

podobnie z niezbyt dobrze ugruntowanego, u badanych ucznidw LO, pojecia produktu

kartezjariskiego.

7. W przypadku pojawienia sie silnej blokady w fazie analizowania problemu,

dalszy przebieg procesu rozwigzywania charakieryzowat sie rdéwniez silnymi bloka-

dami ([8], rys. 10,15,16,18,19). W omawianym przypadku wiekszo$é uczniéw, po
pokonaniu trudnodci na skutek interwencji obserwatora, cofata sie do wczedniej-
szych faz rozwigzywania problemu. Natomiast w przypadku pojawienia sie blokady
0 mocy nie wiekszej niz cztery, wystepujgce trudnodci w dalszej czedci procesu
rozwigzywania problemu byly pokonywane przez ucznidw za pomoca interwencji, lub
bez, za$ rozwigzywanie problemu byto bliskie osiagniecia celu ([8], rys. 6,8-14,
17-19).

Informacje przedstawione w postaci powyzszych wnioskédw moga byd wykorzy-
stane do wzmocnienia podstaw potrzebnych przy formutowaniu normatywnych hipotez

([12], str. 51) dotyczacych sterowania aktywnoscia uczacego sie matematyki.

UWAGI KONCOWE

Szczegbtowa analiza prac badanych uczniéw i protokotédw obserwatordw wska-
2uje na ogdlng zgodnoéé realizacji poszczegdinych etapéw metody ,pomiaru blokad"
2 teoretycznie przyjetymi zatozeniami. W szczegdlno$ci badania potwierdzity zgod-

4 . -’
nos¢ przewidywanych reakcji uczniéw na sformutowany problem matematyczny.
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Strategie rozwigzywania problemu stosowane przez badanych ucznidéw zawieraty
sie w zbiorze przewidywanych strategii podstawowych. W kilku przypadkach uczniowie
taczyli niektdre elementy z kilku przewidywanych strategii.

Stosowanie metody ypomiaru blokad" wymaga wyjgtkowo dobrego przygotowania
badat wtadciwych. Dotyczy to zaréwno analizy rozwigzywania prolemu, jak tez
przygotowania obserwatordw do przeprowadzenia obserwaciji.

W przypadku badari dotyczacych rozwigzywania .problemu projektanta parku"
okazato sie, ze kilku obserwatorédw niezbyt doktadnie przeprowadzito niektdre obser-

wacje (materiaty z siedmiu obserwacji wytaczono z dalszej analizy).

Niedociggnigecia te dotyczyty nastepujgcych czynnosci:

1. Przedwczesne stosowanie interwencii.

2. Stosowanie niewtaiciwych interwencji (nieadekwatnych do ujawnionej trud-
nodci ucznia).

3. Brak interwencji w przypadku popeinionego btedu (wynikato to prawdopodob-
nie z niezbyt uwaznej obserwacji pracy ucznia).

4, Zmiana zasad stosowania interwencji, prowadzgca w konsekwencji do zmiany

charakteru pytart interwencyjnych (pytania o charakterze naprowadzajacym).

PowyZsze uwagi zostang uwzglednione przy dalszych badaniach.

Mozna spotkad sie z zarzutem, e ingerencje obserwatora znieksztatcity rze-
czywisty przebieg procesu rozwigzywania problemu. Istotnie, z punktu widzenia
przebiegu tego procesu jest tak faktycznie. Jednakze przyjecie zasady stosowania
interwencji po wyraznym pojawieniu sie¢ blokady powinno byto wykluczyé wplyw tej
interwencji na ujawniong blokade. W przypadku rozwigzywania problemu A, ktéry
byt problemem bardziej ztozonym niz ,problem myszy", okazato sie, ze blokady nie
zawsze ujawniaty si¢ w tak wyraZnej postaci. W takich sytuacjach interwencje po-
przedzane byly pytaniami neutralnymi (str. 58 ). Z d‘ugiej strony interwencje poz-
wolity gtebiej poznad strukture kazdej blokady ujawnionej w pracy ucznia.

Zauwazmy, ze kazda interwencja wywiera podredni wptyw na wszystkie nas-
tepne blokady wystepujgce po blokadzie, z ktdrg ta interwencja byta zwiazana.
Zagadnienie to moze byé tematem dalszych badad.

Dalsze doskonalenie proponowane] metody badarl, wraz z weryfikowaniem uzy-
skanych hipotez, moze prowadzié do pogtebienia i korygowania naszej wiedzy w za-

kresie trudnosci ucznidw, zwigzanych z rozwiazywaniem probleméw matematycznych.
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A METHOD OF RESEARCH INTO DIFFICULTIES OCCURRING
IN THE PROCESS OF SOLVING MATHEMATICAL PROBLEMS BY PUPILS

Summary

The paper contains results of a research concerning difficulties of pupils,
11-17, while solving mathematical problems. On a concrete example a method
is presented of investigation of such difficulties, using J. Piaget’s equilibration
theory of cognitive structures. A. Bessot and F. Richard’s notion of .blockade"
was used with a somewhat modified and widened meaning.

Confrontation of predesigned didactic situations and pupils® real difficulties
gave unexpected results.



