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Jednym ze źródeł wiedzy związanej z problematyką matematycznego myślenia 

i działania w trakcie rozwiązywania problemów matematycznych może być analiza 

trudności występujących u uczniów w czasie rozwiązywania tych problemów. Niniej­

sza praca stanowi fragment badań, których wyniki zawarte są w rozprawie doktor­

skiej opracowanej przez autorkę [8].

W prezentowanym artykule przedstawiona zostanie pewna metoda badania trud­

ności w czasie rozwiązywania problemów matematycznych, związanych z uogólnie­

niem indukcyjnym i rekurencyjnym.

W świetle teorii Piageta [14], źródłem postępu w procesie poznania są zabu­

rzenia równowagi struktury poznawczej ucznia. Każda równowaga struktury poznaw­

czej* wiąże się z takimi procesami, jak: asymilacja, akomodacja, proces regulacji 

oraz proces kompensacji. Mechanizm równoważenia można w uproszczeniu scharak­

teryzować jako cykl postaci: zakłócenie jako przeszkoda hamująca asymilację wyzwa­

la regulację, w wyniku której układ poznawczy podlega procesowi kompensacji, uzy­

skując określoną formę równowagi. Schemat ten nie musi występować zawsze w tak 

wyraźnej postaci. Zakłócenie nie zawsze wyzwala regulacje. Na przykład pod wpły­

wem zakłócenia może wystąpić trwające dłużej lub krócej niezrozumienie sytuacji, 

zahamowanie czynności itp. Będą to reakcje świadczące o braku regulacji lub też 

nawet, jeżeli regulacje pojawią się, nie muszą być one kompensacyjne.

Z punktu widzenia trudności uczniów występujących w procesie rozwiązywania 

problemów matematycznych szczególnie interesująca jest odpowiedź na pytanie: 

Co jest motorem decydującym o dynamice procesu rozwiązywania problemu? W świe­

tle teorii J . Piageta motorem takim są pewnego typu zakłócenia, zwane lukami. 

Luki, traktowane jako zakłócenia stanowiące źródło zaburzeń równowagi układu 

poznawczego, występują na skutek niedostatecznego „zasilania" schematu poznawczego 

ucznia. Wyzwalają one regulacje typu sprzężenia zwrotnego dodatniego, przedłużając 

asymilacyjne działanie schematu poznawczego, co w konsekwencji prowadzi do pos­

tępu w rozwiązywaniu danego problemu.
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W świetle teorii J . Piageta dotyczącej równoważenia struktur poznawczych, 

proces rozwiązywania problemu można prżedstawić za pomocą ogólnego modelu in­

terakcji typu II ([14], str. 60-66). Model ten charakteryzuje proces równoważenia 

struktur poznawczych w trakcie wzajemnych oddziaływań między podmiotem a przed­

miotami. Spostrzeżenie to zostało potwierdzone eksperymentalnie przez G . Audi- 

berta w odniesieniu do pewnego problemu geometrycznego [ i ] .  Fakty te pozwalają 

w dalszej części pracy przyjąć tezę, iż z psychologicznego punktu widzenia roz­

wiązywanie problemu matematycznego związane jest z podejmowaniem kolejnych za­

mierzeń, tak zwanych a n t y c y p a c j i  , realizowanych w kopkretnym działaniu 

i zmierzających do wzbogacenia danych problemu, nazywanych o b s e r w o w a l -  

n y m i . Konfrontacja obserwowalnych z warunkami problemu, tak zwana k o o r ­

d y n a c j a  , ujawnia lukę prowadzącą do zaburzenia równowagi poznawczej ucz­

nia, wyzwalając nową antycypację. Proces ten, jeżeli przebiega poprawnie, pro- 

wadzi w skończonej liczbie kroków do równowagi stałej. Wobec tego proces rozwią­

zywania problemu można traktować jako skończony ciąg procesów elementarnych 

( [ i ] ,  str. 19-20) mających jednakową konstrukcję wewnętrzną.

Rozpatrzmy obecnie proces rozwiązywania problemów matematycznych zwią­

zanych z uogólnieniem indukcyjnym i rekurencyjnym ( [ l i ] ,  str. 112-118). Analiza 

strategii rozwiązywania tego typu problemów wskazuje na fakt, że z psychologicz­

nego punktu widzenia proces ten jest podobny do procesu odkrywania praw fizycz­

nych w oparciu o doświadczenie ((9), str. 30; [5], str. 78-104). Stąd też w rozwa­

żanym przypadku szczególnego znaczenia nabierają takie procesy, jak: różnicowanie, 

scalanie i weryfikacja. W teorii Piageta zakłada się, iż źródłem niepowodzeń po­

jawiających się u uczniów w czasie rozwiązywania problemów jest brak dostatecz­

nie silnych zaburzeń równowagi schematu poznawczego ucznia. Sytuacja taka wystąpi 

w przypadku, gdy problem zostanie odebrany przez ucznia jako zespół słabych zakłó­

ceń kompensowanych przez zwykłą modyfikację, bądź też gdy problem uznany zosta­

nie przez ucznia za zbyt trudny. W obu przypadkach występuje niezgodność mię­

dzy poziomem struktury poznawczej ucznia a stopniem złożoności problemu. Niepowo­

dzenia pojawiają się już w pierwszych fazach rozwiązywania problemu.

Ważnym czynnikiem w procesie rozwiązywania problemów matematycznych 

jest zdolność układu poznawczego ucznia do szybkiego dochodzenia do tak zwanego 

r ó w n o w a ż e n i a  ma  j o r y z u j ą c e g o  , pozwalającego na stałe przekra­

czanie jednego poziomu równowagi i osiąganie poziomu wyższego. Zdolność ta nazy­

wana jest często zdolnością do „płynnego" i „giętkiego" myślenia. Ma ona szcze­

gólne znaczenie na etapie powstawania lub wytwarzania pomysłów dotyczących posz­

czególnych faz rozwiązywania problemu. Brak takiej zdolności prowadzi do niepowo­

dzeń, szczególnie gdy czas na rozwiązywanie problemu jest ograniczony.
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Z analizy zasad funkcjonowania systemu poznania w koncepcji proponowanej 

przez J . Piageta ([14], str. 66-70) wynika, że koordynacje występujące na wyższych 

poziomach poznawczych wywołują odkrycia nowych obserwowalnych, co prowadzi 

do uzyskania lepszych stwierdzeń lub zapoczątkowania weryfikacji. Brak więc tych 

koordynacji staje się przyczyną niewłaściwej weryfikacji. W takiej sytuacji często 

się mówi o braku zdolności ucznia do logicznej oceny.

Celem prezentowanej pracy jest przedstawienie wyników zastosowań metody ba­

dania trudności uczniów występujących w czasie rozwiązywania wybranego problemu 

matematycznego. Wykorzystano tu połączenie metody eksperymentu naukowego z me­

todą indywidualnej obserwacji.

Niniejszy artykuł składa się z czterech rozdziałów. W pierwszym przedstawione 

zostaną pewne pojęcia związane z metodą badań: blokada, interwencja, schemat pro­

ceduralny i inne. Drugi rozdział będzie zawierać informacje dotyczące zastosowania 

metody „pomiaru blokad" w badaniu trudności uczniów rozwiązujących wybrany pro­

blem matematyczny. Rozdział trzeci będzie się składać z dwóch części. W części 

pierwszej, na przykładzie wyników obserwacji pracy Moniki, zostanie podany sposób 

przedstawienia analizy materiału badawczego. Druga część będzie zawierać zesta­

wienie wyników analizy materiału badawczego wszystkich badanych uczniów. Czwarty 

rozdział dotyczy intepretacji i wniosków. Będzie to próba dostarczenia wyjaśnienia 

zarejestrowanych w czasie obserwacji faktów. Wyjaśnienia te będą miały hipotetycz­

ny charakter. Uwagi końcowe odnoszą się do efektywności metody badań.

1. M ETO DA POM IARU BLO KAD  BADANIA TRUDNOŚCI UCZNIÓW  

W Y S TĘ P U JĄ C Y C H  W PROCESIE ROZW IĄZYW ANIA 

PROBLEMÓW M A TE M A TY C Z N Y C H

Metodę badania trudności uczniów występujących w czasie rozwiązywania pro­

blemów matematycznych sprowadzam do ujawnienia i klasyfikacji tak zwanych blokad. 

Przez b l o k a d ę  będę rozumieć zespół czynników stanowiących przyczynę niepo­

wodzenia ucznia w określonej fazie rozwiązywania problemu.

Przez t r u d n o ś c i  występujące w procesie rozwiązywania problemu będę 

rozumieć każde zakłócenie nie poddające się akomodacji, bowiem tego typu zakłóce­

nia nie prowadzą do wystąpienia luki powodującej regulacje kompensacyjne. Pojawie­

nie się luki decyduje o dynamice procesu rozwiązywania problemu. Natomiast brak 

luki prowadzi do powstania blokady.
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Jednym z podstawowych pojęć przedstawionej metody badań jest pojęcie s c h e ­

m a t u  p r o c e d u r a l n e g o ,  rozszerzonego o przewidywane blokady. W celu 

wprowadzenia tego pojęcia zauważmy, że w każdym procesie rozwięzywania problemu 

wyróżnić można czynność różnicowania. Czynność ta polega na myślowym rozczłonko­

waniu danego problemu na problemy cząstkowe, których rozwiązywanie obejmuje 

co najmniej jeden proces elementarny. Wyróżniając procesy elementarne w proble­

mach cząstkowych, charakteryzujących dany problem matematyczny, otrzymujemy tak 

zwany ogólny schemat procesu rozwiązywania tego problemu.

Z dydaktycznego punktu widzenia, proces rozwiązywania problemu matematycz­

nego jest ściśle związany z pojęciem strategii jego rozwiązywania ([9] ,  str. 30). 

S t r a t e g i a  ta rozumiana jest jako zespół reguł określających wybór ciągu czyn­

ności myślowych i zewnętrznych związanych z rozwiązywaniem problemu.

Strategia rozwiązywania problemu związana jest również z procedurami wyko­

rzystywanymi przez ucznia w celu rozwiązania problemu cząstkowego. Przez p r o ­

c e d u r ę  rozumiem wybór czynności myślowych i zewnętrznych związanych z roz­

wiązywaniem problemu cząstkowego danego problemu. Można więc przyjąć, że każ­

da strategia to skończony ciąg jej procedur. W psychologii i dydaktyce istnieje wiele 

różnych propozycji zmierzających do wyodrębnienia pewnych faz lub etapów rozwią­

zywania problemu [3], [4] ,  [6], [10], [13].

Z punktu widzenia celu prezentowanej pracy, w ramach procesu rozwiązywania 

problemu wyróżniać będziemy następujące fazy: 1) faza analizowania problemu, 

2) faza poszukiwań i realizacji pomysłów, 3) faza weryfikacji pomysłu i 4) faza for­

mułowania rozwiązania. Zgodnie z przyjętą wcześniej zasadą dotyczącą mechanizmu 

funkcjonowania procesu myślenia w czasie rozwiązywania problemu matematycznego, 

przejście z kolejnej fazy do każdej następnej wymuszane jest odpowiednią luką. W 

przypadku trudności w czasie rozwiązywania problemu, mogą pojawić się powroty 

do faz poprzednich (sprzężenia zwrotne dodatnie).

Faza analizowania problemu wiąże się głównie z czynnością analizowania i róż­

nicowania. W dalszych rozważaniach przez JL i Si oznaczać będziemy odpowiednio 

p r o c e d u r y  związane z tymi czynnościami. Zauważmy przy tym , że procedury 

te pojawiać się będą zarówno w zetknięciu z całym problemem, jak i jego niektóry­

mi problemami cząstkowymi. Fakty te będzie się sygnalizować, przedstawiając 

w nawiasie rodzaj problemu, z którym procedura jest związana. Na przykład 

J l (A ) ,  A ( A 5), & (A ) ,  3U A5) itp.

Analogiczne uwagi sformułować można w odniesieniu do fazy poszukiwania po­

mysłów. Wyróżniamy tu procedury związane z różnymi formami analizowania i kla­

syfikowania. Procedury te będą ściśle powiązane z określonymi problemami cząstko­

wymi danego problemu.
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Podstawowymi procedurami w trzeciej z przedstawionych faz będą procedury 

związane z różnymi formami weryfikacji. Będziemy je oznaczać, ujawniając typ we­

ryfikacji i problem cząstkowy, z którym jest ona związana. Na przykład przez

W .(A .) rozumieć będziemy procedurę związaną z weryfikacją typu W. w odnie- 
J k j

sieniu do problemu cząstkowego A^ .
i

1.1. Lokalizacja i moc blokady. Rozpatrzmy proces rozwiązywania pewnego 

problemu matematycznego. Załóżmy, że w czasie rozwiązywania problemu ujawniona 

została blokada B. Blokada ta dotyczy określonego procesu elementarnego. Z punk­

tu widzenia mechanizmu funkcjonowania schematu procesu rozwiązywania problemu, 

blokada może być związana jedynie bądź to z realizacją, bądź też z koordynacją 

tego procesu elementarnego. Antycypacja jest bowiem zawsze konsekwencją luki wy­

wołanej poprawnie funkcjonującą koordynacją. Blokadę B można więc jednoznacznie 

zlokalizować w ramach schematu proceduralnego danej strategii. Przy tym blokada ta 

będzie związana z pewnym określonym problemem cząstkowym.

Schemat ,1 przedstawia sytuację, w której w czasie rozwiązywania problemu 

cząstkowego nie pojawiła się luka, tzn . nawet jeżeli dane zakłócenie wywołało re­

gulacje, to regulacje te nie miały charaktery kompensacyjnego. Można więc powie­

dzieć, że pojawienie się blokady poprzedzone jest brakiem wystąpienia luki.

Zauważmy, że schemat 1 dostarcza jedynie ogólnej informacji o skutkach danej 

blokady. Schemat ten pozwala stwierdzić, że w wyniku blokady uczeń nie rozwiązał 

danego problemu cząstkowego, bądź to z powodu braku znajomości procedury P, 

bądź też z innych powodów, których ujawnienie wymaga wykorzystania tzw . pytań 

interwencyjnych. Interwencje te pozwolą dokonać głębszej analizy pojawiającej się 

blokady, w szczególności jeśli chodzi o jej lokalizację w obrębie danego procesu ele­

mentarnego oraz „siłę zablokowania" procesu rozwiązywania problemu.

Blokady będą z reguły uzupełniały schematy proceduralne określonej strategii 

rozwiązywania danego problemu. Rozszerzony o blokady schemat będzie charakteryzo­

wać przewidywaną sytuację, dydaktyczną związaną z określoną strategią rozwiązywania 

danego problemu.

Wykorzystując ideę zaproponowaną przez A . Bessot i F . Richard ([2], str. 396-
( 1)-401' 0 , wszystkie blokady będziemy dzielić na: (1) blokady typu formalnego i

(2) blokady typu bilans. Punktem wyjścia takiego p>odziału jest typ interwencji neu­

tralizującej daną blokadę. Przez n e u t r a l i z a c j ę  b l o k a d y  rozumieć bę­

dziemy przekształcenie jej w zakłócenie lukowe prowadzące do postępu w rozwiązy­

waniu problemu. Rozróżniać będziemy i n t e r w e n c j e  f o r m a l n e  oraz i n -

(11'Tłumaczenie pnlskie, p. str. 9-42 tego tomu.
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blokada

proces elementarny 

problem cząstkowy 

nie pojawienie się luki 

luka

S c h e m a t  1. Lokalizacja blokady

t e r w e n c j e  t y p u  b i l a n s .  Metoda badać przedstawiona w pracy [2] nie 

uwzględnia sytuacji dydaktycznej. Przedstawiony uczniom do rozwiązania „problem 

myszy" jest problemem prostym. Pojęcie blokady A . Bessot i F . Richard wykorzy­

stują do badania funkcjonowania schematu-drzewa. Natomiast w moich badaniach 

ideę „pomiaru blokad" wykorzystałam, przyjmując moc blokady za wyznacznik trud­

ności. Ponadto rozszerzyłam pojęcie blokady o pojęcie miejsca blokującego.

Zgodnie z propozycją A . Bessot i F .  Richard, interwencje formalne polegać 

będą na: konfrontacji propozycji ucznia nieadekwatnych do warunków problemu, za­

pewnieniu o rozwiązalności problemu oraz sprowokowaniu aktywności ucznia w za­

kresie czynności różnicowania.

Interwencje typu bilans polegają na udzieleniu uczniowi pomocy w zakresie 

uwzględnienia warunków problemu, co powinno go doprowadzić do ułożenia nowego 

planu postępowania. W związku z interesującym mnie rozwiązywaniem problemów 

związanych z uogólnieniem indukcyjnym i rekurencyjnym, pojęcie interwencji typu 

bilans rozumiane będzie jako interwencja prowokująca ucznia do' rekapitułacji wy­

ników uzyskanych przez ucznia po rozwiązaniu problemów cząstkowych. Jeżeli ta 

rekapitulacja nie jest zadowalająca, obserwator koćczy bilans, kładąc akcent, jeżeli 

to jest konieczne, na tym miejscu, które jest bezpośrednią przyczyną powstałej blo­

kady.

Wyniki badać przeprowadzonych przez A . Bessot i F .  Richard pozwalają na 

przyjęcie charakterystyk reakcji ucznia w zetknięciu się z wyżej opisanymi blokada­

mi. Chodzi tu o reakcję typu oc i reakcję typu P> ([2], str. 398).
Moc blokady określać będziemy w zależności od typu i liczby interwencji neu-
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tralizujących daną blokadę. Blokadę B nazywać będziemy odpowiednio b l o k a d ą  

m o c y  1, 2 lub 3, jeżeli do jej neutralizacji wystarczą odpowiednio 1,2 lub 3 

interwencje formalne. O blokadzie B będziemy mówić, że jest m o c y  4,  5 lub 

6, jeżeli do jej neutralizacji należy użyć (być może oprócz trzech interwencji for­

malnych), odpowiednio 1,2 lub 3 interwencje typu bilans. Jest oczywiste, że wyko­

rzystanie interwencji typu bilans świadczy o głębszej blokadzie.

Na zakończenie przedstawionych rozważań powróćmy ponownie do zagadnienia 

lokalizacji blokad w obrębie schematu proceduralnego przewidywanych sytuacji dydak­

tycznych .

W rozszerzonych schematach proceduralnych wyróżniać będziemy tak zwane 

m i e j s c a  b l o k u j ą c e .  Będą one opisane przez uporządkowane układy pięcio- 

elementowe postaci: (A. ,P. ,B ,P  ,A  ), gdzie A. i A oznaczają problemy cząst- 

kowe danego problemu, B -  ujawnioną blokadę, natomiast P^ i Pg oznaczają 

odpowiednie procedury stosowane przed i po interwencji. Przy tym przewiduję nastę-

pujące przypadci:

(a) A. = A i P. = P ,k s k s ’
(b) Ak -  A s 1 p k ' p , .
(c) Ak t  A s i Pk = Ps lub Pk * P , .

Przypadek (a pojawić się może w sytuacji, gdy uczeń nie umie zastosować

procedury P^ rozwiązującej problem cząstkowy A ^. Przypadek (b) związany jest 

z sytuacją błędnego doboru procedury rozwiązującej problem cząstkowy A ^. W 

przypadku (c) uczeń, po rozwiązaniu problemu cząstkowego A ^ f może podjąć pró­

bę rozwiązywania problemu Ag za pomocą procedury P ^. Ujawniona wówczas 

blokada jest konsekwencją trudności w stosowaniu procedury P^ (P^ = P ), bądź też 

konsekwencją jej błędnego doboru (P^ 4 P ).

Może się zdarzyć, że rozwiązujący, po rozwiązaniu problemu cząstkowego A ^, 

nie wykazuje żadnej aktywności; wówczas miejsce blokowania przedstawione będzie 

w postaci (A ^ , □  , B, Ps, Ag). Mogą się również pojawić sytuacje, w których 

zamiast procedur P^ lub P , wystąpią obie procedury.

2. IN FO R M AC JA 0 ZASTOSOW ANIU M ETO D Y POM IARU BLO KAD

W BADANIU TR UDN O ŚCI UCZNIÓW  ZW IĄZA N YCH  Z ROZW IĄZYW ANIEM  

W YB R A N YC H  PROBLEMÓW M A TE M A TY C Z N Y C H

Niniejszy rozdział będzie zawierać informacje dotyczące zastosowania metody 

pomiaru blokad w badaniu trudności uczniów, występujących w procesie rozwiązywania 

wybranych problemów matematycznych związanych z uogólnieniem indukcyjnym i re - 

kurencyjnym.
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Badania przeprowadzono w odniesieniu do strategii rozwiązywania trzech próbie 

mów matematycznych A , D i C . W niniejszym artykule przedstawione zosta­

ną wyniki badań odnoszące się do problemu nazywanego p r o b l e m e m  p r o ­

j e k t a n t a  p a r k u  i oznaczonego p r o b l e m e m  A .

Badaniami objęto 100 uczniów od 11 do 17 lat. W rozdziale 2.1 przedstawio­

ny zostanie problem A oraz schematy proceduralne przewidywanych sytuacji dydak­

tycznych związanych ze stosowaniem określonej strategii rozwiązywania tego proble­

mu. Schematy te powstały: w oparciu o własne doświadczenia wynikające z rozwią­

zywania problemu, na podstawie badań pilotażowych [7] oraz w wyniku teoretycz­

nych podstaw prowadzących do konstrukcji rozszerzonego o blokady schematu proce­

duralnego przewidywanej sytuacji dydaktycznej związanej z daną strategią. Pragnę 

zaznaczyć, iż nie da się przewidzieć wszystkich strategii rozwiązujących dany pro­

blem. Przedstawiłam tylko te, które uzyskałam na drodze własnych doświadczeń 

oraz w oparciu o liczne sondaże poprzedzające badania właściwe. Rozdział 2.2 bę­

dzie zawierać pozostałe dane dotyczące organizacji i zasad prowadzenia obserwacji.

2 .1 . Przewidywane strategie i związane z nimi schematy proceduralne

przewidywanych sytuacji dydaktycznych w czasie rozwiązywania problemu A

P r o b l e m  A .  Na planie prostokątnego parku projektant wyznacza ścież­

ki, dziejąc prostokąt parku n prostymi równoległymi do jednej z par boków prosto­

kąta i m prostymi równoległymi do drugiej pary jego boków. Proste n i m nie 

pokrywają się z bokami prostokąta parku. Zbadaj, ile prostokątów powstanie w ten 

sposób na planie parku.

Proste n i m nie pokrywają się z bokami prostokąta parku. Zbadaj, ile prosto­

kątów powstanie w ten sposób na planie parku.

Charakterystykę podstawowych strategii rozwiązywania przedstawionego proble­

mu rozpoczniemy od sporządzenia wykazu problemów cząstkowych i procedur związa­

nych z rozwiązywaniem problemu A . Analiza poprawnych rozwiązań przedstawionego 

problemu pozwala na wyróżnienie w nim następujących problemów cząstkowych:

A(k,s) jest to problem A w jego szczególnym przypadku wynikającym z us­

talenia wartości n=k i m=s zmiennych m i n,

A x »Ay to problemy związane z badaniem liczby odcinków zawartych odpo­

wiednio w rzutach ortogonalnych prostokąta parku na oś 0^ i 0 płaskiego układu 

współrzędnych prostokątnych,

Ax x Ay to problem A w ujęciu produktywnym,

AXM .  Ay(s) to problemy Ax ' Ay w ich szczególnych przypadkach wyni­

kających z ustalenia wartości n=k i m=s zmiennych n i m.
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Do podstawowych procedur ujawnionych w procesie rozwiązywania problemu A 

należeć będą wszystkie procedury charakteryzujące podstawowe fazy tego procesu. 

Ponadto: procedury związane z mechanicznym zliczaniem prostokątów lub odcinków 

i procedury związane ze zliczaniem prostokątów lub odcinków w powiązaniu z ich 

uprzednią klasyfikacją. Chodzi tu o klasyfikację na tzw . prostokąty lub odcinki 

1-składowe, 2-składowe.. . ,  k-składowe. Do podstawowych procedur zaliczamy rów­

nież procedury związane z uogólnieniem indukcyjnym.

W rezultacie, w procesie rozwiązywania omawianego problemu, wyróżniono 

następujące procedury:

A  (A ), J L (A ), J l (A ) są to procedury związane z analizowaniem problemów x y
A , A i A , y x ’

31 (A ), 31 (A ), (A ) to procedury związane z czynnością różnicowaniax y
problemów A , A i A ,’ x y ’

M (A ), P1(A ), H (A ) to procedury związane z mechanicznym zliczaniem pro- x y
stokątów lub odcinków odpowiednio w A , A i A ,

_ * y
X ^ A ) ,  3C A ^ )t J l^ (A y ) to procedury związane ze zliczaniem prostokątów 

lub odcinków w powiązaniu z ich uprzednią klasyfikacją na prostokąty lub odcinki 

1-składowe, 2 -s k ła d o w e ,..., k-składowe,

^ ( A ) ,  ^ '2 ^ x ^ 1 '®’ 2 ^y^  *° Proce< ûry związane ze zliczaniem prostokątów
lub odcinków, wykorzystujące X ^ (A ),  X ^ A ^ )  i X  ^(A^) w powiązaniu z klasy­

fikacją prowadzącą do wyróżnienia tzw . „podstawowych" prostokątów lub odcinków 

zawierających tę samą liczbę prostokątów lub odcinków,

* < A >. (A x), (y (A y) to procedury związane z uogólnieniem indukcyjnym w

V
to procedury dotyczące weryfikacji poprzez specy-

A , 
y

to procedury związane z weryfikacją opartą o za-
< - y

sadę indukcji zupełnej,

to procedura związana z określeniem liczby prostokątów zawar-

problemach A , A i

tir^A ), ^ ( A * ) ,  T f ^ A y )  

fikację w problemach A , A i

V 2(a ) . ¥ 2( V

& (A x A ) x y
tych w prostokącie 

dwóch zbiorów.

A x A x y na podstawie własności produktu kartezjańskiego

Z przedstawionego wykazu procedur występujących w procesie rozwiązywania 

problemu A , jedynie procedury typu i ^2 wymagają bardziej szczegółowego

wyjaśnienia.

W tym celu rozpatrzmy problem A (2 ,1 ). Symbol A(2,1) oznacza problem A 

w przypadku szczególnym, tj. gdy n=2, m=1.
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QT

p2 p5

p3 p6

Rys. 1

Na schemacie planu parku (rys. 1) przez P. (i = 1 ,2 , . . . , 6 )  oznaczono tzw . 

prostokąty 1-składowe. Ponadto na rys. 1 wyróżnić można prostokąty 2-składowe:

P 1 U P 2 ’ P2 U P 3 ’ P4 ° P5 ’ P5 u P 6 ’ P 1 U P4 ’ P2 U P5 ’ P3 U P6 ’ pro" 
stokąty 3-składowe: P 1 U P? U P j  i P4 ° P5 u  p 6 , prostokąty 4-składowe

P.  U P_ U P, U Pc i P0 U P0 U  Pc U Pc , oraz jeden prostokąt 6-składowy:1 2  4 0 2 3 o o
P„ u P , U P , U P, U Pc U Pc* Ten sposób klasyfikacji jest podstawą procedury1 2  3 4 0 0
I n(A ).

Podstawą procedury X  g(A) jest, w odróżnieniu od X ^ (A ), „rozkład" prosto- 

6
kąta P = U  P. na trzy prostokąty „podstawowe" mające tę samą liczbę prosto- 

i=1 1

kątów (rys. 2). Ten rodzaj klasyfikacji pozwala, przy wykorzystaniu procedury 

'X ^ (A ) lub «P L(A ), sprowadzić rozwiązywanie problemu A do problemów A(n,0) 

lub A (0 ,m ).

Rys. 2
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Możemy obecnie przedstawić rozszerzone o blokady schematy proceduralne prze­

widywanych sytuacji dydaktycznych związanych ze stosowaniem przez uczniów okreś­

lonej strategii rozwiązywania problemu A (schematy 2 ,3 ,4 ).

Dla przykładu przedstawię sposób czytania schematu 2. Początkowy fragment 

schematu: Po przeczytaniu przez ucznia treści problemu przewiduję pojawienie się 

blokady oznaczonej symbolem Ba » Przewiduję, że będzie ona związana z czynnoś­

cią analizowania treści problemu. Uczeń może twierdzić, że problemu nie da się 

rozwiązać, że brak danych itp. Problem nie został odebrany jako zakłócenie lukowe. 

Odpowiednia interwencja obserwatora powinna sprowokować ucznia do poprawnego 

analizowania problemu A . Będzie to możliwe tylko wówczas, gdy pojawi się luka 

wyzwalająca w schemacie poznawczym ucznia regulacje o charakterze kompensacyj­

nym. W konsekwencji prowadzi to do antycypacji związanej z podjęciem decyzji o 

rozwiązywaniu problemu A w przypadku, gdy n i m będą pewnymi liczbami 

naturalnymi: A (k ,s ), k ,s e N , k# ), s#). Przewiduję teraz pojawienie się blo­

kady oznaczonej symbolem B^ związanej z procedurą różnicowania. Przewiduję, że 

uczeń podejmie decyzję rozwiązywania problemu w przypadku dużych wartości licz­

bowych k ,s . Przewiduję niepowodzenie w czasie realizacji tej decyzji. Interwencja 

obserwatora powinna sprowokować ucznia do ponownego różnicowania, co w konsek­

wencji sprowokuje ucznia do właściwej antycypacji związanej z decyzją rozwiązywa­

nia problemu A w przypadku, gdy k,s stanowią małe wartości liczbowe. Prze­

widywane blokady Bę.B^ wiążą się z nieekonomiczną procedurą zliczania prosto­

kątów. Blokada Be dotyczy czynności klasyfikowania. Blokady B^, B. związane 

są z uogólnianiem. Pozostałe blokady wiążą się z weryfikacją, świadomość możli­

wości wystąpienia tego typu blokad pozwoliła obserwatorowi śledzić ze szczególną 

uwagą newralgiczne miejsca i, po identyfikacji blokady, odpowiednio interweniować. 

Chciałam również zaznaczyć, że moje przewidywania dotyczące miejsc blokujących 

były oparte na wynikach z badań pilotażowych.
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h e m a t 2. Rozszerzony o blokady schemat proceduralny przewidywanej 

sytuacji dydaktycznej związanej ze stosowaniem strategii Sj 

rozwiązywania problemu A
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A (1,0) | A ( 2 , 0 ) ,  A I3 .0 )  

A (0 ,1 ) | A ( 0 , 2 ) , A { 0 , 3 )

A (1 ,0 ) ,  A (2 ,0 ) ,A (3 ,0 )  

A (0 ,1 ) ,  A  (0 ,2 ) ,A (0 ,3 )

A (1,1) ---------- \
5T (A)

A (1,2 )| A(1,3)

S c h e m a t  3. Rozszerzony o blokady schemat proceduralny przewidywanej 

sytuacji dydaktycznej związanej ze stosowaniem strategii S2 
rozwiązywania problemu A
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S c h e m a t  4. Rozszerzony o blokady schemat proceduralny przewidywanej 

sytuacji dydaktycznej związanej ze stosowaniem strategii S3 
rozwiązywania problemu A
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Organizacja i zasady prowadzenia obserwacji. W ramach dalszej realizacji tego 

etapu badań, przeprowadzono szczegółową analizę przewidywanych blokad. W anali­

zie wykorzystano już skonstruowane rozszerzone schematy proceduralne dotyczące 

przewidywanych sytuacji dydaktycznych stosowania strategii rozwiązywania proble­

mu A .

Przyjęto, że analiza powyższa powinna prowadzić do konstrukcji zestawu pytań 

interwencyjnych dotyczących przewidywanych blokad. Pytania interwencyjne trak­

towane były jako interwencje zmierzające do neutralizacji każdej przewidywanej 

blokady. Zgodnie z przyjętą zasadą „pomiaru blokad", wszystkie pytania interwencyjne 

formułowane były kolejno w taki sposób, że pierwsze z nich pełniły rolę interwencji 

formalnych, zaś następne -  interwencji typu bilans. Rola, jaką wyznaczono pytaniom 

interwencyjnym, wymagała bardzo rzetelnego przygotowania obserwatorów. Listy 

pytań interwencyjnych wraz z rozszerzonymi schematami proceduralnymi stanowiły 

komplet materiałów wchodzących w skład ogólnej instrukcji przeznaczonej dla każ­

dego z obserwatorów.

Problem A przedstawiono do rozwiązywania pięćdziesięciu uczniom z klasy 

VI, VIII i II L O . Czas obserwacji pracy uczniów wynosił 60 minut. Obserwacje prze­

prowadzone zostały przez 12-osobową grupę specjalnie przeszkolonych studentów III 

roku Matematyki studiujących w Wyższej Szkole Pedagogicznej w Zielonej Górze. 

W ciągu sześciu lekcji, w Szkole Podstawowej nr 1 oraz Liceum Ogólnokształcącym 

nr 7 w Zielonej Górze, przeprowadzono pod kierunkiem autorki niniejszej pracy 78 

obserwacji. Ze względu na indywidualny charakter stosowanej metody bezpośredniej 

obserwacji jeden obserwator -  jeden badany uczeń wytypowano, w sposób przypad­

kowy w każdej z badanych klas, 13-osobową grupę uczniów o różnych uzdolnieniach 

matematycznych. Pozostałe obserwacje przeprowadzone zostały przez tych samych 

obserwatorów, ale w innych szkołach poza Zieloną Górą. Dla tej grupy obserwacji 

instrukcja zalecała taki sposób ich przeprowadzenia, aby można było wykluczyć wza­

jemne kontakty uczniów, badanych w różnym czasie. Opracowano w tym celu spe­

cjalne harmonogramy obserwacji. Na 100 przeprowadzonych obserwacji 50 obserwa­

cji dotyczyło rozwiązywania problemu A .

Etap przygotowania obserwatorów obejmował następujące czynności;

(a) szczegółową analizę wszystkich przewidywanych strategii rozwiązywania 

problemu A ,

(b) omówienie sposobu prowadzenia protokółu obserwacji,

(c) przeprowadzenie, w ramach zajęć seminaryjnych, trzech 1-godzinnych in­

struktażowych obserwacji, ze szczególnym uwzględnieniem sposobu ujawniania miejsc 

blokujących i sposobu zadawania pytań interwencyjnych,
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(d) samodzielne przeprowadzenie jednej obserwacji w ramach ćwiczeń indywidu­

alnych,

(e) przeprowadzenie dyskusji nad uwagami i wnioskami wynikającymi z próbnych 

badań.

Na zakończenie wymienionych czynności każdy z obserwatorów otrzymał komplet 

materiałów instruktażowych. Materiały te obejmowały: (1) Tekst problemu A . (2) 

Wszystkie schematy proceduralne przewidywanych sytuacji dydaktycznych związanych 

z wykorzystaniem określonych strategii rozwiązywania problefnu A . (3) Zestawy 

pytań interwencyjnych dotyczących poszczególnych przewidywanych blokad. (4) For­

mularze porotokołów obserwacji (wykorzystano tu wzór z pracy [ i ] ) .  (5) Tekst in­

strukcji dotyczącej sposobu prowadzenia obserwacji. Tekst instrukcji przytoczymy w 

całości:

Sposób prowadzenia obserwacji. Po dostarczeniu uczniowi tekstu i czystych kar­

tek na notatki, obserwator ustala z uczniem zasadę, że jeśli to będzie możliwe, 

uczeń będzie głośno wyrażać swoje myśli lub wątpliwości występujące w czasie roz­

wiązywania problemu. Dotyczyć to powinno przede wszystkim napotykanych trud­

ności. W sytuacji, gdy obserwator nie będzie w stanie zidentyfikować jakiegoś eta­

pu myślenia ucznia, powinien zastosować następujące pytania neutralne: Wytłumacz 

jak to rozumiesz?, Co teraz robisz?, Nad czym myślisz? itp. Wszystkie zewnętrzne 

czynności: schematy, rysunki, obliczenia itp ., związane z rozwiązywaniem danego 

problemu, uczeń powinien umieszczać kolejno, na dostarczonych kartkach papieru, 

zgodnie z chronologią ich powstawania. Najtrudniejszymi etapami obserwacji mogą 

okazać się miejsca blokujące, a zwłaszcza ich identyfikacja. Dla ułatwienia prowa­

dzenia obserwacji tych miejsc dołączono do niniejszych wskazówek schematy proce­

duralne przewidywanych sytuacji dydaktycznych związanych z wykorzystaniem pod­

stawowych strategii rozwiązywania danego problemu. Schematy te, obok charaktery­

stycznych metod postępowania, zawierają przewidywane miejsca ewentualnych blokad. 

Dobra znajomość tych schematów ułatwi obserwatorom identyfikację blokad poja­

wiających się w procesie rozwiązywania przez ucznia danego problemu.

Identyfikacja blokad wraz z ich typem należy do najważniejszego zadania pro­

wadzonej obserwacji. Charakterystycznymi symptomami blokady mogą być: błędne 

lub niekompletne obliczenia, niewłaściwe rysunki stanowiące podstawę do błędnych 

wniosków, bezpośrednia wypowiedź ucznia typu: „nie wiem", „nie rozumiem", „to 

niemożliwe", „nie widzę tego", bądź też zewnętrzna postawa ucznia wskazująca na 

przerwanie procesu rozwiązywania problemu.

W przypadku stwierdzenia wystąpienia blokady w procesie rozwiązywania proble­

mu, należy po kilku minutach, według uznania obserwatora, zbadać jej moc stosując 

kolejno, według załączonego wykazu, pytania interwencyjne adekwatne do danej blo-
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kady. W niniejszym artykule przedstawiono na str .60-62 zestaw pytań interwencyjnych 

adekwatnych do przewidywanych blokad, które mogą wystąpić w wyniku stosowania 

strategii S^.

Protokół obserwacji. Protokół obserwacji, zaopatrzony właściwym kodem i pseu­

donimem obserwowanego ucznia, odzwierciedlał tok pracy ucznia głównie w momen­

tach blokujących. Protokół ten prowadzono na załączonych arkuszach obserwacji, któ­

rych lewa strona przeznaczona była na szkice rysunków ucznia, natomiast prawa 

strona zawierała komentarze i uwagi ucznia, dialogi prowadzone między uczniem a 

obserwatorem oraz inne spostrzeżenia obserwującego. Protokół obserwacji szczególnie 

dokładnie odzwierciedlał opis miejsc blokujących.

U w a g a  1 . Pytania interwencyjne stawiane przez obserwatora można było 

odnotowywać w protokóle, posługując się kodem zawierającym numer pytania, wskaź­

nik blokady oraz symbol strategii, do której odnosi się to pytanie. Na przykład 

(2,B ,S0) oznacza pytanie 2 dotyczące blokady B w strategii Sq .C o  C o

U w a g a  2 . Przed przystąpieniem do 'obserwacji informujemy ucznia, że nie 

musi on podawać swego imienia i nazwiska, wystarczy podać pseudonim. Wówczas, 

dla przykładu, zapis kodu w protokole obserwacji: (Pitagoras, 8 - 1 4  -11) oznacza: 

pseudonim ucznia, klasę ósmą oraz wiek: 14 lat i 11 miesięcy.

• 3. A N A LIZA  M A TER IA ŁU  BADAW CZEGO

3 .1 . Realizacja zadań związanych z analizą szczegółową materiału badawczego 

wymagała ustalenia trybu i zasad analizy protokołów obserwacji i brudnopisów prac 

uczniów. Szczegółowa analiza materiału badawczego będzie obejmować następujące 

czynności:

(1) Wyróżnienie, w każdym z protokołów obserwacji, charakterystycznych faz

procesu rozwiązywania problemu (str. 46 ). 9

(2) Wyróżnienie, w każdym protokóle obserwacji, miejsc blokujących proces

rozwiązywania problemu (str. 49 ).

(3) Zestawienie tabelaryczne zawierające: ujawnione miejsca blokujące, pyta­

nia interwencyjne dotyczące blokad, fazy rozwiązywania problemu oraz typ reakcji 

ucznia na dane zakłócenie ([2], str. 398 ).

(4) Wyróżnienie miejsc blokujących (jeśli istnieją) związanych z charakterys­

tycznymi procedurami danej strategii.

(5) Wyróżnienie blokad kończących proces rozwiązywania problemu.
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(6) Charakterystyka (opis) miejsc blokujących i blokad wyróżnionych w punkcie

(4) i (5).
(7) Inne spostrzeżenia i uwagi wynikające z brudnopisów prac i protokołów ob­

serwacji .

Przedstawiony sposób przeprowadzenia szczegółowej analizy zilustrowany zosta­

nie na przykładzie materiału badawczego „Moniki" (6-13-04). W skład kompletu ma-
*

teriału badawczego wchodzą:

(1) Protokół obserwatora (str. 63-65 ). Na protokole obserwacji ujawniono

miejsca blokujące i ponumerowano je. Wyróżniono również fazy procesu rozwiązywa­

nia problemu, w których występują blokady.

(2) Notatki ucznia (str. 66-67 ).

(3) Zestaw pytań interwencyjnych skonstruowanych do badania przewidywanych 

blokad mogących wystąpić przy stosowaniu danej strategii (str. 60-62 ).  Zestaw py­

tań pochodzi z kompletu zestawów pytań interwencyjnych, adekwatnych do przewi­

dywanych blokad odpowiadających poszczególnym strategiom rozwiązywania proble­

mu A .

(4) Tabelaryczne zestawienie wyników analizy szczegółowej dotyczącej obser­

wacji pracy „Moniki" (str. 68 ).

Na protokole obserwacji pracy Moniki symbolami U' i 0 obserwator ozna­

czył odpowiednio badanego ucznia i obserwującego.

Taki komplet materiałów opracowano dla każdego z badanych uczniów.

Zestaw pytań interwencyjnych do wykorzystania 

w sytuacji dydaktycznej, gdy uczeń stosuje strategię S1

Przewidywana
blokada Interwencje formalne Interwencje typu bilans

Ba

1. Ten problem można rozwiązać

2. Jak rozumiesz ten problem?

3. Czy potrafisz od razu odpo­
wiedzieć na pytanie zawar­
te w zadaniu?

4. Kiedy mógłbyś ten problem 
rozwiązać?

5. Czy mógłbyś ten problem roz­
wiązać przyjmując za n i m 
konkretne liczby naturalne?

6. Czy potrafisz rozwiązać problem 
dla n=1 i m=2 bądź n=1
i m=3?

Bb
1. Jakie proponujesz n i m? 2. Czy potrafisz rozwiązać problem 

dla n=1 i m=3?
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Ciąg dalszy Zestawu pytań

Przewidywana
blokada Interwencje formalne Interwencje typu bilans

Bc
1. Czy dokonałeś trafnego wy­

boru n i m?
2. Dlaczego masz takie kłopoty 

w liczeniu prostokątów?

Bd

1. Jaką przyjąłeś zasadę 
liczenia prostokątów?

2. Czy przyjąłeś dobrą zasadę 
liczenia?

3. Jakie rodzaje prostokątów za­
uważasz w całym prostokącie?

4. Czy potrafisz policzyć prosto­
kąty „pojedyncze", „podwójne", 
„potrójne" itd.?

Be

t

1. Czy dokonałeś trafnego 
wyboru n i m?

2. W jaki sposób zamierzasz 
wykorzystać otrzymany wy­
nik?

3. W jakich przypadkach rozwią­
załeś problem?

4. Jakie podobne przypadki mo­
żesz rozpatrzyć?

i

B,

1. Teraz już można znaleźć 
wspólną formułę dla tego 
typu przypadków.

2. Czym charakteryzują się 
otrzymane wyniki?

3. Czy liczby te mają wspólny 
dzielnik?

4. W jaki podobny sposób wszy­
stkie te liczby można przed­
stawić?

5. Czym charakteryzują się czyn­
niki tych rozkładów?

B
g

1. Czy znasz metodę sprawdza­
nia prawdziwości takich 
formuł?

2. Czym się charakteryzuje meto­
da indukcji zupełnej?

3. Jaką postać ma w rozpatrywa­
nym przypadku założenie dru­
giej części zasady indukcji zu­
pełnej?

4. Jaka jest postać tezy tej częś­
ci zasady indukcji zupełnej?

5. Jak wykazać prawdziwość tej 
tezy?

Bh

1. Jaką przyjąłeś zasadę obli­
czania prostokątów?

2. Czy istnieje inna zasada licze­
nia prostokątów dla takich 
przypadków?

3. Czy potrafisz wyróżnić w ca­
łym prostokącie prostokąty o 
takiej samej strukturze?

4. Ile jest takich prostokątów?
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Ciąg dalszy Zestawu pytań

Przewidywana
blokada Interwencje formalne Interwencje typu bilans

Bi

1- Można już znaleźć ogólną 
formułę obliczania wszyst­
kich prostokątów

2. Czym charakteryzują się formu­
ły określające liczby prostoką­
tów w przypadkach n=1 i m 
dowolne, n=2 i m dowolne 
oraz n=3 i m dowolne?

3. Czy można znaleźć wspólną 
formułę określającą pierwsze 
czynniki tych iloczynów?

1. Jak sprawdzić prawdzi­
wość tej ogólnej formuły?

2. Czym się charakteryzuje' me­
toda indukcji zupełnej?

3. Jaką postać ma w rozpatrywa­
nym przypadku założenie dru­
giej części zasady indukcji zu­
pełnej?

4. Jaką postać ma w tym przy­
padku teza tej części zasady 
indukcji zupełnej?

5. Jak wykazać prawdziwość tej 
tezy?
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0 -  ( 'B jjiiS j) Cfĉ , ^sst^iafr j»*«>łbłe«̂ fcy?’

Lt. J^tlc<? jłOjecUjrtCbttt, odt b*y sty jeAx«ct -bJU**
jHfbroj/we, p0 , |yo . . .  O j !

ltiv d^Jt/O , A*i& <ba*+j /rćud^ JsoLćMt̂ fr- j

0 . ( J f e . ł . 5 0
(Jt. JV^e # ale Avuc f %o Ka*d\uo duóoo

. A (5 , -i o); M (A ), (* ),$ (* )) , A O,4)
0 . ( 3 b , L 4 . )  ®

LL. /wU,

-  A 1*1 lo  UłtjgkL  ̂ .*___________________________A**s Ą « /vv\.:

| »«je iL y ia ^ j«L  -  ly 

C^uŁm ~ ^

alóioue * -  4

'Ro/it***/ 3

0 .  ( t ^ . A A )

U. hT\* i ale iltiXfluuw 'Vv, M&« **s  i  10- 

k& n.  £ W % fcutb*^

0 - (ftbiL 6.') A M .c n .Ą , Jt W, A («.»)
(X. ZaVtM^  (^tłij 4 a  t

ct/
vv

<A
 I«

 2
.C

V>
na

Av
U%

/ 
( f

»o
rv

bl
i



64 TERESA KISIELEWICZ
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Monika 13 lat

n

m

I4ns

pojedyncze -  66 

po 2 kwadraty -  20 

jest ich bardzo dużo

w

m-1

pojedynczych -  U 

cały -  1 

złożone z 2 -  A 

razem -  9

m - 1  

m = 2

cały -  1 

pojedyncze -  6 

z dwóch -  7 

z czterech -  2 

z trzech -  2

dowolne

dowolne

18
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cały -  1 

poj. -  8 

z dwóch -  10 

z trzech -  4 

z czterech -  5 

z sześciu -  2

n=1 n=1 n=1
m=1

CVJiiE m=3

9 18 30

3 = 1+2 

6 = 1+2+3 

10 = 1+2+3M

3 • 3 = 9

3 • 6 = 18

3-10 = 30

9 = 3*(1+2)

18 = 3*(1+2+3)

30 = 3*(1+2+3+4)

n = 1 

m = 4

3*(1+2+3+4+5)

n = 1

m -  dowolne

3-(1+2+3........... n+1)

n = 2

m -  dowolne
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ia Problem: A Kod ucznia: Monika 6-13-04

Pytania interwencyjne
o "  

2  o
n

Ty
p

re
ak

cj
i

Charakterystyka blokad i inne spostrzeżenia
ha

za
 

an
al

iz
ow

an
ia

1 Kiedy mogłabyś ten problem 
rozwiązać?

i J3 A , vR.(A),B , Ą ( k ) ,  A(k,s) koord.
a 1

U: Kiedy miałabym podane n i m obserw.

2 Jakie proponujesz n i m? i OC A (k ,s ) ,a ,Bb i5 l(A )i  A(5i10) koord. .  antycyp.

3 Czy wszystkie prostokąty wzięłaś 
pod uwagę?
Czy dokonałaś trafnego wyboru 
n i m?
Jakie proponujesz n i m?

3 Sb

A (5 ,1 0 ),M (A ),B c ( A ( A ) , 5 1 (A )),A(1,1)

U: Najprościej byłoby policzyć gdybym przyjęła n=1 

' realiz. — koord.

4 W jaki sposób zamierzasz wyko­
rzystać wynik?
Jakie proponujesz n i m?

2 Sb A ( 1 , 1 ) , n  ,Bb t3M A ),A (1 ,2 )
koord. — antycyp.
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5 Czy potrafisz bez rysunku po­
liczyć prostokąty dla n=1 i 
m=3?
Czy jesteś pewna?

2 oc A (l , 2 ) , n , B d ,5Cl (A ),A (1 ,3 ) reali2acja 

(za wcześnie postawione pytanie)

6 Czym charakteryzują się 
otrzymane wyniki?
W jaki podobny sposób można 
przedstawić wszystkie te licZby? 
Czy potrafiłabyś policzyć pro­
stokąty dla dowolnego m?

6 & A(1,s)s=1 2 3 ,C 3  ,B f ,G (A ),A (1 ,m )

U: n=1, m - dowolne to 3*(1+2+3+ . . .  +m+1)

realiz. — koord.

7 6 oc A (2 ,m ), C l  ,B h , . . .  ;  realizacja

U: Zgubiłam się. Nie wiem czy prostokątów będzie 
dwa razy więcej a może trzy r a z y . . .  Nie potra­
fię dalej.
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3 .2 . Zestawienie wyników analizy szczegółowej. Realizacja etapu analizy wyni­

ków badań wymagała ustalenia kryteriów wyznaczania typowych miejsc blokowania 

oraz zasad ich rejestrowania. Typowe miejsca blokowania będą rozumiane zarówno 

z punktu widzenia częstotliwości ich występowania, jak też z punktu widzenia cha­

rakterystycznych cech strategii stosowanej przez ucznia rozwiązującego dany problem. 

Forma rejestrowania wyników analizy szczegółowej była podporządkowana celowi 

przeprowadzonych obserwacji. W tym przypadku chodzi o ujawnienie typowych trud­

ności towarzyszących uczniom w procesie rozwiązywania danych problemów matema­

tycznych oraz ustalenia źródeł i przyczyn powstawania tych trudności.

Wyniki analiz szczegółowych przedstawione zostaną tabelarycznie. Analizy te 

przeprowadzone zostały przez autorkę niniejszej pracy, w odniesieniu do każdej z 

przeprowadzonych obserwacji, według przyjętych zasad.

Wyniki tych analiz będą rejestrowane w trzech typach tabel:

1. Zestawienie zbiorcze indywidualnych wyników badań w odniesieniu do ucz­

niów klasy szóstej, ósmej i drugiej licealnej (tabele 2, 3 i 4). Tabele te zawierają 

następujące dane: kod protokołu obserwacji, stosowaną przez ucznia strategię roz­

wiązywania problemu A , liczbę ujawnionych blokad, typy blokad wraz z kolejnością 

ich występowania.

Blokadę nie pokonaną, przerywającą proces rozwiązywania problemu, oznaczono 

przez zakreskowanie połowy kwadratu.

2. Zbiorcze zestawienie ujawnionych blokad w rozwiązywaniu problemu A 

(tabela 5). Zestawienie to zawiera: liczbę uczniów w danej grupie wiekowej poddanych 

badaniom, liczbę ujawnionych blokad w danej grupie wiekowej w rozbiciu na posz­

czególne typy blokad.

Zapis 7/ 0  I K  oznacza, że spośród siedmiu ujawnionych blokad danego typu, 

5 blokad przerwało proces rozwiązywania problemu, z których dwie zostały pokonane, 

a trzy nie pokonane.

3. Zestawienie wyników analizy szczegółowej dla poszczególnych faz rozwiązy­

wania problemu A oraz zestawienie blokad nie pokonanych, przerywających pro­

ces rozwiązywania problemu, przedstawione zostanie przykładowo. Będą więc to 

tylko wybrane fragmenty. Charakterystyki typowych miejsc blokowania ujawnionych 

w czasie obserwacji pracy wszystkich badanych uczniów można znaleźć w pracy [8] 

(str. 98-109). Zestawienia te zawierają typowe miejsca blokowania dla określonej 

grupy uczniów oraz charakterystykę blokady związanej z tym miejscem blokowania.

Ponadto w tej części badań zostały sporządzone graficzne charakterystyki 

przejść uczniów przez blokady. Charakterystyki eksponują ujawnioną kolejność wystę­

powania blokad oraz ich moc. W niniejszej pracy przedstawiono kilka przykładowych 

wykresów (rys. 3, 4, 5). Na tych wykresach blokadę pokonaną przez ucznia bez
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interwencji obserwatora przyjęto za blokadę mocy zero. Blokadę koriczącą proces roz­

wiązywania oznaczono, zgodnie z wcześniej przyjętą umową, przez ®  lub Ihk. w 

zależności od tego, czy dana blokada została pokonana, czy też nie. Omawiane wy­

kresy stanowią graficzną ilustrację uzupełniającą tabele 2, 3 i 4.

Przykłady graficznych charakterystyk indywicfcjalnego przejścia przez blokady

Rys. 4.
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Zbiorcze zestawienie ujawnionych blokad w rozwiązywaniu problemu A
I a b e I a 5

- j00

Grupa
wiekowa

Liczba
obser­
wacji

Liczba
blokad

Liczba ujawnionych blokad z wyróżnieniem blokad końcowych

Ba Bb Bc Bd Be B, Bg B h Bi. Bj

(6-11-01)-
- ( 6 - 1 1 - 0 5 )

3 13 3 3 2/(D 3 2 / F
(6-12-01)-

- 1 6 - 1 2 - 0 9 )
U 18 U 2 2 3/ffl 2 1 / F

( 6 - 1 3 - 0 0 ) -

- ( 6 - 1 3 - 0 4 )
2 11 2 1 U 1 1 1 / F 1 / F

( 8 - 1 4 - 0 1 ) -

- ( 8 - 1 4 - 1 1 )
U L9 V* 9 9 / F 3 3 / Q ] 9 / 0 P 7 2 / F

( 8 - 1 5 - 0 1 ) -

- ( 8 - 1 5 - 0 4 )
11 L9 11 7 U 5 8 7 / m  f 1 / F 6 / F

( I I - 1 6 - 0 1 ) -  

- ( n  - 1 6 - 0 7 )
5 15 2 3 2 2 / F u V

ffl
2 / F

( n - 1 7 - o D -  

- ( I I - 1 7 - 0 5 )
U U U 3 3 / P 1 1/(H 1 / F 1 / F

Razem U2 169 L0 28
26/m

F
18/Q]

F
izrn r 28 /tg] 

F

2/|P 3 / F
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Wybrane fragmenty zestawienia wyników analizy szczegółowej 

Faza analizowania problemu A

Kod ucznia

W

Typowe miejsce 
blokowania Charakterystyka blokady

G 6 -11-02 
M6-12-09 
M6-12-03 
D6-12-02 
M6-13-04

( A ,A ( A ) ,B a , J l (A ),  

A(k,s))

1) Po przeczytaniu treści problemu część uczniów sporządza rysunek dla 
przypadku, gdy n i m stanowią wartości: 3 ,4 ,5 ,9 ,1 0 . Uczniowie 
kojarzą n i m z dużymi liczbami.

2) Część uczniów, po przeczytaniu treści zadania, zastanawia się nad zna­
czeniem liter n i m. Uczniowie ci nie traktują tych liter jak symboli 
określonych liczb naturalnych, uważając że w treści problemu brakuje 
danych.

3) Obserwatorzy stosowali interwencje formalne w trzech przypadkach (Jak 
rozumiesz ten problem?, Kiedy mógłbyś ten problem rozwiązać?). 
W pozostałych dwóch przypadkach stosowano dodatkowe interwencje typu 
bilans. (C zy można ten problem rozwiązać przyjmując za n i m kon­
kretne liczby naturalne?)

C8-14-05
M8-14-08
M8-14-07
Z8-14-04
M8-14-02
B8-15-01
A8-15-02
G8-15-01
R8-15-04
K8-15-04

721

(A ,J l (A ) ,B a ,5 U A ), 

A (k ,s)), k > 2, s > 2

1) Uważne czytanie treści problemu. W czterech przypadkach sporządzenie
rysunku dla A(k,s)j< > ^ • W dwóch przypadkach dla A(k,s)^_^ s > 2*

s > 2
W jednym przypadku uczeń twierdzi, że „prostokątów będzie n+m".

2) W pięciu przypadkach charakterystyczne są następujące wyrażenia uczniów 
„Zastanawiam się czy to się da policzyć, skoro tu nie ma danych", „Nie 
ma wymiarów parku", „Co ile mają być ścieżki?", „Trudno będzie naryso­
wać, bo n i m mogą się zmieniać".

3) Interwencje formalne w czterech przypadkach. Interwencje typu bilans 
również w czterech przypadkach. (Czy potrafisz od razu odpowiedzieć 
na pytanie zawarte w problemie? Ten problem można rozwiązać. Kiedy 
mógłbyś ten problem rozwiązać? Jakie proponujesz n i m?).

Symbol kodu ucznia np. G6-11-02 oznacza pierwszą literę pseudonimu ucznia, klasę szóstą oraz wiek: 11 1at
i 2 miesiące.
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Faza poszukiwań i realizacji pomysłów

Kod ucznia Typowe
miejsce
bloko­
wania

Charakterystyka blokady

C 8-14-05 
M 8-14-08 
B 8-14-11 
A 8-15-02 
P 8-15-01 
K 8-15-01 
G 8-15-01 
R 8-15-04

( A ( k ,s ) , 
M(/\), B .,
O K A ). d 

1 u (A )J  , 

A ( k , s ) ) (3 )

1) Uczniowie, rozwiązujący problem w przypadku szcze­
gólnym, liczą prostokąty w sposób chaotyczny. Mylą 
się przy zliczaniu.

2) Interwencje najpierw formalne potem typu bilans prowa­
dzą do uświadomienia uczniom istnienia prostokątów 
złożonych. Wprowadzenie klasyfikacji prostokątów poz­
wala na uporządkowany system liczenia prostokątów. 
Często występuje po interwencjach ponowne różnicowa­
nie. (Dlaczego masz takie kłopoty w liczeniu? Czy 
wszystkie prostokąty policzyłeś?, Jakie rodzaje prosto­
kątów dostrzegasz w całym prostokącie?, Czy dokona­
łeś trafnego wyboru n i m? Czy dostrzegasz pro­
stokąty pojedyncze, podwójne, potrójne? itd .)

3) Jeden z uczniów ma wątpliwości: „Czy figura złożona 
z kilku prostokątów pojedynczych to też prostokąt?

foj ---------- -------------— -------------------------------------------------------------------------- — ---------
'Symbol miejsca blokowania, np. (A (k ,s ), M (A ), Bd , [51(A), t t ^ A ) ] ,  A(k,s))

oznacza, że uczeń rozwiązując problem A w szczególnym przypadku, tzn. gdy 
n=k, m=s, napotyka trudności wynikające z korzystania z procedury związanej z 
mechanicznym zliczaniem prostokątów. Interwencja obserwatora wyprowadza ucznia 
z blokady poprzez sprowokowanie czynności poprawnego różnicowania i czyn­
ności klasyfikowania (1C^(A), patrz str. 52 ).

Blokady nie pokonane, przerywające proces rozwiązywania problemu A

Kod ucznia
Typowe
miejsce
bloko­
wania

Charakterystyka blokady

J 11-16-02 (A ( l ,m ) , 
G C A ) ^ . . . )

Uczeń formułuje wzór

3(n+1)*(n+2) 3(m+1)*(m+2)
2 2

i następnie weryfikuje na przypadku n=1, m=3 i stwier­
dza, że wzór jest niepoprawny

M 8-14-08 ( A ( m , l ) , 
G (A ),B f ..:

Uczennica, mimo że rozwiązała problem A (n ,1 ), nie 
potrafi wykorzystać go do rozwiązania problemu A (n ,m ). 
Dochodzi do wzoru 3(2n+1)*(2m+1). Nie wiąże liczby 3 
z liczbą prostokątów powstałych z przecięcia prostokąta 
jedną prostą. Po weryfikacji stwierdza, że: „Jest zle".
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4. IN TE R P R ETA C JE  I WNIOSKI

Przystępując do realizacji ostatniego etapu badań przypomnijmy, że ich celem 

było ustalenie odpowiedzi na następujące pytania:

(1) Jakie trudności towarzyszą uczniom od 11-17 lat w procesie rozwiązywania 

problemów matematycznych związanych z uogólnieniem rekurencyjnym i indukcyjnym? 

(2) Jakie są źródła i przyczyny tych trudności?

Wyniki analizy szczegółowej zebrane w postaci tabel ([8], tabele 2-8) oraz wy­

kresów ([8], str. 110-114 ) stanowią podstawę formułowania wzmocnionych hipotez

charakteryzujących odpowiedzi na wyżej postawione pytania. Hipotez tych nie nale­

ży uogólniać.

Odnoszą się one do określonej sytuacji (określona grupa uczniów, określony 

problem matematyczny oraz określone warunki badań; miejsce i ograniczony czas 

badań). Otrzymane wnioski należy traktować jako dowód występowania pewnych zja­

wisk towarzyszących uczniom w czasie rozwiązywania problemu matematycznego.

Przedstawione w niniejszej pracy badania należy traktować jako przykład prak­

tycznego zastosowania metody pomiaru blokad.

1. We wszystkich grupach wiekowych badanych uczniów wystąpiły

niepowodzenia w fazie analizowania problemu:

(a) Większość uczniów klas VI i VIII niewłaściwie interpretuje symbolikę cha­

rakteryzującą dowolne liczby naturalne (symbole n i m). Przejawia się to w 

Przypisywaniu symbolom n i m „dużych" liczb naturalnych, bądź też nie przypi­

sywaniu tym symbolom żadnych wartości. W drugim z tych przypadków uczniowie 

dochodzą do przekonania, że w sformułowanym problemie brakuje danych. Przed­

stawiona sytuacja świadczy o braku dostatecznie silnych zaburzeń równowagi struk­

tur poznawczych badanych i uczniów. Sformułowany problem matematyczny został 

więc odebrany jako zakłócenie nie poddające się akomodacji. Wystąpiła tu niezgod­

ność między złożonością problemu a strukturą poznawczą uczniów. Uczniowie ci 

odebrali problem zgodnie z zasadami myślenia konkretnego.

(b) We wszystkich grupach wiekowych badanych uczniów wystąpiły niepowodzenia 

w zakresie podejmowania decyzji rozwiązywania problemu w przypadku szczególnym. 

Niepowodzenia te są konsekwencją niewłaściwego różnicowania. Trudności tego typu 

ujawniły się nie tylko w fazie analizowania problemu, ale również w fazie poszuki­

wania i realizacji pomysłów. W przypadku podejmowania prób rozwiązywania proble­

mu przejawiało się to w sporządzeniu rysunku dla dużych wartości n i m, bez 

uzasadnienia celowości tej czynności. Źródłem tych niepowodzeń jest niewłaściwa
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konfrontacja obserwowalnych z warunkami zadania. Prowadzi ona do braku pojawienia 

się luki w schemacie poznawczym badanego ucznia, wyzwalającej właściwą antycypa­

cję.

(c) Z punktu widzenia dydaktyki matematyki, wnioski (a) i (b) świadczą, iż 

badani uczniowie nie mają prawidłowo ukształtowanych zasad poprawnego analizo­

wania i różnicowania problemu matematycznego (J .  Polya [15]).

2. Najczęstsze niepowodzenia, ujawnione w fazie poszukiwania i realizacji 

pomysłów, były związane z doborem efektywnej procedury rozwiązującej dany pro­

blem cząstkowy. Typową procedurą było rozwiązywanie problemów cząstkowych bez 

stosowania operacji klasyfikowania. Ten sposób rozwiązywania był efektywny jedynie 

w najprostszych przypadkach szczególnych problemu. Sytuacja ta wynikała z braku 

właściwej analizy rysunku ilustrującego dany problem cząstkowy. W obrębie okreś­

lonego procesu elementarnego, ujawniona trudność dotyczyła konfrontacji obserwo­

walnych z warunkami problemu cząstkowego -  niedostrzeganie wszystkich prostokątów 

złożonych z 2 - ,  3 - ,  . .  . ,  k-tych prostokątów. Z dydaktycznego punktu widzenia po­

wyższe niepowodzenia tłumaczyć można brakiem ukształtowanych nawyków w zakre­

sie stosowania operacji klasyfikowania.

3. Prawie u wszystkich badanych uczniów wystąpiły trudności związane z po­

szukiwaniem prawidłowości charakteryzujących uzyskane wyniki rozwiązań problemów 

cząstkowych. Wyróżnić można dwie grupy przyczyn tych trudności:

(a) Niewłaściwa czynność różnicowania (lub jej brak) nie prowadząca do uzyska­

nia nowych obserwowalnych.

(b) W przypadku pojawienia się, najczęściej pod wpływem interwencji, nowych 

obserwowalnych, nie ujawnia się koordynacja wiążąca te obserwowalne z wcześniej 

uzyskanymi.

Z dydaktycznego punktu widzenia przyczyna wyżej wymienionych trudności 

wiąże się z brakiem ukształtowanego nawyku przynajmniej częściowego planowania 

drogi postępowania, charakteryzującej rozwiązywanie problemu matematycznego.

4. Większość badanych uczniów nie weryfikuje hipotez sformułowanych w posta­

ci wzorów rekurencyjnych. W nielicznych przypadkach weryfikacja przeprowadzona 

była poprzez specyfikację. Niepowodzenia tego typu mają swoje źródło w braku koor­

dynacji wywołujących nowe obserwowalne. Fakt ten stanowi jedną z przyczyn braku 

zdolności uczniów do logicznej oceny.

Z punktu widzenia dydaktyki szkolnej, trudności powyższe wynikają, między in­

nymi, z niedostatecznie ukształtowanej świadomej postawy w stosunku do tych czyn-
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ności oraz krytycznej postawy wobec uzyskanych wyników związanych z rozwiązywa­

niem problemów matematycznych.

5. Najgłębsze trudności występujące u prawie wszystkich badanych uczniów 

związane były z formułowaniem wzorów ogólnych rozwiązujących dany problem. 

Uczniowie nie potrafili sformułować ogólnego wzoru, nawet gdy dostrzegali za­

leżności występujące pomiędzy rozwiązaniami problemów cząstkowych i gdy wyko­

rzystywali je w rozwiązywaniu dalszych szczególnych przypadków bez odwoływania 

się do rysunku. W interpretacji Piageta powyższa sytuacja wiąże się z brakiem no­

wych koordynacji prowadzących od chwilowego stanu równowagi do stanu równowagi 

po nim następującego.

6. Nie pojawiła się u żadnego z badanych uczniów, jena z najbardziej efek­

tywnych strategii rozwiązujących dany problem matematyczny. Wynika to prawdo­

podobnie z niezbyt dobrze ugruntowanego, u badanych uczniów L O , pojęcia produktu 

kartezjańskiego.

7. W przypadku pojawienia się silnej blokady w fazie analizowania problemu, 

dalszy przebieg procesu rozwiązywania charakteryzował się również silnymi bloka­

dami ([8], rys. 10,15,16,18,19). W omawianym przypadku większość uczniów, po 

pokonaniu trudności' na skutek interwencji obserwatora, cofała się do wcześniej­

szych faz rozwiązywania problemu. Natomiast w przypadku pojawienia się blokady 

o mocy nie większej niż cztery, występujące trudności w dalszej części procesu 

rozwiązywania problemu były pokonywane przez uczniów za pomocą interwencji, lub 

bez, zaś rozwiązywanie problemu było bliskie osiągnięcia celu ([8], rys. 6,8-14, 
17-19).

Informacje przedstawione w postaci powyższych wniosków mogą być wykorzy­

stane do wzmocnienia podstaw potrzebnych przy formułowaniu normatywnych hipotez 

str. 51) dotyczących sterowania aktywnością uczącego się matematyki.

UWAGI KOŃCOW E

Szczegółowa analiza prac badanych uczniów i protokołów obserwatorów wska­

zuje na ogólną zgodność realizacji poszczególnych etapów metody „pomiaru blokad" 

2 teoretycznie przyjętymi założeniami. W szczególności badania potwierdziły zgod- 

ność przewidywanych reakcji uczniów na sformułowany problem matematyczny.
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Strategie rozwiązywania problemu stosowane przez badanych uczniów zawierały 

się w zbiorze przewidywanych strategii podstawowych. W kilku przypadkach uczniowie 

łączyli niektóre elementy z kilku przewidywanych strategii.

Stosowanie metody „pomiaru blokad" wymaga wyjątkowo dobrego przygotowania 

badań właściwych. Dotyczy to zarówno analizy rozwiązywania prolemu, jak też 

przygotowania obserwatorów do przeprowadzenia obserwacji.

W przypadku badań dotyczących rozwiązywania „problemu projektanta parku" 

okazało się, że kilku obserwatorów niezbyt dokładnie przeprowadziło niektóre obser­

wacje (materiały z siedmiu obserwacji wyłączono z dalszej analizy).

Niedociągnięcia te dotyczyły następujących czynności:

1. Przedwczesne stosowanie interwencji.

2. Stosowanie niewłaściwych interwencji (nieadekwatnych do ujawnionej trud­

ności ucznia).

3. Brak interwencji w przypadku popełnionego błędu (wynikało to prawdopodob­

nie z niezbyt uważnej obserwacji pracy ucznia).

4. Zmiana zasad stosowania interwencji, prowadząca w konsekwencji do zmiany 

charakteru pytań interwencyjnych (pytania o charakterze naprowadzającym).

Powyższe uwagi zostaną uwzględnione przy dalszych badaniach.

Można spotkać się z zarzutem, że ingerencje obserwatora zniekształciły rze­

czywisty przebieg procesu rozwiązywania problemu. Istotnie, z punktu widzenia 

przebiegu tego procesu jest tak faktycznie. Jednakże przyjęcie zasady stosowania 

interwencji po wyraźnym pojawieniu się blokady powinno było wykluczyć wpływ tej 

interwencji na ujawnioną blokadę. W przypadku rozwiązywania problemu A , który 

był problemem bardziej złożonym niż „problem myszy", okazało się, że blokady nie 

zawsze ujawniały się w tak wyraźnej postaci. W takich sytuacjach interwencje po­

przedzane były pytaniami neutralnymi (str. 58 ). Z drugiej strony interwencje poz­

woliły głębiej poznać strukturę każdej blokady ujawnionej w pracy ucznia.

Zauważmy, że każda interwencja wywiera pośredni wpływ na wszystkie nas­

tępne blokady występujące po blokadzie, z którą ta interwencja była związana. 

Zagadnienie to może być tematem dalszych badań.

Dalsze doskonalenie proponowanej metody badań, wraz z weryfikowaniem uzy­

skanych hipotez, może prowadzić do pogłębienia i korygowania naszej wiedzy w za­

kresie trudności uczniów, związanych z rozwiązywaniem problemów matematycznych.
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A M ETHO D  OF RESEARCH INTO D IFFIC U LTIES  O CCURRIN G 

IN TH E PROCESS OF SOLVING M A TH E M A TIC A L PROBLEMS By PUPILS

S u m m a r y

The paper contains results of a research concerning difficulties of pupils, 

11-17, while solving mathematical problems. On a concrete example a method 

is presented of investigation of such difficulties, using J . Piaget’ s equilibration 

theory of cognitive structures. A . Bessot and F . Richard’ s notion of „blockade" 

was used with a somewhat modified and widened meaning.

Confrontation of predesigned didactic situations and pupils’ real difficulties 

gave unexpected results.


