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WPROWADZENIE

Utatwienia, ktére zawdzieczamy postepom technologicznym, wydaja sie sprzyjaé
aktualnemu rozkwitowi stosowania reprezentacji obrazowych, w szczegSinoéci schema-
téw, w nauczaniu matematyki na poziomie szkoly podstawowej i w pierwszym cyklu
szkoty $redniej. Jaka role pelnig schematy w tym nauczaniu? Réine badania na te-
mat reprezentacji obrazowych, na ktérych moglibyémy sie opierad, aby odpowiedzieé
na to pytanie, prowadzone na przyktad w semiologii, psychologii, teorii informacji,
wydaj3 sie jednak bardzo dalekie od problemdéw, ktére wizgza sie z uZyciem schema-
téw w nauczaniu matematyki. Aby zajgé stanowisko z punktu widzenia tych proble-
méw, bedziemy rozwazaé schermat w ramach nauczania matematyki, mianowicie w
ramach systemu utworzonego przez wiadomoéci ucznidw, cele nauczania, do ktérych
dazy nauczyciele, cechy danej sytuacji | danego matematycznego pojecia (a wiec z
punktu widzenia dydaktyki).

Zanim przejdziemy do omdwienia pewnych probleméw zwigzanych z uzyciem
schematéw w nauczaniu matematyki, wskazemy na niektére ich charakterystyczne
cechy. Schemat moze zastepowal pojecie albo sytuacje matematyczng, ktérych jest
szczegSinym reprezentantem jako egzemplifikacja pojecia Iub abstrakcja sytuaciji.
Uwzglednia tylko niektére elementy tego, do czego sie odnosi (sytuacja lub pojecie).
Nazwiemy te elementy znaczeniem schematu. Dla nas, to znaczenie
obejmuje réwnoczeénie obiekty i relacje pomiedzy obiektami. Podkre$lamy, ze zna-
czenie schematu rzadko wyczerpuje catoéé tego, do czego sie on odnosi.

-*

Przektad z jezyka francuskiego artykt’ﬁu: A. Bessot, F. Richard,
pt‘. Une etude sur le fonctionnement du schema arbre par la commande de variables
d une situation, Recherches en Didactique des Mathematiques, vol. 1.3, Grenoble
1980, str. 387-421, Copyright 3 Pensee Sauvage.
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Specyfika schematu w stosunku do innych sformutoward polega na tym, ze po-
stuguje sie on rejestracjg wizualng, majaca wilasne cechy. Przedstawia on rédwnolegle
i syntetycznie obiekty i relacje pomigdzy nimi, sprzyjajgc tym samym:

- manipulacji, organizacji, stosowaniu, pamigciowemu ujeciu wielu obiektdw i
relacji (jako narzedzie opisu lub rozwigzywania problemu),

- sugestiom hipotez w badaniu, przewidywaniu wynikéw (jako narzedzie heury-

styczne).

Przeglad problemdéw, ktdére nasuwa uZycie schematdw w nauczaniu matematyki

(a) Wypracowujac jaki§ schemat, uczed napotyka przede wszystkim trudnoéci w
wyborze elementdw istotnych dla sytuacji zwigzanej z postawionym pytaniem i ich re-
prezentacji. Niektdrzy pedagogowie staraja sig obnizyé poziom tych trudnodci, propo-
nujac bezpoérednio dobre schematy i przez to skracajg proces abstrahowania. Czy
jednak taki brak rzeczywistego wypracowywania schematu przez ucznia nie wigze sie
z ryzykiem:

- prowizorycznego lub definitywnego obciecia sytuacji przez jej ograniczenie
do jedynego znaczenia schematu,

- przyznania schematowi statusu przedmiotu wykoriczonego, ktérego nie mozna

ani modyfikowaé, ani transformowad?

(b) Szczegdina moc zmystowe] realizacji schematu wiaze sie ze statym ryzykiem
bleddw w powrotach do znaczenia schematu (odkodowanie):

- moze wystapié czedciowe lub calkowite odciecie schematu od jego znaczenia;
elementy graficzne nie odwotuja sie wtedy juz do elementdw tego, do czego sie od-
nosz3, ale je zastepuja,

- i na odwrét, interpretacje nieistotne moga narzucaé sie uczniowi wobec jego
oswojenia sie z topologicznymi i metrycznymi wtasno$ciami ptaszczyzny stanowiacej
podstawe schematu (wtasnoéci wystepujgce zawsze na rysunku, ale nie majace zadnego
znaczenia w interpretacji schematu).

W zwigzku z tym bardzo krétkim przegladem proponujemy w niniejszym artykule
analize funkcjonowania ,dobrego schematu" (drzewa) w szczegdlnej sytuacji, furmkcjo-

nowania reprezentatywnego dla wspomnianych wyzej probleméw.

Specyfika i reprezentatywnodé naszego badania

Wybrany schemat, drzewo, interweniuje zwykle w analizie kombinatorycznej.
Co wiecej, w toku nauki szkolnej ten schemat jest uprzywilejowanym podrednikiem

w licznych aktywnodciach kombinatorycznych.
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W przeciwieistwie do sytuacji szkolnych, w ktérych drzewo przedstawia ,dobry"
schemat, wybrali§my sytuacje, w ktérej drzewo jest schematem ,dobrym" tylko na
pierwszym etapie rozwigzania zadania; algorytm kolejnych podziatdéw zwigzanych z
schematem drzewa musi sie skomplikowad, przeksztatcajgc w nowy algorytm uwzgle-
dniajacy dodatkowy element sytuacji; ten nowy algorytm zmusza ucznia do porzucenia
poczatkowego schematu-drzewa, nie uwzgledniajgcego znaczenia pewnego elementu
sytuacji, do ktérej schemat ma sie odnosié. Podkreélamy, Ze ten nowy algorytm mo-
2e byé stosowany w licznych problemach probabilistycznych(1). Uczymy tego nowego
algorytmu postugujac sie pewnymi zmiennymi sytuacji, ktére nazywamy zmien-
nymi kierujgacymi. Liczymy, 2e wiasnie w wyniku oporu poczatkowego
schematu i jego modyfikacji pojawia sie podstawowe problemy zwiazane z stosowaniem
schematédw w sytuacji szkolnej, to jest problem dyspozycyjnoéci tego, do czego
sie schemat odnosi, i mozliwoéé powrotu do jego znaczenia.

0géina_metodologia: wybdr analizy teoretycznej a priori

Teoretyczna analiza a priori nasuwa nam pewne przewidywania dotyczace za-
chowa’ badanych osdb. Obserwacja rzeczywistych zachowarh ma sprawdzié te przewi-
dywania. Analize przeprowadzimy w trzech kierunkach:

(1) Analiza matematycznych treéci umozliwiajaca eksploracje tego, do czego
schemat sie odnosi (obiekty i relacje sytuacji, procedury rozwigzywania problemu,
itp.). )

(2) Analiza semiologiczna polegajaca na badaniu mozliwych odpowiedniodci mie-
dzy schematami a elementami tego, do czego one sie odnosza.

(3) Analiza sytuacji i jej zmiennych umozliwiajacych sprowokowanie procesu
opracowywania nowego algorytmu.

W pierwszej czefci artykulu streécimy wyniki tych analiz teoretycznych i sfor-
mutujemy oparta na nich teze. Druga cze$d bedzie poéwiecona konfrontacji z ta teza
rzeczywistych zachowa badanych oséb.

1
( )A . Engel, The probabilistic abacus, Educational Studies in Mathematics
1975; w tlumaczeniu polskim: Matematyka, 1976, 3, 176-191 (przyp. Red.).
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I. ANALIZA TEORETYCZNA

1. Prezentacja sytuacji problemowej

Wybrany problem jest problemem kombinatorycznym, ktéry:

(1) mozna rozwigzaé stosujac algorytm prosty, ale nadajgcy sie do ulepszenia
przez uzupeinienie go do sprawniejszego algorytmu wyliczenia przypadkéw,

(2) sprzyja wypracov;aniu schematdéw zrdznicowanych, opisujacych dane proble-
mu lub rozwigzujacych ten problem, i ktére wigza sie specyficznie z dang sytuacja
oraz réznymi procedurami rozwigzania.

Problem ten przedstawiono uczniowi w nastepujacej postaci:

Sytuacja 1(2)

. Pewien dom ma parter, cztery pietra i strych, na parterze
salon, w ktérym $&pi kot, i kuchnie, w ktdrej jest ser. Na kazdym pietrze jest jedno
pomieszczenie. Niektdre pokoje sa potaczome przejéciami, ktérymi mozna posu-
waé sie tylko na dét.

Na strychu 24 myszy chce zje$é ser bez napotkania kota; decydujg sie one na
wykorzystanie przejéé. Nie znajac ich, przyjmujg regule, 2e opuszczajgc dane po-
mieszczenie, z ktérego wychodzi kilka przejéé, beda sie dzielié na tyle réwnolicz-
nych grup, ile jest tych przej$é. Myszy wychodza ze strychu. lle myszy bedzie jadto
ser? lle myszy zostanie zjedzonych przez kota?

Lista przejéé:

Strych ma potaczenie z czwartym pietrem.

Strych ma potgczenie z trzecim pietrem.

Strych ma potaczenie z drugim pietrem.

Drugie pietro ma potaczenie z pierwszym pietrem.

Drugie pietro ma potaczenie z salonem.

Czwarte pietro ma potaczenie z trzecim pietrem.

Czwarte pietro ma polaczenie z drugim pietrem.

Pierwsze pietro ma potgczenie z salonem.

Pierwsze pietro ma potaczenie z kuchniag.

Trzecie pietro ma potaczenie z pierwszym pietrem.

Trzecie pietro ma potaczenie z kuchnia.

(Z)W dalszym ciggu oznacza sie te sytuacje skrétem S.‘ (przyp. ttumacza).
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1.1. Rézne typy rozwigzania: procedury C. | C2—

Wedrowanie myszy w domu mozna przedstawié w postaci kolejnych standw;
kazdy stan mozna wyrazié za pomoca stanéw elementarnych (x, m): x myszy w
pomieszczeniu m; przejécie od jednego stanu do drugiego odbywa sie wediug pew-
nych regut odnoszgcych sie do zmian standw.

Rozwiazania takich problemdw wymagaja dwéch typéw operacji(a)z

(1) operacje podziatu, przyktad (24, St)

(8,4p), (8,3p), (8,2p),

(2) operacje taczenia:

Przyktad: (8,2p), (4,2p)

(8 + 4, 2p).

Operacje podziatu wynikaja z dane] wyraZnie reguly podzialu przyjete] w sfor-
mutowaniu problemu, operacje taczenia wynikaja z niejawnej reguty zwigzanej z
sensem fizycznym. .

W przypadku sytuacji 51 mozna rozwlazaé problem ograniczajac sie tylko do
operacji podziatu. Takie sposoby rozwigzania nazwiemy procedurami C.]. Zastoso-
wanie mniej lub wigce] istotne operacji taczenia {oprécz operacji podziatu) pozwala
na rozwiazania bardziej ztozone (2 operacje), ale szybsze. Ten drugi typ rozwiazania
nazywamy procedura C2.

Wybdr takiego sformutowania, ktére nie wskazuje jawnie operacji t3czenia,
sprzyja temu, e uczniowie odwotujg sie do procedur C1.

Zauwazmy, ze w przebiegu wiekszoéci procedur C‘| wystepuja niewykorzy-
stane okazje do operacji laczenia (wirtualnoéé procedur CZ)‘

1.2. Rézne typy schematdw

Schematy opisujgce i Schematy rozwigzujgce. Rozréinili§my dwie duze kate-

gorie schematéw w zaleznoéci od ich znaczenia, mianowicie w zaleznoéci od typu
treéci przedstawionej graficznie:
- Schematy zwigzane z formulowaniem problemu, czyli schematy opisujace;
- Schematy zwigzane z procedurami rozwigzania problemu, czyli schematy
rozwigzujgce.

(1) Schematy zwigzane z formutowaniem problemu przedstawiaja dane wskazane

(S)Wprowadzamy tu, zamiast francuskich, polskie skréty: St - strych, p - pie-
tro, (24,St) - to 24 myszy ma strychu, (8,2p) - to 8 myszy na drugim pietrze;
s - salon, k - kuchnia (przyp. ttumacza).
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w tym sformutowaniu, w istocie rzeczy pomieszczenia i to co je organizuje: topo-
grafie domu i potaczenia miedzy pomieszczeniami.

W tych reprezentacjach graficznych stany i nastepstwo stanédw wynikajace z
zastosowania procedury rozwigzania majg tylko znaczenie drugorzedne. Uwzglednie-
nie w schemacie reprezentacji pomieszczenia umozliwia wizualizacje przestrzennego
sgsiedztwa zapisdw liczb, i tym samym miejsce to jest podstawa mozliwoéci taczenia
w ramach schematu; to miejsce nazwiemy strukturga grupowania.
Mimo, 2e to faworyfuje stosowanie procedury CZ’ procedura C_I moze tez tu
funkcjonowaé (schemat wieloznaczny), ale z duizym ryzykiem btedéw wynikajgcych
z tego, Ze nastepstwo standw nie jest tu reprezentowane.

(2) Schematy zwiazane z procedurami rozwigzywania problemu przedstawiajg
elementy skonstruowane przez takg procedure, to znaczy stany i ich nastepstwa.
Wspding cecha charakterystycznag tych schematdédw, réinigca je od kategorii poprzed-
niej, jest uwzglednienie, jako zmiennej, ktéra ma byé zakodowana graficznie, nie
pomieszczenia, ale stanu ,x myszy w pomieszczeniu m". W ten sposéb infor-
macja dotyczaca miejsca jest jakby nieobecna, w tych schematach wystepuje tylko
jako nierozerwalny komponent danej liczby myszy’ x.

W ramach tej kategorii wprowadziliémy dwie wazne podkategorie:

(a) schemat-drzewo, gdzie tylko operacje podziatu reprezentujs zmiany standw,

(b) sieci, gdzie zmiany stanédw sa reprezentowane przez operacje podziatu i
przynajmniej jedng operacje i3czenia.

.

Gtéwne rezultaty semiologicznej analizy

zZnaczenie znak kategoria ::zgi:ezd:r:nae ?r%i‘;\;iy
graficzny schematu orzez
organizacja | struktura dom strukture
topologiczna Ngrupowania grupowania C1 i C2
diagram
polaczers
pomiesz- ;
czenie
potaczenia
zmiana R sieé reprezentacje
stanu operacji CZ
taczenia
drzewo C1
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Kilka przyktaddw schematéw. Przedstawione nizej schematy odpowiadaja upro-

szczonej sytuacji gkot - myszy".

i (20)
# @ o
s ()

T ®
Schemat -dom Graf potqczen !
(8,St) @

@ @ (8,1

drzewo sied
1.3. Analiza sytuacji problemowej-

(5)

1.3.1. Zmienne i state pewnej klasy sytuacji. Sytuacje S,' mozna trakto-

wad jako szczegdlna reprezentacje duzego zbioru sytuacji problemowych, jezeli roz-
wazamy jej elementy, jako szczegdlne realizacje zmiennych. Problem ogéliniejszy
(n,p, &) odpowiada danym: n myszy (zamiast 24), dom majgcy p pieter i zbiér
6 polgczen miedzy p + 3 pomieszczeniami. Problem ten nalezy do bardziej
szer'okiego typu probleméw kombinatorycznych wprowadzajacych stany (x,m) i ich
zmiany.

Wybdr skladnikéw stanu (x,m), a wiec naturalnej wartoéci liczbowej dla x
i wartodci o charakterze przestrzennym dia m, nie jest przypadkowy.

(1) Dzieki skiadowej w postaci liczby naturalnej, odpowiadajgcej jednostkom
niepodzielnym, pozwala nam prowokowaé blokady w procedurze. Trzeba mieé od-

(I‘)W dalszym cia;u schematy jopisujace dane zadania" (dom, graf potaczeri)
oznacza sie¢ symbolem A, schemat-drzewo symbolem A (przyp. ttumacza).

{5)

Dane na stronicy 12 (przyp. ttumacza).
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powiednig liczbe myszy, aby mogty one sie rozdzielaé bez przeszkéd, az do ich
przybycia do salonu i do kuchni.

(2) Sktadowa przestrzenna pozwala na pokazanie innych schematdw niz sche-
mat-drzewo.

1.3.2. Cechy procedur C., i C?,’ ich_koszt. Procedury maja dwie wazine wtas-
noéci:

(a) Sa one operatywne lub nieoperatywne w danej szczegblnej sytuaciji (n.],
Py 64). -

To wtadnie poczatkowa liczba myszy N4 decyduje o blokadach w toku
stosowania danej procedury.

Procedury C2 sg czeéciej operatywne niz procedury C1, poniewaz grupo-
wanie myszy pozwala czasem na kontynuowanie operacji podziatu. W$réd procedur
C?_ najbardziej operatywna jest procedura Min, ktéra maksymalnie uwzglednia gru-
powanie.

(b) Procedury te sg diuzsze lub krétsze.

Za miare dlugoéci danej procedury przyjmujemy liczbe operacji w niej wyste-
pujacych.

Procedury C2 sg krétsze niz procedury C1, poniewaz grupowanie myszy
pozwala unikngé licznych podziatéw.

Wérdd procedur C2 najkrétsze sg procedury Min, ktére polegajg na jedno-
razowym {3czeniu grup myszy w kazdym pomieszczeniu.

Zatem z obu punktéw widzenia (a) i (b) procedury Min s3 najlepsze.

1.3.3. Rola zmiennych w rozrdznieniu procedur. Mdwigc krétko:

- wybierajac dobrze & , nastepnie n, mozna stworzyé sytuacje, w ktérej
tylko procedury 02 funkcjonuja bez blokady; lub 4ciflej, tylko procedury Min
funkcjonuja bez blokady,

- dtugoéé procedur C

C2' Min wzrasta z wzrostem liczby przejéé.

1

2. Wybdr sposobu nauczania

Dzieki wprowadzeniu operacji taczenia, procedury C2 i w szczegdlnoéci Min
s3 skuteczniejsze z dwéch wzgledéw: sa 'krétsze, funkcjonuja bez blokad w wiekszej
liczbie sytuacji. Sadzimy jednak, ze uczniowie beda odwotywad sie do procedur C.‘.

Najpierw dlatégo, ze operacja podzialu jest jawnie wskazana w temacie zadania,
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nastepnie dlatego, ze s3 one z jednej strony prostsze, z drugiej strony uczniowie sa
z nimi bardziej oswojeni przez czeste stosowanie schematu-drzewa.

Chcemy, aby uczer uzupetnit procedure C1 do proé:edury C2, bardziej
skutecznej, i chcemy badaé w toku tego procesu uczenia sie opornoéé schematu-
-drzewa szczegblnie zwigzanego z procedura C,‘.

Zatem chodzi o uczenie sige procedury C2. Ale jakie uczenie sig?

2.1, Koncepcja Piageta uczenia sig, rola nieréwnowagi

Wybdér zalezy od naszej koncepcji poznania. Zgadzamy si¢ z Plagetem mdwiac,
se aktywnoéé podmiotu jest procesem konstrukcji wiedzy. Ale Piaget nie zadowala
sie uznaniem aktywnoéci podmiotu za centrum procesu poznania. Przypomnimy krét-
ko kluczowe pojecia analizy Piageta (Piaget, 1975)(6). Aktywnoéé podmiotu charak-
teryzuje asymilacja rzeczywistoéci do poprzednio rozwinietych struktur (schemat asy-
milacji); ta asymilacja jest nierozdzielna od akomodacji tych struktur do szczegdl-
nych wlasnofci rzeczywistoéci. ,Podmiot stara sig unikngé sprzecznoéci, dazy zatem
do pewnych form réwnowagi, nigdy ich nie osiagajac" (str. 170). Z tej idei wy-
nika podstawowa teza teorii Piageta: ,Centralnym pojeciem, ktére wydaje sie
wyjaéniaé rozwéj poznawczy, jest ulepszanie form réwnowagi"; inaczej mdéwiac,
réwnowazenie majoryzujace” (str. 170). W tej perspektywie ,jednego ze Zrdédet pos-
tepu w rozwoju poznania trzeba szukadé w zachwianiach réwnowagi". Te ostatnie
wnie zawsze mogtyby speinié swa role ksztalcgcg; moze sie to udaé tylko pod warun-
kiem przekroczenia, a wigec pokonania ich i zakolczenia w postaci specyficznych
zréwnowazer® (str. 17). Zachwiania rSwnowagi, czy perturbacje, motory rozwoju
intelektualnego, s3 prowokowane przez Iluki czy przeszkody, ktére powodujg nie-
udanie sie¢ asymilacji. Ale nie wszystkie luki stanowia perturbacje. ,Luka jako per-
turbacja jest zawsze zwigzana z schematem asymilacji juz zaktywizowanym" (str.
25).

W stosunku do perturbacji podmiot moze reagowad rozmalcie; w istocie rzeczy
dazac do kompensacji perturbacji, a wiec do zréwnowazenia. Piaget rozrdznia hie-
rarchiczne trzy gtéwne rodzaje zachowa w stosunku do tych kompensacji. Zachowania
«, napardziej prymitywne, polegaja na dazeniu do anulowania zaktécenia lub do
pomijania jego efektéw; zachowania [» polegajz na modyfikowaniu asymilacji .przez
cze$ciowe zmiany lub reorganizacje bardziej zupetne, az do neutralizacji zakiécenia"

(S)Pozycja ta ukazala sie w przektadzie na jezyk poliski pt. J. Piaget,
Réwnowazenie struktur poznawczych, centralny problem rozwoju, PWN, Warszawa
1980 (przyp. ttumacza).
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dzieki integracji w system (str. 75); zachowania ¥  polegajg na mantycypowaniu
mozliwych zmian, ktére jako mozZliwe do przewidzenia Iub wywiedine traca swéj
charakter zakiScenia i wilgczajg sie w realne transformacje systemu" (str. 73).

Ta koncepcja poznania decyduje o wyborze sposobu nauczania, mianowicie
o odrzuceniu dwéch koncepcji nauczania, ktére pozostawiaja niewiele miejsca dla
konstruktywnej aktywnoéci podmiotu.

Zatem musimy odrzucié¢ koncepcie, w ktérych:

(a) nowe poje::ie bedace przedmiotem poznania jest dane uczniowi od razu w
postaci ustrukturyzowanej, za§ uczerd wykorzystuje je w zastosowaniach,

(b) pojecie rozktada sie na mate, coraz trudniejsze jednostki, a przyswojenie
pojecia odbywa sie stopniowo, w sposéb ciagty.

W przeciwiefistwie do tych koncepcji, stawiamy ucznia wobec nieciggtego pro-
cesu uczenia sie, wybierajac sytuacje prowadzace do zachwiania réwnowagi. Te
zachwiania réwnowagi s3 prowokowane przez konfrontacje struktur myélowych ucznia
z zewnetrzng rzeczywistodcia, wobec ktdrej te struktury okazujs sie niewystarcza-
jace, zawierajgce luki. Co wiecej, te zachwiania réwnowagi powinny byé dostatecz-
nie silne, aby podmiot mdégt odrzucié swédj system myélenia i poszukiwaé nowych form
organizacji.

2.2. Wybér zachwiania réwnowagi przez blokade

A priori nierdwnowage procedur C‘I mozna byto sprowokowadé na dwdch dro-
gach i zasugerowaé ich uzupenienia do procedur C2:

(1) odwotujac sie do kosztéw procedur C1 i stwarzajac sytuacje, w ktérej
procedury C1 bytyby bardzo kosztowne,

(2) przez blokady w procedurach C,,.

Przyjeliémy crugg z tych drdéa z nastepujacych powodéw. Chcemy sprowokowad
u uczniéw giebokie zachwianie réwnowagi, radykalne odrzucenie procedur C1. Zwie-
kszajac koszt procedury C,‘, utrudniliby§my bardzo doéwiadczenie, ryzykowaliby$-
my, e uczniowie si¢ zniechecg, a my nie bedziemy pewni czy nastapilo wtadnie
zachwianie réwnowagi. Natomiast blokada w procedurach C1 wywotluje od razu
zachwianie réwnowagi u uczniéw, ktérzy taka procedure stosuja. ’

W tej perspektywie koszt procedur nie gra istotnej roli w sekwencji sytuaciji.
Koszt interweniuje tylko w tle: wystarcza do rzeczywistego wystgpienia procedur
i schematéw, nie przeszkadzajac pojawieniu sie blokady.
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2.3. Realizacja nieréwnowagi przez blokade: sekwencja 51_5_2§3

Sekwencja %%S\; i blokada pr‘ocedur(7)

Sytuacje .
S,] S2 53
Procedury
C.I x x
x
c C§ X
2
Min

Cé’ to procedura C2 rézna od procedury Min

Sytuacija S.] pozwala na stosowanie procedury dowolnego typu, a wiec
i schematu dowolnego typu tak, 2e moze ujawnié sig wtasne, to znaczy nie pro-
wokowane przez eksperymentatora zachowanie sie ucznia i naturalny rozwdj tego

zachowania. Moze to sie ujawnié dzieki interakcji schematu i procedury.

Sytuacja 52 ma na celu gltebokie zachwianie procedurami C1 przez
ich blokade. Zrédwnowazenie moze nastapié tylko przez przejicie od wykazujacej
luki procedury C1 do procedury Min.

Sytuacija 53 powinna by¢é testem wplywu poprzedniej sytuacji na stoso-
wanie operacji taczenia. W tym celu na poczatku umozliwia ona stosowanie dowol-
nych procedur, az do pdénego wprowadzenia blokady w pewnym momencie. Czy
uczniowie zastosujg konieczne taczenie dopiero w celu odblokowania, czy je zastosuja
przed opdZniong blokadg? Czy ich procedura bedzie optymalna (Min)?

W ramach tego artykutu rozwazamy tylko sytuacje 52, kluczowg dla zach-
wiania réwnowagi i pokonania tego stanu.

Cechy sytuacji 52:

- liczba myszy: 4

- potaczenia:

(7)W tabeli wykreélamy dang komérke w celu zaznaczenia, Ze dany typ proce-
dury jest zablokowany w danej sytuaciji.
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pomieszczenie St Lp 3p 2p 1o
taczy sie z 4p,3p | 3p,2p| 2p, P,k | 1p,s | s,k
s: salon

ks kuchnia

- prdéba rozwigzanid problemu w tej sytuacji pokazuje, Ze blokada wystepuje
bardzo wczeénie:

14,5t)
{2,3p) (2,4p)
blokada
{1,3p) 1,2p)
blokada blokada

ChcieliSmy w ten sposéb osigagnaé to, by biokady narzucily sie uczniowi w
sposéb ostry i jasny; uczed nie moze watpié o poprawnoéci swego rozwigzania lub
przynajmniej weryfikacja tej poprawnosci jest natychmiastowa:

- globalne uéwiadomienie sobie réinych grup myszy zablokowanych, poprzedza-
jace t3czenie, jest jak najbardziej utatwione przez matz liczbe grup w momencie
blokady,

- rozwiazanie wymaga koniecznie taczenia na kaidym pietrze (procedury Min).

3. Sformutowanie tezy

3.1. Wktad teoretycznej analizy

Analiza matematycznej treéci przedstawionej sytuacji problemowej ujawnia dwa
typy procedur C.‘ i CZ' Przejécie od procedur C,1 do procedur C2 zalezy
od skonstruowania przez podmiot nowej operacji, operacji taczenia; ta operacja, nie-
jawna w sformutowaniu problemu, jest uwarunkowana wystepowaniem pomieszczenia
jako elementu sytuacji.

Analiza semiologiczna pokazuje, 2e jedynymi schematami zwigzanymi z pro-

cedurami C1, ktdre majg sie przeksztalcié w bardziej zlozone, sa schematy od-



STUDIUM FUNKCJONOWANIA SCHEMATU-DRZEWA 21

(8)

powiadajgce sformutowaniu problemu i schematy-drzewa. Co wiecej, ta analiza
prowadzi do radykalnego odréznienia tych dwéch typéw schematéw, w zaleinoéci od
obecnodci lub nieobecnodci w ich znaczeniu pomieszczenia jako takiego.

Nasza teza wynika wtaénie stad, e w schemacie-drzewie nie uwzglednia sie

tego znaczenia.

3.2. Teza i pytanie

Przypominamy: Sytuacja dydaktyczna 515253 ma na celu sprowokowanie
uzupetniania procedur C,' w wyniku zachwiania réwnowagi u podmiotéw, ktére
te procedure stosujs.

Teza. Przekroczenie tej nierdwnowagi zalezy od rodzaju schematu sto-
sowanego wraz z procedura C,‘(g); Schematy-drzewa wzmacniajg opdr procedur

Cc utrudniajac lub w ogdle uniemozliwiajac jego przetamanie.

’
! Pytanie. Gdy juz zachowania A/C,l“o) zostang zachwiane, schematy
drzewa stana sie nieodpowiednie do przedstawienia nowych procedur C2. beda-
cych wynikiem uzupetnienia procedur C1. Ta nieodpowiedniodé moze prowadzié
do przeksztalcenia schematu-drzewa tak, aby ten nowy schemat reprezentowat
nowa operacje. Czy te przeksztalcenia beda sie odbywaé w zwigzku z schematem-
~drzewem (a wiec z schematem zwigzanym z procedurg: reprezentacja stanéw) czy
przez zerwanie z schematem-drzewem (schematy zwigzane z sformutowaniem proble-

mu: reprezentacja pomieszczer)?

(B)Schematyczne przedstawienie danych zadania, w tym pomieszczenia i ich
potaczenia, zob. str.15 (przyp. tlumacza).

(g)Tymi schematami moga byé drzewa lub schematy zwigzane ze sformutowaniem
problemu.

(10)Zachowanie ucznia jest scharakteryzowane przez typ schematu i typ proce-
dury, zastosowanych przez tego ucznia (przyp. autora). A jest symbolem schema-
tu drzewa, A symbolem schematu zwigzarego ze sformulowniem problemu (zob.
przypis (4)). Symbol A/C. wskazuje, ze uczefh konstruujac schemat-drzewo stosuje
tylko procedure C.], wiec tylko podziat (przyp. ttumacza).
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. ANALIZA REZULTATOW

Postaramy sie pokazadé zachowania uczniéw wobec sprowokowanego zachwia-
nia réwnowagi, to znaczy zwrdcimy uwage prawie wyigcznie na te zachowania przy
rozwigzywaniu zadania w sytuacji SZ'

Jednakze dla analizy tych zachowad trzeba takze wiedzieé, jaki schemat i ja-
ka procedure kazdy z uczniéw stosowal w sytuacji S,‘. W ponizszej tabeli przedsta-

wiamy zachowania ucznidw w tej sytuacji((ﬂ) .

Zachowania ucznidw w sytuacji S,1

ocedura
o 4 Min PN

schemat

A 17 1 0 18

A 4 2 5 1
pisemnie bez '
schematu 0 1 0 1

£ 21 4 5 30

Uwaga. W sytuacji 52 Zzadna procedura rézna od Min nie jest opera-
tywna; przez blokade chcemy sprowokowad zachwianie réwnowagi w stosunku do
kazdej procedury réiznej od Min, w szczegdinodci do procedury C1.

Przewidujemy, 2e to przetamanie stanu nieréwnowagi zale?y od poczatkowego
zachowania podmiotu i 2e schemat-drzewo wzmacnia opdér procedur C,], utrudnia-
jac lub nawet uniemozliwiajac to przetamanie. Nastepnie badamy, czy transfor-
macja schematéw-drzew nieodpowiednich dla procedwy Min odbywa sie w zwiaz-

ku 2 tym schematem czy z zerwaniem z jego stosowaniem.

11 .
) (. )Sekwenqa S1S,5; badano 30 ucznidw klas 4, 3 i 2 (10 uczniéw na kazdym
poziomie) w toku indywidialnej rozmowy {przyp. autora). Odpowiednie klasy w Pol-
sce, to ki. VI podst. i I,ll licealne (przyp. ttumacza).
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1. Blokada procedur

Badamy ten problem z dwéch uzupetniajacych sie purktédw widzenia.

Pierwszy punkt widzenia ma charakter ilociowy: wprowadzamy miare sity blo-
kady i badamy, czy tak okre§lona miara zalezy od zachowania ucznia.

Rozwazajac problem z drugiego punktu widzenia, bardziej jakosciowego, chcemy
przez obserwacje tego, jak uczert werbalnie daje wyraz blokadzie i jak przez biedne
préby usituje przekroczyé nieréwnowage, lepiej zrozumieé funkcjonowanie jego my$li

poznawczej.

1.1. Sita blokady

Oceniamy site blokady w zaleznodci od interwencji koniecznych do odblokowa-

nia.

1.1.1. Miara blokady. Przewidzieliémy dla eksperymentu dwa typy interwencji,

majacych na celu przekroczenie w sposéb zadowalajgcy blokady.

Pierwszy typ interwencji polega na:

(a) Konfrontowaniu blednych propozycji ucznia z jawnymi warunkami sytuacji
problemowej (reguta podziatu, niemoznoéé poruszania sie w przejéciach z dotu do
géry, itp.), .

(b) sktanianiu ucznia do maksymalnego wykorzystania procedury C‘l’ a wiec
do realizacji wszystkich mozliwych podziatéw (,czy wyprowadzite$ juz wszystkie my-
szy, ktére mogte wyprowadzié?"),

(c) upewnieniu ucznia, ze problem ma rozwiazanie.

Interwencje tego typu, ktére nazwiemy interwencjami formalny-
m i (12), moga odblokowaé my$l niektérych ucznidw, ale moga tez nie odnosié zad-
nego skutku u innych. .

W stosunku do tych ostatnich odwotujemy sie do interwencji drugiego typu,
ktére nazwiemy interwencjami typu bilans. Majg one na celu po-
moc uczniowi w uswiadomieniu sobie tych elementdw rozwigzania, ktére powinny

ich doprowadzi¢ do nowej operacji taczenia, nieujawnionej w sformutowaniu problemu,

(12)W oryginale uinterventions légalistes” (interwencje w sprawie zachowania
praw). W tekécie polskim postuzymy sie hastem: interwencja formalna (przyp. ttuma-
cza).
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ale zgodnej z jego warunkami. W interwencjach typu bilans eksperymentator Zzada
od ucznia zdania sprawy z liczby zablokowanych myszy na poszczegdinych pigtrach.
Ewentualnie, jezeli taka rekapitulacja nie jest zadowalajaca, eksperymentator do-
konuje sam potrzebnego bilansu (2 myszy na trzecim pigtrze, 1 mysz na drugim pie-
ttze, 1 mysz na trzecim pietrze) akcentujac, jezeli to jest konieczne, pomiesz-
czenie, w ktédrym znajduja sie zablokowane myszy.

Sadzimy, Ze te dwa typy interwencji sg jakoéciowo réine ze wzgledu na rozwdj
zachowart ucznidw, poniewaz interwencje formalne maja na celu tylko podkreflenie
warunkéw, jawnie wyrazonych w danej sytuacji. Chodzi o to, aby ucze zrezygno-
wal z postepowania sprzecznego z niektérymi warunkami danej sytuacji problemowej
(postepowanie typu o« ). Natomiast interwencje typu bilans daja uczniowi jawnie po-
zytywne informacje, ktére mogg go doprowadzié do nowej reguly postepowania (t3-
czenie) lub do rozszerzenia pierwotnego schematu (postepowanie typu ﬁ) (13).

Wiaénie za pomoca tych interwencji zastosowanych w celu odblokowania my$li
ucznia mierzymy site odpowiedniej blokady.

Uwzgledniamy trzy stopnie blokad:

- blokada stopnia 0 - nie potrzeba zadnej interwencii;

- blokada stopnia 1 - interwencje ograniczone do interwencji formalnych,

- blokada stopnia 2 - interwencje formalne nie dajg rezultatu, interwencje typu
bilans pomogty uczniowi przekroczyé zachwiania réwnowagi.

Streszczamy uwagi o przebiegu interwencji i sile blokady w nastepujacym orga-
nigramie:

(13) ; .
) Chodzi o zachowania < ,p , ¥ scharakteryzowane w teorii réwnowazenia
Piageta, zob. str.17 (przyp. ttumacza).
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Procedura
C; lub C}
Blokada .
C1 lub Cz
Paliatywy:
negacja lub
uzupetnianie
warunkow
Bo
Interwencja
formalna — - —
B, Odwotanie sig Uswiadomienie
do nowej reguty sobie elementow
-ntrzeba to omijanych
Niemozliwe- potgczyc <] [pomieszczenie)
nie wiem, jak lub narzucanych
{czas)
Interwencja 7 B2
typu bilans
Dotqczenie
lub uogdlnienie
niejawnej
reguly

B, —silna blokada
B, — staba blokada
By — blokada zerowa

1.1.2. Sita blokady a zachowanie poczgtkowe.

topierd blokady
1 2

poczatkowe zachowanie
A C,] 6 11
A/ C,1 3 1

Nota. Zachowanie poczgtkowe - to zachowanie ucznia w sytuacji S,.
Tabela uwzglednia tylko 21 uczniéw stosujacych procedure C’I w sytuacji S,](‘I 3

Komentarz. Czy zachowania A/C.l réznig sie istotnie od innych w
postawach ucznidw ze wzgledu na blokade? Otrzymane rezultaty potwierdzajg do-
ktadnie nasze przewidywania:

(a) spodérdd 12 obserwowanych silnych blokad (stopierd 2) 11 ujawnia sie u oséb

badanych stosujscych A/ C,‘;

““Sytuacje te opisano na stronicy 12 (przyp. ttumacza).
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(b) Dwie trzecie oséb badanych stossjacych A/C_I napotykaja silng blokade.
Punkt (a) upowaZnia nas do ujemnej oceny postepowania A/C,], poniewaz
prawie tylko ono prowadzi do silnej blokady. Co wigcej, fakt, ze jedna tylko oso-
ba stosujaca K/C,' doznata silnej blokady, a ktérej zachowanie pozornie przeczy
sformutowanemu wyzej wyrdznieniu, w rzeczywistosci nie ostabia naszej analizy do-
tyczacej mozliwoéci sugerowania operacji tgczenia przez schemat K/C,‘, ale od-
wrotnie, wzmacnia ja. Ta osoba w szczegdlny sposéb stosuje swéj schemat ,dom",
poniewaZ zapisuje liczby przy wejéciu do kazdego przejécia, a nie przy jego drugim
koicu, gdzie powinna nastapié operacja tgczenia. Nie ma tu przestrzennego zbli-
zenia zapiséw liczb, ktdre maja byé dodane (zob. szkic). Purkt (b) wzmacnia to
rozréznienie, bowiem silna blokada prze-

waza wsrdd osdb stosujacych A/C1' Jed-

nakze obecnodé wsrdd nich osdb napotykaja-

cych tylko staba blokade wskazuje na to,

czego zreszta nalezato oczekiwaé, ze od-

grywaja tu role jeszcze inne czynniki, réz-

2 2 St ne od tych, ktére uwzglednilidmy w naszym
H modelu zachowania, czynniki wptywajace na
111 1 4p zjawisko blokady, w szczegdlnodci struktury-

i

zacja poznawcza podmiotu, sztywna lub
3 .
P gietka, bedaca przedmiotem studium Lau-

treya

1.2. Postawa wobec blokady

1.2.1. Werbalny wyraz blokady. Wiekszoéé‘uczniéw daje wyraz blokadzie bez
wskazania na sktadowa pomieszczenia zablokowanego stanu.
Przyktady: .do trzech przejéé jest 2 myszy",
wdwie myszy i trzy mozliwoéci®,
»trzy nie moga sie podzieli¢ na dwa".
Nieobecno$¢ pomieszczenia w wyrazeniu blokady ujawnia sie zaréwno w zacho-
waniach A/C.], jak i w zachowaniach K/C.]. Nie jest wiec szczegdlnie zwigza-
na ze schematem-drzewem, w ktérym nie ma graficznych reprezentacji wiasnych dla

pomieszczeri; to pominiecie wydaje sie wynikaé z kombinatorycznego schematu podziatu.

(15)J. Lautrey,

. Classe sociale, struct i ‘envi ‘ ili
et développement cognitif ’ uration de | environnement familial

de |’ enfant, Thise de troisi¢me cycle, Paris 1976.
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1.2.2. Paliatywy. Wobec niemoziiwoéci podziatu, wigkszo$¢ ucznidw (15 na 21)

odwotuje sie do paliatywéw. Dzielg sie one na 5 kategorii:

1. Myszy moga i$¢ do géry (2 ucznidw).

2. Uprzywilejowaé niektdre przejécia (15 ucznidw).

3. Wprowadzié utamki myszy (2 ucznidw).

4. Kontynuowaé drzewo puste (2 ucznidw).

5. Zwiekszyé liczbe myszy (w pomieszczeniu, gdzie wystapita blokada).

Zanalizujmy te reguly podstawione za regute podzialu. Pierwsza kategoria
polega po prostu na prowizorycznym usunieciu ambarasujacego stanu przez pominie-
cie zalozenia, ze przejéciami mozna tylko schodzié w dét. Modyfikacja reguty po-
dziatu kategorii 2 i 3 odnosi sie tylko do rezultatu. Te modyfikacje wprowadza sie
za cene negacji pewnych danych zadania, a wigc negacji albo tego, ze podziat ma
mieé tyle czedci, ile jest wyj§¢ z danego pomieszczenia, albo tego, Zze liczby my-
szy maja sie wyrazaé w niepodzielnych jednostkach. Kategoria 3 nie uwzglednia
w regule charakteru sktadowej numerycznej; chodzi tu o to, aby mdc stosowal da-
lej algorytm C‘; do$é podobny do algorytmu C.]. Kategoria 5 modyfikuje cze$-
ciowo stan poczatkowy w stosunku do sktadowej numerycznej.

W ich rozmaitosci wydaje sie nam, 2e te S kategorii ma cechy wspéine,
mianowicie cechy kompensacji najbardziej prymitywnych, zdefiniowanych przez Piage-
ta (zachowanie o« ). W kazdym z tych przypadkdw obserwuje sie przywigzanie do
kombinatorycznego schematu podziatu, stosowanego z powodzeniem w sytuacji S.‘.
Modyfikacje proponowane w postaci tych paliatywdw sa lokalne i niepewne. Nie
odrzucajg schematu podziatu, ktéry zawiddt w sytuacji 52, ale wprost przeciwnie,
azeby zasymilowaé mimo wszystko przedmiot wprowadzajgcy zaburzenie do tego
schematu podziatu (sytuacja 52)’ te zachowania opieraja sie na negacji pew-
nych wtasnodci tego przedmiotu. Wbrew tym prymitywnym kompensacjom, rzeczy-
wiste przekroczenie blokady wymaga od ucznia konstrukcji nowej operacji. Ta nowa
operacja - taczenie - wymaga:

(a) przejécia od koncentracji myéli ucznia na jednym stanie do my$li o .zbio-
rze standw, aby

(b) mdc zblizyé niektdre z tych standw przez uwzglednienie sktadowej, o kté-
rej zapominano w werbalizacji blokad,

(c) i przywrdcié schematowi jego przestrzenny charakter.

Jezeli na poziomie werbalnego wyrazania blokady i odwotywania sie do palia-
tywdw zachowania A/C,‘ i /T«/C,1 nie réznig sie, to zasadnicza rdznica w tych
dwdch zachowaniach polega na spontanicznym Ilub niespontanicznym odwotaniu sig
do bilansu.
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1.2.3. Bilanse i przekroczenie blokady. Interwecje formaine eksperymentatora

wystarczaja w przypadku zachowari K/.C,1 do zrezygnowania z paliatywéw na ko-
rzyéé przekroczenia blokady dzigki spontanicznemu bilansowi, po ktérym nastgpowato
odpowiednie taczenie.

Przeciwnie, te same interwencje, nawet powtarzane, nie maj3 wplywu na 2/3
oséb o zachowaniu A/C,|. W ogdlnoéci, odblokowanie wymaga w tym przypadku po-
stawienia uczniowi pytania, odnoszacego sie doktadnie do elementu przestrzemnego
blokady: ,Gdzie zostaly zablokowane myszy"?, albo nawet dokonania przez ekspery-
mentatora odpowiedniego bilansu. ,Dwie myszy zablokowane na trzecim pietrze,

jedna na drugim i jedna na trzecim".

Wnioski dotyczace blokady procedur

Przewidywane zachwianie réwnowagi w sytuacji 52 wyraZnie sie ujawnito.

Analiza ilodciowa i jakodciowa rezultatéw badania potwierdza naszg teze:

- silne blokady s3 specyficzne dla zachowad A/C1,

- silne blokady towarzysza pominieciu w schemacie-drzewie przestrzennego cha-
rakteru danych, pominieciu, ktére wymaga ze strony eksperymentatora doktadnego
zadania przywrdécenia schematowi tego charakteru przestrzennego.

Co wiecej, analiza jakofciowa wzbogaca nasza teze: postawa wobec blokady i
odwotywanie sie do paliatywéw $wiadcza:

- o pierwotnym, uogélnionym oporze kombinatorycznych schematdw uzywanych
przez ucznidw;

- o prymitywnych kompensacjach zachwiania réwnowagi, polegajacych na nego-
waniu pewnych elementdw przedmiotu wprowadzajgcego zaburzenie, majace na celu
jego asymilacje do schematdw kombinatorycznych, ktérymi uczed aktywnie dyspo-
nuje.

Zilustrujmy te wnioski wyciagiem z rozmowy z uczennica w sytuacji 52(16).

Uczennica S (klasa 2, AICq, B ).

U: Czy mam to zrobié w ten sam sposéb?“?)

E: Jak chcesz.

Uczennica sporzgdza znowu schemat-drzewo, az do blokady procedury C,1 na
trzecim pietrze (2 myszy na 3p).

U: One pdjda w gdre.

E: Nie, tego nie mogg. Przejéciami mozna tylko zstepowaéd na dét.

(16) . .
) Pr.zedstawnamy schematycznie oryginalne rysunki z przektadem napiséw na
jezyk polski (przyp. ttumacza).

(17)
To znaczy tak, jak w sytuacii S1 (przyp. ttumacza).
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4 myszy

SN

y \1 3 Kuchnia

3 2
p P 2p
Kuchnia ’ 1p
1p 1p 1p Salon
2p
Sal /\ Kuchnia Salon
alon guchnia Salon Kuchnia Salon Salon Kuchnia

Salon Kuchnia

jedzq: 1 i 1, zjedzone: 1 i 1

Uczennica kontynuuje z uporem rozgatezienia (drzewo puste), pomijajac odgate-
zienie (3p,k) gatezi (St,4p). Eksperymentator interweniuje. Uczennica dorzuca od-
gatezienie (3p,k) i wykaricza w ten sposéb gatg?z (St,4p). Zaczynma nastepnie rysowaé
gatezie (St,3p) oraz (3p,2p), koriczy to ostatnie odgatezienie i zatrzymuje sie.

E: Czy trzecie pietro nie ma potaczenia z drugim?

U: Nie, ale zaczynam dochodzié do wniosku, Ze to,co robie, do niczego nie
prowadzi. Wobec tych wszystkich przejéé one si¢ pogubig i nigdy nie podziela sie
zgodnie z reguta.

E: Moze jest jakie$ rozwigzanie ...

U: Nigdy nie znajde liczby ... Nie warto ... Trzecie pietro ...

E: Co cie tak niepokoi?

U: To nie idzie.

E: Co nie idzie?

U: Jezeli je podziele ... Na trzy przejécia bedzie ich dwie.-

Bedzie tylko jedna, ktdra bedzie miata szanse dotarcia (jest jedno przejécie (3p,k)).

E: One powinny stosowal sie do reguly.

U: Ale one tego nie beda mogty. Jezeli na przyktad zejdg sie razem po jed-
nej stronie, to nie beda podzielone na réwne grupy.

E: To prawda.

E: A te dwa?.(Z na 4p umieszczone na krawedzi (St,4p)).

Uczennica je dzieli, (1,3p)1,2p) zapisuje na krawedziach (4p,3p) (4p,2p),
i zatrzymuje sie.

E: No i co sig dzieje?
U: To samo, sg zablokowane.

E: Gdzie s3 zablokowane?
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U: Ostatecznie jedna sie ruszy, a druga nie... (milczenie).
Dobrze, ale w koficu, jezeli one sie potgcza, jezeli tu si¢ potaczg, tu i tu, to
jest podobnie. A wiec, jezeli sig potacza, to sg w grupach réwnych.

E: O jakich myszach mdwisz?

U: Tu jest jedna, na przyktad.

E: Gdzie one s37

(

E: Na drugim pietrze, tak w wierzchotku.

U: Przed salonem w wierzchotku 18) (wpisuje 1 w wierzchotku).

U: Dalej tu takze. One sa na pierwszym pietrze, myszy (2p,7p)...

Ach, nie, to niemozliwe... Jezeli sie potagcza, beda w réwnych grupach i moga
si¢ podzielié.

E: Ktére?

U: Ale to nie jest to samo pietro...

E: Ach! :

U: Trzy tu (na trzecim pietrze)... Jedna, ktdra je. Nastepnie jest jedna na
pierwszym i jedna na drugim. Na drugim bedzie jeszcze jedna tu, razem dwie.
(Uczennica koriczy potrzebne ztagczenia.)

E: Wyjaénij mi, co ty tu zrobita$ (2 pietro).

U: Nie myélatam o tym, 2e myszy s3 w tym samym miejscu...

Jest jedna na trzecim, dwie na trzecim. One s3 w tym samym miejscu; zatem
poniewaz jest ta sama liczba przejéé, kidére przechodza do trzeciego pietra, a_
wiec to sie zgadza. Ja je dodam, te myszy, one sa w tym samym miejscu.

E: Dlaczego wahata$ sie, czy je razem zebrad?

U: Z poczatku to mi sie nie nasuwato.

E: Kto$, kto nie widziat, jak konstruowataé twdj schemat, nie rozumiatby

dobrze tego, co zrobitad ... Czy mogtaby$ znaleZé jaki§ sposéb, inny schemat,
aby mdgt zrozumieé to, co zrobitas?

U: To . nie napisatabym tego (pusta galgZ wychodzaca z trzeciego pietra),

bo to jest to samo, to potgczone.
w drodze...

.. Mozna by mysleé, ze zapomniatam o myszach
E: Sprébuj zrobié co$. Mogtaby$ zrealizowad twdj pomyst, o ktdrym powiedzia-
tag mi.

Eksperymentator prowokuje wyjaénienie znaczenia cyfry 2 napisanej na krawedzi
(St, 4p).

U: To s3 dwie na 4 pietrze (pisze 2 w wierzchotku).

(18) - - -
W oryginale uintersection", chodzi o wierzchotek grafu (przyp. ttumacza).
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U: Jest jedna na 3 pietrze i jedna na 2, a dalej tu nie wiem, gdzie one s3
(2 na (St,3p)). ’

E: Przyjyzy] sie dobrze.

U: A tu, jezeli je potacze (2-na 3 pietrze, 1 na 3 pietrze), ale ja nie mam
do tego prawa. .

E: Dlaczego nie masz prawa?

U: Jedna na trzecim i dwie na trzecim; to znaczy, ze one s3 w tym samym
miejscu?

E: A co o tym myS$lisz?

U:,Tak, ale na przyktad, ja mam prawo umieécié¢ 3 tu (obok 1 na trzecim pie-
trze) i 3 takze tu (na miejscu 2 na 3 pietrze)... Chce powiedziéé, ze bede prdbowaéd
raz za kazdym razem.

E: A co o tym my$lisz?

U: Nie, ale chce zrobié obie mozliwoéci (dwie gatezie wychodza z trzeciego
pigtra). N

E: Mdéwisz, 2e s3a dwie zablokowane na trzecim i jedna zablokowana na trze-
cim.

U: A wiec razem trzy na trzecim... Mam prawo od razu je umiedcié...
W koricu...

E: A wiec jest razem 3 na trzecim. Sformutowanie problemu mdwi ci, do czego
masz prawo, a do czego nie masz.

Obserwujac swdj schemat-drzewo uczennica nagle sporzgdza schemat graf, z je-

go natychmiastowym funkejonowaniem.

4 myszy

E: Co sadzisz o tym schemacie (graf) w stosunku do tego (drzewo)?

U: Czy mam narysowad strzatki?
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E: Jezeli chcesz. )

U: To (graf), jest schematyczne; Ur-nieszcze w érodku obraz.

E: Jaki obraz?

U: Mamy wszystko ... Wole ten (graf), jest tu mniej mozliwodci... Tu sg dwie
myszy. .. i

E: Czy myflisz, ze gdyby bylo wigcej myszy nie mogtaby$ tego samego zrobié?

U: {Waha sie). O, nie, to prowadzitoby do tego samego, przedtuzyloby sig.
E: Jaka jest réznica miedzy tymi dwoma?“g)

U: S3 podobne. Tam sa wszystkie mozliwoéci (drzewo), ale w koricu z tym
(drzewem) - to nie jest mozliwe. Tu (graf), zrozumiatam, ze je tacze, tu widaé, ze

s3 potgczone.

Komentarz. Zachowanie sie tej uczennicy ilustruje w sposdb godny uwagi
trudnosci zwiazane z schematem-drzewem. Uczennica odwotuje si¢ do kilku paliaty-
wéw: uzywanie przejéé z dotu do géry, kontynuowanie drzewa pustego, uprzywilejo-
wanie niektdérych przej$é; te paliatywy zderzaja sie¢ z interwencjami formainymi.

To eksperymentator musi sugerowaé, jak wybrngé z podziatu dwéch myszy na
czwartym pietrze i przywrdcié sktadowag przestrzenna: ,gdzie sa one zabiokowane?"

Uczennica ledwie dostrzega niewyraZnie ideg taczenia grup myszy, potem jg
precyzuje | wykonuje taczenie na tym samym pietrze. Pozornie stan nierdwnowagi
zostat przekroczony. Ale poncwny przeglad i poszukiwanie nowego schematu re-
prezentujagcego rozwigzanie zadania ujawnia kruchodé tej nowej réwnowagi. Uczenni-
ca pyta sie,czy wykonane t3czenia sg poprawne. (,Ale jak je pomieszam, nie mam
prawa?.) Rézre interwencje ujawniaja, ze uczennica waha sie, czy uprzywilejowaé
szczegdlng gataZ wiérdd tych, ktére odpowiadaja temu samemu pietru, i jest sktonna
zachowal dwie gatezie, azeby wyprébowaé dwie mozliwosci; wydaje sie, ze nas-
tepnie ma watpliwodci co do zidentyfikowania dwéch gatezi, ktdre chciata poczat-
kowo zidentyfikowal. Po pokonaniu tych wszystkich przeszkdd uczennica konstruuje

schemat-graf Min, ktéry graficznie wskazuje identyfikacje gatezi.

2. Przerabianie schematu-drzewa

Wystepuja dwa typy reprezentacji graficznych, réznigcych sig znaczeniem,
ktére reprezentujg: stan (x,m) w reprezentacjach odnoszacych sie do procedur,

i pomieszczenie m w reprezentacjach zwigzanych z tekstem zadania (zob. rysunki
w rozdziale 1.1.2 teoretycznej analizy).

(19)

Schemat-drzewo i graf (przyp. tlumacza).
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Bedziemy wiec méwi¢ o powigzaniu, gdy przerabianie schematu-drze-
wa dokonuje sie wewnatrz graficznych reprezentacji zwigzanych z procedurami i o
zerwaniu, gady uczed odwoluje sie do graficznej reprezentacji sformutowania
zadania. Zajmujemy sie nastepujgcymi pytaniami: Czy przerabianie schematu-drzewa
dokonuje sie w powigzaniu, czy w zerwaniu z tym schematem? Czy s3 stopnie w po-

wigzaniu?

2.1. Powigzanie, czy zerwanie?

Wéréd badanych ucznidw tylko trzech z dwudziestu zastepuje oznaczanie stanu
przez oznaczanie pomieszczenia. W wiekszodci przypadkdw przerabianie schematu-
-drzewa odbywa sie w powigzaniu z tym schematem.

Te rezultaty stabo odzwierciedlaja rzeczywisty rozwdj schematyzacji u ucznidw,
poniewaz zacierajg ‘ten rozwdj w dychotomii: powigzanie lub zerwanie. Chel lep-
szego ujecia wytwordw ucznidw prowadzi nas do wnikliwszej analizy semiologicznej

a priori opartej na wprowadzenil stopni w powigzaniu.

2.2. Powigzanie ze schematem-drzewem

Badajgc rdéinice w przerabianych schematach, wprowadzamy stopnie powigzania
ze schematem-drzewem. Taka rdiznica moze polegaé na reprezentowanym znaczeniu
i na sposobach reprezentowania {(znaki graficzne Ilub warunki narzucone organizacji
rysunku w ptaszczy?nie). Oddalenie schemétu od schematu-drzewa bedzie mniej lub
wiecej duze, w zaleznodci od tego:

(1) czy tgczenie jest lub nie reprezentowane,

(2) czy w tej reprezentacji bedzie sie powtarzaé znakowanie Ilub organizacja
Znakowania schematu-drzewa.

Uporzadkujemy schematy zwigzane z danymi procedurami bardziej precyzyjnie,

wedtug czterech stopni.

Powigzanie stopnia 0. Odnosza sie do schematdw-drzew przerabianych tylko

przez usuwanie niektdrych elementdw (znakdw lub warunkdw organizacji). Naleza do
nich:
drzewo obcinane (usuwanie niepotrzebnych gatezi);

drzewo pokawatkowane (usuwanie powigza krawedzi).
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(4,St)
(2,3p) (2,4p)
{1,3p} (1,2p)
13,3p)

(&l 1) (1,2p)
(2,2p)

)

11,1p) 1,s)
(2,19}

1,s) 1, k)

Drzewo obcinane

{4,5t)

T~
(2,35) 12,4p)

{1,3p) 1,2p)
(1,2p)
(3,3p)
1,k (1,1p1  (1,2p)
(1,1p)
{2,2p)
{1,1p) {1, s)
(2,1p)
/\
{1,s) {1, k)

Drzewo pokawatkowane

Powigzania stopnia 1. Majg je schematy reprezentujace operacje taczenia przez

wprowadzenie nowych znakdéw graficznych, tylko dotgczanych, bez zaktScenia znakdw
schematu-drzewa i ich uktadu.

Nalezg do nich:

- sieci RP powstajagce z drzewa obcietego przez dotgczenie pojedynczych
strzatek tgczenia,

- sieci RR powstajgce z drzewa pokawatkowanego przez poprowadzenie par
strzatek taczenia.
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12,3p) (2,4p)

a, p}/\

3
(3,3p (1,2p)

1,k)  (1,1p) (1,2p)4/
(2,2p)

(1,1p) (1,s)
(2,1p)

TN

1,8 (1,k)
Sie¢ RP
(4,5t)
(2,3p) (2,4p)

— \
(1,3p) (1,2p)
(3,3p) (1, 2p)

”‘Zp’\(z,‘zm

1,k (,1p)
0 ) i, s)
{2,1p)

{1,s) {1,k)
Sie¢ RR

Powigzania stopnia 2. Maja je schematy, w ktérych reprezentacja operacji ta-

czenia zakidca znaczenie i organizacje graficznych znakéw schematu-drzewa.
Nalezg do nich: Sieci PP . Strzatki, poprzednio wskazujgce podziat, te-
raz zostaja obcigzone dodatkowym znaczeniem taczenia, poddane nowym warunkom

organizacji: zbieznoéé do stanu sumy.

Powigzania stopnia 3. Majg je schematy, w ktdrych poprzednie zaburzenia

(powigzania stopnia 2) ukazujg ponadto tyle wierzchotkéw, ile jest pomieszczer.

Nalezg do nich: Graf Min, graficznie nierozréznialny od grafu potaczert
(a wiec schematu zwigzanego 2z sformutowaniem zadania), z tym, Zze ten schemat
staje si¢ schematem rozwiazujacym (a wiec zwigzanym 2z procedur3), ktdry wiacza

Znaczenie pomieszczenia (tyle wierzchotkéw, ile pomieszczeri).
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{4,st)

N

2,3p) (2,4p)
(1,3p

1,k) 1,2p)

1,1
p) 1,2p)

(1,s) (1,k) {1,s)

Sie¢ PP

A. BESSOT, F. RICHARD

Po okrefleniu tych stopni powigzania, zbadajmy rozwdj schematéw przerabianych

przez danego ucznia ze wzgledu na osiggniety przez niego najwyzszy stopiert powigza-

nia.

8+---

37 |

2 61-

g 5]

g 41

g 34-4-——A ————

£ 21-1--1 -
T

0 1 2 3

Najwyzszy osiqgniety stopien

powigzania
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Wykres przedstawia liczbe uczniéw, ktdrzy osiggneli maksymalny stopieft powia-
zania przy przerobieniu schematéw w sytuacji SZ'

Odczytanie wykresu:

- Wiecej niz 1/3 oséb badanych (6/17) nie wprowadza 2adnego znaku graficz-
nego dla przedstawienia nowej operacji i zachowuje schemat-drzewo z nieznacznymi
modyfikacjami (drzewo obcinane, drzewo pokawatkowane),

- prawie potowa (8/17) reprezentuje te operacje graficznym znakiem, wigczonym
do poczgtkowego schematu-drzewa bez widocznej modyfikacji uktadu (Sieci RR, RP),

- tylko bardzo niewielu (3/17), szdsta czedé wszystkich badanych, zmienia jed-
noczeénie znaczenie i ukiad przestrzenny znakdw graficznych poprzedniego schematu-

-drzewa, aby skonstruowaé w powigzaniu z nim sie¢ PP Iub graf Min.

Wniosek dotyczacy przerabiania schematu-drzewa. Bardziej wnikliwe badanie

powigza’l rdinych schematdw 2z procedurami potwierdza catkowicie istnienie trud-
noéci odczuwanych przez ucznidw w sporzadzaniu schematdw rdinigcych sie semio-
logicznie od poczatkowego schematu-drzewa.

Semantycznej sztywnoéci schematu-drzewa, stwierdzonej w rdznicowaniu sie
zachowarh A/C,] w toku blokady procedur, towarzyszy w fazie przerabiania sche-
matéw opdr stawiany zmianom. To poczatkowy schemat-drzewo utrudnia wprowa-
dzenie operacji Yaczenia i jej powtarzanego stosowania w procedurach, oraz wywo-
tuje znaczne reperkusje w plaszczyZnie graficznego znakowania. Rezultaty te $wiad-
czg o rzeczywistej zgodnodci istniejgcej migdzy ztozonoécig semiologicznej repre-
zentacji a zachowaniami oséb badanych.

Stwierdzona wyraZnie linia podziatu miedzy frekwencjg odwolywania sig¢ ucznidw
do schematu-drzewa, sieci RP i sieci RR, oraz rzadkim odwotywaniem sie do
schematédw PP i grafu Min, jest zgodna ze skokiem w komplikacji tych réznych
reprezentacji, ujawnionej przez ich analize semiologiczng.

Zilustrujmy te teze wyciagiem z protokotlu rozmowy z uczniem w sytuaciji SZ'
Uczert 26 (klasa 4, A/C,, staba blokada).

Uczerd zaczyna od schematu-drzewa identycznego ze schematem z sytuacji S1.

U: Jak jak to zrobie? Sa dwie myszy i trzy przejécia (dwie myszy na trzecim
pietrze). To niemozliwe! Ja myéle, ze jest jedna, ktdra pdjdzie do kuchni, ona czu-
je ser!

Smiech.

E: Czy zastosowata sie do reguty?

U: Nie... Nie widze ... Nie widze, jak one moga sie podzielié... Chyba,
2e sie spotkaja w wierzchotku, wtedy bedzie ich trzy.

E: MySlisz, ze mozesz to zrobié?
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U: Tak, bo ...
E: Réb, co chcesz ...
UczeA to robi. Przy kaizdym taczeniu spoglada na eksperymentatora. Umiesz-
' cza krzyzyk przed cyfra 1 zapisang przy 2* i dodaje te liczby.

E: Jested pewny?

U: Tak, bo w pewnym momencie myszy na trzecim byly zakiopotane, inne
z czwartego wyszly i do nich sie dotgczyly.

E: Czy sadzisz, 2ze twdj schemat jest zupeinie jasny dla kogo§, kto nie wi-
dziat, jak go wykonywate$?

U: Wystarczy wyjaénié.

E: Czy to zrobisz?

strych * dotqczony do innej grupy,
ktora jest na 3 pigtrze i ktdra
jest oznaczona przez *
4p 3p
*ax
2 21
3p 1p k 1p 2p
* +
1 1 1
1# 1#
p
141°
9 dotgczony
do innej grupy, ktéra
jest na 1 piarze i ktéra
jest oznaczona przez © 1
* dotqczony do innej
grupy, ktéra jest na 1
pigtrze i ktora jest ozna-
czona przez *
Schemat 1

(20) . . .
W oryginale kopia oryginalnych recznych zapiséw ucznia (przyp. ttumacza).

b
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UczeA wyjadnia swéj sposdb kodowania na gérze kartki, w szczegdinosci znacze-
nie gwiazdki.
U: To jest niedobre!
Dalej opisuje znaczenie swego kodu 0 i +.
: Sadzisz, ze wszystko jest jasne?
Tak, z tymi wszystkimi wskazédwkami. A to - to droga, potgczenie.

: Droga czy potaczenie?

E
u
E
U: To raczej potaczenie z pietrem.
E: To prawda, to jasne... Czy nie widziatby$ innych sposobdw?

U: Z uzyciem kolorédw, to byloby bardziej poplatare...

E: Pokazesz mi to?

Uczerd rysuje sie¢ RP (schemat 2) kreskami czarnymi do podziatéw i niebies-

kimi do taczenia.

strych 4

3p
2p k 1 2
141

Q) 1+1
“4\

o 'S/S e
x/x
Schemat 2

U: A ten, do kuchni... Wygrat ...

Po wykoriczeniu rozwigzania uczerd stawia sobie pytanie o sens faczed.

U: Ktdra grupa laczy sie z inna? Lepiej zrobié tak, bo ta (ktdra przeszta z
drugiego pietra na trzecie) jest tu juz od dluiszego czasu. Dorzuca strzatki.

U: Tu, bedzie lepiej widzieé te, ktére sie tacza.

Waha sie jeszcze co do sensu strzatki reprezentujgcej igczenie na pigtrze 2
{graficznie obie grupy sa na tym samym poziomie), nastepnie decyduje sie na ten
sens, ktdry poprzednio przyjat: dotgczyé te grupe, kidra czeka, mimo juz poprzednio
wskazanej sumy. Orientuje takZze kreske wskazujgca na potgczenie na pierwszym
pietrze.



40 A. BESSOT, F. RICHARD

E: Chcialbyé wprowadzié nowe ulepszenia?
U: Kolory na oznaczenie pigter ... plan ...
E: Sprébuj, inaczej moga nie zrozumieé.

Uczer rysuje drzewo pokawatkowane na fazy (schemat 3).

strych 4
strych strych

\O:p
/T\

uw/
4p
2 zablokowane ?
3DG/%

1
% /\ zablokowana? 21 3

2p 1

4 241 /\ /\ zablokowana ?
A

Numeruje kolejne fazy, ktére nazywa stopniami.

W trzeciej fazie:

U: To niestuszne (przekrefla znaki pieter nad strzatkami i wpisuje je na kork-
cach (spdjnogé kodu).

E: Ty naprawde masz wiele pomystdw!

Wnioski. Wydaje sig, ze drzewo zaciemnia w $wiadomodci ucznia elementy
problemowej sytuacji nie reprezentowane przez ten schemat. Co wiecej, ze wzale-
du na jego role narzedzia w rozwiaiywaniu problemu (,homomorfizm" procedury C1)
faworyzuje pewna automatyzacje procesu, usztywnionego w postaci graficznego
algorytmu, poniewaz:

- moze sie rozwijaé dla samego siebie (paliatyw drzewa pustego w toku blo-
kady w sytuacji 52),

- nie sugeruje zadnej informacji w przypadku zahamowania (brak spontanicz-
nego bilansu przy blokadzie procedur w sytuacji 82).

Te fakty $wiadczg o zerwaniu zwigzku miedzy schematem a jego znaczeniem,
i tym samym o zagubieniu sensu schematu. .
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Przerabianie schematu-drzewa przez osoby badane odbywa sie w $cistym zwigzku
z tym schematem. Konstatujemy prawie zupetng niemozno$é ucznidw wprowadzania
zmian znaczenia w ich graficznych reprezentacjach, zmian wymagajgcych od nich
prawdziwego zerwania z schematem-drzewem. Co wiecej, stopied powigzania ze
schematem-drzewem odpowiadajacych danym procedurom innych schematdw (sieci,
graf Min), &wiadczy o tym, ze uczniowie w niewielkim stopniu odrywaja sie od
tego schematu.

Trudnodéé oderwania sie ucznidw od ich pierwotnie stosowanego schematu w ce-
lu skonstruowania nowego schematu, bardziej dostosowanego do nowej procedury, nie
tylko ujawnia trudnodci zwigzane z aktywnoscig kodowania, ale takze nasuwa watpli-
woéci co do przyswajanych im schematdw.

Sekwencja dydaktyczna 515253 zrywa ze zwyczajowym stosowaniem schema-
téw w sytuacji szkolnej; umieszczajac schemat-drzewo poza dziedzing jego przydat-
noéci, prowokujemy refleksje osoby badanej na temat schematyzowania.

Poniewaz narzedzie rozwigzywania zadania staje sie w danym momencie nieuzy-
teczne z powodu blokady procedur, uczniowie odkrywaja stosunek znaku do znacze-
nia w wyniku intensywnej aktywnodci kodowania, odczytywania kodu i organizacji

graficznej.
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Z jezyka francuskiego przetozyta

[ANNA zOFIA KRYGOWSKA|

A STUDY INTO THE FUNCTIONING OF TREE DIAGRAMS IN A CONTEXT

Summary

This article raises a certain number of inherent difficulties in the use of
diagrams in the teaching of mathematics. This is done within a framework of semio-
logical concepts (signified, signifier, contextual references). Among the problems
examined are: The danger of hindering the teaching/learning situation by fimiting it
to code elements only (non-availability of the contextual reference); the danger of the
diagram itself taking the place *of what it represents {no connection back to the
original signified). These problems are illustrated by placing the student in a situ-
ation where a familiar diagram (a tree) is used as a useful problem-solving tool.
However, the dynamics of the teaching/learning situation leads to a complication
of the original problem-solving procedures, which, in turn, may raise doubts in the
student “s mind about the technique which has proved inadequate. This block in pro-
cedures often leads the student, via intense activity in coding, decoding and graphic
organization, to finally perceive the fundamental signifier/signified relationship
underlying the diagram.



