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WPROWADZENIE

Ułatwienia, które zawdzięczamy postępom technologicznym, wydaję się sprzyjać 

aktualnemu rozkwitowi stosowania reprezentacji obrazowych, w szczególności schema­

tów, w nauczaniu matematyki na poziomie szkoły podstawowej i w pierwszym cyklu 

szkoły średniej. Jakę rolę pełnię schematy w tym nauczaniu? Różne badania na te­

mat reprezentacji obrazowych, na których moglibyśmy się opierać, aby odpowiedzieć 

na to pytanie, prowadzone na przykład w semiologii, psychologii, teorii informacji, 

wydaję się jednak bardzo dalekie od problemów, które więżę się z użyciem schema­

tów w nauczaniu matematyki. Aby zajęć stanowisko z punktu widzenia tych proble­

mów, będziemy rozważać schemat w ramach nauczania matematyki, mianowicie w 

ramach systemu utworzonego przez wiadomości uczniów, cele nauczania, do których 

dężę nauczyciele, cechy danej sytuacji i danego matematycznego pojęcia (a więc z 

punktu widzenia dydaktyki).

Zanim przejdziemy do omówienia pewnych problemów zwięzanych z użyciem 

schematów w nauczaniu matematyki, wskażemy na niektóre ich charakterystyczne 

cechy. Schemat może zastępować pojęcie albo sytuację matematyczna, których jest 

szczególnym reprezentantem jako egzemplifikacja pojęcia lub abstrakcja sytuacji. 

Uwzględnia tylko niektóre elementy tego, do czego się odnosi (sytuacja lub pojęcie). 

Nazwiemy te elementy z n a c z e n i e m  s c h e m a t u .  Dla nas, to znaczenie 

obejmuje równocześnie obiekty i relacje pomiędzy obiektami. Podkreślamy, że zna­

czenie schematu rzadko wyczerpuje całość tego, do czego się on odnosi.

Przekład z języka francuskiego artykułu: A . B e s s o t ,  F.  R i c h a r d ,  
pt. Une etude sur le fonctiormement du schema arbre par la commande de variables 
d*une situation, Recherches en Didactique des Mathematiques, vol. 1 .3 , Grenoble 
1980, str. 387-421, Copyright h Pensee Sauvage.
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Specyfika schematu w stosunku do innych sformułowań polega na tym, że po­

sługuje się on rejestrację wizualną, majęcę własne cechy. Przedstawia on równolegle 

i syntetycznie obiekty i relacje pomiędzy nimi, sprzyjając tym samym:

-  manipulacji, organizacji, stosowaniu, pamięciowemu ujęciu wielu obiektów i 

relacji (jako narzędzie opisu lub rozwiązywania problemu),

-  sugestiom hipotez w badaniu, przewidywaniu wyników (jako narzędzie heury­

styczne).

Przegląd problemów, które nasuwa użycie schematów w nauczaniu matematyki

(a) Wypracowując jakiś schemat, uczeń napotyka przede wszystkim trudności w 

wyborze elementów istotnych dla sytuacji związanej z postawionym pytaniem i ich re­

prezentacji. Niektórzy pedagogowie starają się obniżyć poziom tych trudności, propo­

nując bezpośrednio dobre schematy i przez to skracają proces abstrahowania. Czy 

jednak taki brak rzeczywistego wypracowywania schematu przez ucznia nie wiąże się 

z ryzykiem:

-  prowizorycznego lub definitywnego obcięcia sytuacji przez jej ograniczenie 

do jedynego znaczenia schematu,

-  przyznania schematowi statusu przedmiotu wykończonego, którego nie można 

ani modyfikować, ani transformować?

(b) Szczególna moc zmysłowej realizacji schematu wiąże się ze stałym ryzykiem 

błędów w powrotach do znaczenia schematu (odkodowanie):

-  może wystąpić częściowe lub całkowite odcięcie schematu od jego znaczenia; 

elementy graficzne nie odwołują się wtedy już do elementów tego, do czego się od­

noszą, ale je zastępują,

-  i na odwrót, interpretacje nieistotne mogą narzucać się uczniowi wobec jego 

oswojenia się z topologicznymi i metrycznymi własnościami płaszczyzny stanowiącej 

podstawę schematu (własności występujące zawsze na rysunku, ale nie mające żadnego 

znaczenia w interpretacji schematu).

W związku z tym bardzo krótkim przeglądem proponujemy w niniejszym artykule 

analizę funkcjonowania „dobrego schematu" (drzewa) w szczególnej sytuacji, funkcjo­

nowania reprezentatywnego dla wspomnianych wyżej problemów.

Specyfika i reprezentatywność naszego badania

Wybrany schemat, drzewo, interweniuje zwykle w analizie kombinatorycznej. 

Co więcej, w toku nauki szkolnej ten schemat jest uprzywilejowanym pośrednikiem 

w licznych aktywnościach kombinatorycznych.
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W przeciwieństwie do sytuacji szkolnych, w których drzewo przedstawia „dobry" 

schemat, wybraliśmy sytuację, w której drzewo jest schematem „dobrym" tylko na 

pierwszym etapie rozwiązania zadania; algorytm kolejnych podziałów związanych z 

schematem drzewa musi się skomplikować, przekształcając w nowy algorytm uwzglę­

dniający dodatkowy element sytuacji; ten nowy algorytm zmusza ucznia do porzucenia 

początkowego schematu-drzewa, nie uwzględniającego znaczenia pewnego elementu

sytuacji, do której schemat ma się odnosić. Podkreślamy, że ten nowy algorytm mo-
( 1 )że być stosowany w licznych problemach probabilistycznych . Uczymy tego nowego 

algorytmu posługując się pewnymi zmiennymi sytuacji, które nazywamy z m i e n ­

n y m i  k i e r u j ą c y m i .  Liczym y, że właśnie w wyniku oporu początkowego 

schematu i jego modyfikacji pojawią się podstawowe problemy związane z stosowaniem 

schematów w sytuacji szkolnej, to jest problem dyspozycyjności tego, do czego 

się schemat odnosi, i możliwość powrotu do jego znaczenia.

Ogólna metodologia: wybór analizy teoretycznej a priori

Teoretyczna analiza a priori nasuwa nam pewne przewidywania dotyczące za­

chowań badanych osób. Obserwacja rzeczywistych zachowań ma sprawdzić te przewi­

dywania. Analizę przeprowadzimy w trzech kierunkach:

(1) Analiza matematycznych treści umożliwiająca eksplorację tego, do czego 

schemat się odnosi (obiekty i relacje sytuacji, procedury rozwiązywania problemu, 

itp.) .

(2) Analiza semiologiczna polegająca na badaniu możliwych odpowiedniości mię­

dzy schematami a elementami tego, do czego one się odnoszą.

(3) Analiza sytuacji i jej zmiennych umożliwiających sprowokowanie procesu 

opracowywania nowego algorytmu.

W pierwszej części artykułu streścimy wyniki tych analiz teoretycznych i sfor­

mułujemy opartą na nich tezę. Druga część będzie poświęcona konfrontacji z tą tezą 

rzeczywistych zachowań badanych osób.

(1)A . E n g e l ,  
1975; w tłumaczeniu

The probabilistic abacus, Educational Studies in Mathematics 
polskim: Matematyka, 1976, 3, 176-191 (przyp. Red.).
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I. AN ALIZA  TE O R E TY C Z N A

1. Prezentacja sytuacji problemowej

Wybrany problem jest problemem kombinatorycznym, który:

(1) można rozwiązać stosując algorytm prosty, ale nadający się do ulepszenia 

przez uzupełnienie §0 do sprawniejszego algorytmu wyliczenia przypadków,

(2) sprzyja wypracowaniu schematów zróżnicowanych, opisujących dane proble­

mu lub rozwiązujących ten problem, i które wiążą się specyficznie z daną sytuacją 

oraz różnymi procedurami rozwiązania.

Problem ten przedstawiono uczniowi w następującej postaci:
(2)S y t u a c j a  1 . Pewien dom ma parter, cztery piętra i strych, na parterze

salon, w którym śpi kot, i kuchnię, w której jest ser. Na każdym piętrze jest jedno 

pomieszczenie. Niektóre pokoje są połączone przejściami, którymi można p o s u ­

w a ć  s i ę  t y l k o  n a  d ó ł .

Na strychu 24 myszy chce zjeść ser bez napotkania kota; decydują się one na 

wykorzystanie przejść. Nie znając ich, przyjmują regułę, że opuszczając dane po­

mieszczenie, z którego wychodzi kilka przejść, będą się dzielić na tyle równolicz- 

nych grup, ile jest tych przejść. Myszy wychodzą ze strychu. Ile myszy będzie jadło 

ser? Ile myszy zostanie zjedzonych przez kota?

Lista przejść:

Strych ma połączenie z czwartym piętrem.

Strych ma połączenie z trzecim piętrem.

Strych ma połączenie z drugim piętrem.

Drugie piętro ma połączenie z pierwszym piętrem.

Drugie piętro ma połączenie z salonem.

Czwarte piętro ma połączenie z trzecim piętrem.

Czwarte piętro ma połączenie z drugim piętrem.

Pierwsze piętro ma połączenie z salonem.

Pierwsze piętro ma połączenie z kuchnią.

Trzecie piętro ma połączenie z pierwszym piętrem.

Trzecie piętro ma połączenie z kuchnią.

( 2 ) W dalszym ciągu oznacza się tę sytuację skrótem S- (przyp. tłumacza).
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1.1. Różne typy rozwiązania: procedury i

Wędrowanie myszy w domu można przedstawić w postaci kolejnych stanów; 

każdy stan można wyrazić za pomocą stanów elementarnych (x, m): x myszy w 

pomieszczeniu m; przejście od jednego stanu do drugiego odbywa się według pew­

nych reguł odnoszących się do zmian stanów.

Rozwiązania takich problemów wymagają dwóch typów operacji'

(1) operacje podziału, przykład (24, St)

(8 ,4p), (8 ,3p), (8,2p),

,(3)

(2) operacje łączenia:

Przykład: (8,2p), (4,2p)

(8 + 4, 2p).

Operacje podziału wynikają z danej wyraźnie reguły podziału przyjętej w sfor­

mułowaniu problemu, operacje łączenia wynikają z niejawnej reguły związanej z 

sensem fizycznym.

W przypadku sytuacji można rozwiązać problem ograniczając się tylko do 

operacji podziału. Takie sposoby rozwiązania nazwiemy procedurami C ^. Zastoso­

wanie mniej lub więcej istotne operacji łączenia (oprócz operacji podziału) pozwala 

na rozwiązania bardziej złożone (2 operacje), ale szybsze. Ten drugi typ rozwiązania 

nazywamy procedurą C2.

Wybór takiego sformułowania, które nie wskazuje jawnie operacji łączenia, 

sprzyja temu, że uczniowie odwołują się do procedur C ^.

Zauważmy, że w przebiegu większości procedur występują niewykorzy­

stane okazje do operacji łączenia (wirtualność procedur C 2).

1 .2 . Różne typy schematów

Schematy opisujące i Schematy rozwiązujące. Rozróżniliśmy dwie duże kate­

gorie schematów w zależności od ich znaczenia, mianowicie w zależności od typu 

treści przedstawionej graficznie:

-  Schematy związane z formułowaniem problemu, czyli schematy opisujące;

-  Schematy związane z procedurami rozwiązania problemu, czyli schematy 

rozwiązujące.

(1) Schematy związane z formułowaniem problemu przedstawiają dane wskazane

(3)' 'Wprowadzamy tu, zamiast francuskich, polskie skróty: St -  strych, p -  pię­
tro, (24,St) -  to 24 myszy na strychu, (8,2p) -  to 8 myszy na drugim piętrze; 
s -  salon, k -  kuchnia (przyp. tłumacza).
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w tym sformułowaniu, w istocie rzeczy pomieszczenia i to co je organizuje: topo­

grafię domu i połączenia między pomieszczeniami.

W tych reprezentacjach graficznych stany i następstwo stanów wynikające z 

zastosowania procedury rozwiązania mają tylko znaczenie drugorzędne. Uwzględnie­

nie w schemacie reprezentacji pomieszczenia umożliwia wizualizację przestrzennego 

sąsiedztwa zapisów liczb, i tym samym miejsce to jest podstawą możliwości łączenia 

w ramach schematu; to miejsce nazwiemy s t r u k t u r ą  g r u p o w a n i a .  

Mimo, że to faworyzuje stosowanie procedury , procedura może też tu

funkcjonować (schemat wieloznaczny), ale z dużym ryzykiem błędów wynikających 

z tego, że następstwo stanów nie jest tu reprezentowane.

(2) Schematy związane z procedurami rozwiązywania problemu przedstawiają 

elementy skonstruowane przez taką procedurę, to znaczy stany i ich następstwa. 

Wspólną cechą charakterystyczną tych schematów, różniącą je od kategorii poprzed­

niej, jest uwzględnienie, jako zmiennej, która ma być zakodowana graficznie, nie 

pomieszczenia, ale stanu „x myszy w pomieszczeniu m". W ten sposób infor­

macja dotycząca miejsca jest jakby nieobecna, w tych schematach występuje tylko 

jako nierozerwalny komponent danej liczby myszy' x.

W ramach tej kategorii wprowadziliśmy dwie ważne podkategorie:

(a) schemat-drzewo, gdzie tylko operacje podziału reprezentują zmiany stanów,

(b) sieci, gdzie zmiany stanów są reprezentowane przez operacje podziału i

przynajmniej jedną operację łączenia. ,

Główne rezultaty semiologicznej analizy

znaczenie znak
graficzny

kategoria
schematu

uwzględnia 
się łączenie 
przez

możliwe
procedury

organi zac ja 
topologiczna

/pomiesz-\
\ęzenie J

połączenia

^struktura \  
Ugrupowania^

dom

diagram
połączeó

strukturę
grupowania O o

ro

/ T  \ zmiana (stan ) .V  J  stanu
sieć reprezentację

operacji
łączenia

c2(wierzchołek)

drzewo
c i
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Kilka przykładów schematów. Przedstawione niżej schematy odpowiadają upro­

szczonej sytuacji „kot -  myszy".

(8,St)

1.3. Analiza sytuacji problemowej-

1 .3 .1 . Zmienne i stałe pewnej klasy sytuacji. Sytuację S . ^  można trakto­

wać jako szczególną reprezentację dużego zbioru sytuacji problemowych, jeżeli roz­

ważamy jej elementy, jako szczególne realizacje zmiennych. Problem ogólniejszy 

(n ,p , ar ) odpowiada danym: n myszy (zamiast 24), dom mający p pięter i zbiór

5 połączeń między p ♦ 3 pomieszczeniami. Problem ten należy do bardziej 

szerokiego typu problemów kombinatorycznych wprowadzających stany (x,m ) i ich 

zmiany.

Wybór składników stanu (x ,m ), a więc naturalnej wartości liczbowej dla x 

i wartości o charakterze przestrzennym dla m, nie jest przypadkowy.

(1) Dzięki składowej w postaci liczby naturalnej, odpowiadającej jednostkom 

niepodzielnym, pozwala nam prowokować blokady w procedurze. Trzeba mieć od-

W *  dalszym ciągu schematy „opisujące dane zadania" (dom, graf połączeń) 
oznacza się symbolem A , schemat-drzewo symbolem A (przyp. tłumacza).

(5)' Dane na stronicy 12 (przyp. tłumacza).
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powiednią liczbę myszy, aby mogły one się rozdzielać bez przeszkód, aż do ich 

przybycia do salonu i do kuchni.

(2) Składowa przestrzenna pozwala na pokazanie innych schematów niż sche- 

mat-drzewo.

1 .3 .2 . Cechy procedure^ i C g. ich koszt. Procedury maję dwie ważne włas­

ności:

(a) Sę one operatywne lub nieoperatywne w danej szczególnej sytuacji (n^, 

Pv  6^).
To właśnie początkowa liczba myszy n^ decyduje o b l o k a d a c h  w toku 

stosowania danej procedury.

Procedury C 2 sę częściej operatywne niż procedury C ^, ponieważ grupo­

wanie myszy pozwala czasem na kontynuowanie operacji podziału. Wśród procedur 

C 2 najbardziej operatywna jest procedura Min, która maksymalnie uwzględnia gru­

powanie.

(b) Procedury te sę dłuższe lub krótsze.

Za miarę długości danej procedury przyjmujemy liczbę operacji w niej wystę­

pujących .

Procedury C 2 sę krótsze niż procedury C ^, ponieważ grupowanie myszy

pozwala uniknąć licznych podziałów.

Wśród procedur C 2 najkrótsze sę procedury Min, które polegają na jedno­

razowym łączeniu grup myszy w każdym pomieszczeniu.

Zatem z obu punktów widzenia (a) i (b) procedury Min sę najlepsze.

1 .3 .3 . Rola zmiennych w rozróżnieniu procedur. Mówiąc krótko:

-  wybierając dobrze C , następnie n, można stworzyć sytuację, w której 

tylko procedury C 2 funkcjonują bez blokady; lub ściślej, tylko procedury Min 

funkcjonują bez blokady,

-  długość procedur C ^, Cg, Min wzrasta z wzrostem liczby przejść.

2. Wybór sposobu nauczania

Dzięki wprowadzeniu operacji łączenia, procedury Cg i w szczególności Min 

są skuteczniejsze z dwóch względów: są krótsze, funkcjonują bez blokad w większej 

liczbie sytuacji. Sądzimy jednak, że uczniowie będą odwoływać się do procedur C ^. 

Najpierw dlatego, że operacja podziału jest jawnie wskazana w temacie zadania,
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następnie dlatego, że są one z jednej strony prostsze, z drugiej strony uczniowie są 

z nimi bardziej oswojeni przez częste stosowanie schematu-drzewa.

Chcemy, aby uczeń uzupełnił procedurę C-j do procedury Cg. bardziej 

skutecznej, i chcemy badać w toku tego procesu uczenia się oporność schematu- 

-drzewa szczególnie związanego z procedurą C ^.

Zatem chodzi o uczenie się procedury Cg. Ale jakie uczenie się?

2 .1 . Koncepcja Piaget a uczenia się, rola nierównowagi

Wybór zależy od naszej koncepcji poznania. Zgadzamy się z Piagetem mówiąc, 

że aktywność podmiotu jest procesem konstrukcji wiedzy. Ale Piaget nie zadowala 

się uznaniem aktywności podmiotu za centrum procesu poznania. Przypomnimy krót­

ko kluczowe pojęcia analizy Piageta (Piaget, 1 9 7 5 )^ . Aktywność podmiotu charak­

teryzuje asymilacja rzeczywistości do poprzednio rozwiniętych struktur (schemat asy­

milacji); ta asymilacja jest nierozdzielna od akomodacji tych struktur do szczegól­

nych własności rzeczywistości. „Podmiot stara się uniknąć sprzeczności, dąży zatem 

do pewnych form równowagi, nigdy ich nie osiągając" (str. 170). Z tej idei wy­

nika podstawowa teza teorii Piageta: „Centralnym pojęciem, które wydaje się 

wyjaśniać rozwój poznawczy, jest ulepszanie form równowagi"; inaczej mówiąc, 

„równoważenie majoryzujące" (str. 170). W tej perspektywie „jednego ze źródeł pos­

tępu w rozwoju poznania trzeba szukać w zachwianiach równowagi". Te ostatnie 

„nie zawsze mogłyby spełnić swą rolę kształcącą; może się to udać tylko pod warun­

kiem przekroczenia, a więc pokonania ich i zakończenia w postaci specyficznych 

zrównoważeń" (str. 17). Zachwiania równowagi, czy perturbacje, motory rozwoju 

intelektualnego, są prowokowane przez luki czy przeszkody, które powodują nie­

udanie się asymilacji. Ale nie wszystkie luki stanowią perturbacje. „Luka jako per­

turbacja jest zawsze związana z schematem asymilacji już zaktywizowanym" (str. 

25).

W stosunku do perturbacji podmiot może reagować rozmaicie, w istocie rzeczy 

dążąc do kompensacji perturbacji, a więc do zrównoważenia. Piaget rozróżnia hie­
rarchiczne trzy główne rodzaje zachowań w stosunku do tych kompensacji. Zachowania 

cC, najbardziej prymitywne, polegają na dążeniu do anulowania zakłócenia lub do 

pomijania jego efektów; zachowania (5 polegają na modyfikowaniu asymilacji „przez 

częściowe zmiany lub reorganizacje bardziej zupełne, aż do neutralizacji zakłócenia"

^P o zyc ja  ta iJ<azała się w przekładzie na język polski p t. J . P i a g e t ,  
Równoważenie struktur poznawczych, centralny problem rozwoju, PWN, Warszawa 
1980 (przyp. tłumacza).
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dzięki integracji w system (str. 75); zachowania 'X  polegają na „antycypowaniu 

możliwych zmian, które jako możliwe do przewidzenia lub wywiedlne tracą swój 

charakter zakłócenia i włączają się w realne transformacje systemu" (str. 73).

Ta  koncepcja poznania decyduje o wyborze sposobu nauczania, mianowicie

0 odrzuceniu dwóch koncepcji nauczania, które pozostawiają niewiele miejsca dla 

konstruktywnej aktywności podmiotu.

Zatem musimy odrzucić koncepcje, w których:

(a) nowe pojęcie będące przedmiotem poznania jest dane uczniowi od razu w 

postaci ustrukturyzowanej, zaś uczeń wykorzystuje je w zastosowaniach,

(b) pojęcie rozkłada się na małe, coraz trudniejsze jednostki, a przyswojenie 

pojęcia odbywa się stopniowo, w sposób ciągły.

W przeciwieństwie do tych koncepcji, stawiamy ucznia wobec nieciągłego pro­

cesu uczenia się, wybierając sytuacje prowadzące do zachwiania równowagi. Te 

zachwiania równowagi są prowokowane przez konfrontację struktur myślowych ucznia 

z zewnętrzną rzeczywistością, wobec której te struktury okazują się niewystarcza­

jące, zawierające luki. Co więcej, te zachwiania równowagi powinny być dostatecz­

nie silne, aby podmiot mógł odrzucić swój system myślenia i poszukiwać nowych form 

organizacji.

2 .2 . Wybór zachwiania równowagi przez blokadę

A priori nierównowagę procedur można było sprowokować na dwóch dro­

gach i zasugerować ich uzupełnienia do procedur CgJ

(1) odwołując się do kosztów procedur i stwarzając sytuację, w której

procedury byłyby bardzo kosztowne,

(2) przez blokady w procedurach C ^.

Przyjęliśmy d*ugą z tych dróg z następujących powodów. Chcemy sprowokować 

u uczniów głębokie zachwianie równowagi, radykalne odrzucenie procedur C ^. Zwię­

kszając koszt proceckjry C ^, utrudnilibyśmy bardzo doświadczenie, ryzykowalibyś­

my, że uczniowie się zniechęcą, a my nie będziemy pewni czy nastąpiło właśnie 

zachwianie równowagi. Natomiast blokada w procedurach C^ wywołuje od razu 

zachwianie równowagi u uczniów, którzy taką procedurę stosują.

W tej perspektywie koszt proceckjr nie gra istotnej roli w sekwencji sytuacji. 

Koszt interweniuje tylko w tle: wystarcza do rzeczywistego wystąpienia procedur

1 schematów, nie przeszkadzając pojawieniu się blokady.
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2 .3 . Realizacja nierównowagi przez blokadę; sekwencja S^S^Sj

(7)
Sekwencja Ŝ  S> Sj i blokada procedur

C* to procedura C2 różna od procedury Min

S y t u a c j a  S^ p>ozwala na stosowanie procedury dowolnego typu, a więc 

i schematu dowolnego typu tak, że może ujawnić się własne, to znaczy nie pro­

wokowane przez eksperymentatora zachowanie się ucznia i naturalny rozwój tego 

zachowania. Może to się ujawnić dzięki interakcji schematu i procedury.

S y t u a c j a  S2 ma na celu głębokie zachwianie procedurami przez

ich blokadę. Zrównoważenie może nastąpić tylko przez przejście od wykazującej 

luki procedury do procedury Min.

S y t u a c j a  S^ powinna być testem wpływu poprzedniej sytuacji na stoso­

wanie operacji łączenia. W tym celu na początku umożliwia ona stosowanie dowol­

nych procedur, aż do późnego wprowadzenia blokady w pewnym momencie. Czy 

uczniowie zastosują konieczne łączenie dopiero w celu odblokowania, czy je zastosują 

przed opóźnioną blokadą? Czy ich procedura będzie optymalna (Min)?

W ramach tego artykułu rozważamy tylko sytuację S2, kluczową dla zach­

wiania równowagi i pokonania tego stanu.

Cechy sytuacji SgJ

-  liczba myszy: 4

-  połączenia:

(7)W tabeli wykreślamy daną komórkę w celu zaznaczenia, że dany typ proce­
dury jest zablokowany w danej sytuacji.
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pomieszczenie St 4p 3p 2p 1p

łączy się z 4p,3p 3p,2p 2p,1p,k 1p,s s,k

s: salon 

ks kuchnia

-  próba rozwiązani^ problemu w tej sytuacji pokazuje, że blokada występuje 

bardzo wcześnie:

U.St)

Chcieliśmy w ten sposób osiągnąć to, by blbkady narzuciły się uczniowi w 

sposób ostry i jasny; uczeó nie może wątpić o poprawności swego rozwiązania lub 

przynajmniej weryfikacja tej poprawności jest natychmiastowa:

-  globalne uświadomienie sobie różnych grup myszy zablokowanych, poprzedza­

jące łączenie, jest jak najbardziej ułatwione przez małą liczbę grup w momencie 

blokady,

-  rozwiązanie wymaga koniecznie łączenia na każdym piętrze (procedury Min).

3. Sformułowanie tezy

3 .1 . Wkład teoretycznej analizy

Analiza matematycznej treści przedstawionej sytuacji problemowej ujawnia dwa 

typy procecżjr C^ i Cg. Przejście od procedur C^ do procedur Cg zależy 

od skonstruowania przez podmiot nowej operacji, operacji łączenia; ta operacja, nie­

jawna w sformułowaniu problemu, jest uwarunkowana występowaniem pomieszczenia 
jako elementu sytuacji.

Analiza semiologiczna pokazuje, że jedynymi schematami związanymi z pro­

cedurami C ^ , które mają się przekształcić w bardziej złożone, są schematy od-
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( 8 )powiadające sformułowaniu problemu' ' i schematy-drzewa. Co więcej, ta analiza 

prowadzi do radykalnego odróżnienia tych dwóch typów schematów, w zależności od 

obecności lub nieobecności w ich znaczeniu pomieszczenia jako takiego.

Nasza teza wynika właśnie stąd, że w schemacie-drzewie nie uwzględnia się 

tego znaczenia.

3.2 . Teza i pytanie

Przypominamy: Sytuacja dydaktyczna S^SgS^ ma na celu sprowokowanie

uzupełniania procedur C^ w wyniku zachwiania równowagi u podmiotów, które 

tę procedurę stosują.

T e z a .  Przekroczenie tej nierównowagi zależy od rodzaju schematu sto-
(9)sowanego wraz z procedurą C^' ; Schematy-drzewa wzmacniają opór procedur 

C ^, utrudniając lub w ogóle uniemożliwiając jego przełamanie.

P y t a n i e .  Gdy już zachowania A / C ^ ^  zostaną zachwiane, schematy 

drzewa staną się nieodpowiednie do przedstawienia nowych procedur C g, będą­

cych wynikiem uzupełnienia procedur C ^. Ta nieodpowiedniość może prowadzić 

do przekształcenia schematu-drzewa tak, aby ten nowy schemat reprezentował 

nową operację. Czy te przekształcenia będą się odbywać w związku z schematem- 

-drzewem (a więc z schematem związanym z procedurą: reprezentacja stanów) czy 

przez zerwanie z schematem-drzewem (schematy związane z sformułowaniem proble­

mu: reprezentacja pomieszczeń)?

(8)' 'Schematyczne przedstawienie danych zadania, w tym pomieszczenia i ich 
połączenia, zob. str.15 (przyp. tłumacza).

^ T y m i  schematami mogą być drzewa lub schematy związane ze sformułowaniem 
problemu.

^^Zachowanie ucznia jest scharakteryzowane przez typ schematu i typ proce­
dury, zastosowanych przez tego ucznia (przyp. autora). A jest symbolem schema­
tu drzewa, A symbolem schematu związanego ze sformułowniem problemu (zob. 
przypis (4)). Symbol A/C^ wskazuje, że uczeń konstruując schemat-drzewo stosuje 
tylko procedurę C ^, więc tylko podział (przyp. tłumacza).
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II. AN ALIZA R EZU LTA TÓ W

Postaramy się pokazać zachowania uczniów wobec sprowokowanego zachwia­

nia równowagi, to znaczy zwrócimy uwagę prawie wyłącznie na te zachowania przy 

rozwiązywaniu zadania w sytuacji S2.

Jednakże dla analizy tych zachować trzeba także wiedzieć, jaki schemat i ja­

ką procedurę każdy z uczniów stosował w sytuacji S... W poniższej tabeli przedsta-1( 11)wiamy zachowania uczniów w tej sytuacji'

Zachowania uczniów w sytuacji

procedura

schemat
c i

c * Min E

A 17 0 18

A 4 2 5 11

pisemnie bez
schematu 0 1 0 1

E
21

A 5 30

U w a g a .  W sytuacji Sg żadna procedura różna od Min nie jest opera­

tywna; przez blokadę chcemy sprowokować zachwianie równowagi w stosunku do 

każdej procedury różnej od Min, w szczególności do procedury C ^ .

Przewidujemy, że to przełamanie stanu nierównowagi zależy od początkowego 

zachowania podmiotu i że schemat-drzewo wzmacnia opór procedur C ^ , utrudnia­

jąc lub nawet uniemożliwiając to przełamanie. Następnie badamy, czy transfor­

macja schematów-drzew nieodpowiednich dla procedury Min odbywa się w związ­

ku z tym schematem czy z zerwaniem z jego stosowaniem.

( 11)
Sekwencją badano 30 uczniów klas A, 3 i 2 (10 uczniów na każdym

poziomie) w toku indywicLtalnej rozmowy (przyp. autora). Odpowiednie klasy w Pol­
sce, to kl. VIII podst. i l,ll licealne (przyp. tłumacza).
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1. Blokada procedur

Badamy ten problem z dwóch uzupełniających się punktów widzenia.

Pierwszy punkt widzenia ma charakter ilościowy: wprowadzamy miarę siły blo­

kady i badamy, czy tak określona miara zależy od zachowania ucznia.

Rozważając problem z drugiego punktu widzenia, bardziej jakościowego, chcemy 

przez obserwację tego, jak uczeó werbalnie daje wyraz blokadzie i jak przez błędne 

próby usiłuje przekroczyć nierównowagę, lepiej zrozumieć funkcjonowanie jego myśli 

poznawczej.

1.1. Siła blokady

Oceniamy siłę blokady w zależności od interwencji koniecznych do odblokowa­

nia.

1 .1 .1 . Miara blokady. Przewidzieliśmy dla eksperymentu dwa typy interwencji, 

mających na celu przekroczenie w sposób zadowalający blokady.

Pierwszy typ interwencji polega na:

(a) Konfrontowaniu błędnych propozycji ucznia z jawnymi warunkami sytuacji 

problemowej (reguła podziału, niemożność poruszania się w przejściach z dołu do

9<5ry, itp .),
(b) skłanianiu ucznia do maksymalnego wykorzystania procedury C ^ , a więc 

do realizacji wszystkich możliwych podziałów („czy wyprowadziłeś już wszystkie my­

szy, które mogłeś wyprowadzić?"),

(c) upewnieniu ucznia, że problem ma rozwiązanie.

Interwencje tego typu, które nazwiemy i n t e r w e n c j a m i  f o r m a l n y -
( 12)m i '  , mogą odblokować myśl niektórych uczniów, ale mogą też nie odnosić żad­

nego skutku u innych.

W stosunku do tych ostatnich odwołujemy się do interwencji drugiego typu, 

które nazwiemy i n t e r w e n c j a m i  t y p u  b i l a n s .  Mają one na celu po­

moc uczniowi w uświadomieniu sobie tych elementów rozwiązania, które powinny 

ich doprowadzić do nowej operacji łączenia, nieujawnionej w sformułowaniu problemu,

( 1 2 )  •' ; W oryginale „interventions legalistes" (interwencje w sprawie zachowania 
praw). W tekście polskim posłużymy się hasłem: interwencja formalna (przyp. tłuma­
cza).
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ale zgodnej z jego warunkami. W interwencjach typu bilans eksperymentator żąda 

od ucznia zdania sprawy z liczby zablokowanych myszy na poszczególnych piętrach. 

Ewentualnie, jeżeli taka rekapitulacja nie jest zadowalająca, eksperymentator do­

konuje sam potrzebnego bilansu (2 myszy na trzecim piętrze, 1 mysz na drugim pię­

trze, 1 mysz na trzecim piętrze) akcentując, jeżeli to jest konieczne, pomiesz­

czenie, w którym znajdują się zablokowane myszy.

Sądzimy, że te dwa typy interwencji są jakościowo różne ze względu na rozwój 

zachowań uczniów, ponieważ interwencje formalne mają na celu tylko podkreślenie 

warunków, jawnie wyrażonych w danej sytuacji. Chodzi o to, aby uczeń zrezygno­

wał z postępowania sprzecznego z niektórymi warunkami danej sytuacji problemowej 

(postępowanie typu ot ). Natomiast interwencje typu bilans dają uczniowi jawnie po­

zytywne informacje, które mogą go doprowadzić do nowej reguły postępowania (łą—
(13)czenie) lub do rozszerzenia pierwotnego schematu (postępowanie typu £ ) v .

Właśnie za pomocą tych interwencji zastosowanych w celu odblokowania myśli 

ucznia mierzymy siłę odpowiedniej blokady.

Uwzględniamy trzy stopnie blokad:

-  blokada stopnia 0 -  nie potrzeba żadnej interwencji;

-  blokada stopnia 1 -  interwencje ograniczone do interwencji formalnych,

-  blokada stopnia 2 -  interwencje formalne nie dają rezultatu, interwencje typu 

bilans pomogły uczniowi przekroczyć zachwiania równowagi.

Streszczamy uwagi o przebiegu interwencji i sile blokady w następującym orga- 

nigramie:

(13)

Piageta,
Chodzi o zachowania <k  , p> , y 
zob. str. 17 (przyp. tłumacza).

scharakteryzowane w teorii równoważenia
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B2 -s iln a  blokada 
B1 -  słaba blokada 
Bo -  blokada zerowa

1 .1 .2 . Siła blokady a zachowanie początkowe.

N o t a  . Zachowanie początkowe -  to zachowanie ucznia w sytuacji S -.
/1 / j

Tabela uwzględnia tylko 21 uczniów stosujących procedurę w sytuacji S^'

K o m e n t a r z  . Czy zachowania A/C^ różnią się istotnie od innych w 

postawach uczniów ze względu na blokadę? Otrzymane rezultaty potwierdzają do­

kładnie nasze przewidywania:

(a) spośród 12 obserwowanych silnych blokad (stopień 2) 11 ujawnia się u osób 

badanych stosujących A/C

M /\
^Sytuację tę opisano na stronicy 12 (przyp. tłumacza).
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(b) Dwie trzecie osób badanych stosujących A/C^ napotykają silną blokadę. 

Punkt (a) upoważnia nas do ujemnej oceny postępowania A/C^, ponieważ 

prawie tylko ono prowadzi do silnej blokady. Co więcej, fakt, że jedna tylko oso­

ba stosująca A/C^ doznała silnej blokady, a której zachowanie pozornie przeczy 

sformułowanemu wyżej wyróżnieniu, w rzeczywistości nie osłabia naszej analizy do­

tyczącej możliwości sugerowania operacji łączenia przez schemat ft/C^, ale od­

wrotnie, wzmacnia ją. Ta osoba w szczególny sposób stosuje swój schemat „dom", 

ponieważ zapisuje liczby przy wejściu do każdego przejścia, a nie przy jego drugim 

końcu, gdzie powinna nastąpić operacja łączenia. Nie ma tu przestrzennego zbli­

żenia zapisów liczb, które mają być dodane (zob. szkic). Punkt (b) wzmacnia to

rozróżnienie, bowiem silna blokada prze­

waża wśród osób stosujących A/C^. Jed­

nakże obecność wśród nich osób napotykają­

cych tylko słabą blokadę wskazuje na to, 

czego zresztą należało oczekiwać, że od­

grywają tu rolę jeszcze inne czynniki, róż­

ne od tych, które uwzględniliśmy w naszym 

modelu zachowania, czynniki wpływające na 

zjawisko blokady, w szczególności struktury- 

zacja poznawcza podmiotu, sztywna lub

2
________u_______

1
II
It

St

4p

3p giętka, będąca przedmiotem studium Lau- 

treya(15>.

1.2. Postawa wobec blokady

1 .2 .1 . Werbalny wyraz blokady. Większość uczniów daje wyraz blokadzie bez 

wskazania na składową pomieszczenia zablokowanego stanu.

Przykłady: „do trzech przejść jest 2 myszy",

„dwie myszy i trzy możliwości",

„trzy nie mogą się podzielić na dwa".

Nieobecność pomieszczenia w wyrażeniu blokady ujawnia się zarówno w zacho­

waniach A/C^, jak i w zachowaniach ^/C ^. Nie jest więc szczególnie związa­

na ze schematem-drzewem, w którym nie ma graficznych reprezentacji własnych dla 

pomieszczeń; to pominięcie wydaje się wynikać z kombinatorycznego schematu podziału.

et
(15)
, L a u t r e y ,  Classe sociale, 

developpement cognitif de T  enfant,
structuration de I environnement familial 
These de troisteme cycle, Paris 1976.
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1 .2 .2 . Paliatywy. Wobec niemożliwości podziału, większość uczniów (15 na 21) 

odwołuje się do paliatywów. Dzielę się one na 5 kategorii:

1. Myszy mogę iść do góry (2 uczniów).

2. Uprzywilejować niektóre przejścia (15 uczniów).

3. Wprowadzić ułamki myszy (2 uczniów).

4. Kontynuować drzewo puste (2 uczniów).

5. Zwiększyć liczbę myszy (w pomieszczeniu, gdzie występiła blokada).

Zanalizujmy te reguły podstawione za regułę podziału. Pierwsza kategoria

polega po prostu na prowizorycznym usunięciu ambarasujęcego stanu przez pominię­

cie założenia, że przejściami można tylko schodzić w dół. Modyfikacja reguły po­

działu kategorii 2 i 3 odnosi się tylko do rezultatu. Tę modyfikację wprowadza się 

za cenę negacji pewnych danych zadania, a więc negacji albo tego, że podział ma 

mieć tyle części, ile jest wyjść z danego pomieszczenia, albo tego, że liczby my­

szy maję się wyrażać w niepodzielnych jednostkach. Kategoria 3 nie uwzględnia 

w regule charakteru składowej numerycznej; chodzi tu o to, aby móc stosować da­

lej algorytm CJj dość podobny do algorytmu C ^. Kategoria 5 modyfikuje częś­

ciowo stan poczętkowy w stosunku do składowej numerycznej.

W ich rozmaitości wydaje się nam, że te 5 kategorii ma cechy wspólne, 

mianowicie cechy kompensacji najbardziej prymitywnych, zdefiniowanych przez Piage- 

ta (zachowanie oc ).  W każdym z tych przypadków obserwuje się przywięzanie do 

kombinatorycznego schematu podziału, stosowanego z powodzeniem w sytuacji S^. 

Modyfikacje proponowane w postaci tych paliatywów sę lokalne i niepewne. Nie 

odrzucaję schematu podziału, który zawiódł w sytuacji S2, ale wprost przeciwnie, 

ażeby zasymilować mimo wszystko przedmiot wprowadzajęcy zaburzenie do tego 

schematu podziału (sytuacja S2), te zachowania opieraję się na n e g a c j i  pew­

nych własności tego przedmiotu. Wbrew tym prymitywnym kompensacjom, rzeczy­

wiste przekroczenie blokady wymaga od ucznia konstrukcji nowej operacji. Ta nowa 

operacja -  łęczenie -  wymaga:

(a) przejścia od koncentracji myśli ucznia na jednym stanie do myśli o .zbio­

rze stanów, aby

(b) móc zbliżyć niektóre z tych stanów przez uwzględnienie składowej, o któ­

rej zapominano w werbalizacji blokad,

(c) i przywrócić schematowi jego przestrzenny charakter.

Jeżeli na poziomie werbalnego wyrażania blokady i odwoływania się do palia­

tywów zachowania A/C^ i A/C^ nie różnię się, to zasadnicza różnica w tych 

dwóch zachowaniach polega na spontanicznym lub niespontanicznym odwołaniu się 

do bilansu.
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1 .2 .3 . Bilanse i przekroczenie blokady. Interwecje formalne eksperymentatora 

wystarczają w przypadku zachowań A/C^ do zrezygnowania z paliatywów na ko­

rzyść przekroczenia blokady dzięki spontanicznemu bilansowi, po którym następowało 

odpowiednie łączenie.

Przeciwnie, te same interwencje, nawet powtarzane, nie maję wpływu na 2/3 

osób o zachowaniu A/C^. W ogólności, odblokowanie wymaga w tym przypadku po­

stawienia uczniowi pytania, odnoszącego się dokładnie do elementu przestrzennego 

blokady: „Gdzie zostały zablokowane myszy"?, albo nawet dokonania przez ekspery­

mentatora odpowiedniego bilansu. „Dwie myszy zablokowane na trzecim piętrze, 

jedna na drugim i jedna na trzecim ".

Wnioski dotyczące blokady procedur

Przewidywane zachwianie równowagi w sytuacji S2 wyraźnie się ujawniło.

Analiza ilościowa i jakościowa rezultatów badania potwierdza naszą tezę:

-  silne blokady są specyficzne dla zachowań A/C^,

-  silne blokady towarzyszą pominięciu w schemacie-drzewie przestrzennego cha­

rakteru danych, pominięciu, które wymaga ze strony eksperymentatora dokładnego 

żądania przywrócenia schematowi tego charakteru przestrzennego.

Co więcej, analiza jakościowa wzbogaca naszą tezę: postawa wobec blokady i 

odwoływanie się do paliatywów świadczą:

-  o pierwotnym, uogólnionym oporze kombinatorycznych schematów używanych 

przez uczniów;

-  o prymitywnych kompensacjach zachwiania równowagi, polegających na nego­

waniu pewnych elementów przedmiotu wprowadzającego zaburzenie, mające na celu 

jego asymilację do schematów kombinatorycznych, którymi uczeń aktywnie dyspo­

nuje.
(16)Zilustrujmy te wnioski wyciągiem z rozmowy z uczennicą w sytuacji S2

Uczennica 5 (klasa 2, A / C -, (i ).
(17)

U: Czy mam to zrobić w ten sam sposób?' 1

E: Jak chcesz.

Uczennica sporządza znowu schemat-drzewo, aż do blokady procedury na 

trzecim piętrze (2 myszy na 3p).

U: One pójdą w górę.

E: Nie, tego nie mogą. Przejściami można tylko zstępować na dół.

(16)
Przedstawiamy schematycznie oryginalne rysunki z przekładem napisów na 

język polski (przyp. tłumacza).

(17)
To znaczy tak, jak w sytuacji S-, (przyp. tłumacza).
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jedzą: 1 i 1, zjedzone: 1 i 1
Uczennica kontynuuje z uporem rozgałęzienia (drzewo puste), pomijając odgałę­

zienie (3p,k) gałęzi (St,4p). Eksperymentator interweniuje. Uczennica dorzuca od­

gałęzienie (3p,k) i wykańcza w ten sposób gałąź (St,4p). Zaczyna następnie rysować 

gałęzie (St,3p) oraz (3p,2p), kończy to ostatnie odgałęzienie i zatrzymuje się.

E: Czy trzecie piętro nie ma połączenia z drugim?

U: Nie, ale zaczynam dochodzić do wniosku, że to, co robię, do niczego nie 

prowadzi. Wobec tych wszystkich przejść one się pogubią i nigdy nie podzielą się 

zgodnie z regułą.

E: Może jest jakieś rozwiązanie . . .

U: Nigdy nie znajdę liczby . . .  Nie warto . . .  Trzecie piętro . . .

E: Co cię tak niepokoi?

U: To nie idzie.

E: Co nie idzie?

U: Jeżeli je podzielę . . .  Na trzy przejścia będzie ich dwie.- 

Będzie tylko jedna, która będzie miała szansę dotarcia (jest jedno przejście (3p,k)).

E: One powinny stosować się do reguły.

U: Ale one tego nie będą mogły. Jeżeli na przykład zejdą się razem po jed­

nej stronie, to nie będą podzielone na równe grupy.

E: To prawda.

E: A te dwa? (2 na 4p umieszczone na krawędzi (St,4p)).

Uczennica je dzieli, (1,3p)(1,2p) zapisuje na krawędziach (4p,3p) (4p,2p), 

i zatrzymuje się.

E: No i co się dzieje?

U: To samo, są zablokowane.

E: Gdzie są zablokowane?
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U: Ostatecznie jedna się ruszy, a druga n ie .. .  (milczenie).

Dobrze, ale w końcu, jeżeli one się połęczę, jeżeli tu się połęczę, tu i tu , to 

jest podobnie. A więc, jeżeli się połęczę, to sę w grupach równych.

E: O jakich myszach mówisz?

U: Tu jest jedna, na przykład.

E: Gdzie one sę?
(18)U: Przed salonem w wierzchołku' ' (wpisuje 1 w wierzchołku).

E: Na drugim piętrze, tak w wierzchołku.

U: Dalej tu także. One sę na pierwszym piętrze, myszy (2 p ,1 p )...

Ach, nie, to niem ożliw e... Jeżeli się połęczę, będę w równych grupach i mogę 

się podzielić.

E: Które?

U: Ale to nie jest to samo p ię tro ...

E: Ach!

U: Trzy  tu (na trzecim p ię trze )... Jedna, która je. Następnie jest jedna na 

pierwszym i jedna na drugim. Na drugim będzie jeszcze jedna tu , razem dwie. 

(Uczennica kończy potrzebne złęczenia.)

E: Wyjaśnij m i, co ty tu zrobiłaś (2 piętro).

U: Nie myślałam o tym , że myszy sę w tym samym m iejscu...

Jest jedna na trzecim , dwie na trzecim. One sę w tym samym miejscu; zatem 

ponieważ jest ta sama liczba przejść, które przechodzę do trzeciego piętra, a 

więc to się zgadza. Ja je dodam, te myszy, one sę w tym samym miejscu.

E: Dlaczego wahałaś się, czy je razem zebrać?

U: Z poczętku to mi się nie nasuwało.

E: Ktoś, kto nie widział, jak konstruowałaś twój schemat, nie rozumiałby 

dobrze tego, co zrobiłaś . . .  Czy mogłabyś znaleźć jakiś sposób, inny schemat, 

aby mógł zrozumieć to , co zrobiłaś?

U: To . . .  nie napisałabym tego (pusta gałęź wychodzęca z trzeciego piętra), 

bo to jest to samo, to połęczone... Można by myśleć, że zapomniałam o myszach 
w drodze. . .

E: Spróbuj zrobić coś. Mogłabyś zrealizować twój pomysł, o którym powiedzia­
łaś mi.

Eksperymentator prowokuje wyjaśnienie znaczenia cyfry 2 napisanej na krawędzi 
(St,4p).

U: To sę dwie na 4 piętrze (pisze 2 w wierzchołku).

(18)
W oryginale „intersection", chodzi o wierzchołek grafu (przyp. tłumacza).
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U: Jest jedna na 3 piętrze i jedna na 2, a dalej tu nie wiem, gdzie one są 

(2 na (St ,3p)).

E: Przyjrzyj się dobrze.

U: A tu , jeżeli je połączę ( 2 'na 3 piętrze, 1 na 3 piętrze), ale ja nie mam 

do tego prawa.

E: Dlaczego nie masz prawa?

U: Jedna na trzecim i dwie na trzecim; to znaczy, że one są w tym samym 

miejscu?

E: A co o tym myślisz?

Us^Tak, ale na przykład, ja mam prawo umieścić 3 tu (obok 1 na trzecim pię­

trze) i 3 także tu (na miejscu 2 na 3 p ię trze )... Chcę powiedzieć, że będę próbować 

raz za każdym razem.

E: A co o tym myślisz?

U: Nie, ale chcę zrobić obie możliwości (dwie gałęzie wychodzą z trzeciego 

piętra).

E: Mówisz, że są dwie zablokowane na trzecim i jedna zablokowana na trze­

cim.

U: A więc razem trzy na trz e c im ... Mam prawo od razu je um ieścić... 

W końcu. . .

E: A więc jest razem 3 na trzecim . Sformułowanie problemu mówi c i, do czego 

masz prawo, a do czego nie masz.

Obserwując swój schemat-drzewo uczennica nagle sporządza schemat graf, z je­

go natychmiastowym funkcjonowaniem.

1* myszy

d k(2)

E: Co sądzisz o tym schemacie (graf) w stosunku do tego (drzewo)? 

U: Czy mam narysować strzałki?
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E: Jeżeli chcesz.

U: To (graf), jest schematyczne; Umieszczę w środku obraz.

E: Jaki obraz?

U: Mamy wszystko . . .  Wolę ten (graf), jest tu mniej m ożliw ości... Tu są dwie 

m yszy.. .

E: Czy myślisz, że gdyby było więcej myszy nie mogłabyś tego samego zrobić?

U: (Waha się). 0 ,  nie, to prowadziłoby do tego samego, przedłużyłoby się.
(19)E: Jaka jest różnica między tymi dwoma?

U: Są podobne. Tam są wszystkie możliwości (drzewo), ale w koócu z tym 

(drzewem) -  to nie jest możliwe. Tu (graf), zrozumiałam, że je łączę, tu widać, że 

są połączone.

K o m e n t a r z  . Zachowanie się tej uczennicy ilustruje w sposób godny uwagi 

trudności związane z schematem-drzewem. Uczennica odwołuje się do kilku paliaty- 

wów: używanie przejść z dołu do góry, kontynuowanie drzewa pustego, uprzywilejo­

wanie niektórych przejść; te paliatywy zderzają się z interwencjami formalnymi.

To eksperymentator musi sugerować, jak wybrnąć z podziału dwóch myszy na 

czwartym piętrze i przywrócić składową przestrzenną: „gdzie są one zablokowane?”

Uczennica ledwie dostrzega niewyraźnie ideę łączenia grup myszy, potem ją 

precyzuje i wykonuje łączenie na tym samym piętrze. Pozornie stan nierównowagi 

został przekroczony. Ale ponowny przegląd i poszukiwanie nowego schematu re­

prezentującego rozwiązanie zadania ujawnia kruchość tej nowej równowagi. Uczenni­

ca pyta się, czy wykonane łączenia są poprawne. („Ale jak je pomieszam, nie mam 

prawa?".) Różne interwencje ujawniają, że uczennica waha się, czy uprzywilejować 

szczególną gałąź wśród tych, które odpowiadają temu samemu piętru, i jest skłonna 

zachować dwie gałęzie, ażeby wypróbować dwie możliwości; wydaje się, że nas­

tępnie ma wątpliwości co do zidentyfikowania dwóch gałęzi, które chciała począt­

kowo zidentyfikować. Po pokonaniu tych wszystkich przeszkód uczennica konstruuje 

schemat-graf Min, który graficznie wskazuje identyfikację gałęzi.

2. Przerabianie schematu-drzewa

Występują dwa typy reprezentacji graficznych, różniących się znaczeniem, 

które reprezentują: stan (x,m ) w reprezentacjach odnoszących się do procedur, 

i pomieszczenie m w reprezentacjach związanych z tekstem zadania (zob. rysunki 

w rozdziale 1.1.2 teoretycznej analizy).

(19)
Schemat-drzewo i graf (przyp. tłumacza).
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Będziemy więc mówić o p o w i ą z a n i u ,  gdy przerabianie schematu-drze- 

wa dokonuje się wewnątrz graficznych reprezentacji związanych z procedurami i o 

z e r w a n i u  , gdy uczeń odwołuje się do graficznej reprezentacji sformułowania 

zadania. Zajmujemy się następującymi pytaniami: Czy przerabianie schematu-drzewa 

dokonuje się w powiązaniu, czy w zerwaniu z tym schematem? Czy są stopnie w po­

wiązaniu?

2 .1 . Powiązanie, czy zerwanie?

Wśród badanych uczniów tylko trzech z dwudziestu Zastępuje oznaczanie stanu 

przez oznaczanie pomieszczenia. W większości przypadków przerabianie schematu- 

-drzewa odbywa się w powiązaniu z tym schematem.

Te rezultaty słabo odzwierciedlają rzeczywisty rozwój schematyzacji u uczniów, 

ponieważ zacierają ten rozwój w dychotomii: powiązanie lub zerwanie. Chęć lep­

szego ujęcia wytworów uczniów prowadzi nas do wnikliwszej analizy semiologicznej 

a priori opartej na wprowadzeniu stopni w powiązaniu.

2 .2 . Powiązanie ze schematem-drzewem

Badając różnice w przerabianych schematach, wprowadzamy stopnie powiązania 

ze schematem-drzewem. Taka różnica może polegać na reprezentowanym znaczeniu 

i na sposobach reprezentowania (znaki graficzne lub warunki narzucone organizacji 

rysunku w płaszczyźnie). Oddalenie schematu od schematu-drzewa będzie mniej lub 

więcej duże, w zależności od tego:

(1) czy łączenie jest lub nie reprezentowane,

(2) czy w tej reprezentacji będzie się powtarzać znakowanie lub organizacja 

znakowania schematu-drzewa.

Uporządkujemy schematy związane z danymi procedurami bardziej precyzyjnie, 

według czterech stopni.

Powiązanie stopnia 0. Odnoszą się do schematów-drzew przerabianych tylko 

przez usuwanie niektórych elementów (znaków lub warunków organizacji). Należą do 

nich:

drzewo obcinane (usuwanie niepotrzebnych gałęzi);

drzewo pokawałkowane (usuwanie powiązań krawędzi).
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(4 ,St)

(2,3p) (2,4p)

(1,3p) (1,2p)
(3,3p)

(1,k) (1,1p) (1,2p)
(2,2 p)

11,Ip) U, s) 
(2,1p)

(1, s) 11, k)

Drzewo obcinane

U ,  St)

(2 ,3 p f^  " ^ (2 ,4 p )

I3,3p)

(1,3p) 11,2p)
(1,2p)

11, k) (1,1p) (1,2p)
(1,IP)

(2,1 p)

I 1 ,s ) ^  ^ ^ {1 , k)

I2,2p)

{ 1 , 1 p 1 ^ ^ 11, s)

Drzewo pokawałkowane

Powiązania stopnia 1. Mają je schematy reprezentujące operację łączenia przez 

wprowadzenie nowych znaków graficznych, tylko dołączanych, bez zakłócenia znaków 

schematu-drzewa i ich układu.

Należą do nich:

-  sieci RP powstające z drzewa obciętego przez dołączenie pojedynczych 

strzałek łączenia,

-  sieci RR powstające z drzewa pokawałkowanego przez poprowadzenie par 

strzałek łączenia.
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U,St)

12,3p)

V
(2,Ap)

11,3p)' 
(3,3p)

(12Pl
11,k) (1,1p) ( 1 ,2 p ) -* ^

I2,2p)

(1,1pl (1,s)
(2,1p)

Sieć RP 

(A.St)

(2,3p) (2,4p)

11,s)

Sieć RR

Powiązania stopnia 2 . Mają je schematy, w których reprezentacja operacji łą­

czenia zakłóca znaczenie i organizację graficznych znaków schematu-drzewa.

Należą do nich: S i e c i  P P  . Strzałki, poprzednio wskazujące podział, te­

raz zostają obciążone dodatkowym znaczeniem łączenia, poddane nowym warunkom 

organizacji: zbieżność do stanu sumy.

Powiązania stopnia 3. Mają je schematy, w których poprzednie zaburzenia 

(powiązania stopnia 2) ukazują ponadto tyle wierzchołków, ile jest pomieszczeń.

Należą do nich: Graf Min, graficznie nierozróżnialny od grafu połączeń

(a więc schematu związanego z sformułowaniem zadania), z tym , że ten schemat 

staje się schematem rozwiązującym (a więc związanym z procedurą), który włącza 

znaczenie pomieszczenia (tyle wierzchołków, ile pomieszczeń).
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U ,S t)

14,St)

Po określeniu tych stopni powiązania, zbadajmy rozwój schematów przerabianych 

przez danego ucznia ze względu na osiągnięty przez niego najwyższy stopień powiąza­

nia.

Najwyższy osiągnięty stopień 
powiązania
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Wykres przedstawia liczbę uczniów, którzy osiągnęli maksymalny stopień powią­

zania przy przerobieniu schematów w sytuacji S2.

Odczytanie wykresu:

-  Więcej niż 1/3 osób badanych (6/17) nie wprowadza żadnego znaku graficz­

nego dla przedstawienia nowej operacji i zachowuje schemat-drzewo z nieznacznymi 

modyfikacjami (drzewo obcinane, drzewo pokawałkowane),

-  prawie połowa (8/17) reprezentuje tę operację graficznym znakiem, włączonym 

do początkowego schematu-drzewa bez widocznej modyfikacji układu (Sieci RR, RP),

-  tylko bardzo niewielu (3/17), szósta część wszystkich badanych, zmienia jed­

nocześnie znaczenie i układ przestrzenny znaków graficznych poprzedniego schematu- 

-drzewa, aby skonstruować w powiązaniu z nim sieć PP lub graf Min.

Wniosek dotyczący przerabiania schematu-drzewa. Bardziej wnikliwe badanie 

powiązań różnych schematów z procedurami potwierdza całkowicie istnienie trud­

ności odczuwanych przez uczniów w sporządzaniu schematów różniących się semio- 

logicznie od początkowego schematu-drzewa.

Semantycznej sztywności schematu-drzewa, stwierdzonej w różnicowaniu się 

zachowań A/C^ w toku blokady procedur, towarzyszy w fazie przerabiania sche­

matów opór stawiany zmianom. To początkowy schemat-drzewo utrudnia wprowa­

dzenie operacji łączenia i jej powtarzanego stosowania w procedurach, oraz wywo­

łuje znaczne reperkusje w płaszczyźnie graficznego znakowania. Rezultaty te świad­

czą o rzeczywistej zgodności istniejącej między złożonością semiologicznej repre­

zentacji a zachowaniami osób badanych.

Stwierdzona wyraźnie linia podziału między frekwencją odwoływania się uczniów 

do schematu-drzewa, sieci RP i sieci RR , oraz rzadkim odwoływaniem się do 

schematów PP i grafu Min, jest zgodna ze skokiem w komplikacji tych różnych 

reprezentacji, ujawnionej przez ich analizę semiologiczną.

Zilustrujmy tę tezę wyciągiem z protokołu rozmowy z uczniem w sytuacji S2. 

Uczeń 26 (klasa 4, A/C^, słaba blokada).

Uczeń zaczyna od schematu-drzewa identycznego ze schematem z sytuacji S^.

U: Jak jak to zrobię? Są dwie myszy i trzy przejścia (dwie myszy na trzecim 

piętrze). To niemożliwe! Ja myślę, że jest jedna, która pójdzie do kuchni, ona czu­

je ser!

śmiech.

E: Czy zastosowała się do reguły?

U: N ie . . .  Nie widzę . . .  Nie widzę, jak one mogą się p o dzie lić ... Chyba, 

że się spotkają w wierzchołku, wtedy będzie ich trzy .

E: Myślisz, że możesz to zrobić?
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U: Tak, bo . . .

E: Rób, co chcesz . . .

Uczeń to robi. Przy każdym łączeniu spogląda na eksperymentatora. Umiesz­

cza krzyżyk przed cyfrą 1 zapisaną przy 2* i dodaje te liczby.

E: Jesteś pewny?

U: Tak, bo w pewnym momencie myszy na trzecim były zakłopotane, inne 

z czwartego wyszły i do nich się dołączyły.

E: Czy sądzisz, że twój schemat jest zupełnie jasny dla kogoś, kto nie wi­

dział, jak go wykonywałeś?

U: Wystarczy wyjaśnić.

E: Czy to zrobisz?

0 dołączony 
do innej grupy, która 
jest na 1 piętrze i która 
jest oznaczona przez 0

+ dołączony do innej 
grupy, która jest na 1 
piętrze i która jest ozna­
czona przez +

Schemat 1

( 20)
W oryginale kopia oryginalnych ręcznych zapisów ucznia (przyp. tłumacza).
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Uczeń wyjaśnia swój sposób kodowania na górze kartki, w szczególności znacze­

nie gwiazdki.

U: To jest niedobre!

Dalej opisuje znaczenie swego kodu 0 i +.

E: Sądzisz, że wszystko jest jasne?

U: Tak, z tymi wszystkimi wskazówkami. A to -  to droga, połączenie. 

E: Droga czy połączenie?

U: To raczej połączenie z piętrem.

E: To prawda, to jasne... Czy nie widziałbyś innych sposobów?

U: Z użyciem kolorów, to byłoby bardziej poplątane...

E: Pokażesz mi to?

Uczeń rysuje sieć RP (schemat 2) kreskami czarnymi do podziałów i niebies­

kimi do łączenia.

strych U

U: A ten, do k u ch n i... Wygrał . . .

Po wykończeniu rozwiązania uczeń stawia sobie pytanie o sens łączeń.

U: Która grupa łączy się z inną? Lepiej zrobić tak, bo ta (która przeszła z 

drugiego piętra na trzecie) jest tu już od dłuższego czasu. Dorzuca strzałki.

U: Tu , będzie lepiej widzieć te, które się łączą.

Waha się jeszcze co do sensu strzałki reprezentującej łączenie na piętrze 2 

(graficznie obie grupy są na tym samym poziomie), następnie decyduje się na ten 

sens, który poprzednio przyjął: dołączyć tę grupę, która czeka, mimo już poprzednio 

wskazanej sumy. Orientuje także kreskę wskazującą na połączenie na pierwszym 

piętrze.
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E: Chciałbyś wprowadzić nowe ulepszenia?

U: Kolory na oznaczenie pięter . . .  plan . . .

E: Spróbuj, inaczej mogę nie zrozumieć.

Uczeń rysuje drzewo pokawałkowane na fazy (schemat 3).

strych U

strych strych

1 + 1A
Schemat 3

Numeruje kolejne fazy, które nazywa stopniami.

W trzeciej fazie:

U: To niesłuszne (przekreśla znaki pięter nad strzałkami i wpisuje je na koń­

cach (spójność kodu).

E: Ty  naprawdę masz wiele pomysłów!

Wnioski. Wydaje się, że drzewo zaciemnia w świadomości ucznia elementy 

problemowej sytuacji nie reprezentowane przez ten schemat. Co więcej, ze wzglę­

du na jego rolę narzędzia w rozwięzywaniu problemu („homomorfizm" procedury C^) 

faworyzuje pewnę automatyzację procesu, usztywnionego w postaci graficznego 

algorytmu, ponieważ:

-  może się rozwijać dla samego siebie (paliatyw drzewa pustego w toku blo­

kady w sytuacji S2),

-  nie sugeruje żadnej informacji w przypadku zahamowania (brak spontanicz­

nego bilansu przy blokadzie procedur w sytuacji S2).

Te fakty świadczę o zerwaniu zwięzku między schematem a jego znaczeniem, 

i tym samym o zagubieniu sensu schematu.
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Przerabianie schematu-drzewa przez osoby badane odbywa się w ścisłym związku 

z tym schematem. Konstatujemy prawie zupełną niemożność uczniów wprowadzania 

zmian znaczenia w ich graficznych reprezentacjach, zmian wymagających od nich 

prawdziwego zerwania z schematem-drzewem. Co więcej, stopień powiązania ze 

schematem-drzewem odpowiadających danym procedurom innych schematów (sieci, 

graf Min), świadczy o tym , że uczniowie w niewielkim stopniu odrywają się od 

tego schematu.

Trudność oderwania się uczniów od ich pierwotnie stosowanego schematu w ce­

lu skonstruowania nowego schematu, bardziej dostosowanego do nowej procedury, nie 

tylko ujawnia trudności związane z aktywnością kodowania, ale także nasuwa wątpli­

wości co do przyswajanych im schematów.

Sekwencja dydaktyczna S ^ S ^  zrywa ze zwyczajowym stosowaniem schema­

tów w sytuacji szkolnej; umieszczając schemat-drzewo poza dziedziną jego przydat­

ności, prowokujemy refleksję osoby badanej na temat schematyzowania.

Ponieważ narzędzie rozwiązywania zadania staje się w danym momencie nieuży­

teczne z powodu blokady procedur, uczniowie odkrywają stosunek znaku do znacze­

nia w wyniku intensywnej aktywności kodowania, odczytywania kodu i organizacji 

graficznej.
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Z języka francuskiego przełożyła

ANNA ZOFIA KRYGOW SKA

A STUD Y INTO TH E FUN C TIO N IN G  OF TR EE DIAGRAMS IN A C O N TE X T

S u m m a r y

This article raises a certain number of inherent difficulties in the use of 

diagrams in the teaching of mathematics. This is done within a framework of semio- 

logical concepts (signified, signifier, contextual references). Among the problems 

examined are: The danger of hindering the teaching/learning situation by limiting it 

to code elements only (non-availability of the contextual reference); the danger of the 

diagram itself taking the place *of what it represents (no connection back to the 

original signified). These problems are illustrated by placing the student in a s it u ­

ation where a familiar diagram (a tree) is used as a useful problem-solving tool. 

However, the dynamics of the teaching/learning situation leads to a complication 

of the original problem-solving procedures, which, in turn, may raise doubts in the 

student s mind about the technique which has proved inadequate. This block in pro­

cedures often leads the student, via intense activity in coding, decoding and graphic 

organization, to finally perceive the fundamental signifier/signified relationship 
underlying the diagram.


