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Zamierzam ograniczyé sie do pewnych tylko rozwazanh na temat
nauki dowodzenia w ramach nauczania matematyki. Wybralem argumenty
i przyklady, ktérym, w moim przekonaniu, nalety sie giebsza anali-
za, a tu i Swdzie takze uwaga polemiczna. Byé moze, weryfikacja na-
szkicowanych tu idei moglaby troche pomdic przy zbilansowaniu status
quo nauczania matematyki - takze u mnie, w NRD - oraz wskazaé pew-
ne rezerwy, ktére moina wykorzystaé w dalszym rozwijaniu xoncepcii
tego nauczania. Wiele aspektdw tej matematyki musi{ tu pozostaé niet-
knietych. Nie bede wchodzié w powody, dlaczego zajmowanie sie¢ dowo-
dami matematycznymi jest tak wazne, na czym polega ich wartosé ksz-
talcaca i wychowawcza ani tez w odnodne zagadnienie logiki i teorit
poznania.

Choé w niektérych sytuacjach mo2na calkiem rozsadnie rozréznié
wdowodzenie® 1 uzasadnianie®, w dalszym cijgu oba te terminy bedgq
uzywane synonimicznie.

1 jeszcze trzy rzeczy, ktérych uwzglednienie jest konieczne
dla zrozumienia mojego stanowiska w zasadniczych kwestiach:

(1)°Gdy méwimy o przebiegu dowodu, o postepowaniu dowodowym,
to oczywisdcie zawsze takze o dowodack, t3j. o istniejqcych niezalez-
nie od nauczyciela i ucznia zwigzkach dowodowych. A priori, elas-
tycznodéé i réinorodnodé wariantéw leiy nie w tym, co robi dowodza-
¢y, ale takze (a nawet przede wszystkim) ,w obiekcie".

(2) Jest wskazane, aby pojecie dowodsenia rosumied dostatecs-
nie sseroko. Nie nale2y ograniczaé sie tylko do wypowiedzi formulo-
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wanych wyraznie jako twierdzenia, ale wigczyé tez caly dedukcyjng
aktywnod$é my$li, az po rachunki, tj. realizacjg algorytméw. Dowo-
dzenie w nieco wezszym sensie wigze sie z uzyciem w budowie dowodu
saprawy logticanejf, tj. jezyka rachunku logicznego.

(3) Nasz temat dotyczy, oczywiscie, nie tylko ksztalcenia jeg-
zykowo-logicznego, ale réwniez roswijania wyobrafni. Zawsze wéwczas,
gdy najpierw widzimy zwigzki dowodowe, a dopiero potem je formulu-
Jemy - aspekt poglgdowy (dowodu i dowodzenia) jest nawet pierwotny
w stosunku do pojeciowego.

1.

(1) Traeba wezednie saczqd stawiad (takie okasyjnie) pytanie:
nJak to sie dzieje?" (Czyz pytanie to nie pojawia sig czesciej na
kazdym placu zabaw, w kazdej dyskusji wsréd dzieci, niz na lekcji
matematyki?)

Byioby, na przyktad, bledem metodycznym, gdyby przy odkryciu
lub odgadnigciu twierdzenia, 2e suma dwu liczb nieparzystych jest
n2a8wsze", .z pewnos$cig" parzysta, stwierdzenie to traktowaé Jjakoa
g1éwny cel. Wtasciwa praca, ktérej tu mozna wymagaé od uczniéw, po-
lega na znalezieniu (lub w przypadku niepowodzenia - nas$ladowaniu)
uzasadnienia tego zwigzku. Wystarczy w zupelnosci, by dla dwéch
dostatecznie duzych liczb a , b nie wyliczaé sumy a + b (czego
uczniowie moze nawet Jjeszcze nie umiejq), ale przekonaé sie o pa-
rzystodci a + b ,z zielonego stolika"; najlepiej nie arytmetycz-
nie, lecz przez reprezentujgce a i b zbiory (klockéw itp.), a
by¢ mo2e symbolicznie lub .w glowie",

Warto w wymaganiach nale2ycie podkres$lié, iz wymaganym wyni-
kiem pracy (poczawszy np. od II lub III klasy) bedzie nie sama od-
powiedZ, 2e np. dane réwnanie czy nierdéwnosdé nie ma rozwigzania
lub 2e rozdzielnodé zachodzi, i nie tylko stwierdzenie, 2e tak Jest,
ale tak2e uzasadnienie, dlaczegou tak Jest.

Nie chodzi o to, by ,obudzié potrzebe dowddu"; nie moZe cho-
dzié¢ o to, by . motywowaé", dlaczego pytamy ,Dlaczego?". Natomiast
gdy si¢ zajmujemy matematykq, czesto pytamy: ,Jak to sieg dzieje?".
Ciekawi Jestesdmy, jak Jedno z drugiego koniecznie wynika, jak funk-
cJjonujq kola zebate tych zaleznosci!

(2) Fauczanie matematyki musi od poczatku dbad o ,higien¢ lo~
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gicsnq", gdyz jest to niezbedne przygotowanie do dedukcji. Juz wte-
dy, gdy Jezyk potoczny dominuje w rozmowie o przedmiotach matema-
tycznych, nauczyciel musi pilnowaé poprawnosci, a nawet ostrodci
pewnych sformulowan, na przyktad przy poprawnym uzyciu rodzajnikéw
okreslonych ("eine Zahl" o tej i tej wlasnodci, niekoniecznie Jjest
ndie Zahl" o tej wlasnosci) albo przy przestrzeganiu rozréznienia
miedzy ,gdy..., wtedy" i ,doktadnie wtedy, gdy" (w 2fwyu potocznym
sformulowaniu). Nie trzeba rozprawiaé na temat tych sprawnodci lo-
gicznych, ale przez ¢wiczenie wyrabiaé nawyki, tak jak przyzwycza-
Jajac dzieci do mycia rgk w stosownych okazjach, nie robimy im wy-
kladéw z bakteriologiti.

Uczen nie powinien sgadywad¢, kiedy nauczyciel bedzie zadowolo-
ny, takze wtedy, gdy zgadnyé jest ratwo. Gdy nauczyciel od poczgtku
méwi o ,zadaniu 2z + 5 < 22", wéwczas jest troche hipnotyzerem, a
uczniowie powinni byé troche oportunistami. Do wyrabiania nawyku
dcislosci matematycznej nalezy takze to, by we wladciwym momencie
powiedzieé, 2e rozwigzaé powyzszq nieréwnodé znaczy znaleZé wszyst-
kie liczby =z, dla ktérych 2z + 5 jest mniejsze od 22,

2.

Wynik nauki dowodsenta, w ramach kursu matematyki jako ocatloé-
ct, saledy tatotnie od substancji matematyosnej roswasanych pray-
k2addw. lub inaczej: gléwng przyczyngq trudnodci w nauce rozunienia,
odtwarzania i odkrywania dowodéw jest bezkrwistosé, nieciekawosé
materialu przyktadowego. Z pewnodcig piéro, czy kreda, powinny wz-
braniaé sie przed napisaniem: ,Twierdzenie. Nie wszystkie liczby
naturalne sy liczbami piérvszymi. Dowdd..." Uczniowie (a takie stu-
denci!) latwiej wciagaja sie w wymagajgce, ale zawierajgce pigkne
konstrukcje procesy dowodowe, niz w calkiem latwe, w ktérych jednak
nie ma niczego précz przeksztalcer logicznych, { to niezalelnie od
tego, Jjak oczywiste wydaje im si¢ twierdzenie. W geometrii w stylu
euklidesowskim jest dodé substancji, ale w arytmetyce i poczgtkach
analizy nie jest ona hojnie rozsypana na drodze. )

Do tego fundussu, ktérego zasoby, jak powiedzialem, sy decydu-
Jace, naleiq na szczescie réine rzeczy, ktére z powodzeniem mozna
zaliczyé do nauki dowodzenia:
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- Oszacowywanie (2100 > 1030), a nawet rachunek (16 + 45 =
= 61), mozna wyrazié w postaci dedukowania, jezeli nie chodzi tu
wylacznie o opracowanie lub wydéwiczenie pewnego algorytmu.

- Przejscia mys$lowe przy rozwigzywaniu zadan na stosowanie ma-
tematyki zawieraJja lancuchy wnioskowan logicznych, co gdzie in-
dziej(1) pokazalem na przykladzie 5 - 2 = 3 =z pierwszej klasy.
Jedli nawet aparat dedukcyjny rachunku rézniczkowego jest w szkole
potraktowany w sposéb niepelny, to przy rozwigzywaniu zadania na
pojemno$é puszki (znajdowanie maksimum) konieczny jest cigg kro-
kéw logicznych bez luk.

Oczywiscie, obydwa te 2rédla materialu przyktadowego s3 czyn-
ne tylko wéwczas, gdy - Jjak juz méwilem na wstepie - hasto ,Dowo-
dzenie" ma bardzo liberalnie wyznaczone granice. Inaczej jest w przy-
padku nastepnej kopalni déwiczen, ktére tym razem zawierajg prawdzi-
we dowody w wezszym sensie; chodzi mianowicie o przygotowanie do
niektérych definicji wymagajgcych sprawdzenia istnienia i jednozna-
cznodci:

Istnieje dokladnie Jedna liczba rzeczywista =z taka, ze
23 =5 . Dowdd: ...

Definicja. EJ; oznacza taka liczbe rzeczywistsy,
dla ktdre) z° = 5.

3.

0gélnodd wecale nie jest charakterystyczng cecha dowoddv.

Opracowanie praypadkdw szczegdlnych lub pojedyncsych moie byd, po
pierwsse,bardso wydajne pray naucszaniu dedukowania, a po drugie,

gdy pddniej ma nastqpid uogdlnienie, stanowi cz¢sto gidwnq caedc
pracy, tatotnq idee dowodu. (O skomplikowanej i interesujgacej dialek-
tyce szczegéiu i ogdlu nalezaloby wtasciwie troche pofilozofowad;
ale bedziemy takich terminéw jak ,przypadek szczegélny" czy ,przypa-
dek ogélny" uzywaé w sensie calkiem naiwnym).

(1)K. H&r tig, Bermerkungen zum Thema MNathematieche Stren-
ge tm U’lt.ratuf.nunt‘pricht, Wiss. Zeitschr. Humboldt Univ. Ber-
lin. Math.-Not. R. 32 (1983), 21-24,
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.

Oto trzy typy pracy dedukcyjnej dotyczacej przypadkéw szcze-
g61lnych:
(1) Gdy uczniowie odkryli, jak sie zdarza, 2e

10 + 10 11

4 5 5/
to zauwazg tez szybko, 2e dla 17 i 3 mo2na ,dokiadnie tak samo"
rozumowaé jak dla 10 i 4 , albo zamiast 10 i 4 mozna wzigé

23 i 13. Jest to sformulowana przez A.Z. Krygowskg niezmiernie
plodna zasada juzmiennienia statych" 2 : 2wigzek ogélny:

(D G -G

bedzie pojety jako wymienialnodd liczb, na ktérych wykonuje sig ten
rachunek. W odpowiednio wyzszej klasie, jak pokazala A.Z. Krygow-
ska, to ogdlne ,wiedzieé dlaczego" nie opiera sie ani na aparacie
formalnym (jak (I)), ani na wielokrotnym sprawdzeniu rachunkiem;
zmienne pozostaja - przede wszystkim - variables dane la pensée.

(2) Niekiedy a priori w ogéle nie chodzi o nic ogélniejszego,
ale przy okazji opracowywania szczegélnego przypadku wystepuje co$,
c¢o mozna takze zrobié ogéluniej.

Miedzy 100 i 110 sg dokladnie cztery liczby plerwsze. W
istocie: kandydatami mogg tu byé, oczywidcie, tylko 101, 103, 107
i 109. Poniewaz 3-5-7 = 105, wiec 2adna z tych czterech liczb
(nieparzystych) 105 ¥ 2 1 105 ¥ 4 nie jest podzielna przez 2,
3, 5, ani 7; ich czynniki pierwsze muszq wiec byé nie mniejsze
od 11. Gdyby ktérad z nich, a, nie byla liczby pierwszy, to byloby
a1 * 11 =121, co nie zachodzi.

Nie cale to uzasadnienie, ale Jego ostatni fragment (dotyczacy
112) daje sie uogélnié; ta puenta warta jest tego, by do niej jesz-
eze wrécié,

(Z)A.Z. Krygowsk a,Variables dans lé ratsonnement ma -
thématique des enfants a l’age de 8 ans » Symposium des Centro In-
ter-universitario per la Ricerca Matematica, Trento 1980. Sg tam
i inne przyklady, tu takze wykorzystane.



82 KLAUS HARTIG

(3) Gdy na przyklad stwierdzamy, ze 225 + 1 Jjest podzielna
przez 641, albo 2e w siatce dwunastoscianu pieciokgtnego istnie-
Je okrgg Hamiltona (zob. dalej, ustgp 9), mamy rzeczywiscie do czy-
nienia z c2ysto Jjednostkowym przypadkiem. Takie dowody, naturalnie,
na ogél nie pelnig funkcji ,zawladnigcia za jednym ciosem" wieloma,
moze nieskoriczenie wieloma przypadkami szczegdlnymi.

4,

Trzeba wiele 3 ,matematycznego katalogu reklamowego” widsied ©
wyprébovad, by mde matematyczng nokolice" jakiegod twierdszenia (rdi-
ne podejéeta dedukeyjne, analogie, wnioski, uogdlnienia) dwiadomie
wykorsystad dla efektywnej pracy s ucaniami. Warto takze poprzebie-
raé w mozliwie réznorakich wariantach sformuiowania i upoglgdowientia,
nie méwigc o materiale przykladowym., Jest podejrzane, gdy jakied
wazne twierdzenie rozwaza sie tylko w tym ujeciu, w tym sformulowa-
niu, 2z tym dowodem, w tym jezyku zapisanym. Rdéwnie watpliwa Jjest
zbytnia abstynencja od ,dalszego dopytywania sig". Wezmy Jjako wazny
przyktad procedure dowodowg indukcji zupelnej, wnioskowania z n na

n + 1. Czy rzeczywiscie jest najlepiej ograniczyé sie do jednego
wyrazenia obowigzujgcego dla dowolnej wlasnosci (formy zdaniowej)
P :

(11) (P(0) AV, (P(n)=B(ns1))) =V, P(n)

(naturalnie, nie w tej) formalnej postaci)albo jego odpowiednika w
Jezyku mnogosdciowym (bez meta-zmiennej P ), i dwiczern w stosowaniu
80, 2 pomocniczym odwolywaniem sig¢ do domina i diugiej drabiny? Nie-
witpliwie gleboka analiza dydaktyczno-psychologiczna - diagnoza i
terapia! - pracy opartej wylgcznie na (II) juz takze bylaby pozytecz-
na. Ale wrazenia, 2e (II) jest odosobniong sztuky magicznz, mozna
sie pozby¢é i zastgpié je poczuciem slusznosci, naturalnosci, Jesli
sig nie trzymaé sztywno ,wypracowanej" raecay, ale Jjq amieniad . Dos-
wiadczenie poucza, 2e gdy wiecej zrobié - bedzie tatwiej; A.Z. Kry-
gowska nazwala to kiedy$ ,odcigzeniem przez wzbogacenie". W matema-
tycznym  katalogu reklamowym" mozna 2nalezé wiele rzeczy, byé moze
tak2e plodnych, dla nauczania szkolnego:
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- Nalezy przywolaé réwnowaine, a w zastosowaniach jezykowo
prostsze twierdzenia, jak zasada najmniejszej liczby (wtasno&é do-
brego uporzgdkowania); moze takie zasada szufladkowa Dedekinda.

- Jak wyglgda indukcja zupelna dla liczb catkowitych, Jjak dla
wymiernych, jak dla s}éw nad alfabetem {a 1By }. Jak dla siect
wylacznikéw? (dla nauczyciela: A jak dla punktéw plaszczyzny?)

- To { tylko to, co moze byé indukcyjnie splodzone, moie byé
nastepnie tak2e objete dowodami indukcyjnymi. Dlatego nieco trud-
niejszy temat definioj{ indukcyjnych tylko pozornie daje sie oddzie-
11¢ od dowodéw indukcyjnych.

- Tak2e Jjakied wnioskowanie z n na n + 3, z n na 2n |{
na 2n + 1 (z odpowiednimi warunkami poczqtkowymi) moze sie przyczy-
nié do wyrainiejszego dostrzegania pogladowego jgqdra tej rzeczy.

- Waine sa tak2e dowody szczegdlnych faktéw, jak P (1000), przez
wnioskowanie z n na n + 1; nie wystepuje tu zupeinie  ieskon-
czonodé", czy ,og61lnodé"™ w dcistym sensie.

- Dowdd aksjomatu indukcji, moze w postacl (I1I), bylby z pew-
nofcig poteznym dodatkowym drodkiem przeciw tak zwanemu zlemu samo-
poczuciu. Zaleznie od wyboru stanowigcej tu podstawe definicji skor-
czonodci. Sy réine tadne, wcale nie trudne dowody, ktérych przepro-
wadzenie calkowicie jJednak by zdeformowalo ramy czasowe i tredcio-
we tego tematu. Ale trzeba raz odwa2yé sie to powiedzieé, tu i 6w-
dzie bowiem dyskutuje sie nad skredleniem indukcji z progr;mu nau-
czania.

Tyle na temat tego nieco prowokujgcego przyktadu.

Co do wigczenia wig¢kssej licsby rdwnolegiych variantdw: ilez
tracimy przez to, 2e rdine dowody, rdine sformulowania itd. prak-
tycznie majq zabroniony wstep na lekcje! To jest tylko pozorna osz-
czedno4é wysitku i czasu. Intensywnodd pracy nad jednym tematem tak
bardzo sie¢ liczy (takze dla nastawienia ucznia), 2e nawet znaczniej-
82y wydatek czasu na to jest usprawiedliwiony.

Kilka przykiaddw réznych wariantéw ujecia znajdzie sie w uste-
pie 5, a kilka przykladéw réznych dowodSw tego samego twierdzenia
- w ustepie 5.
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5.

Seistodd przebiegu rozumowar matematycznych - szczegdlnie w
dowodach - nie jest swiqzana z uiyciem standardowego jesyka. Chociaz
zdolnodé do przejscia od poprawnej dedukcji (w jezyku zdecydowanie
potocznym) do poprawnej dedukcji w jezyku matematyki nalezy ksztail-
cié przynajmniej na dodatkowych zajeciach.

Wspélczynniki binomialne (Z) (przy n, k naturalnych) sg wpro-
wadzane kombinatorycznie.

TWIERDZENIE. Dla O € k € n  jest (}) = (,7.)-

Dowdé d (I ujecie). Gdy gajowy w lesie o n drzewach wyzna-
cza k drzew do Sciecia, moze

- kazde drzewo do $ciecia zaznaczy¢ karbem wyrabanym siekie-
rg: Jest na to (Z) mozliwosci,
albo

- na kazdym 2z n - k drzew nie przeznaczonych do Sciecia nakle-
1é kartke z napisem: ,Prosze nie $cinaé": jest na to (n-k) mozli-
wodci.

Dowé d (II ujecie). Zbidr ¥ sklada sig z n elementdw.
Zbiér k-elementowych podzbiordéw zbioru N sklada sige z ( :)
elementéw. Zbidr Y (n-k)-elementowych podzbioréw zbioru ¥ skla-
da sig z (nfk) elementéw. Niech dla T N bedzie ¢(T) =N\T.
Funkc ja ¢ odwzorowuje w sposdéb wzajemnie Jjednoznaczny X na Y , wiec
Y=-7.

Tak skonfrontowane zostaly dwa rodzaje sScistosci, ktére chce
takze tutaj rozréZnié(3).

"Scistodé I" (bez wymagarn dotyczqcych sposobu sformutowania)
nie tylko wyprzedza ,3cistos$é II" chronologicznie i psychogenetycz-
nie, ale Jest takze wainiejszes dla ksztalcenia ogéihego i procesu
wychowania.

Jeszcze Jeden elementarny przykiad dla I. Jezeli obie liczby
naturalne a , b sg parzyste, to liczba a * » Jjest podzielna
przez 4. tatwo to widzieé, gdy sie narysuje na kratkowanym papierze
(wzdluz kratek) prostokqt o a kratkach w jednym kierunku i b

(3por. K. Hart ig, op. cit.
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w drugim, a potem dokona jego rozktadu na 4 przystajgce prostokg-
ty. To Jest poglgdowy dowdd (a nie tylko ,pewne upoglgdowienie").
Utworzony tu laricuch wnioskowar, wyze) zaledwie napomkniegty, Jjest
peilnym niepodwazalnym dowodem. ,Bardziej zielone Jjuz nie bedzie"
powiedzielibysmy do kierowcy stojacego pod zielonym sSwiatlem sygna-
lizacji drogowej. Zresztg odpowiedni dowdd czysto arytmetyczny - bez
uzycia reprezentacji - bylby tu mozliwy juz prawie w stylu II.

A oto kolejny przykiad kombinatoryczny, na ktérym dobrze daje
sie pokazaé¢ to, co w mojej tezie nazwalem przejsciem. Na poczgtku
zmiany w oddziale fabrycznym o n robotnikach nalezy odkomendero-
waé brygadziste z k robotnikami w celu wykonania pewnej naprawy.
Na ile sposobéw mozna ich wybraé? Pierwsza droga: dyrektor wybie-
ra k+1 robotnikéw - co moze zrobié na (k:1) sposobéw - i pole-
ca im wyznaczyé sposrdéd siebie brygadziste - co daje im w kazdymn
przypadku k +1 mozliwosci. Otrzymujemy wiec (k:1 « (k+1) mozli-
wodci. Druga droga: dyrektor wybiera najpierw 'k robotnikéw - co
moze zrobidé na (;) sposobéw - i sposrdd reszty zalogi wybiera bry-
gadziste - za kaidym razem na n - k sposobéw. Tym razem bgdzie wiec
(:)' (n-k) mo2liwosci. Mamy zatem az dwie odpowiedzi na nasze py-
tanie. Nie byloby dobrze te dwa wyniki pozostawié bez knmentarza i
zajq¢ sie czym$ innym. Poniewaz obie liczby muszq sie zgadzaé, mamy

wiec
n n - k n

(k+1) ) (k) .
Byloby szkoda - w sensie tezy 4 - zmarnowaé mozliwodé nauczenia sie
czego$ interesujacego z tego wyniku (ktéry z samym zadaniem Jjuz wca-
le nie jest zwigzany), a mianowicie pewnego wzoru rekurencyjnego.
Pozwala on mianowicie obliciyé’Pp. (56) z (15), a potem z (;g)
itd., prowadzgc do rozktadu |« na czynniki. Jak trudne jest te-
raz przejsci& do ,Scistosci II", tzn. do zwyczajnego jezyka matema-
tykow? Nie wymaga ono wielkiego wysiltku. Przede wszystkim moZna po-
czatek zmiany, dyrektora, naprawe, czlonkéw brygady itd. skre$lié
bez zastepowania czymkolwiek lub po prostu pozbyé sie ich (méwi sie
raczej j abstrahowaé" od nich) w ten sposéb, 2e zapytamy o liczbe moz-
liwosci wyboru ze zbioru n -elementowego k+1 elementdéw, wsréd kté-
rych jeden jest wyrézniony. Jeszcze jeden krok (wazny w ksztalceniu
nauczycieli, mniej w szkole) polegalby na eliminacji siéw ,mozli-
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wodé", ,wyrézniony", ,wybér", co na ogél mozna uczynié w kombinato-
ryce, ale sig to zaniedbuje; wtedy méwimy juz tylko o podzbiorach,
funkcjach itd.

Na koniec powiedzmy sobie wyrainie, ze petna formalizacja do-
wodéw matematycznych - poza podstawami matematyki (rachunkiem predy-
katéw, teorig dowodu itd.) bytaby calkowicie absurdalna. W dowodach,
ktére mozna by $ledzié tylko w zwolnionym tempie, zginglyby wszyst-
kie akcenty i puenty. Kiedy$ prébowalem sformalizowaé dowdd Euklide-
sa tego, 2e Jjest nieskorczenie wiele liczb pierwszych...

4

6.

W toku naucsania uczniowie powinni byd stopniowo wdrazani do
refleksji nad przeprowadsonym dowodem. Do tej refleksji nalezy tak-
2e - pozgdany - rozklad akcentéw w dowodzie (wedlug wykorzystania
uprzedniej wiedzy, wedlug wartosci idei i ,substancji" dowodu).

Okazyjnie nalezaloby tez stawiaé pytania nastepujgcego rodza-
Ju:

- Gdzie w dowodzie ingerujq zalozenia?

- Na Jakich twierdzeniach i definicjach opiera sie ten dowdd?
(Moze to byé szczegdlnie instruktywne przy konfrontowaniu réznych
dowodéw tego samego twierdzenia; patrz nizej).

- Dowéd ten sktadal sie z dwu,czesci; ktéra byla tatwiejsza?

- Czy moz2na udowodnié twierdzenie A bez powotania sie na
twierdzenie B?

- Co w napotkanym fragmencie materiaiu byto wykorzystane bez
dowodu?

W dowodach‘ad hoe uczen powinien tez widzieé dowody. I nalezy
tez 2wrécié uwage uczniéw na to, Jesliby udalo sie udowodnié wiece]
ni2 zamierzano lub niz bylo potrzebne.

Oto dwa dowody twierdzenia: Jezeli jz§f < 1, to z" — 0.

Pierwszenstwo damy dowodowi opierajqcemd sie na nierdéwnosci
Bernoulliego, ktéra dla =z = 0,99 prowadzi do nastepujgcego osza-
cowania:

0(0,99 = = 1 < _1 < _29_ —> 0
n

(1%)’l (1"‘519)” 1endy
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Dowéd ten przebiega w liczbach wymiernych; wiedza o liczbach rzeczy-
wistych i ich zupelnosci (oraz konsekwencjach zupeinosci) nie jest
w ogéle potrzebna. Gdy jednak mamy to do dyspozycji, mozna rozumowad
tak: Cigg 0,99" maleje monotonicsnie, Jest ogranicsony (zerem) od
dotu, wiec ma kres dolny g , ktéry Jest zarazem jego granicg:
0,99" » 4. Takie kaidy podcigg Jest zbiezny do tej granicy:
0,995 g .

Poniewa2

07992" = (0$99")2 - 92 ’

wiec 92 =g, azatem g =0, gdyz g =1 nie wchodzi w rachu-
be. Ten dowdéd jest pnaturalniejszy", ale grubszego kalibru. Chodzi
tu o to, 2e nie tylko uczen przejdzie obie drogi rozumowania, ale
2e bedzie on mégt tez zauwazyé i opisaé istotng réznice w $rodkach
dowodowych.,

Za kolejny przyktad postuzy identycznosé

cos(a +7) = - cosa ,

ktdéra szybko mozna otrzymaé z twierdzenia o cosinusie sumy. A co
robié, gdy tego sSrodka u2yé nie chcemy lub nie mozemy, gdy zapomnie-
lismy tego wzoru i nie moZemy go szybko odtworzyé?

Gdy nawiniemy w znany sposéb nitke ditugodci a na kolo jednost-
kowe od punktu (1;0) do punktu P o wspdlrzednych z = cosa i
¥y = sina , to koniec przedluzenia nitki o n wypadnie na tym kole
doktadnie naprzeciw P, tJ. w punkcie (-z; -y). A wigc
cos(a +7) =-cosa i 8in (a +7n) = - sina .

Znowu chodzi tu nie tylko o intensywnodé pracy nad jakim$ zada-
niem i nie tylko o coraz pelniejszs Swiadomosé, ze wiele drég pro-
wadzi do Rzymu, ale przede wszystkim o swiadomg refleksje: tu musze
znaé definicje sina i cosa (utrwalenie ich jest mile widziane!)
~ tam nie; tam twierdzenie o funkcjach sumy - tu nie.

Gdy chodzi o zalecany przeze mnie rozklad akcentéw - nalezy
Smielej rozrézniaé:

DOWGD
Dowéd
(Dowéd )

...:bowiem."
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podobnie jak raz Edmund Landau typograficznie wyniésl pewne TWIER-
DZENIE ponad inne twierdzenia.

Przy zwyklym podejsciu do twierdzenia Rolle‘a i twierdzenia
o wartosdci dredniej w rachunku rézniczkowym, caly wysiltek poswigca
sie dowodowi twierdzenia Rolle ‘a. Gdy za$ z niego uzyskuje sie przez
proste podstawienie tak przeciez wazne twierdzenie o wartosci $red-
niej, wzdragamy sie przed uzyciem tu gromkiego slowa ,dowdd".

Gdy nie powiemy wyrazZnie, 2e jednoznacznosdé rozwigzania réwna-
nia 13 = 5 wynika po prostu z monotonicznosci z3 (bez drobiaz-
goweJ analizy), wéwczas wykazanie jego istnienia jest bardzo praco-
chlonne (choé mozna to zrobié w bardzo naturalny i pozyteczny spo-
86b). Zamiast wiec wykonaé jedno i drugie w Jednakowym mezsoforte,
moze lepiej by bylo z obydwu dowodéw calkiem zrezygnowaé; byloby to
Jednak zle z innych powoddéw.

7.

PrzejdZmy teraz do trzech dalszych przykladéw. Zobaczmy, Jjak
ré2norakie rzeczy mozna zauwaiyé i wykorzystaé w toku prowadzenia
dowodu, czego -~ posa uporaniem sie z samym dowodem -~ moina na nim
nauczyé sie lub co wydwiczyé.

Oto pierwszy dodatkowy przyktad. Po przerobieniu 2z uézniami
réwnaid kwadratowych zapytajmy: ,Dlaczego wladciwie kazde réwnanie
kwadratowe ma co najwyzej dwa rozwigzania? Z doswiadczenia wiem,
2e niektérzy uczniowie wskazujgq po prostu na wzory:

1 1
(1) 21722"2P3 5?2-‘7 ’

méwigc: ,Przecie2 to sg dwa". Takie pgnieuzasadnienie™ sugeruje, 2e
trzeba powtérzyé pytanie z dodatkowym 2gdaniem pokazania tego wprost,
a wiec bez postugiwania sie wzorami (1). Instruktywne i poglgdowe
byloby uzasadnienie odwolujgce sig do przebiegu funkcji, bez uz2ycia
poczgtkowych wiadomosci z rachunku rézniczkowego lub tez z uzyciea
ich. Tu natomiast chce oméwié nie to, ale pewne uzasadnienie ad hoc.
O dowolnej funkcji kwadratowej f mamy wyka;aé co nastepuje:
Funkcja f nie ma trzech réinych miejsc zerowych. Innymi slowy:
Je2eli ja wymienie jakie$ miejsce zerowe i ty wymienisz jakies$ miej-
sce zerowe, ale nie to samo co ja, i on wymieni jakie$ miejsce zero-
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we, takze nie to samo co ja, to on wymienit to samo co ty.
A to 2znaczy, 2e dla

£z) =22+ pz +gq

zakladamy:
2) f(a) = 0,
(3) f(b) =0,
(5) f(e) = O,
(6) cfa
i twierdzimy, 2e:
b=c
Dowé d.
az + pa+ q=0 na podstawie (2),
b + pb+ q=0 na podstawie (3)
(a-b) (a+b+p) =0 przez odjecie (3) od (2),
a+b+p =0 ze wzgledu na (4),
a+e+p =0 analogicznie, na podstawie (2),(5)
i (6)
b=g¢ , jak twierdzilismy.

Na tablicy, naturalnie, nie napiszemy: ;na podstawie ...", ale po
prostu kazdorazowo zastosowane zalozenie podkresdlimy lub na nie
wskazemy.

Typowe przy takim opracowaniu omawianego przykladu jest male
collegium logicum, a mianowicie analiza kwantyfikatoréw ,jest co
najwyzej dwa". Zaleznie od tego, czy uczniowie analizy tej dopiero
dokonujg czy jest to Juz rutynowe przejscie, nierutynowa czeéé pos-
tepowania dowodowego, a wiec to, na co trzeba wpadd, zredukuje sie
do nielicznych odejmowari i dzieleri lub nie.

8.

A oto drugi dodatkowy przyklad. W ciggu liczb Fibonacciego
okreslonym nastepujgco:
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(1) ug =0 5 ug =1y u 5 =u g tuy, (n »0)

zauwazamy, 2e poczynajgc od u, = o, ug = 5, U0 = 55 kazda pig-
ta liczba jest podzielna przez 5, a inne nie:

(2) 5|u, wtedy i tylko wtedy, gdy 5|n .

Nie mozemy tu wchodzié w liczne znane i interesujace wprowadzenia
tego ciggu, ani tez w motywy zajmowania sig akurat tg wlasnoscig
liczb Fibonacciego, Przypusémy dla prostoty, Ze przy obliczaniu ko-
lejnych liczb, gdzie$ okolo Upgo uczniowie zauwazg cos bliskiego
(2). Czy dalej bedzie podobnie? Wielokrotne zastosowanie wzoru re-
kurencyjnego (1) daje

+
Upned T Ynay T Uuy,3

= Z.un+3 ML)

3'“n+2 + 2.“n+1

= S'Mn*" + j'u" 3
a wiec

u E 3un mod 5.

n+5

Stgd za$ twierdzenie (2) otrzymamy za pomocg indukcji z n na
n+5.

Ten krétki i calkowicie naturalny rachunek wymaga pewnego wy-
robienia w obchodzeniu sie ze zmiennymi - tu w podstawianiu wskaZ-
nikéw. Jezell nie chcemy stawiaé tych wstepnych wymagari, to jest do
dyspozycji inny, o wiele dlu2szy, ale bardzo instruktywny sposéb,
ktéry duzo silnie) nawigzuje do préd, mianowicie do obliczania pierw-
szych wyrazéw ciggu.

Jezeli chcemy sprawdzié (2) dla nieco wigkszych n , to ulat-
wimy sobie 2ycie obliczajaqc nie samo u, , ale tylko cyfr¢ jednos-
ci ¢, tych liczb:

01234 | 5 l 10 l 15 ' 20 Lzs l 30

én {01123 28314 29437 Q7741 26178 | 53819 | 09987
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n|35 |ao |45 |5o |55

52795 | 51673 | 03369 | 54932 ’27

én

Jak dlugo mamy to kontynuowadé? Czego wlasciwie oczekujemy? Cyfry

od O do 9 s3 - jak sie wydaje - pomieszane jak groch z kapustg!
Gdy to pomieszanie zacznie sie po pewnym czasie powtarzaé - bedziemy
u celu. Ale czy cigg €y 1 @qreen Jest rzeczywiscie okresowy?
Byloby tak z pewnoscig, gdyby Jjakie§ dwa kolejne wyrazy znowu sie

gdzies$ dalej powtdérzyly obok siebie i w tym porzgdku, np. tak:
» "k

(4) e B e BT ..

Wtedy mozna by te dwie ramki przesungé réwnolegle w lewo (wéwczas
kazdorazowa zawartosé¢ + zawsze bedzie réwna zawartodci w»), a2z
do oporu:

L&

(5) o1 ...

Nie jest mozliwe, by przy kazdej ze 101 poczgtkowych pozycji ramki
Je) zawartodé, tj. para kolejnych liczb éor @49 az do €101° by-
ta inna, jest ich bowiem tylko 100 (mianowicie 00,01,...,99).
Wobec tego sytuacja jest taka jak w (4), a wiec i sytuacja (5) rze-
czywiscie musi sie zdarzyé, a przy tym «s Jest oddalone od « o
najwyzej 100 krokéw. Mozemy byé spokojni: najpéZniej po 100 kro-
kach wszystko zacznie sie da capo. Kontynuujemy wiec cierpliwie wy-
peinianie tabelki:

n |55 60 61

5 7 .2 9 1 0 1
—_—

Mielismy szczescie: ,Jjuz" c0 = 0» ¢gq = 1, wiec nasz cigg ma
okres 60 i wcale nie trzeba 100 krokéw. Dobrze, 2e przy 569
a wiec niemal u celu, po tylu trudach nie dalidmy za wygrang!
Wcigz Jjest wige

€n

m = Cme60 = °ms120 = v
na przyktad

1035 = 60-17+15 = %15 = 0
a zatem liczba ¥ 4035 korczy sie cyfrg O i Jest podzielna przez 5.
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W 2wigzku z tym rozumowaniem, a takZe moimi tezami, nasuwajq
sie rézne uwagi:

- Nie Jest rzecza nieodzowng dgzyé do sprawdzenia (2) dla
dowolnego n, Calg istotng czesé pracy musimy wykonaé juz dla zbada-
nia czy uj035 Koriczy signa 0 lub 5.

- Dla wyliczenia 23danego &, potrzebne sg jedynie umiejetnos-
ci rachunkowe na poziomie pierwszej klasy.

- Przyczyni sie to do rozwiniecia prostej, a nieocenionej umie-
Jetnodci przejrzystego budowania tabel i ich komentowania.

- Przejscie od u, do €,, 8 wiec do reszt modulo 10, Jest
paradygmatycznym przyktadem czesto spotykanego postepowania matema-
tycznego ynie chcieé wiedzieé az tak dokladnie", ktdre uczniowie zna-
Ja np. z pojecia podzielnosci (istnieje iloraz calkowity, .ktéry jed-
nak teraz nie bedzie nas interesowaé").

- Indukcja zupelna jest tutaj wnioskowaniem z n na n+60.
Okresowo$¢ jest zagwarantowana za pomocg zasady szufladkowej.

- Pokazalismy nieco wigcej, niz méwi twierdzenie.

- Upér, z ktérym wytrwalismy az do n = 61, =zostal wynagro-
dzony.

- Szczegdlnie godne uwagi jest to, 2e juspokajajgcy krok" -
wykazanie okresowosci - mozna wykreslié z dowodu, ktéry nie stanie
sie przez to btedny lub niepelny!

- Jeszcze nieco . dalszego dopytywania sie":

Dlaczego ...,5,0,... nie pojawia sie w ciggu ¢, ?

Dlaczego nie ...,2,6,... ? I nieco trudniejsze pytanie:
Dlaczego nie ...,7,6,... ?

9.

Ostatni przyklad dotyczy twierdzenia: Siatke krawedzi dwunas-
todcianu pieciokgtnego (szwy na pilce) mozna tak przej$é, ze kazdy
wierzcholek (tJ. punkt spotkania sie trzech krawedzi) zostanie prze-
kroczony dokladnie raz, po czym wrécimy do punktu wyjscia. (Mozna
to przeformutowaé np. na wypowiedZ o sieci ulic i trasie urzednika
pocztowego oprézniajgcego skrzynki). To brzmi bardzo prosto i niez-
byt matematycznie. Robi sie¢ takgq siatke, wrysowuje sie 2gdane przej-
dcie (nokrag Hamiltona") - i basta, to juz jest dowéd (albo ,dowdd",
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start i meta

Rys. 2

Je2eli kto woli). Ale jak zapamietaé rozwigzanie? Jak przekazad
rozwigzanie telefonicznie komusd, kto juz dos¢ diugo bezowocnie go
poszukiwal? Ponumerowanie 20 wierzchotkéw byloby bezcelowe, jako
wymagajgce rozwleklego opisu. Przejscie moze by¢ odtworzone np. na
podstawie instrukcji

(Pr)? )2,
co jest, naturalnie, skrétem dla ,PPPLPLPLLL i jeszcze raz
to sam>", gdzie P znaczy ,w prawo!"™ i [ ,w lewd!", Przecie:
w katdym wierzcholku, do ktérego dochodzimy, trzeba wiedzieé jedy-
nie, czy dalej i$é w prawo, czy w lewo. Oto jest wprowaizenie naj-
prostszych sugestywnych oznaczen, pozwalajgcych na takie male kodo-
wanie.
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Dwa dodatkowe pytania apelujg do wyobrazni przestrzennej:

a)Dlacsego , gdy zamieniamy w naszych instrukcjach [ i P,
takze otrzymujemy przejscie? (Pomys$lmy o sieci wraz z zaznaczonym
przejsciem narysowanej na szybie, na ktdra patrzymy z drugiej stro-
ny). .

b) Dlaczego dany opis drogi Jjest wazny przy dowolnym punkcie
wyJjsciowym i dowolnym kierunku wyjsciowym? (Pomys$lmy o szkielecie
dwunastoscianu jako realnej siatce wykonanej z elastycznego mate-
riatu, naciggnietej na kule tak, 2e pieciokaty s przystajgce. Wte-
dy wystarczy tylko tg kulg odpowiednio obracaéd).

Nawet tutaj rozmaity udzial majq: formutowanie, widzenie, a
takze nieco poglgdowych przeksztalcen topologicznych.

10.

Co byloby najwiekszym sukcesem nauczyciela, ktérego uczniowie
zdobyli solidne umiejetnosci w dowodzeniu i przy przeprowadzaniu do-
wodéw okazulg tylez fantazji co dyscypliny? Bylaby to rado$é ucza-
cych sie z piekna zwigzkéw matematycznych i z tej powaznej samodziel-

neJj pracy.

(Z niemieckiego tlumaczyl® S. Turnau)

On proofs and proving in the teaching of mathematics

Summary

The author appeals that the sense of deduction were not devel-
oped through solemn proofs with the ringing of bells, but rather

by using various tiny but interesting occasions; lots of examples
are proposed.



