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Informatyka zaczyna wkraczać do nauczania. Od kilku już lat 
we Francji Instytuty Badań nad Nauczaniem Matematyki (1R£M) 
pracują nad wykorzystaniem informatyki w nauczaniu matematyki. 
Bralem udział w różnych eksperymentach, w szczególności w 
tych, które dotyczyły zastosowania kalkulatorów programowal­
nych na różnych poziomach nauczania (szkoła średnia, uniwer­
sytet).

Nie bądę tu mówił o nauczaniu informatyki, lecz o wykorzys­
taniu kalkulatorów w nauczaniu matematyki. Słowem "kalkulator" 
określam tu różne rodzaje urządzeń liczących, od czterodzia- 
łaniowego kalkulatora kieszonkowego do mikrokomputera. Oczy­
wiście, różne maszyny nie mogą być wykorzystywane w jednakowy 
sposóbi pewne zastosowania są możliwe jedynie z pomocą bardziej 
złożonych urządzeń, na przykład terminali graficznych lub 
kreślarek. Ale idea wykorzystywania tego rodzaju maszyn jest 
jedna. Chodzi o zaproponowanie nowego podejścia do samej ma­
tematyki. Celem tego referatu jest pokazanie, że informatyka
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zmienia nie tylko metody nauczania: zmienia także treści 
nauczania.

Kalkulatory mogą być stosowane w nauczaniu na wiele 
różnych sposobów. W szczególności stosuje się tzw. nauczanie 
wspomagane komputerem (Computer Assisted Instruction, CAI); 
chodzi o lekcje z góry zaprogramowane, zarejestrowane i wy­
korzystywane przez uczniów. Uczeń jest wówczas najczęściej 
sam z maszyną; maszyna stawia mu pytania oraz kontroluje i 
poprawia jego odpowiedzi. W zależności od swoich osiągnięć, 
uczeń jest zapoznawany z treściami dostosowanymi do jego po­
ziomu. Jeżeli chodzi o matematykę, to mało jest naprawdę cie­
kawych programów w nauczaniu wspomaganym komputerem. Ten sys­
tem dopiero debiutuje. W szczególności poszukuje się progra­
mów bardziej otwartych, w których działanie ucznia nie spro­
wadzałoby się do odpowiadania na pytania i w których rola 
nauczyciela nie byłaby tak zminimalizowana. Nauczanie wspo­
magane komputerem mogłoby oddać spore usługi uczniowi z nie­
powodzeniami, któremu potrzebne jest powtórzenie lub pogłę­
bienie takiej czy innej partii materiału: nauczyciel daje 
mu odpowiedni dysk i uczeń idzie pracować sam z maszyną, w 
ten sposób nauczanie wspomagane komputerem może być pomocne 
w nauczaniu, ale nie może nauczania zastępować.

Zajmiemy się sposobami wykorzystania kalkulatorów w 
klasie. Jest kilka możliwych typów zastosowań. Przede wszys­
tkim kalkulator lub mikrokomputer indywidualny. Kalkulator 
jest wtedy narzędziem, do dyspozycji każdego w każdej chwili.
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umożliwiającym wykonanie obliczenia, napisanie programu po 
to, by unaocznić figurę geometryczną lub wykres. Uczniowie 
mogą w ten sposób badać pojęcia matematyczne i manipulować 
nimi. Takie narzędzie nie zastępuje oczywiście nauczyciela, 
ale daje w każdej chwili możliwość zastosowania czy manipu­
lacji, wychodząc od programów gotowych bądź pisanych w klasie 
Tego rodzaju sytuacje długo eksperymentowaliśmy w liceach 
i na uniwersytecie. Przykłady, które będą w dalszym ciągu 
cytowane, zostały w większości zastosowane i sprawdzone w 
tych warunkach. Przyjemnie jest mieć możliwość użycia maszy­
ny, ewentualnie w sposób nieprzewidziany, dla jakiegoś nie­
wielkiego ćwiczenia w czasie lekcji czy zajęć ze studentami.

Kalkulator może być również zastosowany do przedstawia­
nia pewnych rzeczy wobec całej klasy, jeżeli jest wyposażony 
w monitor lub jest możliwość wyświetlania na ekranie tego, 
co pojawia się na jego wyjściu: kalkulator spełnia wówczas 
te same zadania co tablica. Jest używany zarówno przez nau­
czyciela, jak i przez uczniów, wspólnie. Umożliwia wizualizację 
pewnych zastosowali, wspólne pisanie programu, wspólne, opra­
cowywanie poszukiwań, doświadczeń, badań. Ten typ zastosowań 
kalkulatora ma z pewnością szanse rozwoju. Zachęca do innego 
spojrzenia na matematykę.

W charakterze przykładu, zacytujmy wizualizację wykre­
sów: funkcji, krzywych określonych parametrycznie, rozwiązań 
równań różniczkowych itd. Kiedy uczy się rozwinięć funkcji 
w szeregi potęgowe, wtedy jest jednocześnie przyjemnie i poży­
tecznie móc pokazać, w jaki sposób wielomiany Taylora przy-



bliżają krzywą. Oto, na przykład, co można ukazać na termina­
lu graficznym w związku z funkcją sinus:
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II. KALKULATORY I MATEMATYKA

Korzyści s maszyny dla nauczania matematyki są wielostronne, 
niezależnie od tego, czy to jest kalkulator kieszonkowy czy 
mikrokomputer. Maszyna jest narzędziem rachunku i praktyki 
rachunku, narzędziem umożliwiającym nowe podejście do matema­
tyki.

II.1. Narzędzie rachunku i praktyki rachunku

Kalkulator zastępuje suwak i tablice liczbowe. Jest oczywiś­
cie narzędziem mocniejszym i szybszym i umożliwia rachunki 
w klasie, dawniej nie do pomyślenia, w szczególności umożli­
wia więcej rachunków, a także pozwala operować większą licz-
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bą danych. Pozwala również rachować z prawdziwymi danymi, 
a nie tylko z takimi, które zostały specjalnie dobrane tak, 
aby rachunki upraszczały się, a jeżeli wynik nie był "okrąg­
łą" liczbą, to znaczy, że popełniliśmy błąd w rachunkachI

Kalkulator umożliwia także sprawdzanie rachunków i 
sprawdzanie wzorów przez testowanie ich na różnych wartoś­
ciach zmiennych i parametrów.

Ale trzeba nauczyć się panować nad tym narzędziem, za­
chowywać krytycyzm w stosunku do maszyny, pozostać inteli­
gentnym! Na przykład, duża liczba cyfr dziesiętnych dostar­
czana przez maszynę może być iluzoryczna: jeżeli przejecha­
łem 73 kilometry w godzinę i dziesięć minut, to absurdem 
jest mówić, że moja średnia prędkość wynosiła 62,571429 km/h, 
ponieważ dokładność wyniku musi odpowiadać dokładności danych 
wyjściowych. Na suwaku dokładność jest przedstawiona wizual­
nie; od pewnego miejsca począwszy nie można odczytać cyfr 
dziesiętnych. Uczniowie są często skłonni zachowywać wszys­
tkie cyfry ukazujące się na wyjściu ich maszyn.

Trzeba również panować nad wszystkimi błędami, które 
wprowadza maszyna: przybliżenia związane z obcięciami i za­
okrągleniami, przybliżenia wynikające z techniki obliczeń.
Te błędy mogą się kumulować i sprawiać, że własności matema­
tyczne takie jak łączność, zbieżność nie zachodzą.

Maszyna jest narzędziem praktyki rachunku. Na to, by 
skutecznie wykorzystywać maszynę, trzeba wiedzieć, jak ma­
szyna liczy i trzeba umieć organizować obliczenie. Trzeba
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zachować ostrożność kontrolując wyniki podawane przez maszy­
nę, szacując rząd wielkości wyniku, ale przede wszystkim trze­
ba organizować obliczenie bez dwuznaczności, stawiać ewentual­
ne nawiasy we właściwym miejscu, znać reguły priorytetu dzia­
łaś. Krótko mówiąc, maszyna zmusza tego, kto się nią posługu­
je, do panowania nad swoją techniką obliczeniową. Jest to za­
tem dla ucznia okazja do robienia postępów w rachunku algebra­
icznym.

11,2. Narzędzie umożliwiające zastosowanie metod numerycznych

Jedną z wielkich zmian, którą wniosły kalkulatory do naucza­
nia matematyki jest przywrócenie znaczenia matematyce stosowa­
nej, a raczej przywrócenie równowagi między matematyką czystą 
a stosowaną. Jeżeli dysponujemy maszyną, to nie wystarczy już 
powiedzieć, że rozwiązanie istnieje; ma się ochotę je znaleźć, 
obliczyć. Nie wystarczy już powiedzieć, że macierz jest odwra­
calna, jeżeli wyznacznik jest niezerowy, trzeba również powie­
dzieć, jak oblicza się wyznacznik, w liceach francuskich ob­
serwuje się nowe zainteresowanie metodami przybliżonego roz­
wiązywania równać. Rozwiązywanie równać nie ogranicza się
już tylko do rozwiązywania równać kwadratowych; można rozwią-

2zywać równania typu x + Log x » 0 lub cos x - x « 0.
Można łatwo pokazać, że te równania mają rozwiązania. Ale 
nie ma wzorów na wyrażenie tych rozwiązać. Trzeba znaleźć 
przybliżenia. Prowadzono wiele eksperymentów związanych z 
pierwiastkiem kwadratowym. Szuka się, na przykład /?. 
Uczniowie często w sposób naturalny proponują, aby szukać
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przedziałów zawierających /5 przez kolejne próby: iT jest
między 2 a 3, ponieważ 2 < )fb <  3 ; \fV  jest między 2,2 a 2,3, 

2 2ponieważ 2,2 *4,84 < 5  <2,3 *5,29 itd. Można następnie
poprawić metodę i podać metody bardziej zorganizowane, takie

X xjak metoda Newtona: ciąg rekurencyjny un+1* j  (un + — )
n

pozwala obliczyć /x* nawet ręcznie za pomocą jedynie kartki 
i ołówka.

Inny przykład: twierdzenie BĆzouta. Niech a i b będą 
dwiema liczbami całkowitymi i d ich największym wspólnym 
dzielnikiem. Istnieją wtedy dwie liczby całkowite u i v takie, 
że au ♦ bv * d. Jest to twierdzenie o istnieniu. Ale można 
również interesować się poszukiwaniem i obliczaniem liczb 
całkowitych u i v. Istnieją metody bardzo proste (wiadomo, 
że istnieje dopuszczalna wartość u między 0 i b) lub metody 
szybsze oparte na algorytmie Euklidesa.

Oczywiście powracają do nauczania metody numeryczne ob­
liczania całek i rozwiązywania równarf różniczkowych. Nie tylko 
umożliwiają one efektywne obliczenia, ale przede wszystkim 
przyczyniają się do lepszego zrozumienia pojęcia całki czy 
równania różniczkowego. .

W tych wszystkich przykładach trzeba podkreślić z na­
ciskiem miejsce pojęcia przybliżenia. Tradycyjne nauczanie 
matematyki miało nadmierną tendencję do proponowania takich 
sytuacji, w których otrzymywało się dokładny wynik. A prze­
cież idea przybliżenia, oszacowania błędu jest podstawowa w 
matematyce. Leży ona u podstaw analizy; jak można zrozumieć
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pojęcia granicy czy ciągłości, jeżeli nie opanowało się 
pojęcia przybliżenia?

II. 3. Pomoc dydaktyczna; nowe podejście do matematyki 
Sposób, w jaki można używać kalkulatorów w nauczaniu matema­
tyki, opiera się na pewnej koncepcji matematyki i uczenia 
się. Uczenie się matematyki odbywa się nie tylko przez słu­
chanie nauczyciela; pojęcie matematyczne nie może zostać 
przyswojone bez spełnienia pewnych warunków. Przyzwyczailiśmy 
się do klasycznego przebiegu wykładu matematycznego: definic­
je, twierdzenia, własności, potem wnioski, a na koniec, jeś­
li zostaje trochę czasu, kilka ćwiczerf na zastosowanie. To 
może odpowiadać komuś, kto już zna temat, ale jest często nie­
wystarczające dla wprowadzania nowych pojęć. Przyswojenie 
nowego pojęcia wymaga również spełnienia pewnych warunków 
wstępnych, zajścia pewnych sytuacji, problemów do rozwiąza­
nia, dla których nowe pojęcie pojawi się jako właściwe na­
rzędzie. Jednym z warunków koniecznych opanowania pojęcia 
jest poczucie jego potrzeby. Innym warunkiem koniecznym jest 
rzeczywiste używanie tego pojęcia, nie tylko zapoznanie się 
z listą jego własności i charakterystyką.

W nauczaniu pojęcia niezbędne są ćwiczenia wstępne 
oraz ćwiczenia, które pokazują, jak pojęcie funkcjonuje.
Często matematyka jest nauką doświadczalną. Można mówić o 
matematyce "eksperymentalnej". To jest prawdą w historii ma­
tematyki i to powinno być prawdą w dzisiejszym nauczaniu 
matematyki; przed podaniem definicji, trzeba organizować pró-
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by, eksperymenty, manipulacje. Dla dobrych studentów trud­
ność nie istnieje; są umotywowani, mogą ustalić niezbędne 
powiązania i znaleźć dziedzinę zastosowali. Ale jeżeli chcemy, 
żeby matematyka stała się naprawdę matematyką dla wszyst­
kich, to musimy przystosować nasze nauczanie, zrewidować 
naszą koncepcję matematyki i pogłębić naszą koncepcję uczenia 
się.

Kalkulatory mają naturalne miejsce w matematyce ekspery­
mentalnej. Umożliwiają doświadczenia i manipulacje; umożli­
wiają pierwszy kontakt z wieloma pojęciami matematycznymi.

Podam tylko kilka przykładów.

W nauczaniu początkowym kalkulatory są pomocne w naucza­
niu działań, a w szczególności służą używaniu multiprecyzji dla 
lepszego zrozumienia mechanizmów działań. Za pomocą swoich 
kalkulatorów uczniowie 9-10 letni wykonują obliczenia na 
liczbach wielocyfrowych:

3 754 2863 
x 598 3264

934 4635 «--- 3264 x 2863
1 225 3 056 «---  3264 x 3754

171 2 074 «---  598 x 2863
224 4 892 ----- 598 x 3754
224 6 288 6 064 4832170
410
23 000 000

43

31 000 000
10 000 000 

6 000 000 
38

Przeprowadzono wiele doświadczeń w klasach; pokazują
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one, iż nieprawdą jest, że z kalkulatorami dzieci nie będą 
umiały już liczyć!

W klasach starszych pojęcia stałej, zmiennej, paramet­
ru mogą zostać wprowadzone za pomocą kalkulatorów, przede 
wszystkim kalkulatorów programowalnych.

Pojęcie funkcji nabiera również innego wymiaru: funkcja 
jest już nie tylko wzorem; maszyna umożliwia ćwiczenia, któ­
re wskazują na dynamiczny aspekt funkcji: temu x odpowiada 
taka wartość. Kalkulator jest pożyteczny w badaniu zmiennoś­
ci funkcji; można robić próby, można mieć intuicję pewnych 
zmian, można otrzymać ogólny obraz wykresu poprzez wykreśla­
nie punkt po punkcie. Maszyna wprawdzie niczego nie dowodzi, 
ale pozwala stawiać hipotezy, prowadzić badania, odkrywać 
pewne własności i nadawać im znaczenie bardziej konkretne (okre­
sowość, na przykład).

Również aproksymacja funkcji umożliwia prowadzenie cie­
kawych zajęć:

. Aproksymacja globalna: po to, by móc obliczać wartości 
funkcji za pomocą elementarnych działaś arytmetycznych* można 
zastąpić funkcję przez wielomian, który ją aproksymuje. Ucz­
niowie mogą w ten sposób obliczać pierwiastki kwadratowe, 
sinusy, logarytmy lub funkcje wykładnicze za pomocą tylko 
zwykłych czterech działaś 1 To pozwala im zrozumieć, w jaki 
sposób maszyna wykonuje obliczenia, gdy naciska się klawisze 
sin, log, ViT, ...

. Aproksymacja lokalna: oto przykład zajęć, które były 
eksperymentowane kilkakrotnie z uczniami 15-16 letnimi w



ROLA KALKULATORÓW W NAUCZANIU 93

klasach o profilu humanistycznym. Poleca się Im najpierw 
obliczyć (l + x)2 dla x « 1, x * 0, 1, x * 0, 01, itd.

X ( 1  ♦ X ) "

1 4
0. 1 1 .  2 1

0 .  0 1 1 .  0 2 0 1

0. 001 1 .  0 0 2 0 0 1

0. 0001 1 .  0 0 0 2

0. 00001 1 .  0 0 0 0 2

0. 000001 1 .  0 0 0 0 0 2

0. 0000001 1 .  0 0 0 0 0 0 2

Uczniowie rozumują w ten sposób, że jeżeli x jest małe
to (l ♦ x)2 jest bliskie 1 + 2x. W równości (l ♦ x)2 -

2 2■ 1 ♦ 2x ♦ x wyraz x "znika-, można go pominąć. Wykreś-
2łając (1 + x ) oraz 1 + 2x, uczniowie mogą odkryć pojęcie

2stycznej w powiązaniu z pominięciem wyrazu zawierającego x. 

Następnie powtarzają te same czynności z y—  i Vl +x.

Uczniowie odkrywają sami, że jeżeli x jest małe, to
yy^ jest bliskie 1 - x, i V1 - x jest bliskie 1 + j.

2Tu także pominęliśmy wyrazy zawierające x. Na przykład, 
równość U  ♦ x) (l - x) » 1 - x2 - l prowadzi do 1 - x.
Na wykresach znowu odnajdują uczniowie pojęcie stycznej. Pros 
ty rachunek pozwala oszacować popełniony błąd.
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X l/Cl+x) KT+x

1 0,5 1.4142136
0,1 0,9090909 1.0488088
0,01 0,990099 1,0049876
0,001 0,999001 1.0004999
0,0001 0,9999 1.00005
0,00001 0,99999 1.000005
0,000001 0,999999 1.0000005

Poprzez takie działanie, uczerf sam zobaczył, doświad­
czył, ie (1 + x)a a  1 - ax dla małych x , chociaż ten 
typ własności mógłby wydawać się bardzo abstrakcyjny.

Wybór wartości x jest bardzo ważny; wizualizacja 
zjawiska, o którym mowa, była możliwa, ponieważ wartości x 
były postaci 10 n .

Pojęcie granicy jest dziedziną, którą się zwykle zajmuję. 
Chciałbym pomówić o tym nieco. Pojęcie granicy jestbardzo 
złożone. Definicja epsilonowo-deltowa nie ukazuje tego poję­
cia w całości. Jest w pojęciu granicy pewien aspekt dynamicz­
ny, którego ta definicja nie wydobywa. I często w nauczaniu 
badanie granicy sprowadza się do takich rachunków na wyraże­
niach z niewiadomymi, które są zwykłymi manipulacjami algebra­
icznymi. Uczenie się pojęcie granicy zawiera przeszkody, w ucze­
niu się, przeszkoda jest formą wiedzy nieadekwatną, którą 
trzeba zniszczyć, aby włączyć pojęcie w nowy obszar wiedzy. 
Przeszkoda jest konsekwencją uczenia się, w danym punkcie tego 
procesu i jest nieunikniona; jest to niezbędne przejście dla
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pełnego przyswojenia pojęcia. W innych pracach wydobyłem 
główne przeszkody w uczeniu się pojęcia granicy. Aby pomóc 
uczniom w ich pokonaniu, niezmiernie istotne jest postawienie 
ich w odpowiednich sytuacjach, które pozwoliłyby im wykształ­
cić intuicję pojęcia granicy i pojęcia zbieżności.

Na pierwszy rzut oka mogło by się wydać, że pojęcia gra­
nicy i ciągłości jedynie z trudem dają się pogodzić z kalkula­
torami. w maszynie wszystko jest skończone i dyskretne. Jed­
nak kalkulatory umożliwiają wykonywanie ćwiczeń przygotowawczych 
do przyswajania pojęcia granicy. Można wizualizować zbieżności, 
zobaczyć, że pewne ciągi zbiegają szybko, inne wolno. Istnieje 
w literaturze wiele przykładów ćwiczeń tego typu.

w szczególności, można pokazać jednocześnie aspekt iloś­
ciowy i jakościowy pojęcia granicy. Oto Interesujący przykład:

oo N,
szereg V  —i— . Obliczając sumy częściowe SM - £  —i— 

n-1 n^ N n-1 n*
do 10, 100, 1000, 10 000 itd. , otrzymujemy następujące wyniki.:

N - 10 
N - 100 
N - 1  000 
N - 10 000

SN 7 6 7 7 3

SN “  4 9 8 3 9 0 

SN “  V  6 4 ^  S * * * 9 3 4 5 6

SN “  1 , 6 4 4  PTI 3 4 0 7

Jeżeli wiemy, że granicą jest - 1,64493407...,
możemy zaobserwować w każdej sumie częściowej liczbę cyfr 
dokładnych, ale przyglądając się bliżej widzimy, że po cyf­
rach dziesiętnych dokładnych następuje jedna fałszywa; gdybyś­
my dodali do niej jeden, byłaby dokładna. Po cyfrze fałszywej
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znowu mamy cyfry dokładne. Na przykład, dla N * 1000,
SN ■ 1,64393456; 6 1 4 są dokładne, 3 jest fałszywa, potem
9, 3 1 4 są dokładne. To pozwala uczniom zobaczyć, że błąd jest
rzędu -- . Widzą, że ^  “o + 4 jest zbieżny znacznie szyb-

n«l n

ciej; błąd jest rzędu —0 .
N

Takie obserwacje pozwalają uczniom stawiać hipotezy. 
Hipotezy odgrywają ważną rolę w aktywności matematycznej; 
można przyzwyczaić uczniów do stawiania hipotez na podstawie 
obserwacji i doświadczenia. Do tego celu kalkulatory są sku­
tecznym środkiem.

w przypadku ciągów i szeregów są także pułapki. Niektóre 
ciągi, niektóre szeregi, pewne granice funkcji śle zachowują 
się w maszynie. Istnieje kilka dobrze znanych przykładów:

. Ciąg jeżeli patrzymy tylko na pierwszych trzy-30n
dzieści wyrazów, można mieć wrażenie, że ten ciąg jest zbieżny 
do 0..., podczas gdy jest on rozbieżny do nieskończoności.

. Ciąg rekurencyjny: u© ■ -j , uR+1 » 1000 uR - 333.
Każdy wyraz jest równy -j, ponieważ 1000 x y - 333 - -j.
Ale w maszynie jest inaczej i uczniowie mogą łatwo zrozumieć 
dlaczego: 0.33333333333

0.33333333 
0.33333 
0.33 

- 3 
- 3333
333333
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. Ciąg Fibonacciego; ciąg ten może być zdefiniowany 
dwoma sposobami: un »| 1  ̂ ^  j lub rekurencyjnies

" o * 1 ' U1 * 1 V  - un “ un -  1 + un -  2 l " > 2 >- 

Chodzi o ten sam ciąg, ale jeżeli liczy się wyrazy na maszy­
nie, to w jednym przypadku ciąg jest zbieżny do zera, a w 
drugim do nieskończoności:

n (M1) u_ ■ u„ , ♦ u_ , n n-i n-z

1 - 0.618034 - 0.618034
2 0.381966 0.381966
3 - 0.236068 - 0.236068
5 - 0.0901699 - 0.0901699
10 0.0081306 0.0081306
15 - 0.0007331 - 0.000733
20 0.0000661 0.0000678
25 - 0.000006 ‘ 0.0000128
30 0.0000005 0.0002085
35 - 4.84 x 10"8 0 . 0 0 2 3 0 5 8

40 4.37 x 10"9 0.0255728
45 - 3.94 x 10_1° 0.2836065
50 3.55 x 10”11 3.1452438
55 - 3.20 x 10"12 34.881288

........................ —

Ten zdumiewający przykład motywuje analizę przyczyn 
błędu maszyny. A także, badanie struktury wektorowej przes­
trzeni ciągów Fibonacciego (ciągów spełniających warunek



un ■ + un-2^ ' Prze8trzen*' która jest wymiaru 2 nad R;
ciągi zbieżne tworzą w niej podprzestrzeń wymiaru 1. Gdy 
wprowadza się do maszyny wartość -0,6180339887 zamiast war-

1 - V?tości dokładnej ---j---, to przechodzi się tuz obok przes­
trzeni ciągów zbieżnych i w konsekwencji otrzymuje się ciąg 
rozbieżny:
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Można by wymienić wiele innych aspektów roli kalkulatorów 
w nauczaniu matematyki. Kalkulatory umożliwiają prawdziwe 
przetwarzanie danych, a zatem odkrycie prawa, które kryje 
się za zjawiskiem doświadczalnym. Wychodząc od sytuacji kon­
kretnej można w ten sposób eksperymentować, a następnie podać 
sformułowanie matematyczne.

Można zacytować symulację: kalkulatory pozwalają symulować 
zjawiska losowe (rzut kostką, loteria, kolejki itp.) i w 
ten sposób eksperymentować w dziedzinie probabilistyki.

Symulacja jest możliwa także w geometrii; praca koncep­
cyjna stowarzyszona z maszyną pozwala konstruować figury, 
obrazy w perspektywie, tu także są liczne przykłady. Znany 
język LOGO stanowi pomoc w uczeniu się geometrii, nadając jej 
aspekt dynamiczny i algorytmiczny.
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III. ZWIĄZKI MIEDZY MASZYNA A UCZNIEM

Wprowadzenie kalkulatorów głęboko modyfikuje związki między 
nauczycielem, uczniem a treściami nauczania.

Są tu przede wszystkim takie dobrze znane aspekty, jak 
poczucie swobody i autonomii, które uczeri odczuwa pracując 
z maszyną, aspekt ludyczny, niezależność ucznia od nauczy­
ciela i możliwości dopasowania tempa i rytmu nauczania do 
potrzeb i możliwości każdego ucznia. Używanie kalkulatorów 
zmienia także organizację pracy w klasie 1 zachęca do pracy w 
małych grupach. Lekcja matematyki staje się bardziej konkret­
na, a aktywność szkolna bliższa życia codziennego. Wybór odpo­
wiednich sytuacji umożliwia zajęcia interdyscyplinarne z wyko­
rzystaniem kalkulatorów. W ten sposób matematyka może odgrywać 
rolę narzędzia dla innych nauk. Na koniec, wykorzystanie kal­
kulatorów pozwala pewnym słabym uczniom odnaleźć wiarę w siebie 
dobrymi uczniami nie są już ciągle ci sami 1 zdarza się, że 
niektórzy uczniowie lepiej się czują z maszyną niż ich nauczy­
ciel.

Inny aspekt wydaje ml się niemniej ważny: 'decentrali­
zacja". Uczeri nie jest już ostatnim aktorem, część akcji jest 
przeniesiona na maszynę. Uczert manipuluje reprezentacjami, 
właściwościami, musi wyrażać się bardzo ściśle i w zależnoś­
ci od tego działa maszyna, bez uprzedzeri, bez apriorycznych 
koncepcji, bez marginesu interpretacji. Maszyna nie bierze 
pod uwagę tego wszystkiego, co jest u ucznia nieujawnione, 
ukryte. Na przykład wielu uczniów określa kwadrat jako czwo­
rokąt mający cztery równe boki. Warunek "kąt prosty* jest
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niejawny, pozostaje niesformułowany. Jeżeli uczeń jest ostat­
nim aktorem, to zapomnienie warunku "kąt prosty" może pozos­
tać nie zauważone przez niego. Maszyna wykonuje bardzo ściśle 
i dokładnie to, "co uczeń polecił" i nic więcej. W ten sposób 
uczeń musi przewidywać, a maszyna działa jako narzędzie oceny. 
Ocena jest etapem ważnym, którego brakuje czasami w naucza­
niu tradycyjnym? kiedy uczeń zakończył obliczenie czy dowód# 
ma poczucie, że zakończył pracę, ale nic nie pozwala mu być 
tego pewnym. Kalkulator uwidacznia zakończenie pracy ucznia 
i ocenia ją.

Na koniec, w związkach ucznia z wiedzą, trzeba wymienić 
rolę błędów. Uczeń nie popełnia błędów "przypadkowo". Więk- 
dzość błędów jest logiczną konsekwencją stanu wiedzy ucznia, 
jego struktury myślowej. W strukturze myślowej ucznia jest 
wiele rzeczy: definicje, aspekty intuicyjne, przykłady praw­
dziwe lub fałszywe, obrazy, w tej strukturze myślowej są 
sprzeczności, w większości nie ujawnione, i które ujawniają 
się dopiero wtedy, gdy elementy sprzeczne zostają zastosowane 
jednocześnie. Błędy ucznia dostarczają informacji o jego struk 
turze myślowej; błędy odgrywają zasadniczą rolę w procesie 
uczenia się. Postęp, moment zrozumienia występują często w 
sytuacjach konfliktowych czy sprzecznych, w konsekwencji uświa 
domienia sobie i zrozumienia źródła błędu. Maszyna zmienia 
postawę ucznia wobec błędu. Uczeń może sam badać swoje błędy: 
lokalizować je, analizować, rozumieć dlaczego błąd wystąpił 
i korygować go. Uczeń uświadamia sobie w ten sposób pozytywną 
wartość błędu; błąd nie jest już tylko źródłem złych stopni, 
w związku z nauczaniem wspomaganym komputerem pewien uczeń
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powiedział: "Maszyna stawia nam pytanie; jeżeli się pomylimy, 
to możemy spróbować czegoś innego, aż znajdziemy dobrą od** 
powiedź. To nie jest tak jak z nauczycielem, który stawia 
nam zły stopień, jeżeli nie damy dobrej odpowiedzi. Z maszy­
ną błąd jest środkiem do znalezienia właściwej odpowiedzi."

Nie mówiłem o związkach pojęciowych, które istnieją 
między matematyką a informatyką. Przeprowadzono eksperymenty 
z uczniami 12-16 letnimi dotyczące nauczania algorytmiki. In­
formatyka stanowi środek do uczenia się rozumowania, ale ten 
temat wymaga osobnej uwagi i rozwinięcia.

W konkluzji podkreślmy ponownie kilka zasadniczych pun­
któw. Istnieje wiele sposobów wykorzystywania informatyki w 
nauczaniu matematyki; jest to dziedzina, w której jest jesz­
cze wiele do zrobienia. Używanie informatyki Modyfikuje nie 
tylko sposób nauczania; zmienia ono także treści nauczania. 
Informatyka oddziałuje na samą matematykę. Tych zmian nie 
można wprowadzać w życie nie będąc jednocześnie świadomym, 
że opierają się one zarazem na pewnej koncepcji matematyki i 
pewnej koncepcji uczenia się. Chciałem podkreślić aspekt eks­
perymentalny aktywności matematycznej. Informatyka jest cen­
nym narzędziem w opracowywaniu zajęć praktycznych z matematy­
ki, zajęć, które nie zastępują lekcji czy wykładu, ale mogą 
je poprzedzać. Zajęcia te mogą służyć do wprowadzania sytua­
cji i problesrfw, umożliwiać intuicyjne podejście do pojęcia, 
które ma być wprowadzone na lekcji czy wykładzie. Natomiast 
po tym wprowadzeniu, zajęcia takie mogą służyć do rzeczywis­
tego stosowania nowo wprowadzonego pojęcia.
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( Z języka angiełskiefo thimaczyki Anna Sierpińska )

THE ROLE OF CALCULATORS IN TEACHING MATHEMATICS FOR ALL 

Summary

Informatlcs gets into teachlng. The aim of the paper 
ls to show that informatlcs changes not only the methods 
of teachlng but also the contents of teachlng. Calculators 
can be used in many ways in the classroom. They are, first 
of all, for the teachlng of mathematics, a tool for computing 
and for the learning of computing. They also allow to apply 
numerical methods - examples are provlded. But, above all, 
informatlcs is a new pedagogical tool which makes possible 
the achievenent of a new approach to mathematics: active 
mathematics, experimental mathematics, vizualization, elabo­
rat lon of conjectures, simulatlon. These aspects are Ulu- 
strated with various examples. Besides, it is shown how 
calculators modify relations between the teachlng, the student, 
and the contents of teachlng; in particular, the decentering 
and the role of errors are emphasized. The use of calculators 
in the teachlng of mathematics is based at the same time upon 
a certain conception of mathematics and certain conception 
of learning mathematics.


