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I. WSTEP

Informatyka zaczyna wkraczaé do nauczania. Od kilku juz lat
we Francji Instytuty Badar nad Nauczaniem Matematyki (IREM)
pracuja nad wykorzystaniem informatyki w nauczaniu matematyki.
Bralem udzial w réznych eksperymentach, w szczegdlnodci w
tych, ktére dotyczyly zastosowania kalkulatoréw programowal-
nych na réznych poziomaéh nauczania (szkoia fSrednia, uniwer-

sytet).

Nie bede tu méwil o nauczaniu informatyki, lecz o wykorzys-
taniu kalkulatoréw w nauczaniu matematyki. Stowem "kalkulator”
okredlam tu réine rodzaje urzadzer liczacych, od czterodzia-
taniowego kalkulatora kieszonkowego do mikrokomputera. Oczy-
wifcie, réine maszyny nie mogaq byé wykorzystywane w jednakowy
sposéb; pewne zastosowania s3 mozliwe jedynie z pomoca bardziej
zloionych urzadzer, na przyklad terminali graficznych lub
kreflarek. Ale idea wykorzystywania tego rodzaju maszyn jest
jedna. Chodzi o zaproponowanie nowego podej$cia do samej ma-

tematyki. Celem tego referatu jest pokazanie, 2e informatyka
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zmienia nie tylko metody nauczania: zmienia takze tresci

nauczania.

Kalkulatory moga byé stosowane w nauczaniu na wiele
réznych sposobdéw. W szczegdélnodci stosuje sie tzw. nauczanie
wspomagane komputerem (Computer Assisted Instruction, CAI};
chodzi o lekcje z géry zaprogramowane, zarejestrowane i wy-
korzystywane przez uczniéw. Uczer jest wéwczas najczedciej
sam z maszyna; maszyna stawia mu pytania oraz kontroluje i
poprawlia jego odpowiedzi. W zaleznodci od swoich osiagnieé,
uczerl jest zapoznawany z tredciami dostosowanymi do jego po-
ziomu. Jezeli chodzi o matematyke, to malo jest naprawde cie-
kawych programéw w nauczaniu wspomaganym komputerem. Ten sys-
tem dopiero debiutuje. W szczegdlnoféci poszukuje sie progra-
méw bardziej otwartych, w ktérych dziatanie ucznia nie spro-
wadzaloby siq do odpowiadania na pytania i w ktérych rola
nauczyciela nie bylaby tak zminimalizowana. Nauczanie wspo-
magane komputerem mogloby oddaé spore ustugi uczniowi z nie-
powodzeniami, ktéremu potrzebne jest powtdérzenie lub pogie-
bienie takiej czy innej partii materialtu: nauczyciel daje
mu odpowiedni dysk i uczen idzie pracowaé¢ sam z maszyna. W
ten sposéb nauczanie wspomagane komputerem moze by¢é pomocne

w nauczaniu, ale nie moze nauczania zastepowaé.

Zajmiemy sie sposobami wykorzystania kalkulatoréw w
klasie. Jest kilka mozliwych typéw zastosowafi. Przede wszys-
tkim kalkulator lub mikrokomputer indywidualny. Kalkulator

jest wtedy narzedziem, do dyspozycji kaidego w kazdej chwili,
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umozliwiajacym wykonanie obliczenia, napisanie programu po
to, by unaocznié figure geometryczna lub wykres. Uczniowie
moga w ten sposéb badaé pojecia matematyczne i manipulowaéd
nimi. Takie narzedzie nie zastepuje oczywidcie nauczyciela,
ale daje w kazdej chwili mozliwod¢é zastosowania czy manipu-
lacji, wychodzac od programéw gotowych badZ pisanych w klasie.
Tego rodzaju sytuacje diugo eksperymentowalidmy w liceach

i na uniwersytecie. Przyklady, ktére bgdq w dalszym ciaqu
cytowane, zostaiy w wiekszodci zastosowane i sprawdzone w
tych warunkach. Przyjemnie jest mieé mozliwoéé uiycia maszy-
ny, ewentualnie w sposéb nieprzewidziany, dla jakiegod nie-

wielkiego éwiczenia w czasie lekcji czy zajeé ze studentami.

Kalkulator moze byé réwniez zastosowany do przedstawia-
nia pewnych rzeczy wobec calej klasy, jeieli jest wyposazony
w monitor lub jest mozliwodé wydwietlania na ekranie tego,
Co pojawia sie na jego wyjfciu: kalkulator spelnia wéwczas
te same zadania co tablica. Jest uzywany zaréwno przez nau-
czyciela, jak i przez uczniéw, wspélnie. Umozliwia wizualizacje
pPewnych zastosowari, wspélne pisanie programu, wspdlne, opra-
cowywanie poszukiwarn, doswiadczeri, badar. Ten typ zastosowafi
kalkulatora ma z pewnoscia szanse rozwoju. Zacheca do innego

spojrzenia na matematyke.

W charakterze przykitadu, zacytujmy wizualizacje wykre-
86w: funkcji, krzywych okredlonych parametrycznie, rozwijzan
réwnafi réiniczkowych itd. Kiedy uczy sie rozwinieé funkcji
w szeregi potegowe, wtedy jest jednoczeénie przyjemnie i pozy-

tecznie méc pokazaé, w jaki sposéb wielomiany Taylora przy-
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blizaja krzywa. Oto, na przykiad, co mozna ukazaé na termina-

lu graficznym w zwiazku z funkcja sinus:

II. KALKULATORY I MATEMATYKA

Korzydci z maszyny dla nauczania matematyki sa wielostronne,
niezaleinie od tego, czy to jest kalkulator kieszonkowy czy
mikrokomputer. Maszyna jest narzedziem rachunku i praktyki
rachunku, narzedziem umozliwiajacym nowe podejdgcie do matema-

tyki.

II.1. Narzedzie rachunkd i praktyki rachunku

Kalkulator zastgepuje suwak i tablice liczbowe. Jest oczywi$-
cie narzedziem mocniejszym i szybszym i umozliwia rachunki
w klasie, dawniej nie do pomydlenia. W szczegdélnodci umozli~

wia wigcej rachunkéw, a takie pozwala operowad wieksza licz-
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ba danych. Pozwala rdéwniez rachowaé z prawdziwymi danymi,
a nie tylko z takimi, ktdére zostaly specjalnie dobrane tak,
aby rachunki upraszczaly sie, a jezeli wynik nie byl “okrag-

33" liczba, to znaczy, ze popeinilidémy blad w rachunkach!

Kalkulator umozliwia takze sprawdzanie rachunkdéw {
sprawdzanie wzoréw przez testowanie ich na réznych wartod-

ciach zmiennych i parametréw.

Ale trzeba nauczyé sie panowaé nad tym narzedziem, za-
chowywaé krytycyzm w stosunku do maszyny, pozostaé inteli-
gentnym! Na przykiad, duza liczba cyfr dziesiqtnych dostar-
czana przez maszyne moze byé iluzoryczna: jezeli przejecha-
tem 73 kilometry w godzine i dziesieé minut, to absurdem
jest méwié, 2e moja Srednia predkodé wynosita 62,571429 km/h,
poniewaz dokladno$é wyniku musi odpowiadaé dokiadnogci danych
wyjdciowych. Na suwaku doktadnoéé jest przedstawiona wizual-
nie; od pewnego miejsca poczawszy nie mozna odczytaé cyfr
dziesietnych. Uczniowie sa czesto sklonni zachowywaé wszys-

tkie cyfry ukazujace sie na wyjdciu ich maszyn.

Trzeba réwniez panowaé nad wszystkimi bledami, ktére
wprowadza maszyna: przyblizenia zwigzane z obcieciami i za-
okragleniami, przyblizenia wynikajace z techniki obliczes.
Te biedy moga sie kumulowaé i sprawiaé, ze wlasnofci matema-

tyczne takie jak tacznoéé, zbieznodé nie zachodzgy.

Maszyna jest narzedziem praktyki rachunku. Na to, by
skutecznie wykorzystywaé maszyne, trzeba wiedzieé, jak ma-

szyna liczy i trzeba umieé organizowaé obliczenie. Trzeba
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zachowaé ostroznosdé kontrolujac wyniki podawane przez maszy-

ne, szacujac rzad wielkosci wyniku, ale przede wszystkim trze-
ba organizowaé¢ obliczenie bez dwuznacznodci, stawiaé ewentual-
ne nawiasy we wladciwym miejscu, znaé reguly priorytetu dzia-
tafd. Krétko méwiac, maszyna zmusza teqgo, kto sie nia posiuqu-
je,do panowania nad swoja technika obliczeniowa. Jest to za-

tem dla ucznia okazja do robienia postepéw w rachunku algebra-

icznym.

I1.2. Narzedzie umozliwiajace zastosowanie metod numerycznych

Jedna 2z wielkich zmian, ktéra wniosly kalkulatory do naucza-
nia matematyki jest przywrdécenie znaczenia matematyce stosowa-
nej, a raczej przywrécenie réwnowagi miedzy matematyka czystqa
a stosowana. Jezeli dysponujemy maszyna, to nie wystarczy juz
powiedzied, e rozwigzanie istnieje; ma sie ochote je znaleié,
obliczyé¢. Nie wystarczy juz powiedzieé, ze macierz jest odwra-
calna, jeieli wyznacznik jest niezerowy, trzeba réwniez powie-
dzieé, jak oblicza sie wyznacznik. W liceach francuskich ob-
serwuje sie nowe zainteresowanie metodami przyblizonego roz-
wiazywania réwnari. Rozwiazywanie réwnar nie ogranicza sie

juz tylko do rozwiazywania réwnar kwadratowych; moina rozwia-
zywaé réwnania typu x + Log x = 0 lub cos8 x - x2 = 0.

Moina latwo pokazaé, ze te réwnania maja rozwiazania. Ale

nie ma wzoréw na wyrazenie tych rozwiazarn. Trzeba znalefé
przyblizenia. Prowadzono wiele eksperymentéw zwiazanych 2z
pierwiastkiem kwadratowym. Szuka sig¢, na przykiad Vgl

Uczniowie czesto w sposéb naturalny proponuja, aby szukad



»

’
ROLA KALKULATOROW W NAUCZANIU 89

przedziaidéw zawierajacych B przez kolejne préby: V(5 jest
miedzy 2 a 3, poniewaz 22< V5 < 32; V5 jest miedzy 2,2 a 2,3,
poniewaz 2,22 = 4,84 <5 K< 2,32 = 5,29 itd. Moina nastepnie
poprawié metode i podaé metody bardziej zorganizowane, takie
jak metoda Newtona: ciag rekurencyjny U™ % (un + %n)

pozwala obliczyé Vx nawet recznie za pomoca jedynie kartki
i oldwka.

Inny przykiad: twierdzenie Bézouta. Niech a { b beda
dwiema liczbami catkowitymi 1 d ich najwiekszym wspSlnym
dzielnikiem. Istnieja wtedy dwie liczby calkowite u i v takie,
2e au + bv = d. Jest to twierdzenie o istnieniu. Ale moina
réwniez interesowaé sie poszukiwaniem i obliczaniem liczb
catkowitych u 1 v. Istnieja metody bardzo proste {wiadomo,

e istnieje dopuszczalna wartodé u miedzy O { b) 1lub metody

8zybsze oparte na algorytmie Euklidesa.

Oczywidcie powracaja do nauczania metody numeryczne ob-
liczania catek i rozwiazywania réwnanh réiniczkowych. Nie tylko
umozliwiaja one efektywne obliczenia, ale przede wszystkim
Przyczyniaja sie do lepszego zrozumienia pojecia catki czy

réwnania rézniczkowego. ,

W tych wszystkich przykiadach trzeba podkredlié¢ z na-
ciskiem miejsce pojecia przyblizenia. Tradycyjne nauczanie
matematyki mialo nadmierna tendencje do proponowania takich
sytuacji, w ktérych otrzymywalo sie doktadny wynik. A prze-
ciez idea przyblizenia, oszacowania bledu jest podstawowa w

matematyce. Lezy ona u podstaw analizy; jak moina zrozumieé
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pojecia granicy czy ciagiodci, jezeli nie opanowalo sie

pojecia przyblizenia?

I1.3. Pomoc dydaktyczna; nowe podejdcie do matematyki

Sposéb, w jaki mozna uzywaé kalkulatoréw w nauczaniu matema-
tyki, opiera sie na pewnej koncepcji matematyki i uczenia
sle. Uczenie sig matematyki odbywa sie nie tylko przez siu-
chanie nauczyciela; pojecie matematyczne nie moze zostaé
przyswojone bez speinienia pewnych warunkéw. Przyzwyczailidmy
sie do klasycznego przebiegu wykladu matematycznego: definic-
je, twierdzenia, wlasnodci, potem wnioski, a na koniec, jesd-
1li zostaje troche czasu, kilka éwiczer na zastosowanie. To
moie odpowiadaé komud, kto juz zna temat, ale jest czesto nie-
w&starczajqce dla wprowadzania nowych pojeé. Przyswojenie
nowego pojecia wymaga réwniez spelnienia.pevnych warunkéw
wstepnych, zajfcia pewnych sytuacji, probleméw do rozwiaza-
nia, dla ktdérych nowe pojecie pojawi sie jako wladciwe na-
rzedzie. Jednym z warunkéw koniecznych opanowania pojecia
jest poczucie jego potrzeby. Innym warunkiem koniecznym jest
rzeczywiste uiywanie tego pojecia, nie tylko zapoznanie sie

z lista jego wiasnodci i charakterystyky.

W nauczaniu pojecia niezbedne s3 ¢éwiczenia wstepne
oraz éwiczenia, ktére pokazuja, jak pojecie funkcjonuje.
Czesto matematyka jest nauky doswiadczalna. Moina méwié o
matematyce "eksperymentalnej”. To jest prawda w historii ma-
tematyki i to powinno byé prawda w dzisiejszym nauczaniu

matematyki; przed podaniem definicji, trzeba organizowaéd pré-
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by, eksperymenty, manipulacje. Dla dobrych studentéw trud-
nodé nie istnieje; sa umotywowani, moga ustalié niezbedne
powiazania i znaleZé dziedzine zastosowan. Ale jezeli chcemy,
Zeby matematyka stala sie naprawde matematyka dla wszyst-
kich, to musimy przystosowaé nasze nauczanie, zrewidowad
naszq koncepcje matematyki i pogiebié nasza koncepcje uczenia

sie.

Kalkulatory maja naturalne miejsce w matematyce ekspery-
mentalnej. Umozliwiaja dodwiadczenia i manipulacje; umoizli-

wiaja pierwszy kontakt z wieloma pojeciami matematycznymi.
Podam tylko kilka przykiadéw.

W nauczaniu poczatkowym kalkulatory sa pomocne w naucza-
niu dzialaf, a w szczegélnodci stuza uzywaniu multiprecyzji dla
lepszego zrozumienia mechanizméw dziatarf. Za pomoca swoich
kalkulatoréw uczniowie 5;10 letni wykonujaq obliczenia na
liczbach wielocyfrowych:

3 754 2863

x 598 3264
934 4832 <— 3264 x 2863

1 225 3 056 «—— 3264 x 3754
171 2 074 «~—— 598 x 2863
224 4 892 «—— 598 x 3754
224 6 288 6 064 4832
170 43
410 R 3 1 cee
23 000 000
31 000 000
10 000 000
6 000 000
38 ... ...

Przeprowadzono wiele dod$wiadczer w klasach; pokazuja
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one, iz nieprawda jest, ze z kalkulatorami dzieci nie beda

umiaty juz liczyé!

W klasach starszych pojecia statej, zmiennej, paramet-
ru moga zostaé wprowadzone za pomoca kalkulatordw, przede

wszystkim kalkulatoréw programowalnych.

Pojecie funkcji nablera réwniez innego wymiaru: funkcja
jest juz nie tylko wzorem; maszyna umozliwia éwiczenia, kté-
re wskazuja na dynamiczny aspekt funkcji: temu x odpowiada
taka wartodé. Kalkulator jest poiyteczny w badaniu zmiennos-
¢i funkcji; moina robié préby, mozna mieé intuicje pewnych
2mian, mozna otrzymaé ogélny obraz wykresu poprzez wykresla-
nie punkt po punkcie. Maszyna wprawdzie niczego nie dowodzi,
ale pozwala stawiaé hipotezy, prowadzié badania, odkrywaé
pewne wlasnodci i nadawaé im znaczenie bardziej konkretne (okre-

sowodé, na przyktad).

Réwniei aproksymacja funkcji umozliwia prowadzenie cie-

kawych zajeé:

. Aproksymacja globalna: po to, by méc obliczaé wartodci
funkcji za pomoca elementarnych dziatard arytmetycznych., mozna
zastapié¢ funkcje przez wielomian, ktéry ja aproksymuje. Ucz-
niowie moga w ten sposéb obliczaé pierwiastki kwadratowe,
sinusy, logarytmy lub funkcje wykladnicze za pomoca tylko
zwyklych czterech dziatari! To pozwala im zrozumieé, w jaki
sposdéb maszyna wykonuje obliczenia, gdy naciska sie klawisze
sin, log, Vx, ...

. Aproksymacja lokalna: oto przykitad zajeé, ktére byly

eksperymentowane kilkakrotnie 2z uczniami 15-16 letnimi w
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klasach o profilu humanistycznym. Poleca sie im najpierw

obliczyé (1 + x)2 dla x =1, x=0,1, x = 0,01, 4itd.

x (1 + x)?

1 a

0.1 1.21

0.01 1.0201

0.001 1.002001

0.0001 1.0002 ‘
0.00001 1.00002

0.000001 1.000002

0.0000001 1.0000002

Uczniowie rozumuja w ten sposéb, e jeteli x Jjest male,
to (1 + x)2 jest bliskie 1 + 2x . W réwnofci (1 + x)2 -
= 1 + 2x + xz wyraz :;2 "znika®", mozna go pominaé. Wykred-
lajac (1 + x)2 oraz 1 + 2x, uczniowie moga odkryé pojecie

stycznej w powijzaniu z pominieciem wyrazu zawierajjacego xz.

Nastepnie powtarzaja te same czynnofci z T%; 1 Viex .

Uczniowie odkrywaja sami, ze jezeli x jest male, to
Tx jest bliskie 1 - x, 1 m jest bliskie 1 +§ .
Tu takze pominelidmy wyrazy zawierajace xz. Na przykiad,
réwnoéé (1 + x)(1 - x) = 1 - x2= 1 prowadzi do 11sz 1 - x.

Na wykresach znowu odnajduja uczniowie pojecie stycznej. Pros-

ty rachunek pozwala oszacowaé popelniony blad.



94

x 1/0+x) Vi+x

1 0,5 1.4142136
0,1 0,9090909 1.0488088
0,01 0,990099 1,0049876
0,001 0,999001 1.0004999
0,0001 0,9999 1.00005
0,00001 0,99999 1.000005
0,000001 0,999999 1.0000005

Poprzez takie dziatanie, uczer sam zobaczyl, doswiad-

czyl, ie (1 + x)a &~ 1 - ax dla matych x , chociat ten

typ wiasnodci mégiby wydawaé sie bardzo abstrakcyjny.

Wybdr wartodci x jest bardzo wazny; wizualizacja
zjawiska, o ktérym mowa, byla mozliwa, poniewaz warto$ci x

byly postaci 10 ".

Pojegcie granicy jest dziedzinag, ktdra sie zwykle zajmuje.
Chcialbym poméwié o tym nieco. Pojecie granicy jest bardzo
z2oione. Definicja epsilonowo-deltowa nie ukazuje tego poje-
cia w calodci. Jest w pojeciu granicy pewien aspekt dynamicz-
ny, ktérego ta definicja nie wydobywa. I czesto w nauczaniu
badanie granicy sprowadza sie do takich rachunkéw na wyraze-
niach z niewiadomymi, ktére sa zwyklymi manipulacjami algebra-
icznymi. Uczenie sie pojecie granicy zawiera przeszkody. W ucze-
niu sie, przeszkoda jest forma wiedzy nieadekwatnay, ktdéra
trzeba zniszczydé¢, aby wiaczyé¢ pojecie w nowy obszar wiedzy.
Przeszkoda jest konsekwencja uczenia sie, w danym punkcie tego

procesu i jest nieunikniona; jest to niezbedne przejécie dla
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peinego przyswojenia pojecia. W innych pracach wydobyiem
giéwne przeszkody w uczeniu sie pojecia granicy. Aby poméc
uczniom w ich pokonaniu, niezmiernie istotne jest postawienie
ich w odpowiednich sytuacjach, ktére pozwolilyby im wyksztail-

cié intuicje pojecia granicy i pojecia zbieznodci.

Na pierwszy rzut oka mogio by sie wydaé, 2e pojecia gra-
nicy i ciaglodci jedynie z trudem daja sie pogodzié¢ z kalkula-
torami. W maszynie wszyatko jest skoriczone i dyskretne. Jed-
nak kalkulatory umozliwiaja wykonywanie éwiczer przygotowawczych
do przyswajania pojecia granicy. MoZna wizualizowaé zbieinoéci,
zobaczyé, ie pewne ciagi zbiegaja szybko, inne wolno. Istnieje

W literaturze wiele przyktadéw éwiczer tego typu.

W szczegblnodci, moina pokazaé jednoczefnie aspekt ilog-

ciowy 1 jakodciowy pojecia granicy. Oto interesujacy przyklad:

o0 - Nv
szereg :S —%- . Obliczajac sumy czedciowe SN - 21 —%—
n=1 n n=]1 n

do 10, 100, 1000, 10 000 itd. , otrzymujemy nastepujace wyniki:

N =10 :sy=1,{5a976773
N = 100 :sy, =1, 603Ja 08390
N=1000 :s,=1,64033345°¢
N=10000 :s5;,=1,644[83407

Jezeli wiemy, ze granica jest %E = 1,64493407...,
mozemy zaobserwowaé w kaidej sumie czedciowej liczbe cyfr
dokiadnych, ale przygladajac sie blizej widzimy, e po cyf-
rach dziesietnych dokiadnych nastepuje jedna falszywa; gdybyd-
my dodali do niej jeden, bylaby dokiadna. Po cyfrze falszywej
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znowu mamy cyfry dokiadne. Na przykiad, dla N = 1000,

SN = 1,64393456; 6 1 4 sa doktadne, 3 jest fatszywa, potem

9, 3 1 4 83 doktadne. To pozwala uczniom zobaczyé, ze biad jest

rzedu % . Widza, ze 25 12 + % jest zbiezny znacznie szyb-
n=1 n

ciej; blad jest rzedu 12 .
N

Takie obserwacje pozwalaja uczniom stawiaé hipotezy.
Hipotezy odgrywaja wazna role w aktywnodci matematycznej;
moina przyzwyczaié uczniéw do stawiania hipotez na podstawie
obserwacji i dosdwiadczenia. Do tego celu kalkulatory sa sku-

tecznym drodkiem.

W przypadku ciagéw i szeregéw sy takze pultapki. Niektére
ciagi, niektére szeregi, pewne granice funkcji Zle zachowuja

sie w maszynie. Istnieje kilka dobrze znanych przykladdw:
. Ciag —E%; jezeli patrzymy tylko na pierwszych trzy-
30

dziedci wyrazéw, moina mieé wrazenie, e ten ciag jest zbiezny
do 0..., podczas gdy jest on rozbieiny do nieskoriczonosdci.

. Ciag rekurencyjny: u_ = % , U

o = 1000 u, - 333.

n+l
Kazdy wyraz jest réwny %, poniewai 1000 x % - 333 = %.
Ale w maszynie jest inaczej i uczniowie moga 1atwo zrozumiedé
dlaczego: 0.33333333333
0.33333333
0.33333
0.33
-3
- 3333

- 3333133
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. Ciag Fibonacciego; ciag ten moze byé zdefiniowany

n
1 - ¥5
dwoma sposobami: u, '(___T"i:') lub rekurencyjnie:
. 1=V -
ug =1, u =-—————, u =u _ +tu _, (n >2).

Chodzi o ten sam ciag, ale jezeli liczy sie wyrazy na maszy-
nie, to w jednym przypadku ciag jest zbiezny do zera, a w

drugim do nieskoriczonogci:

n

n ‘l"i—ig) Un T Yp-1 * Yp-2
1 | - 0.618034 - 0.618034
2 0.381966 0.381966
3 0.236068 0.236068
5 0.0901699 0.0901699
10 0.0081306 0.0081306
15 0.0007331 0.000733
20 0.0000661 0.0000678
25 0.000006 0.0000128
30 0.0000005 0.0002085
35 4.84 x 1078 0.0023058
40 4.37 x 107? 0.0255728
45 3.94 x 10710 0.2836065
50 3.55 x 10”11 3.1452438
55 3.20 x 10722 | 34.881288

Ten zdumiewajacy przyklad motywuje analize przyczyn

bledu maszyny. A takie, badanie struktury wektorowej przes-

trzeni ciagéw Pibonaccieqgo (ciagéw speiniajacych warunek
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u. = u

n n-1*t un-2)’ przestrzeni, ktéra jest wymiaru 2 nad R;

ciagi zbieine tworza w niej podprzestrzer wymiaru 1. Gdy
wprowadza sie do maszyny wartodé -0,6180339887 zamiast war-
todci dokiadnej l—:}-!jg, to przechodzi sie tuz obok przes-
trzeni ciagéw zbieznych 1 w konsekwencji otrzymuje sie ciag

rozbiezny:

Moina by wymienié¢ wiele innych aspektdéw roli kalkulatoréw
w nauczaniu matematyki. Kalkulatory umozliwiaja prawdziwe
przetwarzanie danych, a zatem odkrycie prawa, ktére kryje
sie za zjawiskiem dodwiadczalnym. Wychodzac od sytuacji kon-

kretnej moina w ten sposéb eksperymentowaé, a nastgpnie podaéd

sformutowanie matematyczne.

Mozna zacytowaé symulacje: kalkulatory pozwalaja symulowad
zjawiska losowe (rzut kostka, loteria, kolejki itp.) i w

ten sposéb eksperymentowaé w dziedzinie probabilistyki.

Symulacja jest moiliwa takie w geometrii; praca koncep-
cyjna stowarzyszona z maszyna pozwala konstruowaé figury,
obrazy w perspektywie, tu takize s3 liczne przykiady. Znany
jezyk LOGO stanowi pomoc w uczeniu sie geometrii, nadajac jej

aspekt dynamiczny i algorytmicany.
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III. ZWIAZKI MIEDZY MAS2YNA A UCZNIEM

Wprowadzenie kalkulatoréw gieboko modyfikuje zwiazki miedzy

nauczycielem, uczniem a trefciami nauczania.

S3 tu przede wszystkim takie dobrze znane aspekty, jak
poczucie swobody i autonomii, ktére uczer odczuwa pracujac
Z maszyna, aspekt ludyczny, niezaleinofé ucznia od nauczy-
ciela 1 mozliwodci dopasowania tempa i rytmu nauczania do
potrzeb i mozliwosci kazdego ucznia. Uiywanie kalkulatordéw
zmienia takie organizacje pracy w klasie i zacheca do pracy w
malych grupach. Lekcja matematyki staje siq bardziej konkret-
na, a aktywnos$é szkolna bliisza tycia codziennego. Wybdr odpo-
wiednich sytuacji umozliwia zajqcia interdyscyplinarne z wyko-
rzystaniem kalkulatoréw. W ten sposéb matematyka moie odgrywad
role narzedzia dla innych nauk. Na koniec, wykorzystanie kai-
kulatoréw pozwala pewnym siabym uczniom odnalefé wiare w siebie;
dobrymi uczniami nie sa juz ciagle ci sami 1 zdarza sie, Ze
niektdrzy uczniowie lepiej sie czuja z maszyna niz ich nauczy-

ciel.

Inny aspekt wydaje mi sie niemniej wainy: “"decentrali-
2acja”. Uczer nie jest juz ostatnim aktorem, czeéé akcji jest
przeniesiona na maszyne. Uczefi manipuluje reprezentacjami,
witagciwodciami, musi wyraiaé sie bardzo Scifle { w zaleinos-
¢i od tego dziata maszyna, bez uprzedzeri, bez apriorycznych
koncepcji, bez marginesu interpretacji. Maszyna nie bierze
pod uwage tego wszystkiego, co jest u ucznia nieujawnione,
ukryte. Na przykilad wielu uczniéw okrefla kwadrat jako czwo-

rokat majacy cztery réwne boki. Warunek "kat prosty” jest



100 B. CORNU

niejawny, pozostaje niesformulowany. Jezeli uczer jest ostat-
nim aktorem, to zapomnienie warunku "kat prosty" moZe pozos-
taé nie zauwazone przez niego. Maszyna wykonuje bardzo dcidle
i dokladnie to, "co uczer polecil®™ i nic wiecej. W ten sposéb
uczerdl musi przewidywaé, a maszyna dziata jako narzedzie oceny.
Ocena jest etapem waznym, ktdérego brakuje czasami w naucza-
niu tradycyjnym; kiedy uczen zakoriczyl obliczenie czy dowdd,
ma poczucie, ze zakoficzyl prace, ale nic nie pozwala mu byé
tego pewnym. Kalkulator uwidacznia zakoficzenie pracy ucznia

i ocenia ja.

Na koniec, w zwiazkach ucznia z wiedza, trzeba wymienié
role biedéw. Uczer nie popelnia bledéw "przypadkowo®. Wiek-
dzodé bleddéw jest logiczna konsekwencja stanu wiedzy ucznia,
jego struktury mydlowej. W strukturze mydlowej ucznia jest
wiele rzeczy: definicje, aspekty intuicyjne, przykiady praw-
dziwe lub fals:zywe, obrazy. W tej strukturze mydlowej sa
sprzecznofci, w wigkszofci nie ujawnione, i ktére ujawniaja
siq dopiero wtedy, gdy elementy sprzeczne zostaja zastosowane
jednoczegnie. Biedy ucznia dostarczaja informacji o jego struk-
turze mydlowej; biedy odgrywajq zasadnicza role w procesie
uczenia sig. Postep, moment zrozumienia wystepuja czesto w
sytuacjach konfliktowych czy sprzecznych, w konsekwencji usdwia-
domienia sobie i zrozumienia Zrédia bledu. Maszyna zmienta
postawe ucznia wobec biedu. Uczed moie sam badaé swoje biledy:
lokalizowaé je, analizowaé, rozumieé dlaczego biad wystapii
i korygowaé go. Uczerd uswiadamia sobie w ten sposéb pozytywna
warto$é biedu; biad nie jest juz tylko Zrédiem z:ych stopni.

W zwiazku 2 nauczaniem wspomaganym komputerem pewien uczef
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powiedzial: "Maszyna stawia nam pytanie; jeieli sie pomylimy,
to mozemy sprébowaé czegod 1nneg&, az znajdziemy dobra od-
powiedZ. To nie jest tak jak z nauczycielem, ktéry stawia
nam zly stopieri, jezeli nie damy dobrej odpowiedzi. Z maszy-

na biad jest drodkiem do znalezienia wiadciwej odpowiedzi.”

Nfé méwitem o zwiazkach pojeciowych, ktdére istnieja
miedzy matematyka a informatyka. Pr;;ptowadzono eksperymenty
2z uczniami 12-16 letnimi dotyczace nauczania algorytmiki. In-
formatyka stanowi drodek do uczenia sie rozumowania, ale ten

temat wymaga osobnej uwagi i rozwiniecia.

W konkluzji podkreélmy ponownie kilka zasadniczych pun-
ktéw. Istnieje wiele sposobéw wykorzystywania informatyki w
nauczaniu matematyki; jest to dziedzina, w ktdrej jest jesz-
Cze wiele do zrobienia. Uzywanie informatyki modyfikuje nie
tylko sposéb nauczania; zmienia ono takie trefci naugzania.
Informatyka oddziatuje n; sama matematykeq. Tych zmian nie
moina wprowadzaé w izycie nie bedac jednoczefénie dwiadomym,
ze opieraja sie one zarazem na pewnej koncepcji matematyki 1
pewnej koncepcji uczenia sie. Chcialem podkreflié aspekt eks-
perymentalny aktywnodci matematycznej. Informatyka jest cen-
nym narzedziem w opracowywaniu zajeé praktycznych z matematy-
ki, zajeé, ktére nie zastepuja lekcji czy wykitadu, ale moga
je poprzedzaé. Zajecia te moga stuiyé do wprowadzania sytua-
cji i probleméw, umozliwiaé intuicyjne podejsdcie do pojecia,
ktére ma by¢ wprowadzone na lekcji czy wykiadzie. Natomiast
PO tym wprowadzeniu, zajecia takie mogq situ2yé do rzeczywis-

tego stosowania nowo wprowadzonego pojecia.
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( Z jezyks angiciskiego tlumaczyta Anna Sicrpifiska )

THE ROLE OF CALCULATORS IN TEACHING MATHEMATICS FOR ALL
Summary

Informatics gets into teaching. The aim of the paper
is to show that informatics changes not only the methods
of teaching but also the contents of teaching. Calculators
can be used in many ways in the classroom. They are, first
of all, for the teaching of mathematics, a tool for computing
and for the learning of computing. They also allow to apply
numerical methods - examples are provided. But, above all,
informatics is a new pedagogical tool which makes possible
the achievement of a new approach to mathematics: active
mathematics, experimental mathematics, vizualization, elabo-
ration of conjectures, simulation. These aspects are illu-
strated with various examples. Besides, it is shown how
calculators modify relations between the teaching, the student,
and the contents of teaching; in particular, the decentering
and the role of errors are emphasized. The use of calculators
in the teaching of mathematics is based at the same time upon
a certain conception of mathematics and certain conception

of learning mathematics.



