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Geometria dla wszystkich, czy w ogdle nie geometria?

WSTEP

Rozpoczne od wspomnienig sprzed roku. Wracatem z odczytu,
ktéry wyglosilem dla belgijskich i duriskich nauczycieli. Tym
samym pociagiem wracalo dwoje nauczycieli, uczestnikdéw tego
odczytu. Dyskutowali nad jednym z probleméw, ktére zapropo-

nowalem siuchaczom.

Polegal on na tym, by po obejrzeniu rysunku

] [ ]

| ] l

(a) widok =z przodu (b) widok s boku

rozstrzygnaé, jaka jest najmniejsza liczba szedcianéw, z kté-

rych mozna wznieéé taka budowle.

Dyskutowalidmy wspdlnie nad mozliwymi rozwigzaniami,

gdy chlopiec siedzacy po sasiedniej stronie wiaczyil sie, pré-
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bujac tez rozwiazad zagadnienie; jak sie okazalo, byl on
studentem architektury. Niebawem wywotal on zywa dyskusje

z siedzaca naprzeciw dziewczyna; chodzilo o sprecyzowanie
problemu. Zupeinie nieoczekiwanie, w przeciagu 15 minut,
najmniej 20 oséb paraio sie juz tym zagadnieniem. Niektére 2
nich byiy mocno podniecone. Kiedy wysiadalem w Utrechcie, zos-

tawilem ich, wielu bardzo zaintrygowanych.

Zanim przejde do kontynuowania rozwazahi o przedstawio-
nym problemie, chcialbym przekazaé Pafistwu stronice z podreqcz-

nika geometrii - raczej nowego podrecznika.
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Sprébuje przetiumaczyé dwa pierwsze zdania dla tych

z Parnstwa, ktérzy nie znaja francuskiego. Méwia one:

2° Czy jest mozliwe, by dwie linie proste A i B mialy

jeden i tylko jeden punkt wspSlny?”

Pytanie to zadaje sie dod¢é mlodym dzieciom, bo w wieku
12-14 lat. Mozliwe, ze kto$ odpowie na to pytanie “"tak".

Ale przedledZmy tekst:

"Niech A bedzie linia
prosta: zgodnie z aksjo-

’) matem G3 nie jest ona pusta.
A

Niech a bedzie punktem na A".

Chcialibym tutaj przerwaé. Czy jedli spojrzelidcie Paristwo
dokiadnie na rysunek,domyflilifcie sie, e A jest linia prosta

i a punktem na niej?

Dalem ten drugi przykiad, by pokazaé, jak wediug mego
zdania nie powinna wygladaé¢ “geometria dla wszystkich". Duzo
trudniej jest zdecydowaé,jak ona wygladaé powinna. Ale pierw-
szy z przykladéw moie tu stuzyé za wskazéwke. Sadze, e wigk-
szofé ludzi zgodzi sie, 12 jest to geometria. Sytuacja, jaka
miala miejsce w pociaqgu, wskazuje, Ze moglaby ona byé dla

wszystkich.
Co moina powiedzieé o poziomie?

W naszej najbardziej liczacej sie politechnice przepro-

wadzilismy interesujacy eksperyment: problem ten zadaliémy tréj-
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ce studentdéw bedacych niemal u pomydlnego koAca swych
studidw. Prosilidmy ich o rozwiazanie go, przy czym dalidmy

im do dyspozycji okolo 20 klockéw. Rzec mozna - geometria jako

aktywnosgé.

Eksperyment byl rejestrowany na tadmie wideofonu. Po
chwili studenci znaleZli rozwijzanie, na ktére zgodzili sie.

Najmniejsza liczba wynosi 10.

Po starannym przemy$leniu i spacerze wokét stoiu jeden ze
studentdw odkryl, ie jeden szedcian byl zupelnie zbedny. Dum-

Nie zaprezentowane zostalo nowe rozwiazanie.
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Ale ciagle byly pewne watpliwosci. Wygladalo to jui doéé
minimalnie, ale... Ostatecznie znaleziono "minimalne® roz-

wiazanie ziozone z 8 szesdciandv.

Zgodzono sie, ze jest to ostateczne najmniejsze rozwiazanie.
Dwaj profesorowie, ktérzy obserwowali eksperyment, byli za-
skoczeni. Ci studenci byli uwazani za bardzo dobrych z matema-
tyki, a meczyli sie w wieku 24 lat z tak “"prostym” problemem.
Napisano potem piekny artykul na temat tego eksperymentu,
opublikowany w “"The New Mathpaper”. Na okolo 2 tysigce potenc-

jalnych czytelnikéw, wydawca uzyskal jedna reakcje od nauczy-
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ciela, ktéry z duma zaprezentowail "bardziej minimalne" roz-

wiazanie,

Na koniec tego wstepu pozwole sobie przedstawié rzeczywidcie

minimalne rozwijzanie.

Pozostaje otwarte pytanie, jak Paristwo moiecie sie upewnié,
te jest to istotne minimalne rozwiazanie? Czy moina to udowod-

nié?
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CZASY SIf ZMIENIAJR

Ksztaicenie geometryczne ulegaio zmianom. Nie tylko w ostat-
niej dekadzie, ale od diugiego juz czasu. Obok tradycyjnej
geometrii euklidesowej, lub w jej miejsce, pojawily sie
geometria rzutowa i afiniczna. Wzajemne ich zwiazki badano
przy uiyciu idei geometrii przeksztalced. Przeksztaicenia
geometryczne byly zalecane jui dawno temu przez Feliksa Kleina
(3ako konsekwencja jego tak zwanego "Programu Erlengeriskiego”).
Ale przenikanie ich nawet w Niemczech trwalo przez dilugi czas.
Wynikalo to prawdopodobnie z faktu, 2e Kleinowskie podejfcie
algebraiczne (grupowe) bylo za malo geometryczne. Inne kraje
poszly w flad Niemiec w rozpowszechnieniu uiycia przeksztal-
ceri, chociai czesto uczono tego kiepsko. Traktowanie geometrii
wylacznie w ramach algebry liniowej bylo bardzo zalecane w
szczegélnosci na Konferencji na temat geometrii w Aarchus w
1960 r. Idea ta zostala rozpowszechniona w wielu krajach,

w tym L w Holandii. Byl to chyba poczatek korica dla geometrii.

Wymagania coraz bardziej kiadly nacisk na algebraiczne
skiadniki algebry liniowej, prawdopodobnie dlatego, e tat-
wiej bylo je sprawdzaé (badaé testowc) na koficowych egzami-
nach. Po kilku latach trudno by2o komud powiedzieé nieco
wigcej o geometrii. Powodowaio to, Ze coraz mniej uwagi pos-
wiecano geometrii réwniez na niiszych poziomach. Wydaé sie
mogto oczywiste, ze skoro nie ma geometrii w koricowych wyma-
ganiach, to nie ma sensu przeznaczaé¢ tak duzo czasu na geo-

metrie we wczedniejszych stadiach nauczania.
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Inne kraje cierpialy tez na te chorobe. Zainteresowanie
geomatria slablo. Wyraza si¢ niekiedy poglad, Ze geometria
podupadla, poniewaz nie byla wystarczajaco dedukcyjna. Bar-
dzo wielu matematykdéw sadzi nadal, ze matematyki i geometrii
uczyé naleiy w systemie dedukcyjnym. Inni, z Freudenthalem
na czele uwaiajay, ie geometria dedukcyjna zawiodia dlatego,
i? jej dedukcyjnodé nie moze byé na nowo odkrywana przez
ucracego siq, ale wyilacznie narzucana. A musimy sie zgodzié,
te sj ludzie, ktdérzy nigdy nie zbudujaq systemu dedukcyjnego
sami 2z siebie, ani nawet nie zrekonstruuja jakiegod systemu
danego przez innych. Jak wiec powinno sie uczyé geometrit,

A doktadniej geometrii dla wszystkich?
Naleiy mieé na uwadze:
- ¢co dzieci potrafia?
- ¢zeg0 nauczyciel moze uczyé?
- cO jest waine z matematycznego punktu widzenia?

- czego0 potrzeba w dzialalnodci spotecznej?
Ni¢ radze, by odpowiedZ na kazde z tych pytar dala nam osta-

teczne roxwijzanie.

W latach siedemdziesigtych bylo "w modzie" stawianie
dzecka na miejscu centralnym. Jest to oczywidcie wiadciwe,
alc czy my naptawde wiemy, co dzieci potrafia. Nie ma ogdl-
w ' z2gody wéréd nauczycieli co do tego, czy dzieci nie staé
na cod wiecej. Osobidcie sadze, ie dzieci potrafia znacznie
wiecej, niz sie na ogét przypuszcza. Poglad ten nie oplera

sie na nasrych wiasnych obserwacjach w klasie, ktére moina
\
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dezawuowaé jako niezbyt naukowe. Ale eksperymenty, W szcze-
gélnodci prowadzone przez Dienesa, pokazaly,ie dzieci moga
prowadzié dodé ziozona dziatalnodéé matematycznq na bardzo
wczesnym etapie rozwoju. Ale mogaq one réwniei nauczyé siq
stronicy ksiazki, na ktérej udowodniono z uzyciem aparatu
teorio-mnogodciowego, iz dwie proste maja tylko jeden punkt‘
wspdlny. To jednak nie koniecznie oznacza, 2e naleiy w ten

sposéb uczyé.

Czy powinnidmy bradé ps; uwage, czego nauczyciel moie
uczyé? Wydaje sie oczywiste, ie odpowiedZ brzmi "tak". Ale
tkwi w tym wielki problem. Nauczyciele na ogél wydaja sie
niechetni wprowadzaniu nowego programu i nowego podejécia.
Nie dlatego, zeby nie potrafili uczyé¢ nowego typu matematy-
ki. Bardziej dlatego, ze czuja sie niepewni. IZwlaszcza, jes-
11 nie s34 przekonani, ie nowy program jest lepszy od dawne-
go. Problem ten moina rozwijzaé tylko wtedy, gdy przydatnofé
programu jest jasna i dla uczniéw,i dla nauczycieli. Fakt
ten - zaakcentowany przez Alana Bishopa na Konferencji Geo-
metrycznej w Mons w 1982 r. - jest bardzo wazny. Niezaleinie
od tego faktu naleiy sobie jasno uswiadomié, Ze nowe podejé-
cie, szczegdlnie w geometrii, mogio stwarzaé nauczycielowi
szereg dodatkowych problemdéw, np. aktywnoéé podobng do opisa-
nej na wsteplie nie tak latwo wywotaé w 30-osobowej rozbryka-
nej hlasie, jak w grupie trzech mlodych oséb dorostych. W
kazdym razie, jezeli chodzi o nauczycieli, powinniémy zapew-
nié; by przydatnoéé geometrii dla wszystkich byla jasna i

zaproponowaé pewne rozwijzania probleméw, ktére moga wyniknaé
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w trakcie nauczania tego rodzaju matematyki.

Trzecie pytanie brzmialo: co jest wazne z matematyczne-
go punktu widzenia? Byé¢ moze patrze na rzecz nieoo pesymis-
tycznie, ale moim zdaniem, to wtadnie spowodowalo, ze méte-
matyka nowoczesna ( modern mathematics) zawiodla. Jak zauwa-
iyl Damerow w swym referacie na obecnym sympozjum, byla ona
2z calp pewnofcia zrozumiala dla wszystkich. Z matematycznego
punktu widzenia byé moie. Ale zapewne nie z punktu widzenia

ogdlnego wyksztatcenia 1 przydatnokci.

Ostatniej z podniesionych kwestii warto pséwiecié znacz-
nie wiqcej czasu. W istocie w naszym codziennym zyciu nie
potrzebujemy geometrii. Obecnie wielu nauczycieli matematyki
w Holandii zna gruntownie geometrie. Jefli im nie wydaje sie

ona uiyteczna, to co moie myfleé przecietny czilowiek.
Jak wiqc powinno sie uczyé geometrii dla wszystkich?

Na temat sposobu jej uczenia sie moina oczekiwaé bardzo
prostej odpowiedzi. Rozumiemy przez to: postepowanie, w kté-
rym moie ona byé odkrywana priez uczacego sie. Oznacza to,
te powinnis$my rozpoczynaé nauczanie geometrii jako aktywnoséé
w dodwiadczeniach. W niektérych krajach,jak w Wielkiej Bry-
tanii, Holandiil czy we Wioszech wydaje sig istnie¢ tendencja
QQ zwigkszania aktywnodci i jej wzbogacania, co uprzednio
bylo raczej ograniczane w podej$ciu do nauczania geometrii.
Przyjmuje sie poglad, e intuicyjne aktywnodci dodwiadczalne
nie powinny byé¢ ograniczane do nauczania poczatkowego, ale

winny mieé miejsce réwniei na poziomie szkoly Sredniej (ponad-
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podstawowej ). Haslo Freudenthala “Matematyka jako ludzka ak-

tywnodé” winno stanowié punkt wyjdcia, gdy mydlimy o geometrii

dla wszystkich.

Moina by startowaé od:

codziennych problemdw,

orientacji przestrzennej,

jak widzimy przedmioty,

dwiat wokél nas.

Najtatwiej wyjadnie, o czym myfle, jedli podam Paristwu
odpowiednie przyklady.

Zacznijmy od szkoly poczatkowej.

Przykiady
Pierwszy przykiad pomyflany jest dla dzieci w wieku okoio 10
lat.

Pytanie: Ktéra kamera wykonala zaprezentowane zdjecie?
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y .

Drugi przykiad dla grupy w tym samym wieku.

Rysunek przedstawia mape czedci wysp Bermuddéw.
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Pokazujemy nastepnie trzy przefrocza.

E- o
i Lt Ao

Pytanie: Ktéry rysunek przedstawia taka sytuacjg, jaka jest

na Bermudach?

W dyskusji wywolanej tym pytaniem, wyjadnia siq, 2e jedn-
z trzech przefroczy nie moze przedstawiadé takiej sytuacji, jax
jJest na Bermudach: wieza kofcielna musi byé na prawo od latu:-

ni morskiej.

Kolejny przykiad z tej samej serii.

( church - kodcidi
mill - wiatrak,

l.tower - latarnia morska)

lam in reality Vo
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"Holownik holuje jacht do zatoki. Plyna wzdluz wybrzeza w
pobli2u wsi Wemerlinge. Kapitan rozpoznaje na Bermudach kil-
ka punktéw: kodcidél, latarnie morska i w pewnej odlegiosdci
na wydmie widzi wiatrak. Wydwietlamy teraz przeZrocza z
szedcioma widokami. S3 to zdjecia wykonane przez kapitana,
gdy okrazal wWemerlinge.

Niestety. zdjecia wysypaly sie i zostaly wymieszane.”

“35'

Pytanie: W jakiej kolejnodci wykonano te zdjecia?

Pewien uczeft ustawil szybko zdjecia a-f-b-c-d-e. Uderza
szybkodé, z jaka to robil. Istotne okazalo sie, ze na
plerwszy rzut oka pordwnal zdjecie a z f i prébowal wyrazié
zmiane poloieri, z ktérych te sytuacje mogly byé widziane.

"Plyniecie takaq droga" i wskazuje od prawej do lewej
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strony. Trzecim zdjeciem w tym ciagu jest b, poniewai na
nim wiatrak chowa sie za wieze kodcielna. Na c wiatrak staje
8ie ponownie widoczny. Jest uderzajjace, ze uczesi tak szybko
dostrzega to, co autor chcial przez te 2djecia ukazad. Jes-
tem przekonany, ze jest w tym cod wigcej nii pozytywna postawa
ze strony uczniéw. Musiala wplynaé na to wczedniejsza rozmowa.
W dyskusji widoczne sie staje, ze uczer moie porzadkowad
zdjecia poslugujac sie kryterium: "widzisz to przed tamtym".
Okazalo sie, ze ustalona za pierwszym razem kolejnoéé zdjeé
nie jest wlasciwa i w dyskusji podniesiono waine argumenty.
Nie byloby dobrze, gdyby odkryty za pierwszym razem porzadek
byl poprawny.

Nauczyciel pozwala klasie pracowa¢ nad pytaniem o kolej-
nofé 2djeé, przy czym stawia stymulujace pytania:;
*“Jak sadzisz, ktére zdjecie kapitan wykonal jako pierwsze; to

czy tamto?”, "Dlaczego tak my€lisz?”, 6 "Gdzie teraz jest wiatrak?"

Wykorzystano porzadek na prostej:

e
e
o
-

co oznacza, ze a jest przed f 4 b albo 2 drugiej strony b

jest przed f { a.

Na nieco wyiszym poziomie (11-13 lat) nadajaq sie nastepujace
przyktady dotyczace 1inii prostych.
Bardzo proste zadanie: “"Jak moiesz umiefcié trzy szedciany

na linii prostej” ilustruje sie nastepujgco:
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XY

"2yciowe zastosowanie wspdlliniowodci®.

Statek plynie rzeka wdrdd wielu piytkich mielizn. Dla ulat-
wienia nawigacji ustawiono na brzequ szeé‘a znakéw. Piynaé
naleiy wzdluz linii prostych wskazanych przez pary znakdéw.

W momencie, gdy kolejna para znakéw “"staje sig Xolinearna®

ze statkiem, nastepuje zmiana kursu. Ten sam pomysi wykorzys-

tuje sie przy wejdéciu do przystani.
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Widzimy tu mape przystani. L) 1 L, 83 latarniamt. Ll jest

o wiele wyzsza od L,. Holownik Constance z holowana przez
niego barka dobijaja do przystani w Perry. Kapitan holownika
ustala, ze w przeciagu okolo kwadransa wejdq do portu. Staran-
nie obserwuje latarnie przystani,szczegélnie Ll i Lz.

W ciagu ostatnich minut widzi je, jak na rysunkach ponitej,

o} (o) (o] o
o (o] o o
1 2 3 4

Zadanie: "Narysowaé trase ostatnich kilku mil na arkuszu
papieru®. W dyskusji okazuje sie, Ze dzieci potrafia zrozumied
zasade. Kilkoro z nich potrafi sie ustawi¢ w odpowiedniej po-
2ycji na morzu i moga przetiumaczyé informacje horyzontalng

prosta L,L ) na wertykalng oraz wyciagnaé poprawne wnioski.
172

Fakt, ze dwiatlo siloneczne rozchodzi sie prostoliniowo
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jest dla wielu uczniéw zaskakujacy. Proste doswiadczenie ot~
wiera im w tym wzgledzie oczy. Przyklejamy maly kawalek pa-
pieru na oknie. Staramy sig ustawié jego cier gdzied miedzy
oknem a podioga i obserwujemy cienl podczas przesuwania sie

w dé% .do podlogi. W ogdle nie jest to takie latwe.

Inne, nie tak proste, °‘zadanie jest nastepujjce: mam
szedcian; czy moina otrzymaé jako jego cieri kwadrat albo
pieciokat,albo szedciokat?

Na podstawie dodwiadczer po uwzglednieniu symetrii stalo sie
Jasne dla dzieci, 2e nie mozna utworzyé pieciokata jako cie-
nia szegcianu. Szedgciokat i kwadrat nie stanowia problemu,
jednakie pojawilo sie pewne zaskoczenie: pokazujacy dosdwiad-
czenie oczekiwal, e kwadrat jako rozwiazanie pojawi sie w

takiej sytuacji:
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2e szedcian o wymiarach 1 x 1 X1 da cief w postaci kwadra-
tu, o wymiarach 1 X 1. Ale dzieci dosziy do wiekszego kwadrato~

wego cienia:

otrzymaty kwadrat o boku V2 !
Cienie stwarzaja oczywifcie du2o wigcej moiliwodci. Rozwazymy

teraz jeszcee dwie:
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Obracajacy sie wiatrak nalezy do durfiskiego krajobrazu. Kofice

skrzydel opisuja okrag? A jaki jest cieri okregu? A jak mozna

skonstruowaé cienie skrzydel! w tej elipsie?

Ostatni przyktad z cieniem:

Dane 83 dwa obraz)'u:

Zadanie: "Narysowaé cienie, gdy dwieci stodce”.

"Jak widzisz przedmioty i dlaczego”™ - oto pole aktywnoéci
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geometrycznych, stwarzajace szeroki wachlarz mozliwodci.

Dla przykiadu mamy dwa obrazki:

Zadanie: "Czy wieza jest wyzsza niz most czy nie? Uzasad-
nij swoja odpowiedZ!”.

Bez wilasciwego przygotowania jest to problem bardzo trud-
ny. Kazdy zna to zjawisko, ale bardzo niewielu ludzi uswiada-
mia sobie, co je naprawde powoduje. Pokazujacy rysunek spo-
dziewal sie, z2e widok boczny powinien pojawié sie mniej lub

bardziej spontanicznie,

gdy tymczasem nie miato to miejsca.
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Z chwila gdy widox z boku zostal zasugerowany, uczniowie
byli w stanie wypowiedzieé wiele sensownych mys$li. Jednakze
te problemy prezentowane dzieciom 12-13 letnim nadal stwarza-
ja wiele trudnofci. Jest to piekny preyklad codziennego zja-

wiska, ktérego, jak sie wydaje, nikt nie jest w stanie wyjadnié.

Wszystkie poprzednie przykiady maja charakter “dynamicz-
ny". Ale oczywifdcie 83 i przykiady bardziej "statyczne".
Jeden z najbardziej owocnych wkracza w dwiat form i ksztaltéw,
gdy dzieci dysponuja elastycznymi materialami, takimi jak
pudeika, puszki itd. Pytanie pojawiajace sie mniej lub bardziej

naturalnie brzmi: "jak poklasyfikowaé ten materiai”?
Jest oczywidcie wiele mozliwosci:
- moina zwrécié¢ uwage na zawartoddé,
- moina zwrécié¢ uwage na objetodé (czym jest objetodé?),

- moina zwrécié uwage na to, “"czy saj krawedzie czy ich

nie ma",

- moina zwrécié uwage na rodzaj materialu (papier, metal,

tworzywa sztuczne),
- moina zwrécié uwage na ksztailt.

W dyskusji ostatnia mozliwo$é moina rozwinaé na podstawie

form: szedciany, walce, ostrosiupy, graniastosiupy.
Sa tu moiliwe i inne aktywnofci, jak np.:
- jak skonstruowaé pudeiko?

- jak narysowaé pudeiko, walec, ostrosiup mozliwie realnie?
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Ostatnie pytanie stwarza okazje wejdcia w dziedzine ry-
sowania w perspektywie. Mozna to zrobié we wczesnym etapie
(okoto 13, 14 lat), jeéli obierze sie taka droge jak S. de

Caes kilka stuleci temu {(odkrycie A. Dlrera).

Spédjrzmy na obrazek

Dwaj mezczyZni prdébuja wykonaé rysunek szegcianu. Rysunek
jest na "drzwiach”. Mezczyzna po prawej stronie trzyma sznu-
rek w punkcie A szefcianu, natomiast meiczyzna z lewej stro-
ny pokazuje, gdzie punkt A powinien byé na rysunku. Zrobiono

to - z olbrzymim powodzeniem - w klasie.

Dotychczas zajmowalifmy sie wstepnymi aktywnofciami geo-
metrycznymi. 2eby nie bylo nieporozumieri: nie jest to propo-
zycja programu. W takim programie geometrii dla wszystkich
powinno oczywifcie znaleZé¢ sie wiecej miejsca dla geometrit

"klasycznej”. Ale przyktady te ukazujaq wiele sposobnofci dla
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takiego postepowania. Na tym etapie nie powinno byé formalizacji.
Jedli dzieci opuszczaja szkole w wieku 15 lat (a tak jest w
wielu krajach), to nie ma zadnej potrzeby formalizacji na tym
poziomie. Naleiy zadowolid sie tym, Ze uczniowie maja pewna
"intuicje geometryczna", jaka okazaly dzieci w nastepujacym

problemie.
Pytanie: "Skad wiecie, ze ziemia jest kulagz"

OdpowiedZ: Bo gdy jested na plazy 1 okret zbliza sie do
zatoki, to najpierw widzisz jego gérna czeéé, a dopiero pédZ-

niej caly okret”.

OdpowiedZ ta moie nie jest w pelni poprawna, ale nastep—

na jest caikowicie "unaukowiona®.

.

"Gdy patrzysz na zdjecie ziemi 2 satelity, to widszisz

koio".
Nauczyciel: "Ale ona moze byé ptaskim plackiem?®

“Nie, poniewaz podczas lotu satelity zdjecie ziemi jest
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zawsze kotem".

Jedli chcemy kontynuowaé te geometrie dla wszystkich na
nieco wyzszym poziomie, to musza pojawié sie pewne problemy
w dochodzeniu do poziomu bardziej formalnego. Bedzie to lat-
we, jedli startowaé bedziemy znowu od dwiata rzeczywistego.
Jest to prawie zawsze mozliwe. Stosunkowo owocnym przykladem
takiego postepowania jest wprowadzenie trygonometrii i wekto-

réw, tak jak w ksiazce “"Latanie”.

Autor zaczyna w niej od nowego coraz bardziej popularne-

go sportu - lotniarstwa:

Wartodé takiej lotni jest mierzona za pomocy "stosunku

$lizqgu” 1 "kata $lizgu®”.
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Widaé tatwo, jak to bardzo konkretne zastosowanie prowa-

dzi do tangensa, a nastepnie do cosinusa i sinusa.

Lotnictwo w ogéle stwarza mase 2yciowych zastosowan.
Nie jest to oczywidcie mgtematyka zycia codziennego. Ale
z naszego dodwiadczenia i naszych eksperymentéw odnosimy wra-
tenie, ie problemy bardziej lub mniej 2wijzane z zyciem co-
dziennym winny wystqpowaé we wczesnym etapie nauczania (do
14 roku), natomiast w programie dalszego nauczania powinny

pojawiaé sie zastosowania zwijzane w ogéle z rzeczywistym zy-

ciem.

Bardziej zloionym, ale stymulujacym problemem (dla oko-
1o 16-letniej mlodzieiy) jest nastepujacy:

Patrzac z kokpitu pilot widzi lotnisko jak na obrazku
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Po obu stronach pasa startowego 83 cztery lampy. Maja one
wskazaé pilotowi, czy jego kat - zblizenia (I) jest poprawny
(2°45' - 3°157) . Jesli jest za wysoko (2 3015'). to

widzi on cztery biate lampy.

Jedli jest akurat na drodze ladowania, to widzi dwie lampy

biate i dwie czerwone.
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Ju

[ee ]
Lampy

Wreszcie, gdy jest za nisko ((.2015'), widzi tylko lampy

czerwone.

2
AN - ‘463525222;%2%

lampy

Stawia¢ teraz moina pytania wszelkiego rodzaju.

Dla przykiadu: Pilot jest w odlegloéci 1 km od punktu ladowa-

nia i widzi tylko czerwone dwiatta. Na jakiej wysokodci leci?

Jedli kontynuuje lot horyzontalnie, to jak dlugo bedzie
lecial nim osiagnie poprawna droge ladowania? (szybkosé:
250 km/h).

Zupelnie inny rodzaj qe;metrix - stwarzajacy olbrzymie
moiliwodci odnodnie do geometrii dla wszystkich - stanowia pozio-
mice i funkcje dwu zmiennych. 2aczaé moina od mapy pewnego

obszaru (najlepiej prawdziwej mapy prawdziwego obszaru) i po-

kazaé fotografie czegod z tego obszaru.
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Mozna stawiaé rozmaite pytania:

- Szlak zaznaczony na fotografii prowadzi na szczyt Lowa.

Skad wykonano zdjecie?-

- Jak przebiega mozliwie najbardziej stromy szlak na

ten szczyt?
- Narysuj przekréj od A do B.
- Czy na tym obszarze jest jakid punkt siodiowy?
- Jak wskazaé¢ mniej stromy szlak na szczyt?

Te pytania nie wymagaja wiele ponad odrobine wyobraZni,
ale moga stanowié punkt wyjfcia dla interesujacej gruntownej
geometrii. Mozna by réwniez zapytaé tak: czy potrafisz nary-
sowaé tréjwymiarowy szkic { rysunek ) terenu, dla ktérego dys-
ponujesz porzadng mapa z poziomicami.
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Klasycznym niemal przykladem w Holandii jest "Wielki
Kanion". Klasycznym w tym sensie, ze do 1978 roku byl w pro-
gramie szkolnym i tysiace, tysijce uczniéw (ok. l16-letnich)
zajmowato sie nim. Ksiazka zaczyna sie od fotografii Wielkie-
go Xanionu. Nastepnie umieszczona jest mapa obszaru przedsta-
wionego na fotografii. Poczatkowe pytania sa mniej wiecej ta-
kie, jak odnodnie do rejonu Kinabalu. Ale ksigzka kontynuuje

zagadnienie: pierwsza czedé¢ mapy zostaje powiekszona:

Nastgpuja pytania:
- W jakiej skali jest ta mapa w poréwnaniu do oryginalnej?
- Ktéry punkt na mapie jest najwyzszy?

- Co wnioskujesz z faktu, 2e poziomice 3500 i 4000 sj
tak blisko obok siebie?

Nastepny krok moze wydaé sie chaotyczny: wykonujemy mate-
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matyczny model mapy. Oczywidcie pewne informacje gubimy po

drodze. Kanion zostaje jakby "ostrugany" - pochylodé jest

wszedzie taka sama.

t

>, %

“n

Kolejne pytania:

- Co sie stalo z poziomicami?

- Jakie zalety, a jakie wady ma taki model?

- Podpisz wladciwa wysokosé przy kazdej z poziomic.

- Oszacuj glebokosé¢ rzeki.

- Ktéry punkt jest najwyzszy?

- Ile wynosi wysokos$é punktu p (4,2)?

- Co mozna stwierdzié o punktach h (a,b) oraz h (b,a)?

Nastepnie przy uz2yciu tej mapy konstruujemy rysunek tréj-

wymiarowy w nastepujacy sposdéb:
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Najpierw mape rysujemy tréjwymiarowo

Nastepnie "podnosimy" poziomice

Wreszcie otrzymujemy rysunek modelu
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Poréwnujemy go nastepnie z oryginalna fotografia. Aktywnodci
wystepujace podczas wykonywanej konstrukcji sq raczej zioio-
ne. Ale ten wysilek wydaje sie cenny, bo daje uczniom waine

narzedzie budowy 3-wymiarowych ilustracji z mapy z poziomica-

mi.

Ponizszy stoiek nie stanowil dla uczniéw problemu
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’
Nie ma potrzeby wyjadniaé, ze poziomice stwarzajq wiele
dalszych mozliwodci ich wykorzystania; mapy pogody sa tez

obfitym Zrédiem pieknych zagadnienf.

Pytanie: Wyjadnij dlaczego w punkcie siodlowym pogoda

jJest zawsze bardzo spokojna?

Poziomice, i ogélniej, funkcje dwéch zmiennych prowadzié
moga do aktywnodci typu algebraicznego i analitycznego. Dof-
wiadczenia holenderskie wydaja sie wskazywaé, ze nawet (odpo-
wiednio dobrane) tréjwymiarowe grafy (w programowaniu liniowym)
moga byé dobrze opanowane przez mniej matematycznie zaawanso-

wanych ucznidw.

Podam inny problem, ktéry moze byé rozwiazany przez

“wszystkich".

Dane sa cztery punkty plaszczyzny przez ich rzuty pros-
tokatne. Dla trzech z nich znamy wysokodci. Kladziemy kulke
w punkcie A o wysoko$ci h(A) = 4, Jak kulka tocsyé sie bedzie

po plaszczyinie?

tatwo moina skonstruowaé¢ mape 2z poziomicami w nastepujacy

sposéb:
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Kulka toczyé sie bedzie po plaszczyZnie prostopadle do pozio-

mic (uczniowie winni wyjaénié, dlaczego ). Otrzymujemy wigc

albo w tréjwymiarowym wydaniu

maen
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Na tym etapie mozna uzyé wiecej formalnej algebry, jesli
ktod uzna to za stosowne. Jefli jednak myélimy o geometrii
dla "wszystkich®™, mozna to uznaé za mniej wiecej szczytowy

poziom (17-18 letni uczniowie).

Oczywidcie mozliwe s3 i inne problemy. Jednym z najpros-

tszych wydaje sie nastepujacy:

Pytania:
- Dlaczego trzy koiki znajduja sie na jednej prostej?

Jedli wszystkie tyczki zostana skrécone o jeden cal, to

gdzie znajda sie koiki?

Zamierzam zakorficzy¢ na tym liste przykiadéw. Mozna je
wszystkie znalefé w publikacjach IOWO oraz Grupy Badawczej
OW i OC. Wigkszodé¢ z nich byla wyprébowana w malej skali,
niekiedy w skali duzej i to 2 zachecajacymi rezultatami. Mozna
je traktowaé jako stupy milowe na drodze wypracowania progra-
mu geometrii dla wszystkich. Te stupy milowe niekoniecznie
wyznaczajq droge prostoliniows. Miedzy tymi slupami powinno

pojawié sie nieco wiecej geometrii w bardziej konwencjonal-
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nf; rozumieniu. Ale watpig, czy podejécie radzieckie (Pogo~
rieiow)x do geometrii dla wszystkich, ktére jest w istocie
dcifle aksjomatyczne, stanowi odpowiedZ na nasz problem. Wiem
jednak, ze radzieckie oficjalne czynniki odwiatowe poparly
ten nowy kurs 1, Ze drukuje sie tam 3 miliony podrecznikdw.
MySle, ze jest nawet mozliwe narzucenie takiego rodzaju ma-
tematyki uczniom w wieku 12-13 lat. Ale wedlug mej opinii

nie jest to odpowiednie podejdcie. Geometria dla wszystkich
musi mieé powazna komponente tréjwymiarowa i to poczynajac od

szkoly podstawowej, kontynuowana do kofica szkoly dredniej.

Jesli matematyka jest nieodzowna dla kaidego - a myfle,
2ze bedzie to wbrew pewnym trendom - to geometria powinna
mieé¢ w niej swoje miejsce.

Ostatnie przykitady, to éwiczenia raczej zaawansowane,
ktére mozna z powodzeniem rozwijzywaé z uczniami siabszymi w
matematyce.

Sa ludzie, ktérzy nie akceptuja tego rodzaju geometrii.
“To nie jest w ogéle geometria”™ - oto reakcja, jaka sie nie-
kiedy spotyka. Tym samym wedlug ich definicji geometria dla

wszystkich nie jest w ogéle geometria.

Inna reakcja sprowadza sie do stwierdzenia: "powinnidmy

X zob. A.W. Pogorieiow: O nauczaniu geometrii, Matematyka

nr 1. 1984 r. (przyp. tlumacza).
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byé bardzo ostrozni; by nie wykonaé za duzego wahniecia w

druga strone”.

Z tym sformulowaniem wszyscy sie godzimy. Ale ci, ktérzy
tak méwia, powinni byé dwiadomi, 2e uprawiaja bardzo uboga

matematyzacje, poréwnujac ksztalcenie geometryczne z wahadlem.

Jestem przekonany, 2e powinna istnieé matematyka dla
wszystkich (dos$wiadczenia holenderskie wydaja sig wskazywaé,

2e istnieje mozliwodé skonstruowania takiego programu).

Taka matematyka dla wszystkich jest oczywidcie czymd

znacznie odmiennym od “"caitej matematyki, ktérej wam trzeba".

I nie ma matematyki dla wszystkich bez powaznej, nieizo

lowanej komponenty geometrycznej.

W tym odczycie chcialem ukazaé Parfistwu idee aktywnodci
geometrycznych, ktére koniecznie winny byé uwzglednione w

takim programie.
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GEOMETRY FOR ALL OR NO GEOMETRY AT ALL?
Summary

Mathematics for all is certainly not all the mathematics
you may need. But there is no mathematics for all without
a strong component of geometry. It should be taught in the
order in which it can be invented by the student, which means
-turtiﬁq it with experimentation, not with axioms and
deduction.

Several activities in 3-dimensional geometry proposed

to children of different ages are presented in the article.



