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To ukazujące się pięć razy w roku czasopismo publikuje niemal 
wyłącznie prace badawcze z dydaktyki matematyki oraz informa­
cje bibliograficzne i recenzje. Od kilku lat lipcowy zeszyt 
'jest poświęcony w całości bibliografii i zawiera alfabetyczny 
indeks artykułów w języku angielskim, opublikowanych w roku po­
przedzającym w czasopismach amerykańskich i najważniejszych eu­
ropejskich, oraz prac doktorskich ukończonych w USA w tym sa­
mym okresie. Czasopismo jest wydawane od roku 1970 przez Naro­
dową Radę Nauczycieli Matematyki (NCTM) , reprezentującą nauczy­
cieli w Stanach Zjednoczonych i Kanadzie. Jego aktualnym redak­
torem jest prof. Jeremy Kilpatrick z uniwersytetu w Athens w 
stanie Georgia; do niedawna funkcję tę pełnił prof. James W. 
Wilson z tego samego uniwersytetu.

JRME jest jednym z kilku czasopism poświęconych dydaktyce 
matematyki, jakie ukazują się w USA. Nie wdając się w trudne 
porównania stwierdzić można jako fakt niewątpliwy, że właśnie

* Adres wydawnictwa: National Council of Teachers of Mathe­
matics 1906 Association Drive, Reston, UA 22091, U.S.A. Adres 
redakcji: Jeremy Kilpatrick, 105 Aderhold Hall, University of 
Georgia, Athens, GA 30602, U.S.A.
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to czasopismo wywarło najsilniejszy wpływ na styl amerykań­
skich badań w tej dziedzinie. Chcąc nadać publikacjom możliwie 
najwyższą rangę naukową postanowiono - wobec braku uznanych 
wzorców autonomicznych - naśladować styl i metodologię psycho­
logii wychowawczej. Oznaczałoby to, że tylko teza "udowodniona" 
statystycznie mogła być uważana za wynik naukowy. Choć takiej 
definicji nie sformułowano, choć w JRME publikowano także od 
czasu do czasu artykuły o innym charakterze, choć w zeszycie 1 
tomu 10(1979) w informacji dla autorów dodano, że "obecność a- 
nalizy statystycznej nie stanowi kryterium przyjęcia do druku", 
dla większości amerykańskich dydaktyków matematyki panującym 
do dziś paradygmatem pracy badawczej jest "pomiar" i analiza 
statystyczna jego wyników. Konserwatyzm ten wydaje się w dużej 
mierze konsekwencją oportunizmu: dla zakwalifikowania pracy 
"statystycznej" wystarczy, by była zgodna z precyzyjnie sformu­
łowanymi regułami "wewnętrznej poprawności"; dla prac opartych 
na innej metodologii takich reguł nie ma, toteż muszą one być 
w dużo większym stopniu przekonujące, o co niełatwo.

Wydaje się jednak, że czasopismo przechodzi powolną prze­
mianę "odstatystycznienia", która - można mieć nadzieję - spowo­
duje zmianę (zapewne jeszcze powolniejszą) stosunku do metod 
statystycznych w badaniach dydaktycznych. Nie mam na myśli ich 
porzucenia, lecz większy umiar i rozsądek w ich stosowaniu, a 
także nie lekceważenie innych metodologii.

Omówimy tu trzy prace zamieszczone w zęsżycie 1 tomu 13 
(1982), reprezentatywnym - ze względu na rozmaitość stylu - in­
teresującym i wartościowym.

1. H.A. KHOURY i M.BEHR; Student performance, individual 
differences, and methods of representation, Journal for Rese­
arch in Mathematics Education, tom 13(1982), nr 1, s. 3-15.

Teoretyczną podbudowę przedstawionego tu badania stre­
szcza następujący ustęp, który przytoczymy dosłownie, także 
dlatego, że dobrze reprezentuje on standard językowy tego typu 
publikacji.

"Teoriopoznawcze ujęcie zależności-niezależności od kon­
tekstu może posłużyć wyjaśnieniu części zmienności w rozwiąza­
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niach zadań o mieszanym typie reprezentacji, wymagających prze­
chodzenia od jednych do drugich typów reprezentacji. Niezależ­
ność od kontekstu wiąże się z predyspozycją do percepcji środo­
wiska w sposób analityczny lub zróżnicowany, podczas gdy zależ­
ność od kontekstu - z predyspozycją do percepcji w sposób glo­
balny i niezróżnicowany. Gdy weźmiemy pod uwagę zadanie o mie­
szanym typie reprezentacji, którego rozwiązanie wymaga przecho­
dzenia od reprezentacji obrazowej do symbolicznej i na odwrót, 
możemy oczekiwać, że uczeń bardziej niezależny od kontekstu 
będzie łatwiej oddzielał wspólne aspekty obydwu reprezen­
tacji występujących w zadaniu niż uczeń bardziej zależny od 
kontekstu; z tego powodu możemy też oczekiwać, że uczeń bar­
dziej niezależny od kontekstu będzie łatwiej przechodził od o- 
brązowego do symbolicznego typu reprezentacji i na odwrót niż 
uczeń bardziej 'zależny od kontekstu. Hipotezę tę potwierdzają 
analizy teoretyczne dokonane przez Pascual-Leone (1969) oraz 
Witkin i Goodenough (1977). Według ich interpretacji poznaw­
czych teorii zależności-niezależności od kontekstu, jeżeli do 
zadania można zastosować dwie lub więcej różnych strategii, 
najpierw będzie wzięta pod uwagę łatwiejsza lub częściej stoso­
wana; lecz uczeń bardziej niezależny od kontekstu może porzu­
cić tę strategię dla połączenia składników różnych strategii i 
skonstruowania strategii bardziej złożonej. Tak więc, rozwiązu­
jąc zadanie o mieszanym typie reprezentacji, uczeń rozwiąże je 
najpierw w bardziej mu znanym typie reprezentacji, a następnie, 
na żądanie, w tym drugim. Jednak uczeń bardziej niezależny od 
kontekstu może zamiast tego wytworzyć strategię stałego prze­
chodzenia od jednego do drugiego typu reprezentacji.

Na podstawie tych analiz wniosków wypływających z poznaw­
czych teorii zależności-niezależności od kontekstu można ocze­
kiwać, że uczniowie bardziej niezależni od kontekstu o dobrej 
wyobraźni przestrzennej będą lepiej od uczniów bardziej zależ­
nych od kontekstu i słabej wyobraźni przestrzennej rozwiązywać 
zadanie wymagające w stadium przetwarzania informacji przechodze­
nia od symbolicznego do obrazowego typu reprezentacji i na odwrót. 
Można także oczekiwać, że bardziej zależni od kontekstu uczniowie, 
którzy mają dobrą wyobraźnię przestrzenną, spiszą się co naj­
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mniej równie dobrze jak uczniowie niezależni od kontekstu o 
słabej wyobraźni przestrzennej w zadaniach wymagających prze­
twarzania informacji w reprezentacji obrazowej".

Badanie i jego wyniki można streścić następująco. 96 stu­
dentom kursu metodyki początkowego nauczania matematyki pokaza­
no na przykładach algorytm dodawania, zarówno w zwykłej symbo­
lice, np.

Krok 1. 1 2 + 1 3
Krok 2. (10 + 2) + (10 + 3), itd.

itd. Następnie "zmierzono" ich zależność od kontekstu testem 
Gottschaldt Hidden Figures oraz wyobraźnię przestrzenną testem 
Purdue Spatial Visualization. Wreszcie (po 3 tygodniach) zbada­
no zapamiętanie algorytmu dodawania trzema testami (typu wybo­
ru spośród 5 odpowiedzi), z których każdy zawierał 6 kolejnych 
kroków dodawania, pierwszy - w przedstawieniu czysto "obrazo­
wym", drugi - symbolicznym, trzeci - mieszanym. Traktując wyni­
ki ostatnich trzech testów jako zmienne zależne, a pierwszych 
dwu - jako zmienne niezależne, przeprowadzono wieloraką i skom­
plikowaną analizę statystyczną tego materiału, której wynik 
zestawiono w siedmiu tabelach i dwu wykresach. Oto kilka wnios­
ków z tej analizy.

- Wpływ wyobraźni przestrzennej na zapamiętywanie algoryt­
mu nie jest jednakowy dla wszystkich trzech typów testu.

- Miary zależności-niezależności od kontekstu były konsek-
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wentnie lepiej skorelowane z typami testu (obrazowy, symbolicz­
ny, mieszany) niż miary wyobraźni przestrzennej.

- We wszystkich wyróżnionych grupach średnie wyników tes­
tów mają następującą kolejność malejącą: symboliczny, mieszany, 
obrazowy.

Na końcu, właściwie niejako po zreferowaniu wyników badań, 
autorzy wskazują, że na wyniki te mógł wpłynąć fakt, iż badani 
znali algorytm dodawania w postaci symbolicznej przed naucza­
niem eksperymentalnym, a posłużenie się nie znanym im wcześ­
niej materiałem mogłoby w silniejszym stopniu ujawnić wpływ 
różnic indywidualnych na wyniki testów. Mowa tu też o możliwym 
wpływie na wyniki silnej dominacji kobiet w badanej grupie (ma­
ją one jakoby przewagę w operowaniu symbolami nad mężczyznami, 
górującymi wyobraźnią przestrzenną). Podano wreszcie wyniki an­
kiety ("Który z trzech testów był najtrudniejszy ?"), gdzie 
m.in. wyróżniono grupę praworęcznych, u których ma dominować 
lewa, "analityczna" półkula mózgu. Wszystko to jest jednak po­
traktowane tak marginalnie, iż budzi podejrzenie, że przynaj­
mniej w części dodane zostało po napisaniu artykułu, np. w wy­
niku recenzji wydawniczych.

Pierwszym wrażeniem, jakie’piszący te słowa odebrał zaraz 
po zapoznaniu się z treścią nauczania i testów, była ogromna 
przepaść dzieląca je od teoretycznej podbudowy, sformułowanej 
w bardzo ogólnych terminach i brzmiącej przekonująco. Potem 
przyszła refleksja: wszak jest to tylko przyczynek, d r ó b -  
n y wynik mający potwierdzić teorię lub spowodować jej d r o ­
b n ą  zmianę lub d r o b n e  uzupełnienie; d r o b n e  
przyczynki składają się na w i e l k i e  odkrycia. A potem 
przyszła druga refleksja: Co wart jest ten przyczynek ?

Spójrzmy na wyniki trzech testów trwałości algorytmu doda­
wania. W każdym, maksymalna liczba punktów wynosiła 6, zaś 
średnie i odchylenia standardowe (w nawiasie) były następujące: 
typ obrazowy - 3,58 (1,80), typ symboliczny - 5,04 (1,55) , typ 
mieszany - 4,59 (1,63); a więc wyniki raczej dobre jak na test 
wiadomości z matematyki w grupie studentów kierunku pedagogicz­
nego. Gdyby był to zwykły sprawdzian, to na podstawie tych 
liczb uznalibyśmy, że uzyskano dobre wyniki nauczania, tj. że
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badana grupa studentów w większości zadowalająco zrozumiała i. 
zapamiętała algorytm dodawania. Tylko a n a l i z a  o d p o  
w i e d z i mogłaby zmienić tę konkluzję, a także nasunąć 
przypuszczenia co do przyczyn błędów. Ponieważ analizy takiej 
autorzy nie przeprowadzili, pofantazjujmy, na co mogli oni na­
trafić. Każdy test zawierał sześć‘kroków algorytmu, dla każde­
go kroku podano pięć odpowiedzi do wyboru, z których badany 
miał wybrać jedną, tj. jedyną prawidłową. Odpowiedzi nieprawid 
łowe były niekoniecznie fałszywe: były wśród nich i prawdziwe, 
choć w tej symbolice nie przedstawiające danego kroku algoryt­
mu. Przypuśćmy, że jako trzeci krok dodawania 24 + 13 student 
wybrał

Zamiast "prawidłowej" odpowiedzi

Można sądzić, że rozumie on algorytm i użytą symbolikę, a jedy 
nym jego "grzechem" jest to, że przeskoczył jeden krok algoryt 
mu. Traci za to jeden punkt. Przypuśćmy, że inny student, za­
miast tej samej "prawidłowej" odpowiedzi, wybrał

I jemu trudno zarzucić brak rozumienia algorytmu; jego odpo­
wiedź może być interpretowana jako dodanie jednego kroku przez 
podział kroku 3 na dwie operacje; on też straci jeden punkt. 
Pewnie, czwarty krok mógłby spowodować odkrycie i poprawienie 
"błędu" w poprzednim, ale w warunkach testu takie postępowanie 
należy do rzadkości. Jeżeli zaproponowane interpretacje powyż­
szych "błędów" odpowiadają rzeczywistemu rozumowaniu tych dwu 
fikcyjnych uczniów, to obydwu należałoby d o d a ć  , a nie o- 
dejmować, punkty za takie opanowanie algorytmu, które umożli­
wia ieqo przekształcenie. Przypisywanie ich zależności od kon­
tekstu czy słabej wyobraźni przestrzennej nie miałoby wtedy
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większego sensu. Ale podobnej analizy nie dokonano...
Przyjrzyjmy się jeszcze "obrazowemu" przedstawieniu algo­

rytmu. Jest to w istocie jego przedstawienie w innej niż arab­
ska symbolice. Prawda, jej rozumienie wymaga umiejętności prze 
liczania, związanej z r u c h e m  oczu lub ręki; także operu 
je się w niej dwoma wymiarami, a nie jednym:

znaczy 7

znaczy 4 + 3

Ale z drugiej strony,

jest symbolem liczby dziesięć równie konwencjonalnym jak 10 
(któż dostrzega w tym ostatnim jedną dziesiątkę i zero jednoś­
ci, jeżeli go nie analizuje ?), a rozróżnienie znaczenia

oraz

jest też oparte na konwencji. Jeżeli porównać zadania testów 
wyobraźni przestrzennej z tym, co jest potrzebne dla operowa­
nia powyższą symboliką, nasuwa się poważna wątpliwość, czy te 
dwie rzeczy można w ogóle ze sobą wiązać.

Czy autorzy, gdyby mogli zawczasu wysłuchać tych uwag, 
zrezygnowaliby z tego badania lub publikacji, bądź wprowadzili 
by istotne zmiany ? Nie sądzę. Praca spełnia kryteria popraw­
ności formalnej i strukturalnej w stopniu w pełni zadowalają­
cym, może nawet jest wzorowa pod tym względem. Czegóż chcieć 
więcej ?
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2. J.CLEMENT, Algebra word problem solutions; thought pro­
cesses underlying a common misconception, Journal for Research 
in Mathematics Education, tom 13 (1982), nr 1, s. 16-30.

To skromne pod względem zasięgu i środków badanie dobit­
nie pokazuje, jak bardzo niewłaściwe jest przypisywanie błędów 
algebraicznych nieuwadze ucznia i jak wnikliwa analiza rozumo­
wania może prowadzić do zrozumienia jego logiki. Bez jej rozu­
mienia, bez umiejętności śledzenia myśli ucznia - zamiast in­
terpretowania po swojemu jego wypowiedzi ustnych i pisemnych 
- nie ma mowy o racjonalnej i skutecznej kuracji leczącej z 
błędów.

Przeprowadzony wśród 150 studentów pierwszego roku sek­
cji inżynierskiej test pokazał, że - jak przewidywano - 
znaczna ich liczba (37%) błędnie rozwiązała zadanie:

"Napisz równanie o zmiennych S i P przedstawiające 
następujące zdanie: Jest sześć razy tyle studentów co profeso­
rów na tym uniwersytecie. Użyj litery S jako liczby studen­
tów i P jako liczby profesorów."

Przy tym 68% odpowiedzi błędnych to 6S = P (lub równa­
nie równoważne) zamiast S = 6P . Wówczas podjęto badanie kli­
niczne 15 spośród tych studentów, które doprowadziło do wyróż­
nienia trzech typowych podejść:

- odwzorowanie kolejności słów,
- porównanie statyczne ("Na każdego profesora przypada 6 

studentów, więc IP = 6S ") ,
- porównanie operatywne ("Liczba studentów musi się zrów­

nać z liczbą profesorów razy sześć, a więc S = 6P ").
U niektórych, także skądinąd dobrych, studentów zaobserwo­

wano tak dużą niestabilność rozumowania, że w trakcie badania 
trzykrotnie zmieniali oni równanie: od P = 6S przechodząc do 
S = 6P , wreszcie powracając do P = 6S , które - wbrew sugeru­
jącym błąd pytaniom prowadzącego rozmowę - uznawali za osta­
teczną poprawną odpowiedź. Przykładowy proces myślenia takiego 
ucznia został zilustrowany schematem (rys.l); pozioma linia 
jest osią czasu, numery odpowiadają punktom protokołu badania). 
Podobne schematy przyczyniły się - jak informuje autor - do od­
krycia tych trzech typowych podejść.



PORÓWNANIE
OPERATYWNE

(1) " ...sz e ść  razy (7) Pisze
tyle studentów "6S = 1P'
co profesorów.. . "

(tekst)

(11)„Jeżeli chcemy
mieć równa się <£ 
między nimi, to 
musimy S po­
dzielić przez 6"

(13) Pisze
"S
6 P'

(13) Pisze
"S = 6P" 

B a d a ją cy :  
k t ó r e  równa­
n i e  b ę d z ie  
p r a w d z iw e .. . ?

(19) Wskazuje 
"6S = 1P"

. 1. Schemat myśli i  działaś osoby układającej równanie 
do danego tekstu słownego

Rys
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Znaczenie tej pracy wykracza poza sformułowanie przekonu­
jącej hipotezy wyjaśniającej pewien typ błędów. Pokazuje ona 
bowiem, że "uczniowie, których skutecznie nauczono pewnej stan­
dardowej metody, mogą wciąż mieć intuicyjne, niestandardowe me­
tody, współzawodniczące z sobą w rozumowaniu. Innymi słowy, na­
uczenie się nowego schematu lub metody nie gwarantuje, że te 
dawne zostały wyeliminowane lub zmodyfikowane. Może to być 
korzystne lub szkodliwe, zależnie od tego, czy ta nowa metoda 
lub schemat są użyteczniejsze i dogodniejsze dla tego ucznia 
we wszystkich przypadkach. Sprzeczne, na wpół autonomiczne 
schematy mogą być ważnym czynnikiem w wielu różnorodnych pro­
blemach dydaktycznych". Wniosek ten potwierdza codzienne doś­
wiadczenie nauczyciela. Nasuwa też jednak myśl nową: być może, 
zamiast bezskutecznie zwalczać "prywatne" metody uczniów, nale­
żałoby uczyć właściwego korzystania z nich (o ile to możliwe) 
lub samodzielnego opierania się ich naporowi (o ile nie da się 
ich racjonalnie stosować). Uparte egzekwowanie stosowania me­
tod standardowych w każdym przypadku przynosi od stuleci mizer­
ne efekty.

3. A.H.SCHOENFELD, Measures of problem-solving perform­
ance and problem-solving instruction, Journal for Research in 
Mathematics Education, tom 13(1982), nr 1, s. 31-49.

Zapoczątkowana przez G.Polya analiza procesu rozwiązywa­
nia zadań matematycznych, zaproponowana przez niego heurystyka 
i metodyka nauczania rozwiązywania zadań, zostały ogromnie roz­
winięte, a autor omawianego artykułu ma w tym niemały udział.
Ta najświeższa jego praca jest próbą określenia, i stworzenia 
miarodajnej oceny, najbardziej bodaj nieuchwytnej umiejętności 
matematycznej - umiejętności rozwiązywania zadań.

Najpierw określenie. W umiejętności rozwiązywania zadań 
autor wyróżnił dwa zasadnicze składniki:

- techniki rozwiązywania zadań, tj. heurystyka,
- "strategia zarządzania", tj. zdolność prawidłowego po­

dejmowania decyzji co do drogi rozumowania, jej kontynuowania 
lub przerywania itp., z uwzględnieniem ram czasowych; mówiąc 
krótko, techniki efektywnego wyzyskania zasobów (wiedzy) i
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środków (umiejętności) - stąd nazwa.
Punktem wyjścia w tym badaniu był 18-dniowy kurs rozwiązy 

wania zadań dla 11 studentów pierwszego i drugiego roku, po 
dwie i pół godziny lekcji i 4-5 godzin pracy samodzielnej dzie 
nnie. Rozwiązywano zadania i problemy niestandardowe z nacis­
kiem na znajdowanie różnych dróg oraz stosowanie różnych reguł 
heurystycznych i przemyślane podejmowanie decyzji. Niektóre 
problemy były prawdziwie niebanalne, np.:

Udowodnić, że jeżeli długość łuku zawartego w kuli o pro­
mieniu 1 i mającego końce na jej powierzchni jest mniej­
sza od 2, to istnieje półkula rozłączna z tym łukiem. 
(Tekst problemu został tu skrócony).
Dla oceny opanowania przez uczniów heurystyki i "strate­

gii zarządzania" zastosowano trzy "miary".
Pierwsza miara jest pewnym ulepszeniem zwykłego punktowa­

nia rozwiązań. Uczniowie rozwiązywali pięć zadań zorientowa­
nych na nauczane w kursie techniki heurystyczne. Rozwiązania 
oceniano za pomocą sumy punktów przyznawanych po jednym za

(1) każdą metodę, na której ślad natrafiono,
(2) każdą próbę zastosowania jakiejś metody,
(3a) rozpoczęte rozwiązanie ,
(3b) zaawansowane rozwiązanie,
(3c) prawie kompletne rozwiązanie,
(3d) kompletne rozwiązanie

(pomijam szczegóły). Główną wadą takiego punktowania jest to, 
że uzyskane tak liczby nie umożliwiają liniowego uporządkowa­
nia rozwiązań. Innym wariantem tej miary jest przyznanie od 1 
do 5 punktów za (1), 6-10 za (2), 11-15 za (3a) itd.

Druga miara wyraża subiektywną ocenę uczniów ich umiejęt­
ności rozwiązywania zadań. Otrzymano ją z punktacji ankiety, 
wypełnionej przez uczniów bezpośrednio po rozwiązaniu wspomnia 
nych pięciu zadań.

Trzecia miara określa "biegłość heurystyczną i transfer" 
i stanowi najbardziej interesujący i oryginalny pomysł w tej 
pracy. Tym razem uczniom polecono starać się wskazać jak naj­
więcej metod rozwiązania każdego z dziewięciu podanych zadań; 
rozwiązania tych zadań nie wymagano. Ponieważ jednak wielu ucz
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niów podało rozpoczęte, zaawansowane lub nawet kompletne roz­
wiązania niektórych zadań, zastosowano schemat punktacji pierw­
szej miary.

Wszystkie trzy miary, zastosowane przed eksperymentem i 
po jego zakończeniu (zadania były, oczywiście,inne), wskazały 
na efekty nauczania eksperymentalnego znacznie przekraczające 
oczekiwania. (Pewną drugorzędną rolę odegrała tu też 8-osobowa 
grupa kontrolna.)

Całe badanie ma charakter próby pilotażowej. Dobry to pi­
lot; wyraźnie wskazuje ślad i zachęca do pójścia za nim.

Stefan Turnau 
Kraków

ZOFIA KRYGOWSKA: Koncepcje powszechnego matematycznego 
kształcenia w reformach programów szkolnych z lat 1960- 
-1980, 188 str., Wydawnictwo Wyższej Szkoły Pedagogicz­
nej im. Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie. Prace 
Monograficzne Nr XLVI, 1981 (nakład 200 egz.)

Ostatnio wydana praca prof.dr Zofii Krygowskiej jest bar­
dzo cenną pozycją wydawniczą. Każdy matematyk i każdy nauczy­
ciel, który chce sobie wyrobić jasny sąd o wartości obecnych 
naszych programów i podręczników matematyki oraz nowych ich 
projektów, powinien przeczytać tę książkę. Jest ona zwłaszcza 
cenna dla tych wszystkich, którzy biorą udział w pracach i eks­
perymentach. Oto spis rozdziałów pracy:

Ws tęp
Demokratyzacja kształcenia ogólnego a szkolna selekcja 

socjalna
Selekcyjna rola matematyki jako przedmiotu nauczania 
Krytyka scientyzmu i imperializmu matematyki w nauce 

i w nauczaniu 
Cele nauczania matematyki


