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JOURNAL FOR RESEARCH IN MATHEMATICS EDUCATION (JRME)*

To ukazujace sie pigé razy w roku czasopismo publikuje niemal
wytacznie prace badawcze z dydaktyki matematyki oraz informa-
cje bibliograficzne i recenzje. Od kilku lat lipcowy zeszyt
‘jest podéwiecony w catosci bibliografii i zawiera alfabetyczny
indeks artykuiéw w jezyku angielskim, opublikowanych w roku po-
przedzajacym w czasopismach amerykariskich i najwazniejszych eu-
ropejskich, oraz prac doktorskich ukonczonych w USA w tym sa-
mym okresie. Czasopismo jest wydawane od roku 1970 przez Naro-
dowa Rade Nauczycieli Matematyki (NCTM), reprezentujgca nauczy-
cieli w Stanach Zjednoczonych i Kanadzie. Jego aktualnym redak-
torem jest prof. Jeremy Kilpatrick z uniwersytetu w Athens w
stanie Georgia; do niedawna funkcje te peinit prof. James W.
Wilson z tego samego uniwersytetu.

JRME jest jednym z kilku czasopism po$wieconych dydaktyce
matematyki, jakie ukazuja sie w USA. Nie wdajac sie¢ w trudne
poréwnania stwierdzié mozna jako fakt niewatpliwy, 2e wiadnie

* Adres wydawnictwa: National Council of Teachers of Mathe-
matics 1906 Association Drive, Reston, UA 22091, U.S.A. Adres
redakcji: Jeremy Kilpatrick, 105 Aderhold Hall, University of
Georgia, Athens, GA 30602, U.S.A.
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to czasopismo wywario najsilniejszy wpiyw na styl amerykar-
skich badari w tej dziedzinie. Chcac nadaé publikacjom mozliwie
najwyzszg range naukowa postanowiono - wobec braku uznanych
wzorcdéw autonomicznych - nagladowaé styl i metodologie psycho-
logii wychowawczej. Oznaczaloby to, ze tylko teza "udowodniona"
statystycznie mogta byé uwazana za wynik naukowy. Choé takiej
definicji nie sformutowano, choé w JRME publikowang takze od
czasu do czasu artykuly o innym charakterze, choé w zeszycie 1
tomu 10(1979) w informacji dla autordéw dodano, ze "obecnogé a-
nalizy statystycznej nie stanowi kryterium przyjecia do druku",
-dla wiekszo$ci amerykanskich dydaktykdéw matematyki panujgcym
do dzi$ paradygmatem pracy badawczej jest "pomiar" i analiza
statystyczna jego wynikdéw. Konserwatyzm ten wydaje sie w duzej
mierze konsekwencjg oportunizmu: dla zakwalifikowania pracy
"statystycznej" wystarczy, by byla zgodna z precyzyjnie sformu-
fowanymi regutami "wewngetrznej poprawnos$ci"; dla prac opartych
na innej metodologii takich reqgul nie ma, totez musza one bydé
w duzo wiekszym stopniu przekonujgce, o co nietatwo.

Wydaje sie jednak, ze czasopismo przechodzi powolng prze-
miane "odstatystycznienia", ktdéra - mozna mieé nadzieje - spowo-
duje zmiane (zapewne jeszcze powolniejsza) stosunku do metod
statystycznych w badaniach dydaktycznych. Nie mam na my$li ich
porzucenia, lecz wiekszy umiar i rozsadek w ich stosowaniu, a
takze nie lekcewazenie innych metodologii.

Oméwimy tu trzy prace zamieszczone w zgszycie 1 tomu 13
(1982) , reprezentatywnym - ze wzgledu na rozmaito$é stylu - in-
teresujacym i warto$ciowym.

1l. H.A. KHOURY i M.BEHR; Student performance, individual
differences, and methods of representation, Journal for Rese-
arch in Mathematics Education, tom 13(1982), nr 1, s. 3-15.

Teoretyczng podbudowe przedstawionego tu badania stre-

szcza nastepujacy ustep, ktéry przytoczymy dostownie, takze
dlatego, ze dobrze reprezentuje on standard jezykowy tego typu
publikacji.

"Teoriopoznawcze ujecie zaleznodgci~-niezaleznos$ci od kon-

tekstu moze postuzyé wyjadnieniu czedci zmiennoéci w rozwigza-
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niach zadand © mieszanym typie reprezentacji, wymagajacych prze-
chodzenia od jednych do drugich typdéw reprezentacji. Niezalez-
noéé od kontekstu wigze sie z predyspozycja do percepcji $rodo-
wiska w sposéb analityczny lub zrdéznicowany, podczas gdy zalez~-
nogéé od kontekstu - z predyspozycja do percepcji w sposéb glo-
balny i niezrdznicowany. Gdy weZmiemy pod uwage zadanie o mie-
szanym typie reprezentacji, ktdérego rozwigzanie wymaga przecho-
dzenia od reprezentacji obrazowej do symbolicznej i na odwrdét,
mozemy oczekiwad, ze uczen bardziej niezalezny od kontekstu
bedzie %tatwiej oddzielal wspdélne aspekty obydwu reprezen-

tacji wystepujgcych w zadaniu niz uczen bardziej zalezny od
kontekstu; z tego powodu mozemy tez oczekiwaé, ze uczer bar-
dziej niezalezny od kontekstu bedzie latwiej przechodziit od o~
brazowego do symbolicznego typu reprezentacji i na odwrdét niz
uczen bardziej 'zalezny od kontekstu. Hipotezeg te potwierdzaja
analizy teoretyczne dokonane przez Pascual-Leone (1969) oraz
Witkin i Goodenough (1977). Wediug ich interpretacji poznaw-
czych teorii zaleznodci-niezaleznos$ci od kontekstu, jezeli do
zadania mozna zastosowad dwie lub wiecej rdéznych strategii,
najpierw bedzie wzieta pod uwage latwiejsza lub czedciej stoso-
wana; lecz uczell bardziej niezalezny od kontekstu moze porzu-
cié te strategie dla potaczenia sktadnikéw rézinych strategii i
skonstruowania strategii bardziej zlozonej. Tak wiec, rozwigzu-
jac zadanie o mieszanym typie reprezentacji, uczer rozwigze je
najpierw w bardziej mu znanym typie reprezentacji, a nastegpnie,
na zadanie, w tym drugim. Jednak uczen bardziej niezalezny od
kontekstu moze zamiast tego wytworzyé strategie statego prze-
chodzenia od jednego do drugiego typu reprezentacji.

Na podstawie tych analiz wnioskdéw wypiywajgcych z poznaw-
czych teorii zalezno$ci-niezaleznoéci od kontekstu mozna ocze-
kiwaé, ze uczniowie bardziej niezalezni od kontekstu o dobrej
wyobraZni przestrzennej beda lepiej od ucznidéw bardziej zalez-
nych od kontekstu i stabej wyobraZni przestrzennej rozwigzywad
zadanie wymagajace w stadium przetwarzania informacji przechodze-
nia od symbolicznego do obrazowego typu reprezentacji i na odwrét.
Mozna takze oczekiwadé, ze bardziej zalezni od kontekstu uczniowie,

ktérzy maja dobra wyobraZnig przestrzenna, spisza sig¢ co naj-
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mniej réwnie dobrze jak uczniowie niezalezni od kontekstu o
stabej wyobraZni przestrzennej w zadaniach wymagajgcych prze-
twarzania informacji w reprezentacji obrazowej".

Badanie i jego wyniki mozna streécié nastepujaco. 96 stu-
dentom kursu metodyki poczatkowego nauczania matematyki pokaza-
no na przykiadach algorytm dodawania, zaréwno w zwyklej symbo-

lice, np.
Krok 1. 12 + 13
Krok 2. (10 + 2) + (10 + 3), itd.

jak i "obrazowej", np.

itd. Nastepnie "zmierzono" ich zaleznoé$é od kontekstu testem
Gottschaldt Hidden Figures oraz wyobraZnie przestrzenng testem
Purdue Spatial Visualization. Wreszcie (po 3 tygodniach) zbada-
no zapamietanie algorytmu dodawania trzema testami (typu wybo-
ru spo$rdéd 5 odpowiedzi), z ktérych kazdy zawieral 6 kolejnych
krokéw dodawania, pierwszy - w przedstawieniu czysto "obrazo-
wym", drugi - symbolicznym, trzeci - mieszanym. Traktujqc wyni-
ki ostatnich trzech testéw jako zmienne zaleine, a pierwszych
dwu - jako zmienne niezalezne, przeprowadzono wieloraka i skom—
plikowang analize statystyczng tego materiatu, ktdérej wynik
zestawiono w siedmiu tabelach i dwu wykresach. Oto kilka wnios-
kéw z tej analizy.

- Wpiyw wyobraZni przestrzennej na zapamigetywanie algoryt-
mu nie jest jednakowy dla wszystkich trzech typdéw testu.

- Miary zaleznos$ci-niezaleznos$ci od kontekstu byly konsek-
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wentnie lepiej skorelowane z typami testu (obrazowy, symbolicz-
ny, mieszany) niz miary wyobraZni przestrzennej.

- We wszystkich wyréznionych grupach $rednie wynikdéw tes-
téw maja nastepujgcg kolejnos$é malejgcq: symboliczny, mieszany,
obrazowy.

Na koricu, wiagciwie niejako po zreferowaniu wynikdéw badan,
autorzy wskazujg, ze na wyniki te mdégl wpiynaé fakt, iz badani
znali algorytm dodawania w postaci symbolicznej przed naucza-
niem eksperymentalnym, a postuzenie sig nie znanym im wcze$-
niej materiatem mogtoby w silniejszym stopniu ujawnié wpiyw
réznic indywidualnych na wyniki testéw. Mowa tu tez o mozliwym
wpiywie na wyniki silnej dominacji kobiet w badanej grupie (ma-
ja one jakoby przewage w operowaniu symbolami nad mezczyznami,
gérujacymi wyobraznia przestrzenng) . Podano wreszcie wyniki an-
kiety ("Ktdéry z trzech testéw byl najtrudniejszy ?"), gdzie
m.in. wyrdézniono grupe praworecznych, u ktérych ma dominowadé
lewa, "analityczna" pdétkula mézgu. Wszystko to jest jednak po-
traktowane tak marginalnie, iz budzi podejrzenie, 2e przynaj-
mniej w czeéci dodane zostalo po napisaniu artykuiu, np. w wy-
niku recenzji wydawniczych.

Pierwszym wrazeniem, jakie piszacy te siowa odebral zaraz
po zapoznaniu sie z tre$cig nauczania i testdéw, byta ogromna
przepasé dzielaca je od teoretycznej podbudowy, sformuiowanej
w bardzo ogdlnych terminach i brzmigcej przekonujgco. Potem
przyszta refleksja: wszak jest to tylko przyczynek, dr o b -
n y wynik majacy potwierdzié teorie lub spowodowaé jej d r o-
b n g =zmiane lub d r o b n e uzupeinienie; d r obne
przyczynki sktadajq sie na w i e 1 k i e odkrycia. A potem
przyézka druga refleksja: Co wart jest ten przyczynek ?

Spéjrzmy na wyniki trzech testdéw trwatogci algorytmu doda-
wania. W kazdym, maksymalna liczba punktdéw wynosita 6, za$
$rednie i odchylenia standardowe (w nawiasie) byly nastepujace:
typ obrazowy - 3,58 (1,80), typ symboliczny -~ 5,04 (1,55), typ
mieszany - 4,59 (1,63); a wiec wyniki raczej dobre jak na test
wiadomoéci z matematyki w grupie studentéw kierunku pedagogicz-
nego. Gdyby byt to zwykly sprawdzian, to na podstawie tych
liczb uznaliby$my, ze uzyskano dobre wyniki nauczania, tj. ze



208 INFORMACJE BIBLIOGRAFICZNE

badana grupa studentéw w wigkszodci zadowalajgco zrozumiata i.
zapamigetata algorytm dodawania. Tylko ana li z a odp o-
wiedzi mogtaby zmienié te konkluzje, a takze nasungé
przypuszczenia co do przyczyn bieddw. Poniewaz analizy takiej
autorzy nie przeprowadzili, pofantazjujmy, na co mogli oni na-
trafié. Kazdy test zawieral sze$é 'krokdw algorytmu, dla kazde-
go kroku podano pieé odpowiedzi do wyboru, z ktérych badany
mial wybraé jedng, tj. jedyng prawidlowg. Odpowiedzi nieprawid-
towe byly niekoniecznie fatszywe: bylty w$rdd nich i prawdziwe,
choé w tej symbolice nie przedstawiajgce danego kroku algoryt-
mu. Przypusémy, ze jako trzeci krok dodawania 24 + 13 student

T T

zamiast "prawidiowej" odpowiedzi

SGCEIDEED.

Mozna sadzié, zZe rozumie on algorytm i uzytg symbolike, a jedy-

wybrail

nym jego "grzechem" jest to, ze przeskoczyt jeden krok algoryt-
mu. Traci za to Jjeden punkt. Przypus$émy, ze inny student, za-
miast tej samej "prawidiowej" odpowiedzi, wybral

SGCEIDECD

I jemu trudno zarzucidé brak rozumienia algorytmu; jego odpo-

wiedZ moze byé interpretowana jako dodanie jednego kroku przez
podziat kroku 3 na dwie operacje; on tez straci jeden punkt.
Pewnie, czwarty krok mégiby spowodowaé odkrycie i poprawienie
"biedu" w poprzednim, ale w warunkach testu takie postepowanie
nalezy do rzadko$ci. Jezeli zaproponowane interpretacje powyz-
szych "bleddéw" odpowiadajg rzeczywistemu rozumowaniu tych dwu
fikcyjnych ucznidéw, to obydwu nalezaitoby d o d a é¢ , a nie o-
dejmowad, punkty za takie opanowanie algorytmu, ktére umozli-
wia jego przeksztalcenie. Przypisywanie ich zalezno$ci od kon-

tekstu czy stabej wyobraZni przestrzennej nie miatoby wtedy
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wigkszego sensu. Ale podobnej analizy nie dokonano...
Przyjrzyjmy sie jeszcze "obrazowemu" przedstawieniu algo-
rytmu. Jest to w istocie jego przedstawienie w innej niz arab-
ska symbolice. Prawda, jej rozumienie wymaga umiejetno$ci prze-
liczania, zwigzanej z r uc h e m oczu lub reki; takze operu-

je sie w niej dwoma wymiarami, a nie jednym:

znaczy 7

znaczy 4 + 3

Ale z drugiej strony,

jest symbolem liczby dziesieé rdéwnie konwencjonalnym jak 10
(kté2 dostrzega w tym ostatnim jedng dziesigtke i zero jednog-

ci, jezeli go nie analizuje ?), a rozréznienie znaczenia

-

oraz

jest tez oparte na konwencji. Jezeli poréwnaé zadania testdw
wyobraZni przestrzennej z tym, co jest potrzebne dla operowa-
nia powyzszg symbolikg, nasuwa sie powazna watpliwos$é, czy te
dwie rzeczy mozna w ogble ze soba wigzad.

Czy autorzy, gdyby mogli zawczasu wysiuchaé tych uwag,
zrezygnowaliby 2z tego badania lub publikacji, badZ wprowadzili-
by istotne zmiany ? Nie sadze. Praca spetnia kryteria popraw-
noéci formalnej i strukturalnej w stopniu w peini zadowalaja-
cym, moze nawet jest wzorowa pod tym wzgledem. Czegdz chcied

wigcej ?
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2. J.CLEMENT, Algebra word problem solutions: thought pro-

cesses underlying a common misconception, Journal for Research
in Mathematics Education, tom 13 (1982), nr 1, s. 16-30.
To skromne pod wzgledem zasiegu i $rodkdéw badanie dobit-

nie pokazuje, jak bardzo niewtadciwe Jjest przypisywanie bieddéw
algebraicznych nieuwadze ucznia i jak wnikliwa analiza rozumo-
wania moze prowadzié do zrozumienia jego logiki. Bez jej rozu-
mienia, bez umiejetnodci $ledzenia my$li ucznia -~ zamiast in-
terpretowania po swojemu jego wypowiedzi ustnych i pisemnych

- nie ma mowy o racjonalnej i skutecznej kuracji leczacej z
bteddw.

Przeprowadzony wsrdéd 150 studentéw pierwszego roku sek-
cji inzynierskiej test pokazat, ze - jak przewidywano -
znaczna ich liczba (37%) blednie rozwigzala zadanie:

"Napisz réwnanie o zmiennych S i P przedstawiajace
'nastepujace zdanie: Jest sze$é razy tyle studentéw co profeso-
réw na tym uniwersytecie. Uzyj litery S jako liczby studen-
téw i P jako liczby profesordéw."

Przy tym 68% odpowiedzi biednych to 6S = P (lub réwna-
nie réwnowazne) zamiast S = 6P . Wéwczas podjeto badanie kli-
niczne 15 spo$rdd tych studentéw, ktére doprowadzito do wyrdéz-
nienia trzech typowych podej$é:

- odwzorowanie kolejnodci sidw,.

- pordéwnanie statyczne ("Na kazdego profesora przypada 6
studentéw, wiec 1P =6S "),

- poréwnanie operatywne ("Liczba studentéw musi sie zrdéw-
naé z liczba profesordéw razy szedé, a wiec S = 6P ").

U niektdrych, takze skadingd dobrych, studentéw zaobserwo-
wano tak duzg niestabilno$é rozumowania, ze w trakcie badania
trzykrotnie zmieniali oni rdéwnanie: od P = 6S przechodzac do
S = 6P , wreszcie powracajac do P = 6S , ktdére - wbrew sugeru-
jacym btad pytaniom prowadzacego rozmowe - uznawali za osta-
teczng poprawng odpowiedZ. Przyktadowy proces my$lenia takiego
ucznia zostal zilustrowany schematem (rys.l); pozioma linia
jest osig czasu, nuﬁery odpowiadajg punktom protokoiu badania) .
Podobne schematy przyczynity sie - jak informuje autor - do od-
krycia tych trzech typowych podejéé.
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Znaczenie tej pracy wykracza poza sformulowanie przekonu-
jacej hipotezy wyjasniajgcej pewien typ bieddéw. Pokazuje ona
bowiem, ze "uczniowie, ktdrych skutecznie nauczono pewnej stan-
dardowej metody, moga wcigz miedé intuicyjne, niestandardowe me-
tody, wspdtzawodniczgace z sobg w rozumowaniu. Innymi siowy, na-
uczenie sie nowego schematu lub metody nie gwarantuje, ze te
dawne zostaty wyeliminowane lub zmodyfikowane. Moze to byé
korzystne lub szkodliwe, zaleznie od tego, czy ta nowa metoda
lub schemat sg uzyteczniejsze i dogodniejsze dla tego ucznia
we wszystkich przypadkach. Sprzeczne, na wpét autonomiczne
schematy moga byé waznym czynnikiem w wielu rdéznorodnych pro-
blemach dydaktycznych". Wniosek ten potwierdza codzienne dog-
wiadczenie nauczyciela. Nasuwa tez jednak my$l nowa: byé moze,
zamiast bezskutecznie zwalczaé "prywatne" metody uczniéw, nale-
Zatoby uczyé wtasciwego korzystania z nich (o ile to mozliwe)
lub samodzielnego opierania sie ich naporowi (o ile nie da sie
ich racjonalnie stosowad) . Uparte egzekwowanie stosowania me-
tod standardowych w kazdym przypadku przynosi od stuleci mizer-
ne efekty.

3. A.H.SCHOENFELD, Measures of problem-solving perform-

ance and problem-solving instruction, Journal for Research in
Mathematics Education, tom 13(1982), nr 1, s. 31-49.
Zapoczatkowana przez G.Polya analiza procesu rozwigzywa-—

nia zadani matematycznych, zaproponowana przez niego heurystyka
i metodyka nauczania rozwigzywania zadan, zostaly ogromnie roz-
winiete, a autor omawianego artykulu ma w tym niematy udziazl.
Ta najdwiezsza jego praca jest prdéba okreslenia, i stworzenia
miarodajnej oceny, najbardziej bodaj nieuchwytnej umiejetnoséci
matematycznej — umiejetnos$ci rozwigzywania zadan.

Najpierw okreglenie. W umiejetnogci rozwigzywania zadan
autor wyrdéznit dwa zasadricze skiadniki:

- techniki rozwigzywania zadan, tj. heurystyka,

- "strategia zarzadzania", tj. zdolno$é prawidtowego po-
dejmowania decyzji co do drogi rozumowania, jej kontynuowania
lub przerywania itp., z uwzglednieniem ram czasowych; méwiac
krétko, techniki efektywnego wyzyskania zasobéw (wiedzy) i
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drodkéw (umiejetnodci) - stad nazwa.

Punktem wyj$cia w tym badaniu byt 18-dniowy kurs rozwigzy-
wania zadan dla 11 studentéw pierwszego i drugiego roku, po
dwie i pét godziny lekcji i 4-5 godzin pracy samodzielnej dzie-
nnie. Rozwigzywano zadania i problemy niestandardowe z nacis-
kiem na znajdowanie rdéznych drég oraz stosowanie réznych reguil
heurystycznych i przemy$lane podejmowanie decyzji. Niektdre
problemy byly prawdziwie niebanalne, np.:

Udowodnié, ze jezeli diugo$é tuku zawartego w kuli o pro-

mieniu 1 i majacego korXice na jej powierzchni jest mniej-

sza od 2, to istnieje pdtkula roziaczna z tym Iukiem.

(Tekst problemu zostat tu skrdécony) .

Dla oceny opanowania przez ucznidw heurystyki i "strate-
gii zarzadzania" zastosowano trzy "miary".

Pierwsza miara jest pewnym ulepszeniem zwyklego punktowa-
nia rozwigzan. Uczniowie rozwigzywali pieé zadar zorientowa-
nych na nauczane w kursie techniki heurystyczne. Rozwiazania
oceniano za pomocg sumy punktéw przyznawanych po jednym za

(1) kazda metode, na ktérej $lad natrafiono,

(2) kazda prdébe zastosowania jakiejs$ metody,

(3a) rozpoczgte rozwigzanie,

(3b) zaawansowane ‘rozwigzanie,

(3c) prawie kompletne rozwigzanie,

(3d) kompletne rozwigzanie
(pomijam szczegdily). Giéwng wadg takiego punktowania jest to,
ze uzyskane tak liczby nie umozliwiajg liniowego uporzadkowa-
nia rozwigzan. Innym wariantem tej miary jest przyznanie od 1
do 5 punktéw za (1), 6-10 za (2), 11-15 za (3a) itd.

Druga miara wyraza subiektywng ocene uczniéw ich umiejet-
no$ci rozwiazywania zadar. Otrzymano jq 2z punktacji ankiety,
wypeinionej przez uczniéw bezposrednio po rozwigzaniu wspomnia-
nych pieciu zadan.

Trzecia miara okre$la "biegto$é heurystyczng i transfer"”
i stanowi najbardziej interesujacy i oryginalny pomysit w tej
pracy. Tym razem uczniom polecono staraé sie wskazaé jak naj~-
wigcej metod rozwigzania kazdego 2z dziewieciu podanych zadain;
rozwigzania tych zadad nie wymagano. Poniewaz jednak wielu ucz-
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niéw podato rozpoczete, zaawansowane lub nawet kompletne roz-
wigzania niektdrych zadar, zastosowano schemat punktacji pierw-
szej miary. .

Wszystkie trzy miary, zastosowane przed eksperymentem i
po jego zakonczeniu (zadania byly, oczywiscie,inne), wskazaly
na efekty nauczania eksperymentalnego znacznie przekraczajgce
oczekiwania. (Pewng drugorzedng role odegrata tu tez 8—o§obowa
grupa kontrolna.)

Cale badanie ma charakter préby pilotazowej. Dobry to pi-

lot; wyraZnie wskazuje $lad i zacheca do péjécia za nim.

Stefan Turnau
Krakéw



