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Epistemologia liczb wzglednych ‘"
Minus times Minus equals Plus:
| 4 The reason for this we need not discuss(z)

Jednym z najwazniejszych celéw dydaktyki matematyki jest ok-
reglanie przeszkéd(3), ktére utrudniajg rozumienie i uczenie
sie tego przedmiotu. Dydaktyka matematyki posiuguje sig meto-
dami naukowymi, ktére sa stosowane na ogét w dwéch fazach.

Najpierw badacz zbiera corpus zlozony z wytwordw pisanych

(1)

1

Tiumaczenie "Epistemologie des nombres relalifs" opu-

blikowanego w czasopidmie "Recherches en Didactique des Mathé-
matiques" 2.3 (1981), str.303-346, Copyright, Pensée Sauvage,

Grenoble (przyp. tlum.).
(2)

(3)

Regula mnemotechniczna stosowana w szkole.angielskiej.
0d czasu, gdy Gaston Bachelard (1938) wyodrebnii poje-
Ccie "przeszkody epistemologicznej" (w zastosowaniu do fizyki),
wielu autoréw usitowato wyodrebnié to pojecie, sprecyzowaé je

i wysubtelnié w zastosowaniu do matematyki. Za Guy Brousseau

ja réwniez podjatem pewne usitowania w tym kierunku.

W niniejszym artykule slowa "przeszkody, trudnos$é, prég,
symptom" sg uzywane bardzo naiwnie. W istocie jestem przekona-
ny, ze jest jeszcze za wczednie na poddawanie tych pojeé zbyt
$cislemu formulowaniu. Dopiero w rezultacie wielu prac bedzie-
my mogli dokonaé stosownych rozrdéinien, uzytecznych dla dydak-
tyki eksperymentalnej. I odrzucimy te, ktdére, pociggajace z po-
zoru, moga stanowié "wiedze niewlasdciwa", stwarzajacg przeszko-
de postepowi.
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lub méwionych badanych indywidudw. Ta dokumentacja jest nastep-
nie analizowana tak diugo, az bedzie mozna sformulowaé wnioski
o istnieniu, naturze i lokalizacji progdéw, ktére trzeba prze-
kraczaé.

Stosujac metody eksperymentalne przygotowuje sie specjal-

ne sytuacje dydaktyczne, ktdére utatwiajg takie wytwory. To
wiadnie znajdujemy w wiekszo$ci artykéiéw w czasopidmie "Re-
cherches en Didactique des mathématiques".

Metody historyczne i epistemologiczne poszukujg tego

"corpus” w $ladach przeszito$ci. Badaja one dokumenty pozosta-
wione badZ przez wielkich matematykéw, badZ przez typowych re-
prezentantédw spolecznosci naukowych minionych epok. To podej-
dcie stosujemy tutaj do analizy trudnodci, jakie niesie studio-
wanie liczb wzglednych.

I. CZY REGULA ZNAKOW JEST TAK TRUDNA ?

Pojeciowe wprowadzanie liczb ujemnych bylo procesem zaskakujg-
co powolnym. Trwalo ono ponad tysigc piedéset lat - od czaséw
Diophantesa aZz do naszych dni. Przez ten czas matematycy ope-
rowali liczbami wzglednymi, mieli jednak o nich tylko pojecié
fragmentaryczne z zadziwiajgcymi brakami.

Rozmiary tego zjawiska wydajg sie umykadé przenikliwodci
historykéw, bardziej zrecznych w ustalaniu izolowanych faktdéw
niz w ogarnianiu cato$ciowym spojrzeniem tak dilugiego procesu.

Wielu jest nauczycieli, ktdrzy nawet nie podejrzewaijay, ze
opanowanie reguly znakéw moze sprawiaé trudnodci. "Z pewnoécia
- mys$la oni - jes$li uczer nic nie rozumie z matematyki, dozna-
je niepowodzen w tym zagadnieniu, jak i w kazdym innym. Ale

liczby wzgledne nie sg niczym szczegdlnie trudnym".

Dydaktycy napisali wiele prac na temat analizy pojeé licz-
bawych. Hans Freudenthal, na przyklad, poswiecit 160 stron swe-
go klasycznego dzieta (Freudenthal, 1973) zbadaniu licznych
trudnos$ci, jakie napotyka sie przy opanowywaniu pojecia liczby.
Ale o regule znakdéw zaledwie wspomina. Lektura stron 279-281
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tej ksigzki nawet nie sugeruje, ze zdaje on sobie sprawe z oma-
wianego tutaj niejasnego zjawiska.

tatwo wytiumaczydé to zaskakujgce zaniedbanie. Freudenthal
w czasie, gdy pisal to dzielo, szukal tematdéw do analiz dydak-
tycznych w swoich osobistych wspomnieniach. Otéz zaden z mate-
matykéw jego generacji (i naszej) nie zachowal wspomnienia, ze
regula znakéw sprawiata mu jakie$ klopoty(4). Dwadziedcia lat
wczedéniej bylo jednak inaczej.

Natomiast Jean Piaget, chociaz opiera swoja dydaktyke na
osobistej filozofii, pozostaje bardzo wrazliwy na obserwacje
przeprowadzane na dzieciach. Dlatego trudnoéci zwigzane z licz-
bami ujemnymi jemu nie umknetly. Przedstawil bardzo zwieZle
(piaget, 1349, str. 110-115), trudnodci spowodowane przez licz-
by wzgledne. Piaget cytuje takze szokujgcy tekst d’Alemberta
(ktéry oméwimy dalej). Jego zdziwienie wywoluje refleksje dy-
daktyczna. Uderza go to, ze ten matematyk - encyklopedysta
"uwaza za ciemne pojecie wielkosdci ujemnej", nie odnotowujac,
ze tak samo by%o z wszystkimi matematykami az do XIX wieku !
Ogranicza sie do potwierdzenia, ze jedyna trudno$é byta zwigza-
na ze skostnialym charakterem liczby, tak jak ja wtedy pojmowa-
no. Ta przeszkoda zniknie, wedlug Piageta, kiedy zrozumie sie,
ze liczba symbolizuje akcje, a nie stan.

Te wahania wielkiego d’Alemberta sq szczegdlnie instruktywne, Jezeli
chodzi o naturg aktywnq i weale nie statyczng liczby ujemmej i licz-

by catkowitej w ogdlnosei. Istotnie, jest jasne, Ze jesSli kazde poje—

(4)

Jeszcze rok temu gotdéw bylem sgadzié, ze nie napotka-
Yem nigdy zadnych trudnosci z liczbami wzglednymi. Dzi$ minelo
juz okoio 25 lat od mojego pierwszego kontaktu z dowodem zupel-
nie formalnym reguty znakdéw; to byto w czasie, gdy ukazal sie
pierwszy tom Bourbakiego. Piszac obecny artykui, jestem coraz
bardziej zaskoczony, gdy zdaje sobie spraweg z tak wielu fine-
zji w rozumieniu tego tematu, ktdére umykaty mi poprzednio.
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cie matematycane uwaia sig za pochodzqee z postrzegania, liczba ujem-
na nie miataby uzasadnienia, poniewai odpowiadataby brakowi postrze-
gania lub czemus jeszcze mniejszemu, a nie ma stopni w postrzezeniach
zerwwych. Zadziwia jednak to, Ze ta sprzecznosd miedzy interpretacgjq
zmystowq poznania a rzeczywistoseiq matematycang nie doprowadzita u-
mystu tak zwiqzanego z konmkretem i zaprawionego w rozwaianiach mecha-
nicanych jak d’Alembert do zrozumienia, Ze istotna natura liczby nie
Jest ani statyczna, ani percepcyjna, ale dynamiczna i zwigzana z sa-
mq akejq, zinterioryzowang w operacjach.
Wyjadnienie podane przez Piageta zawiera wiele prawdy.
Ale na pewno nie jest jedynym wyja$nieniem. Dowodem na to jest
istnienie matematykdéw, ktérzy doskonale rozumieli dynamiczny
charakter liczby, ale mimo to napotykali trudnogci zwigzane z
liczbami. Krepowaly ich inne przeszkody, o ktdérych Piaget nie
wspomina. Pomiedzy nimi zasygnalizujemy to, co nazywamy dwu-—

znacznos$cia dwdéch zer. Przez wieki matematycy byli pod wraze-

niem zera absolutnego, ponizej ktdrego nic juz nie mozna byio

sobie wyobrazié. To przeszkadzalo im w Yatwym wprowadzeniu ze-
ra jako poczgtku ukiadu, obieranego dowolnie na zorientowanej
osi. Zamieszanie to pojawia sie zreszta w cytowanej krdétkiej
wypowiedzi Piageta, & propos "braku postrzegania" i "stopni w
postrzeganiu zera".

Liczni autorzy potwierdzajg, ze "nic nie mogioby byé bar-
dziej nieruchome niz nieruchomo$é". 2Zgodnie z tym dla odkrycia
pojecia ujemnej predkodci trzeba odkryé catg intelektualng kon-
strukcje, ktdéra stata sie mozliwa dopiero duzo pdéZniej.

W pracy, ktdéra tu przedstawiamy, cytujemy dwudziestu auto-

réw. Dochodzimy do wyodrebnienia tuzina przeszkdd, utrudniaja-

cych zadowalajgce zrozumienie liczb wzglednych. Te przeszkody

przejawiaja sie w dwudziestu symptomach, ale nie mozna przypo-

rzadkowaé kazdego z nich jednej tylko okreélonej przeszkodzie.
Zajmiemy sie teraz drobiazgowym objagnianiem tekstéw, co

jedynie pozwoli doj$é do wywazonych wnioskéw. Ale ten sposdéb

przedstawienia bedzie z koniecznosci chaotyczny, chwiejny, po-

dobny do zygzakowatego rozwoju rozumienia liczb wzglednych w

ciggu wiekdéw. Jezeli przyjmiemy w naszej pracy przedstawienie
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chronologiczne, nie ustalimy porzadku w pokonywaniu przeszkdéd.
Sa prekursorzy, ktérzy pokonujg takie trudnodci szybko, i opdZ-
nieni, ktérzy popadajg w stare bledy. Mozna my$leé o wypracowa-
niu klasyfikacji strukturalnej. Ten sposéb przedstawienia za-
gadnienia ma jednak te niedogodnos$é, ze gubi wiele faktéw, na-
tomiast wprowadza strukture, ktdérej w ogéle nie byto w rozwoju
historycznym.

Dla utatwienia lektury, zaryzykujemy przedstawienie pro-
wizorycznego przeglgadu zawartos$ci naszego artykuiu, bez ukrywa-
nia, ze moze on by¢ uproszczony.

Wybralidmy wiec szedé przeszkdéd, ktdére zostang obszernie

opisane w dalszym ciagu, i dziesigciu cytowanych autordéw. Spo-

rzadzimy bardzo schematycznag tabele, w ktdérej okienka zawiera-
ja znaki + 1lub - =zaleznie od tego, czy autor, prezentowany
przez cytowany tekst, przekroczy® juz dany prdég.

Chodzi tutaj o klasyfikacje zwiezta, do ktdérej odnosimy
sig¢ zresztg z peing rezerwy, ale ktdéra jest pozyteczna jako

prowizoryczne odniesienie w dalszej lekturze.

Prowizoryczna lista niektdérych przeszkdéd

(1) Niezdolno$é do manipulowania wielkogciami ujemnymi.

(2) Trudnoéé w nadawaniu sensu izolowanym wielkoéciom u-
jemnym.

(3) Trudnoéé w unifikacji prostej liczbowej.

Ta ostatnia trudnoéé objawia sie na przyklad tam, gdzie
podkredla sie réznice jakosciowe miedzy wielkodciami ujemnymi
a liczbami dodatnimi, albo gdzie opisuje sie prostg jako lezag-
ce obok siebie dwie p&iproste przeciwnie skierowane o rézno-
rodnych symbolach, albo kiedy odrzuca sie rozpatrywanie jedno-

czednie charakteru dynamicznego i statycznego liczb.

(4) Dwuznacznoéé dwu zer (patrz wyzej).
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(5) Zatrzymanie sie w stadium operacji konkretnych (w
przeciwstawieniu do stadium operacji formalnych). To jest trud-
no$é w oderwaniu sie od konkretnego sensu przypisywanego licz-
bom.

(6) Dazenie do modelu unifikujgcego. Jest to cheé stworze-
nia "dobrego" modelu addytywnego, réwnie waznego dla ilustra-
cji dzieciny multiplikacyjnej, gdzie ten model jest bezuzytecz-
ny.

Bardziej dokiadne komentarze sa rozsiane w calym artykule.
Wystarczy, dla przykladu, zasygnalizowaé, zZe w cytowanym frag-
mencie Piaget robit aluzje (4wiadomie lub nie) do przeszkdéd
(3) 1 (4).

Przyjrzyjmy sie tabeli:

Przeszkody

Autorzy (1) | (2)  (3) | (4) | (5) | (6)
Diophantes -

Simon Stevin + - - - - -
René Descartes + ? - 2

Colin Mclaurin + + - - + +
Leonard Euler + + + ? - -
Jean d’Alembert + - - - - -
Lazare Carnot + - - - - -
Pierre de Laplace + + + ? - ?
Augustin Cauchy + + - - + -
Herman Hankel + + + + + +

Znaki zapytania oznaczaja przypadki, w ktdérych nie potrafimy
daé odpowiedzi, badZ dlatego, ze cytowane teksty nie sg do te-
go wystarczajaca podstawa, badZ tez dlatego, ze przyjeta przez
nas prowizorycznie zwigzta klasyfikacja nie pozwala uwzglednié
niuansdéw, ktdére beda w dalszym ciggu analizowane.

Tabela ta, jakkolwiek zwigz%a, ujawnia interesujgce fakty-
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Uwidacznia dobrze fragmentarycznodéé w rozumieniu osiggnietym
przez cytowanych matematykéw klasycznych. Potrafili oni dobrze
postugiwaé sie liczbami wzglednymi z bieglogcig budzgcg podziw,
ale dopdki wszystkie przeszkody nie zostaly pokonane, pozosta-
walo wiele wysepek niezrozumienia; sukces nie by zapewniony w
sposéb trwaly.

Wydawalo mi sie na poczatku moich badan, ze przelomowym
krokiem bylo przekroczenie progéw (5) i (6). Ale tablica uwi-
dacznia przypadek Mclaurina, ktdry dokonat tego kroku, ale nie
opanowawszy progéw (3) i (4), nie osiggnagl ostatecznego celu.
Skoro za$ niedostateczne zrozumienie nie pozwolilo mu przeko-
naé definitywnie swych czytelnikdéw, postep, jaki osiagnal

chwilowo, zastal stracony dla przysziosci.

Natomiast Lazare Carnot, formutujac z duzg jasnoscig
wszystko to, co wydawalo mu sie niezrozumiale w pojeciu liczb
ujemnych, byl jednym z rzemie$lnikéw najbardziej sprawnych w
osigganiu ostatecznego sukcesu.

II. PEWIEN SYMPTOM

Na droge badan przedstawiong tutaj zostalem wprowadzony czyta-
jac "2Zycie Henryka Brulard" (Stendhal,1835), autobiografie
Stendhala (1783-1843, prawdziwe nazwisko Henryk Beyle). Pisarz
ten nalezal do pierwszych absolwentdéw 1’Ecole Centrale w Gre-
noble; jest to jedna z pierwszych instytucji, gdzie nauczano
matematyki dzieci juz od 13 roku zycia. Mtody Henryk studiowal
tam od czternastego do siedemnastego roku 2ycia. Przedstawial
szczegbly swojego 2zycia szkolnego - szczegdlnie cenne $wiadec—
two (byé moze jedyne) pierwszych kontaktdéw mlodzierica z nowym
zinstytucjonalizowanym nauczaniem matemytyki.

Otdéz, ani otrzymane wyksztaicenie, ani lektura stynnego
podrecznika Bezout (1772) nie zaspokoily ciekawos$ci mtodego
ucznia, ktdéry chciat zrozumieé pochodzenie reguly znakéw. Jego
nauczyciele réwniez nic nie rozumieli ! Nawet nie starali sie

zrozumieé lub wyjagnié. Omijali trudnos$dé przedstawiajac ten
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punkt w postaci dogmatu objawionego: "kazde twierdzenie
Bezouta - pisal Stendhal - robi wrazenie wielkiej tajemnicy u-
zyskanej od sasiadki”.
Oto jego s$wiadectwo:
Wedtug mnie w matematyce niemoiliwa byia hipokryzja < w mojej mito-
daterczej prostocie, myslalem, ze tak samo jest we wezystkich date—
dzinach wiedzy, gdzte, jak sityszalem, jq sig stosuje. Co dziato sig
ze mng, kiedy zawwaiytem, Ze nikt nie umie mi wyjasnid, jak to sig
dzieje, ze: minus razy minus daje plus (- - - = +) 7?7 (Jest to jedna
2 fundamentalnych podstaw nauki, ktdra nazywa sig "algebrq".)

Duzo gorsze nii niewyjasnienie mi tej trudnosei (ktdra bez wqt-
pienia jest moiliwa do wyjasnienia, skoro prowadzi do prawdy), byto
wyjagnianie jej za pomocq argumentdw ewidentnie niezbyt jasnych dla
tych, ktdrzy mi je prezentowali.

Pan Chabert, przycisniegty przeze mnie, powtarzat swojq "lekeje',
przeciwko ktdrej podnositem witasnie obiekcje, koriczqe z ming, ktdra
mowita: "Ale tak jest prazyjete, wsayscy przyjmujq to wyjasnienie.
Euler i1 Lagrange, ktdrzy oczywiscie warci sq wigcej niz pan, takie
Je prayjmujq”.

Przekonatem sig po dtudszym czasie, e moje obiekcje co do

- « = =+ nie mogty absolutnie pomiedcid sig w gltowie pana Chabert,
3de pan Dupuy nigdy na nie nie odpowie inaczej niz z uSmiechem wyi-—
szoseil © Ze "silnil', ktdrym stawiatem pytania, drwiq zawsze ze mnmie.

Ograniczytem sig do tego, co dzis jeszeze sobie mdwig: trazeba,
Zeby minus przez minus dawato plus, poniewaz oczywiscie tlekrod usy-
wa sig tej reguty w rachunkach, zawsze dochodzi sig do wynikdw "praw-
dztwych 1 niewgtpliwyech’.

Moim wielkim nieszczegseiem byta figura:

R P
A
L e

Zatozmy, Ze RP jest liniq, ktdra oddziela dodatnie od ujemnego,
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wszystko, co jest powyiej, jest dodatnie, a wsaystko, co ponizej,jest
ujemne; jak, bilorqe kwadrat B tyle razy, tle jest jednostek w kwad—
racte A , mogq dojsc¢ do tego, Ze kwadrat C znajdzie sig po prze-
ciwnej stronie ?
Dalej - niezgrabne pordwnanie, ktdre akcent pana Chabert w naj-
wyzsaym stopniu rozwlekty i grenovblariski cayni jeszcze bardziej nie-
zgrabnym: zatdimy, ze wielkosSci ujemme sq diugami pewnego cziowieka;
Jjak mnozge dtug 10000 frankdw przez 500 frankdw ten czitowiek mdze
dojs¢ do fortuny 5000000 ?
widadé, ze tutaj Stendhal i jego nauczyciele dwukrotnie
natkneli sie na przeszkodeg (4). Model komercjalny, ktdéry utat-
wia zrozumienie dodawania liczb wzglednych, jest przeszkodg w
zrozumieniu mnozenia.

Ten tekst jest symptomem niezrozumienia, ktdérego historie
Sledzimy z wieku na wiek.

III. NIECO HISTORII

Zrédio reguly znakdw jest na ogdéi przypisywane Diophantesowi
(koniec trzeciego wieku po Chrystusie). Ten autor nigdy nawet
nie wspominal o liczbach ujemnych. A przeciez, na poczatku

Ksiegi I swojej "Arytmetyki" (Diophantes) robigc niewgtpliwg
aluzje do rozwiniecia iloczynu dwu rdéznic, napisai:”

To czego brakuje, pommoione przez to, czego brakuje, daje to, co jest

dodatnie; podezas gdy to, czego brakuje, pommoZone przez to, co jest

dodatnie, daje to, czego brakuje.

Nie podawal dowodu, ale dowdd byl juz w zasiegu starozyt-—
nych Grekdw. Komentatorzy lub tiumacze Diophantesa nie mieliby
zadnych trudnoéci w zredagowaniu dowodu.

Oto, na przyklad, jak on jest przedstawiony w "Arytmetyce"
Szymona Stevina, wydanej w 1625 (Stevin 1634):

Plus pomnozony przez plus daje w iloczynie plus; minus pomnozony

przez minus daje w iloczynie plus; plus pomnovZony przez minus Lub mi-

nus pomnosony przaez plus daje w iloczynie minus.

Wyjasnienie tego, co podano: Pomndzmy 8-5 przez 9-7; sitq rzeczy
mamy: =7 razy -5 daje +35 (+35, bo jak mdwi twierdzenie, - przez -
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daje + ). Potem -7 razy 8 daje -56 (-56, bo, jak zostato powiedziane
w twierdzeniu, =~ przez + daje - ). I podobnie 8~5 pomnozone
przez 9 daje w iloczynie 72-45; nastgpnie dodane 72+35 dajq 107. Nas-
tepnie dodane —56-45 dajq -101. I odjgcie 101 od 107 daje resztg 6
Jjako iloczyn tego mmozenia. Stqd przedstawienie charakteru operacgji

Jjest takie:
8 ~5
9 -7
-56 +35
72 =46
6
Wyjasnienie wiadeiwe: Trazeba udowodnid, co powyiej podano, Ze- +
pomnoZony przez + daje + , 2e - przez - daje + , Ze + przez
- lub - przez + daje - . D&wdd: Mnoina 8-5 rdwna sig 3 1 mnoi-

nik 9-7 rdwna sig 2. Ale mmoZqe 2 przez 3 otrzymujemy iloczyn 6.
Wige powyzszy iloczyn 6 jest prawdziwym iloczynem. Ale to samo zos—
tato otrzymane tam, gdzie mowilidmy, e + pomnodony przez + daje
+, — przez - daje +, + przez - lub - przez + daje -,
wige twierdzenie jest prawdziwe.

Inny dowdd gevmetrycany.

D 2 F 7

5| 10 35 5
B G
3 6 21 3
A 2 C 7 E

Niech AB 8-5 (na mocy AD8 - DB5 ). Nastgpnie AC 9-7 (na mo-
ey AE9 - EC7 ). Ich iloczyn da CB . Albo wedtug poprzedniego mnoze-
nia: ED72 — EF56 - DG45 + GF35 , co dowiedziemy, 3e jest rdwne
CB . 0d ED+GF odejmujemy EF i DG , pozostaje CB . Wniosek: Plus
pommozony przez plus daje plus. Minus pomnoZony przez minus daje



EPISTEMOLOGIA LICZB WZGL?DNYCH 71

plus. Plus pomnoZony przez minus Lub minus pomnoidny przez plus daje

minus. To byto do udowodnienia.

Mozna zauwazyé, ze pierwsze rozumowanie jest tylko weryfi-
kacja na przyktadzie liczbowym, nie majacym ogdélnego znaczenia.
Ale dowéd geometryczny moze stuzyé za podstawe dla ogdélnego
rozwiniecia wzoru

(a=b)(c-d)= ac - ad - bc + bd .

Jakkolwiek by by%o, nie widad, aby pojawialy sie u Diophantesa
izolowane liczby ujemne. Regula (-)+(-) = (+) interweniuje
tylko jako postepowanie przejéciowe przed otrzymaniem rezulta-
tu "do przyjecia", tzn. dodatniego. )

Odtad matematycy zabierajg sie do rachowania, przeszkoda
(1). zostanie definitywnie pokonana.

Jeéliby chcieli unikngé uzywania liczb ujemnych, praktyka
rachunkowa zmusi ich do wprowadzenia ich jako posrednikdéw w ra-
chunku. I diugo beda sig dziwié zauwazajac, ze rachunki wykony-
wane na "falszywych liczbach" prowadzg w ostatecznym rachunku
do poprawnych wynikdw.

Na przyklad czesto podstawiajgc liczbe dodatnig a w i-
dentyczno$ci wielomianowej P(xX)eQ(x) = R(x) , dochodzi sig do
dodatniej wartosci R(a), mimo ze P(a) i Q(a) nie sg dodat-
nie.

W ten sposéb "ukryta" praktyka rachunku liczb wzglednych
poprzedza od 1600 lat jego rozumienie. Oto lekcja, ktdérej dy-
daktyka matematyki nie powinna zapomnieé !

Ten sukces usprawiedliwia wobec niezbyt skrupulatnych ma-

tematykéw uzywanie izolowanych liczb ujemnych... Pojawiajg sie

one w VII wieku przed Chrystusem u Brahmagupty (Brahmagupta
Bhascara, 1817). Dzieta hinduskie tej epoki sa tylko zbiorem re-
cept, ktdérym towarzyszag liczbowe przyktady. Ale nie ma w nich
staran o wyjadénienia, dlaczego "zaprzeczenie mnozone przez za-

przeczenie daje potwierdzenie".

Trzeba wiedzied, ze w $redniowieczu i w okresie renesansu
"cud" niewyjagnionej skutecznosci rachowania na liczbach
wzglednych znaleZ¢é mozna takze w innych dziedzinach. Sytuacja

liczb niewspdimiernych wydaje sie bardziej zaprzataé uwage ma-
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tematykdw, ktérzy usitujg uzasadnié arytmetyke i algebre.
Najstawniejszym z nich jest Simon Stevin (1540-1620). Two-

rzy on pewng ideg liczby, wyrazong w definicji:

"Liczba jest tym, przez co wyraza sie ilo$é kazdej rzeczy".

Nie zadaje on sobie jednak trudu, aby dowies$é, ze liczby
dziesietne "obciete" (to znaczy utamkowe), niewymierne itd. in-
terweniuja skutecznie jako dobre symbole miary. Odrzuca on na-
wet teze Euklidesa, dla ktdérego jednostka nie byta liczbg; mé-
wi:

Konkludujemy wige, Ze nie ma Zadnych liczb.absurdalnych, niewymier-

nych, nieregularnych, niewytiuwmaczalnych lub ukrytych; ale ze jest w

nich taka doskonatodd i zgodnosd, Ze mamy materiat do medytacji

dzierd 1 noc nad ich godnq podziwu doskonatosciq.

Jednakze izolowanych liczb ujemnych brakuje na tej lisdcie.
Nic sie nie méwi o ich prawie do istnienia jako symbolu ilosci.
Co oznacza to milczenie ?

Z drugiej strony w calym tym dziele pisze sig duzo o licz-
bach ujemnych uzywanych jako chwyty rachunkowe. Usprawiedliwia
sie je (jak w wyzej cytowanych dowodach). Udoskonala sig ich u-
zywanie, kiedy autor pisze: "Zamiast méwié odejmijcie 3, mdw
dodajcie -3". )

Ale jego kiopoty widaé najwyraZniej, gdy jest mu potrzeb-

na interpretacja ujemnych pierwiastkdéw rdéwnania i gdy podaje

pomystowg propozycje, ktérg przedstawimy w nastgpujacy sposdb:
Pierwiastki ujemne rdéwnania sa to pierwiastki dodatnie
réwnania powstalego przez podstawienie -x w miejsce x (ina-
czej méwiac, jedli -2 Jjest pierwiastkiem rdéwnania x2+px =g
to znaczy, ze +2 jest pierwiastkiem rdéwnania xz-px =q).
Spotykamy tutaj pierwszy przejaw symptomu unikania. Cho-
dzi o wyobrazenie sobie procederu, ktdéry w praktyce rezygnuje
z uzywania liczb ujemnych. W naszych czasach zaden matematyk
nie potrzebuje takich sztucznych zabiegdéw. Jedli -2 Jjest
liczba réwnie dobrg jak +2 , nie potrzeba szukaé dla niej zad-
nej interpretacji jako rozwigzania innego problemu postawione-
go ad hoc.

Przez catly bieg historii matematycy pozwalaja sobie prak-
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tykowaé coraz to lepiej rachunek liczb wzglednych. Ale az do
korfica XVIII wieku wartos$ci ujemne nie uzyskaly statusu liczb.

Wobec ich wtargniecia nie w pore do rachunku, uczeni sta-
wiajg problem: "Jak sie ich pozbyé?"

Na przyktad Piotr de Fermat (1601-1665) przedstawil zreda-
gowane przez swego przyjaciela Jakuba de Billy (Fermat, 1891)
rady, jak postgpowaé w obecnodci "fatszywych" pierwiastkdéw pew-
nego rdéwnania diofantycznego. Proponowa! metode wydedukowania
w pewnych przypadkach rozwigzania "dopuszczalnego" (jest to in-
ny typowy przyktad symptomu unikania).

Istnieje zwyczaj zacierania waznej czesdci drdég, po Jjakich
krgzg idee, przez przypisywanie Kartezjuszowi (1596-1650) uzy-
wania ukladu wspdirzednych "kartezjariskich". W istocie nigdy
nie uzywal on osi, na ktdérej odcieta punktu zmienia sieg od -
do + o . Co najwyzej rozwazat oddzielnie dwie przeciwne pdéi-
proste, wiedzgc, 2e liczby ujemne powinny byé skierowane prze-
ciwnie niz dodatnie. Ale krzywe, ktdre badat, redukujg sie
czesto do pierwszej <¢wiartki. Na przykiad,dzi$ nie bardzo ro-
zumiemy, dlaczego krzywa o rdwnaniu x3 + y3 = 3axy hazywa
sie lidciem, Kartezjusza: ze swoja asymptota wcale nie przypo-
mina ksztaltu lidcia. W rzeczywistogci jest to badanie obcigcia
tej krzywej do pierwszej déwiartki, ktdére zostato zaproponowane
Fermatowi w roku 1633 jako wyzwanie.

Trzeba ponadto zauwazydé, ze Kartezjusz pos$wieca trzecig
czedé swojej ksiazki "Geometria" (1628) sztuce pozbywania sie
fatszywych pierwiastkéw ! Otdz ten siynny autor ogwiadcza we
wszystkich swoich dzietach, ze chce atakowadé tylko kwestie pod-
stawowe, pozostawiajgc "swoim maiym kuzynom" troske o szczegd-
ly. To znaczy, ze dla niego chwyt ze zmiang poczatku osi odcie-
tych dla otrzymania rdéwnani, ktdérych wszystkie pierwiastki sag
dodatnie, nie jest kwestig podrzedng: to jest symptom unikania,
objaw obawy przed uzyciem liczb ujemnych.

Innego rewelacyjnego $wiadectwa dostarcza "Siownik matema-
tyczny" Jakuba Ozanana, opublikowany w 1691 roku. W spisie rze-

czy wylicza sig okolo dwudziestu rodzajéw liczb (migdzy nimi
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liczby calkowite, "obciete", niewspdimierne, gituche itd.) .Trzeba
wierzyé, 2e w tej epoce nikomu sie nawet nie $nilo o liczbach
ujemnych. Tymczasem w rubryce "pierwiastek" rozrézinia sie pier-
wiastki prawdziwe, faiszywe lub urojone: "Pierwiastek fatszywy
jest zaprzeczong wartoscig litery niewiadomej rdéwnania" (!?2).

To bredzenie kontrastuje ze wzgledng jasnoscig reszty dzie-
3)
la( .

Poczgwszy od XVII wieku liczby -ujemne pojawiajg sie w spo-
s6b calkiem naturalny w pracach naukowych - sg akceptowane na
mocy pewnego rodzaju metody Coué: skuteczno$é rachunku wystar-
cza do wzmocnienia matematyka w jego wierze. Niepokdj przeja-
wia sie w pismach o charakterze pedagogicznym. Uczony nie pot-
rafi da¢ wyjasnienia, ktdre uwazatby za wystarczajgce. Ale sko-
ro nie moze uczciwie przyznaé sige do swej stabodci, naduzywa
oméwier bogatych w gramatyczne formy negatywne. Oto symptom po-
jawiajacy sie u prawie wszystkich autordéw, ktdrych cytujemy (z
wyjatkiem, bydé moze, Clairauta, ktdéry pisail zawsze autorytatyw-
niel!).

Ten symptom spotyka sie w pismach Colina McLaurina. W swo-
im "Traktacie o rézniczkach" (1742) pisze: "Uzywanie znaku u-
jemnego w algebrze spowodowalo wiele konsekwencji, ktdére prze-
de wszystkim trudno przyjaé i ktdére daja poczatek ideom nie
majacym, jak sie wydaje, zadnej realnej podstawy". Dalej po
zagmatwanych rozwazaniach, autor napotyka nagle przeszkode (3).
Podaje przepis na uzywanie stosunku miedzy liczbami ujemnymi
a dodatnimi uwazanymi za wielkodgci niepordwnywalnie rdéznorodne.
(Prawie identyczne argumenty przeczytaé mozna w tekstach
d’'Alemberta i Carnota cytowanych dalej.)

"Traktat o Algebrze", wydany w roku 1748, dwa lata po

(S)Zainteresowany czytelnik moze takze zbadadé poczatek
rozdziatu LXVI "Algebry" Jana Wallisa (1673), ktdérego stresz-
czenie przetXumaczone 2z taciny na angielski figuruje w "Zrdédio-
wej ksiedze" Smitha. Wallis méwi o liczbach ujemnych, ale pre-
zentuje wiele symptoméw niezrozumienia analogicznych do tych,

ktdére cytujemy wediug innych autordw.
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édmierci McLaurina, pozostal dzietem, na ktére powolywano sie
tak w Wielkiej Brytanii, jak i na kontynencie. Oto, jak przed-
stawia on wielkodci ujemne:

Nazywa sig wielkodeiami dodatnimi lub twierdzqeymi te, ktdre sq po-

przedzone znakiem + , a ujemnymi te, ktdre sq poprzedzone znakiem —

Aby mied jasne i doktadne pojgcie o tych dwéeh rodzajach wiel-
kodet, trzeba zauwazyd, Ze kazda wielkosc moie wejsc do rachunku al-
gebraicanego jako dodana lub jako odjeta, to znaczy, jako powigksze—
nie lub jako pomniejszenie. O0tdz przeciwienstwo, jakie istnieje mig—
dzy powigkszeniem a pomniejszeniem, tkwi w pordwnaniu wielkosei: na
prayktad migdzy wartodciq pieniedzy, ktdre ktos ma u kogos, a tymi,
ktére komus jest winien; miedzy liniq wykreslong w prawo a liniq wyk-
reslong v lewo; miedzy podniesieniem ponad horyzont a opuszczeniem
ponidej. W ten sposdb wielkosé ujemna, daleka od tego by byc dcidle
cayms mniej niz nic, nie jest mniej rzecazywista w swojej istocie niz
wielkosSc dodatnia, ale jest wzigeta w sensie przeciwnym; stqd wynika,
2e sama rozwaiana wielko$d nie mozZe byc ujemna, moze byc taka w po-
réwnaniu z wielkoSeiq dodatniq, T Ze od wielkoSet, ktdrq nazywamy
dodatniq, jesSli nie ma dla niej przeciwnej, nie powinnismy odejmowac
wigkszej; na przyktad bytoby absurdem cheied odjqd wigkszq ilosc ma-—
terii od mniejszej.

Czytelnik zauwazy, ze przeszkoda w przejdéciu do dynamiki
sygnalizowana przez Piageta, zostata doskonale przekroczona !
Ale zrozumienie jest dalekie od osiggniecia celu z powodu
przeszkdéd (3) i (4), ktérych najwyraZniej nie przekroczong.

Tymczasem autor przyznaje implicite, 2Zze to, co jest absur-
dalne dla zera absolutnego (dwie ostatnie linijki), jest dosko-
nale uprawnione dla zera, jako poczatku ukiadu wspdirzednych.
Dalej wypowiada regule znakdéw, ktdrag komentuje tymi stowami:

Mozna by wydedukowad regute znakdw, ktdrq sig zazwyczaj wypowiada w

taki sposdb, Ze znaki podobne mnoinika © mnoinej dajq w iloczynie

+ , a rdine znaki dajq - . Uniknglismy w ten sposdb przedstawienia

tej reguty, aby oszczedzid poczqtkujgeym szokujgecego wyrazenia, Ze -

przez - daje + , co jest koniecznq konsekwencjq reguty; moina,

Jjak my to robimy, jej nie lubid, ale nie moina jej praeczyc lub usu-

ngc; Caytelnik, nowet nie zauwaiajqe tego, dostrzegi sens tego w

poprzednich przyktadach; zaznajomiony z problemem, cazyi mdgiby jesz-
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cze wystraszyc sig stdw ? JesSli pozostajq mu jeszcze jakies skruputy,

ntech poswigei troche uwagi nastepujgeemu dowodowti, ktdry atakuje

trudnosc wprost: Mamy +a-a = 0 , wige przez jakgkolwiek wielkosd po-

mnogy stg a-a , itloczyn powinien byd rdwny 0; jesli mmoig przez n ,

to otrzymam jako pierwszy skiadnik +na , a jako drugi -na , ponte-

waz te dwa sktadniki muszq sig znosid. Wige rdine znaki dajq - w

iloczynie. JeSli pomnozg +a—-a przez -n , to na podstawie poprzed-

niego praypadku bede miat -na jako pierwszy sktadnik; wiee +na

Jako drugi, bo oba sktadniki muszq sig znosid; wige - pomnoiony

przez - daje + w iloczynie.

Ten tekst unaocznia godny uwagi postep. Dowéd reguily zna-
kéw jest przeprowadzony formalnie. Zwigzek z rozdzielnoécig
wzgledem dodawania uwypuklono implicite. '

Mozna by zapytaé, w jakich granicach McLaurin stosuje for-
malistyczny punkt widzenia. Ustep, ktdéry wilagnie zacytowalié-
my, pozwala przewidzieé juz wyprzedzenie przez autora wszys-—
tkich matematykdéw az do korca XIX wieku.

Ale poczatek jego traktatu o rdzniczkach (1742) jest duzo
bardziej wyraZny:

Matematyka bada stosunkt miedzy jednymi wielkosciami a drugimi i

wszystkie ich wlasnosei, ktdre mogg byc poddane pewnej regule lub po-

miarowt.

I kilka linijek dalej:

W tych naukach bada sig raczej zwiqzki pomigdzy rzeczami nii ich isto-

te wewngtrang; dlatego, Ze moiemy mied jasny poglgd na to, co jest

podstawowe dla pewnego stosunku, nie majge dokfadnego ani kompletnego
poglgdu na atrybuty samej raeczy. Nasze idee o stosunkach sq cagsto
bardziej jaéne i bardaziej wyraine od idei samych rzecszy, ktdre wcho-
dzq w te stosunki; i to jest to, co powinnismy gtownie przypisywad ma-
tematyce jako jej cechg saczegdlng. Nie jest konieczne, aby prazedmio-
ty naszych teoriti byty opisane aktualnie lub Zeby istnialy poza nami;

Jest jednak istotne, aby ich stosunki byty jasno arozumiane, wydeduko-

wane w sposdb oczywisty i by byto korzysine ich stosowanie, szczegdl-

nie w rozwaianiu tych, ktdre odpowiadajq obiektom zewngtranym i ktdre
mogq rozszerzyc naszq aznajomosd fizyki.

Czyz nie ma sie wrazenia, 2ze sig czyta Hilberta lub Bour-

bakiego ? Zauwazmy W szczegdlnosdci ustep, gdzie przyjmuje sie
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obiekty matematyczne opisane w terminach struktury, nie wyma-
gajac, "aby istnialy poza nami".

Istnienie fizyczne rozwazane jest tylko jako "korzystne"
potwierdzenie, ktére nie jest istotne(6).

Ale ustep cytowany wyzej pokazuje takze, ze te spektaku-
larne postepy nie wystarczyiy McLaurinowi dla uzyskania peine-
go zrozumienia. Poniewaz potyka sie na przeszkodach (3) i (4),
nie jest zdolny przedstawié teorii liczb wzglednych z caig up-
ragniong swobodg. Czytelnicy nie podejrzewali, ze McLaurin
prawie zrozumiai liczby wzgledne. Jego historyczny sukces zos-
tat czasowo zagubiony dla potomnych.

Dopdki wszystkie aspekty zagadnienia nie zostang rdéwno-
czednie opanowane, zawsze nalezy sie obawiaé nawrotu do niezro-

zumienia.

Leonard Euler (1707-1783) byt z pewnoscig wirtuozem ra-
chunku. W swoich naukowych artykutach posiugiwal sie liczbami
wzglednymi i1 zespolonymi z pomysiowos$cig i rozmachem, nie pod-
noszac sprawy siusznosci swoich konstrukcji. Ale w pewnym dzie-
le przeznaczonym dla poczatkujacych ( Euler, 1770) podijagit sie
zadania pedagogicznego i zostat zmuszony do dostarczenia wyjasg-

nier. Prébowal mianowicie usprawiedliwié regule znakdéw. Podzie-

limy jego argumentacje na trzy czesci:

1. Mnozenie dlugu przez liczbe dodatnia nie sprawia wiel-
kiej trudnosci: trzy diugi po a talardw dajg jeden diug 3a
talardw. Wiec b « (-a) = -ab .

Zauwazmy, 2ze na tym przyktadzie mnozenie jest dzialaniem
zewnetrznym, rozumowanie jest wigc bezwartodgciowe, jezeli
mnoznik nie jest liczba naturalng.

2. Z prawa przemiennos$ci Euler wydedukowal, ze (-a) « b =
-ab . Rozumowanie bezwartosciowe dla dziatania zewnetrznego,

ktére znaczy (-3)-krotny zysk a talardw.

(6)

W angielskim wydaniu "Traktatu o rézniczkach" (1742)
temu wyznaniu wiary towarzyszy odsylacz do "Eseju o ludzkim
rozsadku" (ksiega 2, rozdz.25). Czyz nalezy stad wnioskowad,
2e Jan Locke jest ojcem Bourbakiego ?
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3. Pozostaje ustalié, co to jest iloczyn (-a) razy (-b).
Jest jasne, méwi Euler, 2e wartoécig bezwzgledng bedzie ab .
Chodzi wiec o zdecydowanie +ab czy -ab . Ale skoro (-a)*b
byto juz réwne =-ab , pozostaje tylko jedna mozliwoéé:
(-a). (-b) = +ab n

Ten piruet nie przekracza zupeinie poziomu wulgaryzacji.
Ale jedli Euler nie podaje lepszego uzasadnienia reguly znakéw,
to bez watpienia nie znat lepszego. W tym samym rozdziale od-
krywamy jeszcze jedng przeszkode, ktdérej Euler (jak i wielu in-
nych autordéw) nie pokonat, a ktdéra odnosi sie do niezrozumie-
nia unifikacji prostej liczbowej. Euler os$wiadcza, ze liczba
ujemna jest reprezentowana przez litere poprzedzong znakiem -.

W dziesiejszych czasach, natomiast, symbol =-x oznacza
liczbg przeciwng do x (z dowolnym znakiem). Umowa wypowie-
dziana explicite przez Eulera jest zresztg sprzeczna z jego co-
dzienng praktyka. Siynny analityk nie waha sie nigdy podsta-
wiaé warto$é ujemng lub urojong za zmienng wystepujaca w wie-
lomianie lub szeregu.

Chaos w jezyku, ktdry stad wynika, jest szczegdlnie wyraZ-
ny w ponizszym tek$cie Gabriela Cramera, wspdiczesnego Eulero-
wi. Zauwazymy, 2e w drugim ustepie tego tekstu litera x zmie-
nia znaczenie kilkakrotnie, podczas gdy parametr a Jjest im-
plicite dodatni.

W ten sposob w krzywej, Ktdrq przedstawia rdwnanie: xe.x + 6ax +

+ Sasa - 6ay =0, lub y = %% + X+ g a (§ 11), gjak z rdwnania wi-

dad, w poczqtku uktadu, gdzie x jest zerem, y ma wartosc % a .

Aa = g a Jjest wige wielkoseiq pierwszej rzednej. Zakiadajge nastep—

nie, Ze x Jjest dodatnie, widzimy, Ze w miareg, jak x rosdnie,

sktadniki %g 1 x takZe rosnq bez zmniejszania statego sktadnika
% a . To dowodsi, ze kiedy odeigta x rosnie, rzedna y (= g% +x 4

+ % a) , ktdra jest dodatnia, takie rosnie. Wige po dodatniej stronie
odeigtych krzywa ma tylko jednq gatqZ ad , ktdra cata ledy w pierw—
szej cwiartece uktadu i ktdra oddzielajge koniec a od pierwszej
rzednej Ad , oddala sig do nieskoriczonodei od osi odeietych i od
081 rzednych.

AZeby poznad praebieg tej linii od strony ujemmych odeietych,



EPISTEMOLOGIA LICZB WZGLEDNYCH 79

XX
= +
6a

Jjest

przyjmiemy, 2e x jest ujemne, co przeksztatca rdwnanie Yy
+ x4+ % a w rdéwnanie y = %g -z 4+ % a . Widac tu, ze gdy

x
.. XX . .. .. . 1
mniejsze od 6a , 75 Jest mmiejsze nii x tak, Ze stata 7

. ., . , . xx .. ..
jest mniej powigkszona przez wyraz dodatni %a & zmiejszona

praez wyraz ujemny —x (Cramer, 1750).

a

Niejasnosci sg tutaj tylko jezykowe; rozumie sieg doskona-
le, co autor chcial powiedziedé. Zagmatwany wyktad nie jest
wiec niczym innym, jak symptomem giebszego niezrozumienia:
unikanie rozumowania dotyczacego liczb ujemnych, istotnie rdéz-
nych od dodatnich.

Zwréémy uwage na ustep, gdzie zmiana zmiennej x-> —-Xx

pozwala Cramerowi w ostatnim fragmencie, posiugiwadé sie w ro-

zumowaniu nierdéwnogciami. Trzeba wiedzieé, ze znaki < i >

zostaly wprowadzone w roku 1631 w angielskich ksigzkach Toma-
sza Harriota (Cajori, 1928), a analiza nieskoriczenie matych do-
prowadzila do stosowania majoryzacji. Ale az do korica XIX wieku

rozwigzywania nierdwnogci nie nalezy do repertuaru nauczania

dla poczgtkujgcych. Najstarszym dzietem, jakie znalazlem, za-
wierajgcym specjalny rozdzial podwigcony nierdwnosciom, jest
traktat o algebrze Jdézefa Bertranda (1870). Wypowiada sie tam
i dowodzi reguly odwracania nierdéwnosdci przez mnozenie obu
stron przez czynnik ujemny. (por. takze Bourdon, 1834).

Oczywiscie, w epoce Eulera umiano juz dobrze posiugiwaé
sie majoryzacja. Ale uciekano sie za kazdym razem do sztuczek,
podobnych do tych, jakich uzywat Cramer, aby uniknaé pordwny-
wania liczb wzglednych.

Pisma Aleksego Clairauta (1713-1765) nie faworyzujag badas
epistemologicznych. Autor ten przyjmuje strategie pedagogicznag,
ktdéra polega na rozwijaniu tego, co jest doskonale jasne, i
systematycznym przemilczaniu wszystkich pytand, ktdére meczg je-
go wspbiczesnych; w braku dokumentdw nie zaryzykujemy wiec
aluziji do progdéw, ktérych Clairaut nie przekroczyi i

Oto ustegp z jego "Elementdéw Algebry" (1749), gdzie wypo-
wiada sie co do pewnego punktu, ktdéry zrozumial zupeinie dok-
Yadnie.

Mozna zapytad, cazy moina dodacd liczbg ujemnq do dodatniej lub raczej,
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czy mozna powtedzied, Ze sig dodaje liczbg ujemng. Na co odpowiadam,
Z2e to wyrazente jest Sciste, gdy nie myli sig dodawania z powigksza-—
niem. Kiedy dwie osoby, na przykiad, iqczq swoje fortuny, jakiekol-
wiek by one byty, powiem, Ze wtedy one dodajq swoje majqtki. Kiedy
Jedna ma diugi i realny majqtek, jesli jej diugi przewyiszajq war—
tosc majqtku, ona ma tylko wartosc ujemnq, i poigczenie jej fortuny
z tq drugq pomniejsza fortung tej ostatniej w ten sposdb, Ze suma
okazuje sig albo mniejsza, albo catkowicie ujemna.

Gdzie indziej Clairaut zahacza o kwestie znaczenia ujem-

nych rozwigzar problemu; & propos "problemu kurkéw" konkluduje,

ze trzeba rozwazaé Zrédio jako "ujmowanie wody ze zbiornika",
zamiast dostarczania tam wody.

Otdéz w tamtej epoce i péZniej pojawiajg sie pierwiastki u-
jemne nie jako rozwigzanie problemu, ale jako sygnal Zle pos-
tawionego pytania. Na przykiad w podreczniku "Algebry" de Bour-
dou (1834) czytamy:

1. Kazda wartosc ujemna wyznaczona dla niewiadomej problemu pierw—

szego rzedu wskazuje bigd w sensie warunkdw tego problemu lub pray-

najmniej w rdwnaniu, ktdre jest jego tiumaczeniem algebraicznym.

2. Ta wartodcd, abstrahujgc od jej znaku, moie byd wwazana za odpo-

wiedZ na pytanie, Ktdrego sformutowanie rdini sig od sformutowania

postawionego pytanta tylko tym, Ze pewne wielkosci, ktdre byty doda-
wane, stajq sig odejmowane i1 na odwrdt.

W ten sposéb otrzymanie pierwiastka ujemnegd jest uwazane
za btad tatwy do naprawienia, podczas gdy w naszych czasach
jest rozwigzaniem catkowicie dopuszczalnym.

Sygnalizujemy, Ze Euler w cytowanym juz dziele proponuje
wiele ¢wiczen dotyczacych tego zagadnienia. 0tdz stara sie on
o to, by wszystkie przyktady rdéwnania pierwszego stopnia miaty
tylko dodatnie pierwiastki. Uwalnia go to od poruszania proble-
mu. Natomiast wtrgcii do swojego tekstu kilka réwnan kwadrato-
wych majgcych ujemne pierwiastki. W takim przypadku Euler nie
daje zadnego komentarza, nie przewidujgc, ze czytelnik, po na-
potkaniu takiej trudnodci po raz pierwszy, mdgiby byé w kiopo-

cie.

Reasumujgc, spotkalismy teksty wielkich uczonych, w kté-
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rych pojawialy sig mniej lub bardziej samorzutnie oznaki nie-
zrozumienia tematu tak banalnego, jak liczby wzgledne. Ale na-
sze zdumienie jeszcze wzroénie wobec syntez d’Alemberta i Car-
nota, ktdérzy nie wahajag sie ujawnié catkiem bez osXonek swoje-
go niezrozumienia.

Tekstem demonstrujgcym najlepiej zamieszanie panujgce pod
koniec XVIII wieku jest na pewno artykul "Ujemne", ktdry
d’Alembert (1717-1783) napisatl dla "Encyklopedii" Diderota.

Oto jego fragment:

WielkoSei ujemne sq przeciwierstwem dodatnich. Tam, gdzie sig dodat-

nta korezy, tam sig ujemma zaczyna. Patrz pod "Dodatnia''.

Trzeba przyznad, Ze nie jest tatwo okreslicd pojecie wielkodei
ujemmych 1 Ze kilku zrecanych ludzi miato swdj udziat w jego zagmat-
waniu przez mato doktadne pojecia, ktdre przedstawiali. Mowid, ze
wielkosc ujemna jest poniZej niczego, to znaczy twierdzid cos, czego
nie mozna pojqgc. Ci, ktdrzy utraymujq, Ze 1 nie jest pordwnywalne
z -1 1 Ze stosunek migdzy 1 a -1 Jest rdiny od stosunku miedzy
-1 a 1, popetniajq podwdjny bited: 10 dlatego, ze dztieli sig zaw-
sze w operacjach algebraicanych 1 przez -1 ; 2° rownosc ilocayndw
-1 przez -1 1 +1 przez +1 kaie zawwazycd, e 1 Jest dla -1
tym, caym =1 dla 1.

Kiedy rozwaza ste doktadnosc i prostotg operacji algebraicznych
.na wielkosetach ujemnych, ma sig tendencjg do wierzenia, Ze precyzygj-
na tdea, ktdrq trzeba wiqzad z wielkodeiami ujemnymi, powinna byc
ideq prostq i absolutnie nie powinno sig jej dedukowad z wieloznacz—
nej metafizyki. Aby starad sig odkryc prawdsziwe pojgctie, musi sig
najpterw zauwazyd, ze wielkoSci, ktdre nazywa sig ujemnymi i ktdre
fatszywie wwaza sig za leiqce ponidej zera, sq bardzo czgstod repre—
zentowane przez wielkoseil rzeczywiste, jak w gevmetrii, gdzie linie
ujemne rdiniq sige od dodatnich tylko ich potozeniem wzgledem pewnej
linit o wspdlnym z nimi punkeie. Patrz pod "Krzywa'. Jest wige dosyc
naturalne wnioskowad stqd, 2e wielkoSei ujemne, ktdre spotyka sig w
rachunku, sq w istocie wielkoSciami rzeczywistymi, ale wielkosSciami
rzeczywistymi, ktdrym trzeba praypisad inne znaczenie nii sig przy-
puszézalo. Wyobrazmy sobie, .na przyktad, Ze szukamy wartoseil liczby
x , ktdra dodana de 100 daje 50 ; z regut algebry mamy x + 100 =

=50 7 x = =50 ; stqd widad, 3Ze wielko$d x gJest rdwna 50 1 ze
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zamtast dodad do 100 , trzeba jq odjgd. W ten sposdb moZna sformuto-
wad problem nastgpujqco: znaleid wielkos$é x , ktdra odjgta od 100
daje 50 ; formutujge w ten sposdb problem, begdziemy mieli 100 - x =
=50 oraz x = 50 <t formy ujemnej x Juz nie musimy usywad. Zatem
wielkosel ujemme oznaczajq w rzeczywistoset w rachunku wielkodei do-
datnie, ktdre ujeto w fatszywej pozycji. Znak - , ktdry znajduje

stg przed wielkuvSeiq, powinien byd poprawiony dla skorygowania btedu
popetnionego w zatozeniach, jak to pokazuje jasno podany wyiej prayk-
tad. Patrz "Roéwnantie"

Zawvazeie, Ze mowimy tutaj tylko.o izolowanych wielkodciach u-—
Jjemnyeh, jak -a lub a-b , gdzie b jest wigksze niZ a ; albo-
wiem gdy a-b Jest dodatnte, tazn. b jest mniejsze od a , znak
nte sprawia 2adnej trudnosci.

Nie ma wige w rzeczywistosci absolutnie tzolowanych wielkodei
ujemnych: -3 waigte abstrakcyjnie nie przedstawia dla wmystu zad-
nej idei; ale jeSli mdwie, ze jeden cztowiek dat drugiemu -3 tala-
ry, to cheg powiedzied w zrozumiatym jezyku, Ze mu odebrat 3 tala-—
ry.

Oto dlaczego tloczyn -a przez -b daje +ab : albowiem a <
b sq poprzedzone przez znak -~ 2z zatoienia, to znaczy, ie te wiel-
kogei a , b sq amieszane 1 kombinowane z innymi, z Ktérymi sig je
pordwnuje; poniewai jesli bytyby rozwazane jako same i izolowane,
znaki - , ktdre je poprzedzajg, nie przedstawiatyby niczego jasnego
dla umystu. Zatem te wielkosei -a < =-b sq poprzedzone przez znak
- tylko dlatego, ie istnieje jakis milczqey btqd w zalozeniu proble-
me lub w datataniu. Jesli problem bytby dobrze sformutowany, wielkod—
et -a , -b musiatyby miec ovbie znak + , a wige ich iloczyn bytby
+ab ; albowiem mnoienie -a przez =-b oznacza, Ze sig odejmuje b
razy ujemne -a ; otdi z idei wielkoSci ujemnych, jakq podalidmy wy-
2ej, wynika, Ze dodad wielkosc ujemng - to to samo, co odjqé dodat-
niq, wige z tej samej racji odjqc ujemnqg to to samo, co dodad dodat-
niq; zatem prositym i naturalnym sformutowaniem problemu powinno byc
nie mnoienie =-a przez -b , ale +a przez +b , co daje iloczyn
+ab . Nie jest mozliwe w dziele tego rodzaju, jak to, rozwijanie da—
lej tej ideti, ale jest ona tak prosta, Ze wgtpig, aby moina jq byto
zastqpic jakq€ jasniejszq i Seidlejszq. Moge zapewnid — w co wierze -

de jesli sig jq zastosuje do wszystkich problemdw, ktdre mozna roz—
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wiqgzad 1 ktdre obejmujq wielkosei ujemne, nigdy nie znajdzie sig big-

du. Jakkolwiek by byto, reguty operacji algebraicznych na wielkos-

ectach ujemmych sq przyjete przez wszystkich 1 na ogdit uznane za Scis—
te, niezaleinie zresztq od znaczenia, przaywiqgaywanego do wspdirzed-
nych ujemnych krzywej i ich potoienia wzgledem wspdirzednych dodat~
nich.

Mozna by zapytaé¢, czy w artykutach popularyzujacych trze—
ba szukaé podstaw mys$lenia matematykéw. Uwazna lektura powyz-
szego tekstu ujawnia, ze d’Alembert nie musialby z pewnoscig
mnozy¢é swoich wyznan niezrozumienia, jeéliby dysponowal bardzo
prostymi wyjasnieniami, ktdére sg dzisiaj dostepne.

I dalej, co jest tutaj wazne, to nie tyle poziom zrozumie-
nia pojedyriczego matematyka, ile wpiyw, jaki relacja zredagowa-
na przez d’Alemberta miata na jego czytelnikéw. Otéz okaze sie,
ze artykul "Ujemne" bedzie Zrdéditem informacji przez stulecie.
Kazdy go bedzie cytowal nie szczedzgc pochwal dla jasnodci po-
danych w nim wyjagniend !!!

Oto jeszcze dwa fragmenty artykutu "Wielkodci", ktdry ten
sam autor zredagowat dla "Encyklopedii":

Wielkosciami ujemmymi sq te, ktdre wwaza sig za mniejsze niz nic %

8q poprzedzone znakiem - .

Wedtug niektdrych autordw wielkosei ujemme sq brakami dodatnich.

Wédlug tych samych autordw, poniewaz.jeden brak muie przewyi-
szacd inny (albowiem, np. brak siedmiu jest wigkszy niZ brak trzech),
wielkodd ujemna wzigta pewnq ilosc razy moie bycd wigksza niz inna.

Stqd wynika, ze wielkosei ujemne sq migdzy sobq jednorodne.

Ale dodajq oni, chuciaz brak wielkosci dodatniej moze bycd do—
wolnie wielkl, nie moie nigdy przewyiszac wielkdset dodatngej, ponie—
waz brak staje sig coraz wigkszy; wielkdseil ujemne sq niejednorodne
w stosunku do dodatnich, stqd wnioskujq oni, ge poniewaz wielkosdei
ujemme sq niejednorodne w stosunku do dodatnich, a jednorodne w sto-
sunku do ujemnych, to nie ma Zadnego stosunku migdzy ujemnymi a do-
datnimi, ale moze on bycd migday dwiema ujemmymi. Na przyktad -3a:
-5a = 3:5 . Stosunek jest tutaj taki sam, jak gdyby te wielkosei by-
2y dodatnte. Jednak wydaje sig, Ze stosunek miedzy 1 a -1 < -1
a 1 Jjest catkiem inny. Jest jednak prawdq z drugiej stromy, Zze

1:-1 = -1:1 , poniewaz ilocayn wyrazdw skrajnych jest rdwny iloczy-
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nowl wyrazdw wewngtrznych. Tak wige pojgeie wielkoseil ujemneg, ktdre

et autorzy dajq, nie jest catkiem Sciste.

Najpilniejszym czytelnikiem d’Alemberta by® Lazare Carnot
(1753-1823) . "Organizator Zwyciestwa"” byl w swoich czasach uwa-
zany za najwiekszego matematyka francuskiego po Lagrange’u,
Laplasie, Legendrze i Monge’u. Jego geometria polozenia cieszy-
*a sie diugo ogromnym prestizem, niezbyt dzisiaj zrozumialym.
Poszczegdlne dzialy tego dzieta sa dosyé stabe. Twierdzenia
Carnota sa wtadciwie tylko zadaniami rozwigzanymi za pomocg
przestarzatych metod. Zasituga tej ksiagzki polega na cigglym

podkreglaniu wymagali jasnog$ci. Autor ustawicznie ma klopoty ze

sprzecznodciami otrzymanych idei i z miejsca wykrzykuje: "Nie
rozumiem ! Nie rozumiem !." Oto prébki z jego dziela:
Aby rzeczywiscie otrzymad izolowanq wielkosd ujemnq, trzebaby odjqc
efektywng wielkos¢ od zera, odjqc cos od niczego: operacja niemoili—
wa. Jak wige pojqc izolowang wielkosc ujemnqg ?
I dodaje:
Pojecia, ktdre dotqd podawano jako izolowane wielkoscti ujemne, redu-
kujg sige do dwdeh: te, o ktdrych witasnie mdowilismy, mianowicie wiel-
kosci mniejsze niz zero, i te, o ktdrych sig mdwi, Ze wielkoSci ujem—
ne sq tej samej natury co dodatnie, ale wzigte w przeciwnym znacze-—
niu; d’Alembert zniszczyt oba te pojegcia. Przede wszystkim odrzucii
pilerwsze w sposdb, kidry wydaje mi sig beznadziejny.

Rozwazmy, mdowi on, proporcje 1:-1 = -1:1 ; jesli pojegcie, o
ktore chodzi, bytoby Sciste, tan. jesli -1 bytoby mniejsze od zera,
to tym bardziej bytoby mniejsze od 1 , a wige drugi wyraz tej pro-
poreji bytby mniejszy niz trzeci, tzn., Ze 1 bytodby mniejsze nii
-1 ; wige -1 bytoby zarazem mniejsze i wigksze od 1 , a to jest
sprzeczne.

Co do drugiego z pojec podanych powyiej, d’Alembert atakuje je
z takim samym powodzeniem w swojej rosprawie o wielkosciach ujemnych,
0 ktdrej mdwitem powyiej; a tymczasem nie majge nic lepszego, wydaje
sig prayjmowad to pojecie za podstawg © chece tylko pokazad, Ze podle-
ga ono rdéinym wyjqtkom. Jest, mowi on, tym bardziej konteczne udowod-
nic to stanowisko (wielkosei ujemne w znaczeniu przeciwnych do dodat-

nich), Ze nie zawsze ma ono miejsce.
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Oto jeszcze bardziej zadziwiajgqcy fragment tego samego

dzieta:

Mndstwo paradoksdw lub raczej oczywistych absurddw wynikatoby z tego
samego pojecia. Na przykiad -3 bytoby mniejsze nié 2 ; tymczasem
(—3)2 bytoby wigksze niz 22 » tazn., 2e sposrdd dwu nierdvnych wiel-
kosdei kwadrat wiegkszej byitby mniejszy niz kwadrat mniejszej, co razt
kazdg jasng mysl, jakq mozna sformutowacd o wielkoSciach.

Przejdimy do drugiego pojecia, ktdre polega na stwierdzeniu, Ze
wielkosci ujemne rdiniq sig od dodatnich tylko tym, Ze sq wzigte w
znaczeniu przeciwnym. Jest to pomystowa idea, ale nie jest stuszniej—
sza od poprzedniej. Istotnie, jesli dwie wielkodei, jedna dodatnia,
druga ujemna, byityby rdwnie rzeczywiste i rdiniiyby sig tylko poto—
Zentiem, dlaczego pierwiastek z jednej miatby byc wielkoseiq urojong,
podczas gdy pierwiastek drugiej bytby rzecaywisty ? Dlaczego V-a
nie bytby rdunie razeczywisty jak \fa ? Cay mozna wyobrazid sobie
wielkoBd rzeczywistq, z ktdrej nie moina wyciqgnqd kwadratowego pier-
wiastka? I skqd bratby sig praywilej pierwézego ezynnika -a dawa-
nia swojego znaku iloczynowi -—a.a ?

Przypominamy, ze autor, Lazare Carnot, jest czlonkiem Aka-

demii Nauk! To nie jaki$ smarkacz, ktéry nie zdat matury! Zmu-

sza nas to do stwierdzenia, ze spoteczno$é naukowa nie uznawa-

ta badania zmiennogci funkcji x——-)x2 za problem tylko rutyny.

Krétko méwigc, Carnot mial znaczny udziat w rozwoju poje-

cia liczb wzglednych, nie przez to, ze znajdowal wartosciowsze

odpowiedzi na zadawane pytania, ale peiniac role prowokatora.

Pod wpiywem tych dokuczliwych pytan, M8bius i Chasles wkrdtce

wypracujg zorientowana geometrie; w szczegdlnosci uzyja ca-

tej osi dla reprezentowania prostej‘-R w catodéci, bez ucieka-

nia sig, jak u Kartezjusza lub Cramera, do rozumowania prowa-

dzonego oddzielnie dla kazdej z przeciwnych pdéiprostych.

Oto przyktad zadania, diugo komentowanego przez Carnota

(1803) , ktéry byt ustawicznie cytowany, az do spopularyzowania

metody Chaslesa. 2 punktu K na zewnatrz kota wyprowadzié

sieczng KMM’ taka, ze odleglo$é MM’ mialaby z gdéry zadana

diugos$é c .

W swojej ksigzce Carnot uzywa slowa odcieta, ale rozumie

ja jako odlegiogé od poczatku uktadu. Prowadzac pomocniczg



86 ‘ GEORGE GLAESER

sieczna KAB i oznaczajgc przez Xx, a, b odlegiodci KM , KA
i XB , otrzymuje rdéwnanie

XeXx + ¢cx - ab = 0

W tym kontekscie nie dochodzi on do interpretowania ujem-
nych pierwiastkdéw tego rdéwnania. Te trudnosé pokonuje sie lat-
wo w naszych czasach pod warunkiem skrupulatnego stosowania
sige do regul geometrii zorientowanej, ktdéra nie byia jeszcze
wtedy ugruntowana.

Rozumie sie, ze formula Chaslesa(7), dzié uwazana za tru-

izm, mogla stanowié powazny postep. Aby mozna jg byio sformuto-
waé¢ i umozliwié jej funkcjonowanie, trzeba byio dokonaé kom-
pletnego odwrdcenia punktu widzenia. Najpierw koniecznie trze-
ba byto pokonaé przeszkode (3), co musialo prowadzié do wyzna-
czania punktu na prostej nie przez jego odlegio$é od poczgtku
uktadu, ale przez jego odcieta (w obecnym znaczeniu tego termi-
nu) .

(7)

Historia pojawienia sie geometrii zorientowanej sama
zastuguje na studium epistemologiczne. Sugeruje ponowne uwaz-
ne odczytanie Monge’a, Carnota, Ponceleta, Chaslesa, M8biusa
itd. W szczegdlnosci,w "Zastosowaniach analizy i geometrii®
(1862-1864) Jana Wiktora Ponceleta znajduje sie caly zeszyt
podwigcony "prawu znakdéw poiozenia w geometrii", gdzie mozna
znaleZé niejeden smakowity cytat dotyczacy omawianego tutaj
tematu.
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IV. PIERWSZE PRZESZKCDY EPISTEMOLOGICZNE

Czas juz na zatrzymanie sie w celu dokonania pierwszego podsu-

mowania. Na kolicu omawianego etapu unifikacja prostej liczbo-

wej jest juz na ukoriczeniu.

Idea zunifikowanego systemu liczbowego, ktdérego elementy
réznig sie tylko ilosciowo, narzuca sie powoli. U wielu auto-
réw znajdujemy trwata wizje $wiata arystotelesowskiego opisywa-
nego w terminach antynomii (ciep%o i zimno, wilgotnoéé¢ i su-
choé$é, dobro i z%o, dusza i cialo). Liczby dodatnie i ujemne
okazuja sie réwnie réznorodne, jak dla nas sionosé i stodkosé.
Z pewnodéciag mogq sie one czasami czesgciowo neutralizowadé, ale
ich natura jest jakosciowo rézna. Wielki kontrast, stale pot-

wierdzany, polegat na tym, ze liczba dodatnia bya rzeczywista,

podczas gdy wielkosci ujemne byty tylko fikcjami.

Aby wladciwie ocenié te sytuacje trzeba pamietaé, ze az
do XVIII wieku przyzwoity czitowiek mazo miat okaziji na to, by
liczby wzgledne interweniowaly w jego zyciu codziennym.

Z pewno$cig kupcy prowadzili rachunki. Ale praktyka pod-
wéjnej buchalterii powodowala przeciwstawianie sobie radykal-
nie kredytu i debetu (aby polgczyé je ze sobg dopiero u doiu
strony rejestru). Faworyzowano w ten sposéb model dwu pSipros-
tych przeciwstawnych, funkcjonujgcych oddzielnie, z wyjgtkiem
samego momentu bilansu.

Nie dysponowano jeszcze skala temperatur. Pierwsi kons-
truktorzy termoskopdw cechowali swoje instrumenty w odniesie-
niu do temperatury topnienia masia !

Dopiero-w roku 1730, Réaumur buduje pierwsze termometry na-
ukowe i proponuje pierwszg skale temperatur. W kazdym razie
trzeba bedzie czekadé caty wiek, aby éublicznoéé przyzwyczaila

sie do wyrazenia temperatura ponizej zera. Jako fakt znamienny

zauwazmy u Fahrenheita (1713) symptom charakteryzujgcy unika-

nie; jego dziwaczna skale termiczng tlumaczy sie pragnieniem

uniknigcia liczb ujemnych dla oznaczania zwyklych temperatur.
Pozostaly jeszcze do dzig $lady takiego dualnego sposobu

myélenia tej epoki. Jeszcze dzi$ przemysi chiodniczy uzywa ja-

ko jednostki praktycznej frigovia dla oznaczenia ujemnej kilo-
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kalorii.

W przypadku prostej liczbowej zauwazamy, ze zero nie by?o
jedyna barierg trudng do przekroczenia. Na przyklad u Euklide-
sa liczby stuzyly do przeliczania wielogci. W konsekwencji je-
dynka nie byta liczbg ! Byla tak samo zaprzeczeniem liczby,
jak w gramatyce liczba pojedyncza jest zaprzeczeniem liczby
mnogiej(a). Echa tego archaicznego punktu widzenia spotykamy
jeszcze w debatach matematykdéw XVII wieku.

Ta sama trudnoé¢ pojawia sie wcigz jeszcze w naszym
wspbXczesnym nauczaniu. Kiedy wyjadnia sie, ze x" jest ilo-
czynem n czynnikéw, z ktdérych kazdy jest réwny x , uczniowi
zdarza sie nie rozumieé, co znaczy xl . Co to jest iloczyn o
jednym czynniku ? Co znaczy x0 ?

Dalej byly trudnosdci z przyjeciem, ze liczby zawarte po-
miedzy 0 a 1 sg tej samej natury co liczby przekraczajgce
jednoéé. To ta sama trudnosé, o ktdrej méwig $wiadectwa licz-
nych nauczycieli, u ucznidéw, ktérzy odmawiaja obliczania
predkodci $limaka. "Slimak ! On nie ma predkosci ! Nie idzie
predko !" Begdziemy sig mniej udmiechad z powodu tej naiwnosci,
kiedy odnajdziemy jaq w formie umy$lnego przemilczenia w pis-
mach ojca Marina Mersenne’a (1639). W swoich komentarzach fran-
cuskich do dzieta Galileusza dowodzi potrzeby ukucia neologiz-
mu spdZnianie dla przetlumaczenia predkosci, ktdéra maleje.

Wyrazenie "predko$é zerowa", tak jak zerowe bogactwo, wy-
daje sie stanowidé sprzecznoéé samg w sobie.

Przejscie do liczb ujemnych stanowi trudnos$é jeszcze

groZniejszga. Faktycznie natrafiamy tam na dwa znaczenia zera,

ktdére mieszajq sie ze soba w rozprawach réznych autordw, nie
uswiadamiajgcych sobie rdéznic, ktére sie tu nasuwajg.

Z jednej strony mamy zero absolutne, nico$é, ponizej kté-

rej niczego Jjuz nie mozna sobie wyobrazié. Wydaje sie, ze nie
mozna by¢ biedniejszym niz absolutny biedak, kompletnie ogoio-

cony, ktéry nic nie posiada. Wobec tego pojecia liczby absolut-

(8) Czyz nie istnieje przekonywujgca argumentacja pozwala-
jaca stwierdzi¢, czy uzyé liczby mnogiej w wyrazeniu: "Naczy-
nie 1.70 litra (czy litrdéw) 2"
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ne sj oczywistym absurdem.

Ale z drugiej strony, spotyka sie ludzi zrujnowanych, kté-
rzy nic nie majg, ale ktdérzy moga jeszcze otrzymaé kredyt i
ktérych mozna obciazyé na hipotece. A zreszta, céz to jest
zrujnowany miliarder? To na ogéi osoba, ktéra ma jeszcze milio-
ny. W ten sposéb pojawia sie zero jako poczatek uktadu umownie
umieszczone. To zero wzywa juz do wynalezienia liczb ujemnych.
Przeszkoda pochodzi od pomieszania tych dwu sytuacji, ktdrych
nie mozna zaadaptowaé¢ do jednego i tego samego modelu.

Znajdujemy refleksje na ten temat w dziele "Esej o wpro-
wadzeniu do filozofii wielkoséci ujemnej" Emanuela Kanta (1763) .
Analiza zostala skierowana na droge wyjasniania pojecia istnie-
nia. Stawny filozof po o$wiadczeniu: "Dwie rzeczy sg przeciw-
stawne sobie, kiedy fakt postawienia jednej kasuje druga" robi
rozrdéznienie miedzy "przeciwstawieniem logicznym", ktdre tra-
fia na sprzeczno$é i "przeciwstawieniem rzeczywistym", takim,
2e dwie wtasnosci pewnego przedmiotu sa przeciwstawne, ale nie
sprzeczne.

DzieXo Kanta nie stawia sobie za cel wyjadniania matema-
tycznego: jest przeznaczone do wprowadzenia nowej koncepcji
filozofii, ktéra poprzedza krytycyzm kantowski. W szczegdélnos$- .’
ci dzielko to nie porusza zadnych trudnogci z regulg znakdw.

W istocie przeszkody, ktére witadnie badaligmy, dotycza
przede wszystkim wlasnogci addytywnych, ktére wydajg sie nam
przedstawiaé najmniejsze trudnosci. Trzeba jednak uwierzyé, ze
nie sg one tak proste. Dopiero z wprowadzeniem orientacji zos-
taly przezwyciezone. I chociaz orientacja prostej jest zagad-
nieniem uwazanym za tatwe, wiadomo, ze idea ogdélna rozmaito$-
ci zorientowanej, doskonale opanowana w polowie XX wieku, pro-
wadzi wciaz jeszcze do powaznych probleméw w nauczaniu.

W rzeczywistodéci w potowie XIX wieku liczby ujemne uzys-—
katy status réwnogci z liczbami dodatnimi. Ale diugo obserwuje
sie charakterystyczne symptomy unikania; wielu uzywajgcych
liczb ujemnych, ktdrzy wierza, Ze zrozumieli, czym one s3a i
tatwo nauczyli sie postugiwania relacjg Chaslesa, wolg wynaj-
dywaé wybiegi, aby sie nie posiugiwaé liczbami ujemnymi !

Na przykiad jeszcze w roku 1940 wiele podrecznikdéw elemen-
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tarnej optyki geometrycznej niedmialo przedstawiato teorie
zwierciadet kulistych i soczewek. Gubia sie w nadmiarze przy-
padkéw z dowodami ad hoc w kazdym z nich. Przejawialy niecheé
do méwienia o ogniskowej ujemnej. Oto prdébka pochodzgca z roku
1920:
Utozsamiajqe punkty T 1 O , bardzo bliskie siebie, jesli zwier—
ctadto ma matq krzywizng, © oznaczajqc przez p t p’ odlegtoset
P i P od swierciadia, a przez f ogniskowqg, mamy E;_: %?gi; »
skqd 2pf-pp’ = pp’ -2fp° b pf + p’'f = pp’ 7 dzielge obie stro-
ny przez P’ f
P jest wigc stale, niezaleine od promienta PI . Promienie
wychodzqce z P , kidre trafiajq w awierciadto, muszq wigc wszystkie
przejéc przez punkt P° po odbiciu; P jest obrazem P .
Obraz punktu P , dany przez zwierciadto wklgste, jest potozZony
na osi przechodzqcej przez P . Wzdr (2) podany powyzej pozwala zna—

lesd jego potozenie, gdy znamy p < f .

Rys. 238 Obraz pozorny punktu

Jesli P jest migdzy F a 0O , poprzednie rozumowanie daje:

S

1
+E,

ST

Obraz jest pozorny (rys.238).

Ostatecznie wszystkie liczby (dodatnie i ujemne) staty

sie réwne w prawach, ale jedne sa "bardziej rdéwne niz inne"
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V. TROCH? HISTORII (CIQG DALSZY I XONIEC)

Ten drugi okres charakteryzuje sie wystarczajgcym zrozumieniem
wtasnod$ci addytywnych. Wtedy przeszkody (5) i (6) nabiora
szczegbélnej waznosgci.

Teraz giéwny wysitek przeniesie sig na odkrycia mozliwego
do przyjecia uzasadnienia reguly znakéw w mnozeniu izolowanych
liczb wzglednych.

W siynnych wykiadacn pedagogicznych, ktdére Piotr Laplace
(1749-1827) prowadzi%t w 1’Ecole Normale Supérieure (pluviase(gl
zaczynajq sie ujawniaé te same kiopoty, ktdére mieli jego pop-
rzednicy, pos$wiadczajac w ten sposdb, ze teoria liczb wzgled-
nych nie byla uwazana za tatwg. Ale on juz widzial elementy
rozwigzania:

LREGULA ZNAKdW]sprawia pewne trudnosei: trudno pojqd, ze iloczyn -a

przez -b ma byc taki sam, jak iloczyn a przez b . Aby ucaynid

tg identycznosc bezposrednio widoczng, zauwaimy, Ze ilocayn -—a

przez +b jest -ab (poniewaz iloczyn nie jest nicazym innym, jak
tylko puwwtdrzeniem -a tyle razy, ile jest jednostek w b ). Zau-
wazmy nastgpnie, e iloczyn =-a przez b-b jest zerem, poniewaz
mnointk jest zerem; w ten sposdb, skoro iloczyn -a przeaz +b Jjest
réwny =-ab , tloczyn -a praez -b musi byc¢ praciwnego znaku, czy-—
1i rdwny +ab , aby zniedd sig z tym pierwszym iloczynem.
Zauwazamy w tym tekscie:
(a) te samg niezreczno$é¢ co u Eulera przy dowodzeniu
be(-a) = -ab ,
(b) uwidocznienie roli rozdzielnogci w dowodzie,
(c) brak odniesienia do modelu fizycznego (przeszkoda(6) Jjest w
ten sposdb ominigta) i podejécie z pozoru czysto formalne. -
(d) Ale wydaje sie, ze idea formalnego rozszerzenia systemu
liczbowego nie zakielkowala nawet w umy$le Laplace’a. Czyz

uzycie sitéw podkreélonych przez nas (widoczna, musi byé

itd.) nie przejawia wiary implicite w dotad istniejgcy sys-

tem liczbowy, ktérego wiasnoéci wystarczylo rozszyfrowaé ?

(9)

Pigty miesigc kalendarza republikandskiego (przyp.tium.)
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Sceptyczny czytelnik mdégiby tak sgdzié, odwolujgc sie Qo
Duhamela (1866) , gdzie tekst Laplace’a jest cytowany obszer-
niej. 2Znajduja sie tam bardzo zadziwiajgce komentarze akademi-
ka, profesora politecnniki. Czytamy tam mianowicie:

Kazdy dowdd reguty znakéw na izolowanych wielkodciach ujemnych moze

byc tylko tluzjq, poniewaz nie ma Zadnego sensu, ktdry moina by pray-

ptsac daiataniom arytmetycznym na rzeczach, ktdre nie sq licazbami i

ktére w rzecaywistosci nie istniejq.

Ujawnia on decydujgcy krok, ktdéry trzeba byld wykonad, od
Laplace’a do Hankela. W 1821 Augustyn Cauchy (1789-1857) publi-
kuje swéj podrecznik przeznaczony dla politechniki. Przede
wszystkim dokonat on wyraZnego rozréznienia pomiedzy liczbami
(rzeczywistymi dodatnimi) a wielko$ciami (liczbami wzglednymi)

Przedstawia te ostatnie w_sposdéb zunifikowany, wprowadzajac te-

mat dynamiczny, tak drogi Piagetowi. Ten punkt widzenia jest

ztagodzony przez element statyczny: znak jest ujety jako znak

stanu symbolizowanego przez przymiotnik.
Tak samo, jak widzi sig ideg liczby zrodzonej z mierzenia wielkoset,
tak samo nabywa sig ideg iloseti (dodatniej lub ujemmej), kiedy roz-
waza sig kazdq wielko$d danego rodzaju jako mogocq stuiyc do powigk-
szanta lub pomniejsaania innej ustalonej wielkodei tego samego rodza-
Ju. Dla wskazania tego przeznaczenia przedstawia sig wielkosei, kto-
re majq stuiyc do powigkszania przez liczby poprzedzane znakiem + ,
a wielkodei, ktdre majq stuiyc do pomniejszania przez licazby poprae-
dzane znakiem - .

Przy tym zalozeniu znaki + 1lub - stawiane przed liczbami po-
winny byd pordunywane, zgodnie z poprzedniq wwagq, z praymiotnikami
umieszezanymi przy rzeczownikach. Nadaje sie liczbom popraedzanym
3nakiem + nazwg wielkodei dodatnich, a liczbom poprzedzanym zna-
kiem - nazwe wielkosei ugjemnych. ’

W ten sposéb pojawiajg sie zarodki pomieszania znakéw ( +
lub - ) operatorowych i predykatywnych. Pierwsze oznaczajg ak-

cje (powigkszanie, pomniejszanie), a drugie okreslaja stan (do-
datni lub ujemny) .

Jakkolwiek by byfo, Cauchy rozporzadza metaforg (dodatni =
= powigkszanie, ujemny = zmniejszanie), ktdra bedzie eksploato-
wal na dwu stronach dla usprawiedliwienia wtasnog$ci addytyw-
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nych liczb wzglednych. I nagle, bez uprzedzenia czytelnika
(by¢ moze niedéwiadomie) porzuca metaforyczny punkt widzenia
dla dogmatycznego podejs$cia do mnozenia.

0d razu wprowadza grupe multiplikatywng znakéw {+,-} i
taczy "wielkodci" z elementami iloczynu kartezjanskiego
{+,-} x R+ . Puryéci bez watpienia 2atuja, ze zapomnial ziden-
tyfikowaé +0 i -0 . To wylozenie zupeilnie nie wyjadnia nie-
spodziewanej zmiany postawy. Model metaforyczny, przedstawiony
na poczagtku, ktéry utatwial zrozumienie wtasno$ci addytywnych,
jest przeszkoda w zrozumieniu mnozenia.

W tym ostatnim przypadku mozna zmniejszyé liczbe dodatnig,
mnozac jg przez czynnik zawarty miedzy O a 1 . Wyniknie
stad pomieszanie tych dwéch typdéw zmniejszania i w tej mglistej
sytuacji nie zrozumie sig, dlaczego iloczyn zmniejszenia przez
zmniejszenie jest powiekszeniem. Niemniej jednak Cauchy mdégt po-
taczyé liczbe wzgledng z addytywnym zmniejszaniem. Nie zrobii
tego.

Cauchy przyjat wiec nowy punkt widzenia (ktdry znajdowail
sie w zalazku u McLaurina i Laplace’a). Chcial zaprezentowad
mnozenie w sposéb formalny, bez odwoiywania sie do modeli kon-
kretnych i metaforycznych. Zapowiada, ze bedzie dziatal na sym-
bolach, parach zozonych ze znaku i wartos$ci bezwzglednej i
formutuje reguiy dziatand na tych symbolach.

To przekroczenie progu nie obylo sie jadnak bez skaz. 0d
razu spowodowalo zamieszanie w zwigzku ze znakami operatorowy-
mi i predykatywnymi.

Cauchy dowodzi skladania tylko znakéw predykatywnych, a
stosuje je w ostatecznym'rachunku do znakéw operatorowych bez
jakiejkolwiek uwagi na temat tego naduzycia.

Wedtug tych konwencji, jesli A reprezentuje bqdZ liczbg bqdZ jakg-

kolwiek wielkosd i jesli a = +A, b = =A , bedziemy mieli
+a = +4 , +b = -A,
-a = -4, -b = +A.

Jesli w caterech ostatnich rdwnaniach podstawi sig w nawiasach
za a 7 b ich wartosci, otrayma sig wzory
+(+4) = +4 , +(-4) = -4,
-(+4) = -A , -(-A) = +A.

(1)
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W kazdym z tych wzordw znak drugiego czionu jest tym, co nazywa sig
1locaynem dwdch znakdw pilerwszego cztonu. Pomnozycd dwa znaki jeden
przez drugi to znaczy utworayc ich iloczyn. Samo przeglgdnigcie rdw-
nar (1) wystarczy do ustanowienia reguty znakdw, zawartej w twier—
dzeniu, ktdre wiasnie wypowiem:

PIERWSZE TWIERDZENIE. Iloczyn dwdch znakdw podobnych jest zaw—

sze + , a ilocayn dwdch znakdw przeciwnych jest zawsze - .

W dalszym ciggu styl Cauchy’ego ujawnia oczywistg niewygo-

de w manipulowaniu symbolami, kiedy zajmuje sig on liczbami

zespolonymi:

W analizie nazywa sig wyraieniem symbolicznym lub symbolem kazdg kom-
binacje znakdw algebraicanych, ktdra nie znaczy nic sama przez sig
lub ktdrej praypisuje sig wartosc rdinqg od tej, ktdrq powinna miec w
sposdb naturalny. Nazywa sig tak samo rdwnantami symbolicznymi wszys-
tkie te, ktdre traktowane dostownie i interpretowane wediug konwen-—
eji przyjetych ogdlnie, sq niesciste Lub nie majq sensu, ale z ktd-
rych moina wydedukowad Sciste wyniki, modyfikujge i amieniajqe wed-
tug ustalonych regut albo same rdwnania, albo symbole, ktdre w nich
wystepujq.

W ten sposéb liczby zespolone byily symbolami, ktdére nie
mialy sensu same przez sieg (ale czyz nie jest tak, z definicji,
w przypadku wszystkich symboli?) . Nabieraty go dopiero pod wa-
runkiem, ze nie sg interpretowane wedilug znaczenia, jakie po-
winny miedé!

Ten galimatias tXumaczy kiopoty z problemem, w zakresie
ktérego Cauchy dokonal pracy roztrzygajacej, ale nie doszedl
jeszcze do wyjasnienia w sposdb jasny.

Zasygnalizujemy w koricu, Ze nie ma zadnych $ladéw tych wy-
sitkdéw pedagogicznych w dziele naukowym Cauchy’ego. Subtelne
rozrdézinienia, jakie wprowadzil w éwoim "Kursie", nie miaty zad-
nego wpiywu na styl jego badar naukowych.

Wreszcie! W 1867 roku ukazato sig dzielo Hermana Henkela
"Teoria systemu liczb zespolonych", gdzie wszystkie przeszkody
dotyczace teorii liczb zostaly pokonane.

Faktycznie, istotna zmiana - przejscie od punktu widzenia
konkretnego do punktu widzenia formalnego -~ zostala dokonana
poprzednio w innych dziedzinach matematyki. W przypadku, kté-
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rym sie zajmujemy, Hankel ograniczyl sie do zastosowania idei,
ktére zaczely sie juz krystalizowad.

Dla dydaktyka wazne jest zanotowanie, ze autor (ktdéry byl
réwniez historykiem matematyki) jest absolutnie nieswiadomy,
iz potozyt kres napieciu, ktére trwalo od Diophantesa. Jego
ksigzka zostala posdwiecona "szlachetniejszemu" ‘przedmiotowi:
formalnym wykladom teorii liczb zespolonych i tylko w przelo-
cie, tytulem wstepu, zlikwidowal on problem liczb wzglednych.

Wiadomo, ze koncepcja geometryczna liczb zespolonych zos-
tata wyjasniona juz przez C.Wessela (1798) i J.R.Argauda
(1813) . Publikacje tych nieznanych autordéw przeszly calkiem
nie zauwazone i dopiero w 1831 r. Gauss powtérnie odkryt pia-
szczyzne zespolong, szybko spopularyzowang w $wiecie matema-
tycznym.

éwiadczy to o tym, ze doprowadzenie do tego, aby liczby
wzgledne staty sie czym$ trywialnym, rozciggalo sie na wiegcej
niz 15 wiekdéw, podczas gdy liczby zespolone przyprawialy mate-
matykéw o nerwice przez okolo cztery wieki.

Co wiecej, jest znamienne, ze te osigagniecia zostaly doko-
nane przez ludzi "bez stopni": sam Hankel, ktdéry cieszyl sie
w Niemczech pewnym powazaniem, nie byl wcale wybitnym matema-
tykiem. To motywy pedagogiczne pobudzity prace Wessela i
Argauda.

Epistemologowie powinni zrozumieé, Ze najwieksi geniusze,
ktérzy stusznie maja zaufanie do finezji swojej intuicji,
czgsto naktadajg wedzidlo postepowi w dziedzinach analogicz-
nych do tych, o ktérych tu méwimy. Lekcewazg oni potrzebe wy-
jagniania wazng w dziedzinach, z ktérymi daja sobie dobrze ra-
de w praktyce.

Ich pierwsze watpliwosci pojawiajg sie tylko wyjatkowo,
kiedy chodzi o wyjagnianie innym. Wtedy jeszcze stosuja czesto
pPedagogike ostentacyjng: "Patrzcie, co ja robie! Nasladujcie
mnie! Nie starajcie sie zrozumieé, dlaczego moja "sztuczka" sie
udata”.

W ten sposéb pojawia sie inna przeszkoda, ktéra manifestu-

je sie od poczatku: przeszkoda nie dostrzezonej trudnosci.

Problem wyjaéniania reguly znakdéw byl zawsze kwestia pogardza-
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na. Wielu wybitnych matematykdw wstydzilo sie przyznaé, ze nie

wszystko jest dla nich jasne w tym elementarnym punkcie.

Rewolucja dokonana przez Hankela

problemu w catkiem innej perspektywie.

nie w Naturze praktycznych przykiaddw,

liczby wzgledne w sposcdb metaforyczny.

polega na podejsciu do
Nie chodzi o odnalezie-
ktére "wyjadniajay"

Te liczby nie sg wcale

odkrywane, ale wynalezione, wyobrazone.

i mnozenie w
+ +

R R

R uwzgledniajgc zasade cigglosci: struktura algebraiczna po-

Znajgc na przykfad wizasnodgci addytywne R

, Hankel proponuje wyraZnie rozszerzyé mnozenie z na
winna mieé dobre witasnosci.

Istnienie i jednoznaczno$é rozszerzania wynika z nastepu-
jacego twierdzenia:

TWIERDZENIE. Jedynym mnoieniem na R , ktdre jest rozszerzeniem zwyk-

tego mnozenia na R s wwzgledniajgeym wiasnodet rozdzielnodei (pra-

wo— 1 lewostrannej), jest mnoZente zgodne z regulq znakdw.

Gdy problem zostal smormutowany, dowdd byt juz trywialny:
0=a-+0=a e« (b + oppb) = ab + a « (oppb),
0 =0 « (oppb) = (oppa) » (oppb) + a . (oppb),
gdzie oppx Jjest liczbg przeciwng do x (tzn. taka, 2e x +
+ oppx = 0). Stad
(oppa) + (oppb) = ab

Ten dowdd zreszta nie jest oryginalny. Znajduje sie zasad-
niczo w wielu starszych tekstach, mianowicie u McLaurina i
Laplace’a. Zauwazmy jednak zasadniczg réznice: Laplace wierzy
w istnienie a priori mnozenia liczb wzglednych w Naturze. Wed-
Tug niego pozostaje je tylko odkryé i powyisze rozumowanie do-
wodzi, ze jest ono mozliwe tylko w zgodzie z regulg znakéw.

Pordéwnajmy te sytuacje z sytuacjg Hamiltona wynajdujacego
kwaterniony. On takze z poczatku wierzyl w istnienie mnozenia
"naturalnego" w tréjwymiarowej "przestrzeni zespoloneij" rozsze-
rzonej z piaszczyzny zespolonej. Ale zrozumial, 2e to byo nie-
mozliwe; zrezygnowal z przemiennogci i dodal jeszcze jeden wy-
miar.

Tak wiec odrzucié trzeba argumentacje neoplatoriska
René Thoma (1974), ktéry utrzymuje, ze pojecia matematyczne

istniejg, by¢ moze nie w Naturze, ale w umy$le ludzkim, w pos-
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taci pierwowzoru. Cale odkrycie byloby tylko reminiscencjg.
Historia siedemnastowiecznego zamieszania a propos liczb wzgle-
dnych dowodzi, ze pojawienie sie reguily znakéw nie mogio byé
owocem powierzchownej majeutyki sokratesowskiej. Przygoda kwa-
ternionéw potwierdza, Ze postep dokonal sie wbrew uproszczonym
archeotypom ograniczajacym ludzkg gwiadomogé.

VI. OSTATNIE PRZESZKODY

Przeszkody sygnalizowane dotad nie stanowia istoty tego, co
przeszkadzato wyjasnieniu problemu liczb wzglednych. Przewrdt
wprowadzony przez Hankela przyczynil sige do zerwania z ideolo-
gig, ktdéra przesycata my$l matematyczng az do kornca XIX wieku.

Ta ideologia opierala sie na tym, co my$lano podéwiadomie
na temat stosunkdéw miedzy matematyka a fizyczng rzeczywistos-
cig.

Przypomnijmy, ze pojecia matematyczne majg swojag odlegig
geneze w 2yciu praktycznym. Ale decydujacy skok epistemologicz-
ny zostal dokonany w starozytnosci, kiedy osdwiadczato sie, ze
obiekty matematyczne powinny by¢ odpowiednio idealizowane dla
wtgczania ich w rozwazania hipotetyczno-dedukcyjne: prosta nie
jést kreska, liczba n jest czym$ zupelnie innym niz miara
sznurka nawinigtego na koilo.

Zastuga "Elementdw" Euklidesa jest zasugerowanie regui ro-
zumowania dedukcyjnego. Na poczatku kazdej ksiegi "Elementy"
podawaly liste twierdzend wstepnych, ktdérych uznania zgdano. Po-
tem rozumowanie przebiegalo bez Zadnego innego odwolywania sie
do doéwiadczenia zmysiowego.

Ideologia, o ktdérej mowa wyzej, polega na tym: wszystkie
reqguly postepowania Euklidesa byly ustawicznie proklamowane,
ale nie byty skrupulatnie respektowane. Matematyk miaz tu na
my£1i odchylenia od aksjomatycznej dyscypliny uwazane za "oczy-
wiste". '

Obok pewnogci, jaka daje dowdd, pojawia sie inne kryte-
rium prawdy: "naturalne $wiatlo" umysiu. Widzielidmy, jak to

$wiatlo zaciemniato wiekszg czge$é tekstéw przedtem cytowanych.
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Ta ideologia jest szczegblnie dobrze wyrazona przez Blazeja
Pascala w jego dziele wydanym po $mierci (1658).
Porzqdek geometrii, pisze on, nie wszystko definiuje i nie dowodazi
wszystkiegu; ale prayjmuje tylko rzeczy jasme i niezawodne w wyniku
samego naturalnego swtatia, oto dlaczego jest doskonale prawdziwy,

natura go podtrzymuje zamiast dyskusji.

I dodaje:

To dlatego geometria uczy doskonale. Ona nie definiuje Zadnej z tych

rzeczy jak przestrzer, czas, ruch, liczba, rdwncécd ant wielu podob-

nych dlatego, 2e te terminy okreslajq dla tych, ktdrzy rozumiejq je-
zyk, tak naturalnie rzeczy, ktore ozmaczajq, e wyjasnienia, gdyby
cheiano je robicd, bardziej zaciemmiq niz nauczq.

Inaczej méwiagc, dysponujemy intuicja, idea z gdéry powzie-
ta, tego, czym powinna byé liczba. Jeé$li rozumowanie formalne
przeczy temu, czego uczy $wiatlo naturalne, wylaniajg sie prze-
szkody napotykane przez d’Alemberta i Carnota. Jeéli wynajduje
sie nowe obiekty matematyczne, ktdre raza przyjete idee, kwali-
fikuje sig je jako niezrozumiate, niepojete, absurdalne, irra-
cjonalne, fatszywe, urojone itd.

Kiedy w ciagu historii nauk $cistych gra formalna lub
dos$wiadczenie ukazujg jaki$ obiekt intelektualny szokujacy dla
naturalnego gwiatla, wszczyna sie poszukiwania "dobrego modelu"
odpowiedniego dla epoki. Tak na przyklad wynalazca geometrii
nieeuklidesowej zostal przyjety z zaufaniem dopiero, gdy
Beltrami, Gauss i Poincaré zaproponowali reprezentacje, ktdry-
mi mozna by*o manipulowaé intelektualnie.

Ale obiekty "abstrakcyjne" nieidentyfikowalne w Zyciu
praktycznym byly na ogdét przyjmowane z obawg profana kontem-
plujgcego dzielo sztuki kubistycznej lub surrealistycznej i
mruczgacego: "Co to jest?".

W ten sposdb decydujgcy krok zostal wpisany przez Hankela

do istotnego odrzucenia ideologii naturalnego $wiatla.

0dtad %atwo sie juz akceptuije, ze (—3)2 > (+2)2 , ponie-
waz ten rezultat jest zgodny z dedukcja formalna, bez dalszej
troski o to, czy to moze by¢ szokujgce dla idei przyjetych
przez jakiego$ Lazare Carnota(lo).

(10) Ten przewrdt uwidacznia sie w zjawiskach dostrzega-
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Jest to réwnowazne, w piaszczyZnie filogenezy, temu, co
reprezentuje u Piageta przejscie do stadium operacji formal-
nych. Ta zmiana punktu widzenia tworzy prawdziwa rewolucje ko-
pernikaniskg, krok istotny w formowaniu naukowego umysiu; oto,
co méwi o tym Gaston Bachelard:

Opinia Zle myéli, ona nie mysli; ttumaczy potrazeby, nie wiedze. Dzna-

ezajge obiekty przez ich uiytecznosd, nie pozwala sobie ich poznad.

Nie moZna niczego opieracd na opinii, trzeba jq przede wszystkim zni-

szczyd. Jest ona plerwszq przeszkodg do pokonania. Nie wystarczyioby,

na przyktad, poprawid jq w kilku poszczegdlnych punktach, podtrazymu-

Jge jak rodzaj prowizorycznej moralndéet, prowizorycang wiedzg wul-

garng. Umyst naukowy nie pozwala mied opinii o kwestiach, ktdrych nie

rozumiemy, 0 kwestiach, ktdrych nie umiemy jasno sformutowad. Przede
wszystkim trzeba wmied stawiad problemy. A cokolwiek by sig powie-
dziato, w Zyciu naukowym problemy nie stawiajq sig same. To wtasnie
wyczucie problemu jest oznakq wmystu naukowego. Dla wmystu naukowe-
go cata wiedza jest odpowiedziq na pytanie. JesSli nie ma pytania,

nie moze byc wiedzy naukowej. Nic nie idzte samo z siebie. Nic nie

Jjest dane. Wszystko jest konstruowane.

A przeciez uznanie liczb wzglednych mogto nastapié duzo
wczedniej, z uniknieciem przeszkody (5). Wystarczyloby dyspono-
waé dobrym modelem, odpowiednim dla epoki i wlasdciwie ilustru-

jacym wszystkie podstawowe wlasnoéci systemu liczbowego.
Skutecznie dziatajacy model powinien speiniaé nastepujace
wiasnosci:
(a) wyjagniaé rdéwnoczesnie dodawanie i mnozenie liczb
wzglednych, jak réwniez wzajemne oddziatywania tych operacji;
(b) opieradé sie na dziataniach wewnegtrznych;
(c) byé dostatecznie bliskim do tych, ktdérzy jeszcze nie
2naja liczb wzglednych.

nych w klasach szkolnych, ktdre niektdérzy nazywaja "oczekiwa-
niem nauczyciela" lub "umowg dydaktyczna". Przed Hankelem po-
szukiwano wyjadnienia reguly znakéw typu, ktdéry okazal sie
niemozliwy. Przejécie do wyjaénienia formalnego jest gwaltowng
zmiang problematyki, ktéra jest rezultatem "my$li lateralnej",
tak drogiej dla de Bonne’a.
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Widzielidmy, ze model komercjalny zyskdéw i strat jest
przeszkoda w zrozumieniu wilasnogci multiplikatywnych. Niepowo-
dzenia pedagogiczne sa zresztg mozliwe w pracy z uczniami, dla
ktérych ten przykiad nie jest dostatecznie bliski.

PRZYPADEK: Obserwowalismy ucznia lat 14, pracowitego, o Sredniej in—

teligencji, ktdry miat wielkie trudnodei w positugiwaniu sig liczbami

wzglednymi. Dla policzenia (+5) + (-7) wyrecytowat z pamigei regu-
te, stwierdzajqe, Ze liczby majq przeciwne znaki itd. 1 zusywajge
prawie minutg, aby dojéc duv prawidtowego wyniku. Megczyt sig bardzo
szybko 1 popetniat liczne biedy. Okazato sig, Ze rodzice nie posyta-

11 daiecka nigdy na zakupy. W wieku 14 lat nie wnial ptacid, ani wy-

dawad pieniedzy.

Konkretne uczenie sie o liczbach wzglednych, zaczynajgce
sie od zyskdéw i strat, okazalo sie dla niego bardzo abstrak-
cyjne. Ta sytuacja, zwigzana z brakiem lateralizacji, wystar-
cza byé moze do wyjadnienia tego przypadku (Glaeser, 1969).
(Taki patologiczny przypadek jest oczywigcie bardzo rzadkil!)

Iinny model przychodzi oczywidcie na my$l kazdemu matema-
tykowi: to model Euklidesa, gdzie mnozenie dwu diugodci jest
reprezentowane przez powierzchnieg. Przedstawia on wszystkie
niewygody 2zwigzane z dziataniem zewnetrznym. Ale, aby wyjasnié
mnozenie liczb wzglednych, trzeba by najpierw dysponowaé poje-

ciem powierzchni zorientowanej. Prowadzi to w sposdéb nieunik-

niony do bXednego kota, albowiem pojecie powierzchni zoriento-
wanej opiera sig na regule znakdéw lub na pojeciach wstepnych,
jeszcze bardziej skomplikowanych.

W braku czego$ lepszego, mozna zilustrowadé reguie znakdéw

uzywajac dziatania pasdéw transmisyjnych:

Skrzyzowane pasy transmisyjne odwracajg kierunek obrotu i
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moga reprezentowaé liczby ujemne. Dydaktyczng korzyscig tego
przedstawienia jest mozliwo$¢ dziatania licznych transmisji,

z wykorzystaniem stosunkéw promieni kdéit. Ale nie mozna w zaden
sensowny sposéb dodawaé paséw. Ta metafora nie pozwala zilus-
trowaé rozdzielnodci wzgledem dodawania.

Jakkolwiek by bylo,bautorzy elementarnych dziex nie od-
niegli sukcesu w polowaniu na dobry model. Mozliwe, ze dosko-
naty model nie istnieje: musialby realizowaé izomorfizm kano-
niczny miedzy R a "sytuacja konkretna". W szczegdélnodci 0
i 1 musiatyby mieé obrazy kanoniczne,

To jest mozliwe, je$li chodzi o zero: w modelu komercjal-
nym zeru odpowiada zréwnowazony bilans bez zyskdéw i strat. Ale
wybSr obrazu dla jedynki jest na ogdél podporzgdkowany wyborowi
jednostki miary. A przeciez jest jasne, ze jedli wybdSr jednos-
" tki jest dowolny, mnozenie w modelu musi byé takze dowolne.
Ono jest popsute przez najmniejszg zmiane jednostki. Propono-
wane modele polegaja na reprezentowaniu R przez rézne przes-

trzenie E Eyreeny ktére sg wektorowe nad Q , potem na de-

’
finiowaniuliloczynu przez mnozenie dwuliniowe: E X E2——»E1x
X E, (przykiad znajdziemy na nastepnej stronie).

Rewolucja dokonana przez Hankela - to odrzucenie poszuki-
wania dobrego modelu. Ten postep wymagal dtuzszego czasu.

W 1896 Carlo Bourlet chcial opracowaé, po raz pierwszy we
Francji, peiny wykiad na temat liczb wzglednych, w podreczniku
nauczania licealnego (Bourlet, 1896). Jego dzielo zaczyna sie
od troskliwego przedstawienia wlasnogci addytywnych liczb
wzglednych, opartego na oznaczaniu na osi punktu i na modelu
komercjalnym.

Ale otwdrzmy nastepny rozdzial. Jak bedzie przedstawione
mnozenie? Wyklad robi sig nagle dogmatyczny: mnozenie spada z
nieba dzieki definicji.

Henryk Brulard byiby dalej niezadowolony, gdyby mdégi uzy-
waé podrecznika Emila Borela (1920). Tymczasem drugie wydanie,
opublikowane przez Emila Borela wraz z Pawiem Montelem (1926)
uzywa metafory, ktéra jeszcze dzi$ jest przyjmowana w niektd-
rych podrecznikach (na przyktad w podreczniku IREM ze Stras-
burga, 1979).
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Jedyna decydujaca réznica dotyczy tego, ze model ten siu-
zy autorom za wstgp do mnozenia, podczas gdy w podreczniku
IREM ze Strasburga liczby wzgledne sg najpierw wprowadzane ab-
strakcyjnie, a w ostatnim rozdziale wyjasnia sie "znaczenie

mnozenia" w sposdb nastepujacy:

LBs—

~—cfD
T
———— ——
w lewo v W prawo

obserwator

Na autostradzie (niezbyt zatioczonej) auto moze jechad
zawsze w przyblizeniu z tg sama predkogcia. Chcemy sie dowie-
dzieé, gdzie bedzie sie znajdowalo po pewnym czasie auto, kté-
re nas mija, a gdzie sie ono znajdowalo jaki$ czas temu. Na
przyktad, widzimy, jak mija nas auto 1 i przyjmujemy, ze je-
dzie ono 110 km/h. Po godzinie bedzie wiec ono 110 km na pra-
wo od nas. Godzineg przed tym, kiedy nas mijato, byio ono 110
km na lewo od nas.

Pytanie 1. Przyjmujemy, ze auto 2 jedzie z predkoscia
100 km/h. Gdzie ono bedzie za dwie godziny? Gdzie bylo pdéito-
rej godziny temu?

Zorientujemy autostrade przypisujac znak + na prawo od
nas i znak - na lewo od nas (je$li chcemy, mozemy zrobié
przeciwny wybdr) . Zero lezy miedzy nami. W ten sposéb +150
oznacza 150 km na prawo od nas, a =80 oznacza 80 km na lewo
od nas. Tak samo z predkodcig aut. Zorientujemy tekze czas:

0 jest chwilg obecng, znak + jest przypisany przyszlosdci,
a znak - przesztodci.
Przykiad auta 1 ttumaczy sie teraz przez operacje:
(+1) » (+110) (jedna godzina w przyszios$é i 110 km na prawo)

(-1) » (+110) (jedna godzina w przeszioéé i 110 km na prawo)
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Czytelnik moze ocenié, w $wietle tego, co zostalo przed-

stawione, korzys$ci i niedogodnodci tego przykiadu.

VII. WNIOSKI

Nauka ptynaca z naszych badan stanowi przede wszystkim cios wy-
mierzony w pedagogike opinii.

Pedagogika ta glosi, Ze matematyki musi sie uczyé na kon-
kretnych przyktadach. Dydaktyka naukowa stara sie unaocznié
korzyéci i niedogodnogci nauczania opartego na przyktadach.
Historyczne studium, ktdére przedstawilidmy tutaj, pokazuje
wtagénie przypadek, gdzie pedagogika oparta wylacznie na kon-

kretnych przyktadach jest szkodliwa.

Co wiecej, nauczanie odwolujace sie z dobrym wynikiem do
wlasnog$ci addytywnych, oparte na "dobrym modelu", ryzykuje w
ostatecznym rachunku zablokowanie zrozumienia wtasnogci multi-
plikatywnych.

Nie nalezatoby 2z pedagogicznym podpiechem usilowaé stoso-
waé zaraz tego studium w pedagogicznej rzeczywisto$ci szkoiy.
W istocie uwidoczniliémy, przez zbadanie wszystkich dokumentdw,
jakie byly nam dostepne, pewna ilo$é przeszkdd, ktoére krepujg
postep w biegu historii. Teraz pozostaje nam podjgé doswiadcze-
nia z uczniami, aby zbadaé, czy niektdre z tych przeszkéd nie
sq wcigz aktualne.

Sygnalizujemy, 2ze pewne badania zostaly podjete w Centrum
Badari Dydaktycznych w Nottingham (C.M.Shin). Nasze studium mo-

gXoby sie przyczynié do ich dalszego rozwoju.
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Ttumaczyt z oryginatu francuskiego

DOBIESEAW BRYDAK

EPISTEMOLOGY OF RELATIVE NUMBERS
Summary

It was necessary to wait 1500 years before mathematicians
considered the "rule of signs" a triviality. A detailed study -
of some texts, borroved from the best authors, ranging from
Diophantus to contemporary authors, allowed us to localize
some of the obstacles which were blocking the comprehension of
negative numbers.

It is desirable to make numerous experiments to examine
whether what troubled Euler and d'Alembert still troubles our
Young students today.



