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Epistemologia liczb względnych( 1 )

Minus times Minus equals Plus:
1 2 )The reason for this we need not discuss

Jednym z najważniejszych celów dydaktyki matematyki jest ok- 
reślanie przeszkód , które utrudniają rozumienie i uczenie 
się tego przedmiotu. Dydaktyka matematyki posługuje się meto­
dami naukowymi, które są stosowane na ogół w dwóch fazach.

Najpierw badacz zbiera corpus złożony z wytworów pisanych
_ _____________________  ł

^  Tłumaczenie "Epistemologie des nombres relalifs" opu­
blikowanego w czasopiśmie "Recherches en Didactique des Mathe- 
matiques" 2.3 (1981), str.303-346, Copyright, Pensee Sauvage,
Grenoble (przyp. tłum.).

(2) Reguła mnemotechniczna stosowana w szkole angxelskxej.
(3)' Od czasu, gdy Gaston Bachelard (1938) wyodrębnił poję­

cie "przeszkody epistemologicznej" (w zastosowaniu do fizyki), 
wielu autorów usiłowało wyodrębnić to pojęcie, sprecyzować je 
i wysubtelnić w zastosowaniu do matematyki. Za Guy Brousseau 
ja również podjąłem pewne usiłowania w tym kierunku.

W niniejszym artykule słowa "przeszkody, trudność, próg, 
symptom" są używane bardzo naiwnie. W istocie jestem przekona­
ny, że jest jeszcze za wcześnie na poddawanie tych pojęć zbyt 
ścisłemu formułowaniu. Dopiero w rezultacie wielu prac będzie­
my mogli dokonać stosownych rozróżnień, użytecznych dla dydak­
tyki eksperymentalnej. I odrzucimy te, które, pociągające z po­
zoru, mogą stanowić "wiedzę niewłaściwą", stwarzającą przeszko­
dę postępowi.
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lub mówionych badanych indywiduów. Ta dokumentacja jest następ­
nie analizowana tak długo, aż będzie można sformułować wnioski 
o istnieniu, naturze i lokalizacji progów, które trzeba prze­
kraczać.

Stosując metody eksperymentalne przygotowuje się specjal­
ne sytuacje dydaktyczne, które ułatwiają takie wytwory. To 
właśnie znajdujemy w większości artykółów w czasopiśmie "Re- 
cherches en Didactique des mathematiques".

Metody historyczne i epistemologiezne poszukują tego 
"corpus" w śladach przeszłości. Badają one dokumenty pozosta­
wione bądź przez wielkich matematyków, bądź przez typowych re­
prezentantów społeczności naukowych minionych epok. To podej­
ście stosujemy tutaj do analizy trudności, jakie niesie studio­
wanie liczb względnych.

I. CZY REGUŁA ZNAKÓW JEST TAK TRUDNA ?

Pojęciowe wprowadzanie liczb ujemnych było procesem zaskakują­
co powolnym. Trwało ono ponad tysiąc pięćset lat - od czasów 
Diophantesa aż do naszych dni. Przez ten czas matematycy ope­
rowali liczbami względnymi, mieli jednak o nich tylko pojęcie 
fragmentaryczne z zadziwiającymi brakami.

Rozmiary tego zjawiska wydają się umykać przenikliwości 
historyków, bardziej zręcznych w ustalaniu izolowanych faktów 
niż w ogarnianiu całościowym spojrzeniem tak długiego procesu.

Wielu jest nauczycieli, którzy nawet nie podejrzewają, że 
opanowanie reguły znaków może sprawiać trudności. "Z pewnością 
- myślą oni - jeśli uczeń nic nie rozumie z matematyki, dozna­
je niepowodzeń w tym zagadnieniu, jak i w każdym innym. Ale 
liczby względne nie są niczym szczególnie trudnym".

Dydaktycy napisali wiele prac na temat analizy pojęć licz­
bowych. Hans Freudenthal, na przykład, poświęcił 160 stron swe­
go klasycznego dzieła (Freudenthal, 1973) zbadaniu licznych 
trudności, jakie napotyka się przy opanowywaniu pojęcia liczby. 
Ale o regule znaków zaledwie wspomina. Lektura stron 279-281
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tej książki nawet nie sugeruje, że zdaje on sobie sprawę z oma­
wianego tutaj niejasnego zjawiska.

Łatwo wytłumaczyć to zaskakujące zaniedbanie. Freudenthal 
w czasie, gdy pisał to dzieło, szukał tematów do analiz dydak­
tycznych w swoich osobistych wspomnieniach. Otóż żaden z mate­
matyków jego generacji (i naszej) nie zachował wspomnienia, że

( 4  )reguła znaków sprawiała mu jakieś kłopoty' . Dwadzieścia lat 
wcześniej było jednak inaczej.

Natomiast Jean Piaget, chociaż opiera swoją dydaktykę na 
osobistej filozofii, pozostaje bardzo wrażliwy na obserwacje 
przeprowadzane na dzieciach. Dlatego trudności związane z licz­
bami ujemnymi jemu nie umknęły. Przedstawił bardzo zwięźle 
(Piaget, 1949, str. 110-115), trudności spowodowane przez licz­
by względne. Piaget cytuje także szokujący tekst d'Alemberta 
(który omówimy dalej). Jego zdziwienie wywołuje refleksję dy­
daktyczną. Uderza go to, że ten matematyk - encyklopedysta 
"uważa za ciemne pojęcie wielkości ujemnej", nie odnotowując, 
że tak samo było z wszystkimi matematykami aż do XIX wieku ! 
Ogranicza się do potwierdzenia, że jedyna trudność była związa­
na ze skostniałym charakterem liczby, tak jak ją wtedy pojmowa­
no. Ta przeszkoda zniknie, według Piageta, kiedy zrozumie się, 
że liczba symbolizuje akcję, a nie stan.

Te wahania wielkiego d3Alemberta są szczególnie instruktywnea jeżeli 

chodzi o naturę aktywną i wcale nie statyczną liczby ujemnej i licz­

by całkowitej w  ogólności. Istotnie3 jest jasnej że jeśli każde poję-

(~4) Jeszcze rok temu gotów byłem sądzić, że nie napotka­
łem nigdy żadnych trudności z liczbami względnymi. Dziś minęło 
już około 25 lat od mojego pierwszego kontaktu z dowodem zupeł­
nie formalnym reguły znaków; to było w czasie, gdy ukazał się 
pierwszy tom Bourbakiego. Pisząc obecny artykuł, jestem coraz 
bardziej zaskoczony, gdy zdaję sobie sprawę z tak wielu fine­
zji w rozumieniu tego tematu, które umykały mi poprzednio.
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cie matematyczne uważa się za pochodzące z postrzegania, liczba ujem­

na nie miałaby uzasadnienia, ponieważ odpowiadałaby brakowi postrze­

gania lub czemuś jeszcze mniejszemu, a nie ma stopni w  postrzeżeniach 

zerowych. Zadziwia jednak to, że ta sprzeczność między interpretacją 

zmysłową poznania a rzeczywistością matematyczną nie doprowadziła u- 

mysłu tak związanego z konkretem i zaprawionego w rozważaniach mecha­

nicznych jak d’Alembert do zrozumienia, że istotna natura liczby nie 

jest ani statyczna, ani percepcyjna, ale dynamiczna i związana z sa­

mą akcją, zinterioryzowaną w operacjach.

Wyjaśnienie podane przez Piageta zawiera wiele prawdy.
Ale na pewno nie jest jedynym wyjaśnieniem. Dowodem na to jest 
istnienie matematyków, którzy doskonale rozumieli dynamiczny 
charakter liczby, ale mimo to napotykali trudności związane z 
liczbami. Krępowały ich inne przeszkody, o których Piaget nie 
wspomina. Pomiędzy nimi zasygnalizujemy to, co nazywamy dwu­
znacznością dwóch zer. Przez wieki matematycy byli pod wraże­
niem zera absolutnego, poniżej którego nic już nie można było 
sobie wyobrazić. To przeszkadzało im w łatwym wprowadzeniu ze­
ra jako początku układu, obieranego dowolnie na zorientowanej 
osi. Zamieszanie to pojawia się zresztą w cytowanej krótkiej 
wypowiedzi Piageta, a propos "braku postrzegania" i "stopni w 
postrzeganiu zera".

Liczni autorzy potwierdzają, że "nic nie mogłoby być bar­
dziej nieruchome niż nieruchomość". Zgodnie z tym dla odkrycia 
pojęcia ujemnej prędkości trzeba odkryć całą intelektualną kon­
strukcję, która stała się możliwa dopiero dużo później.

W pracy, którą tu przedstawiamy, cytujemy dwudziestu auto­
rów. Dochodzimy do wyodrębnienia tuzina przeszkód, utrudniają­
cych zadowalające zrozumienie liczb względnych. Te przeszkody 
przejawiają się w dwudziestu symptomach, ale nie można przypo­
rządkować każdego z nich jednej tylko określonej przeszkodzie.

Zajmiemy się teraz drobiazgowym objaśnianiem tekstów, co 
jedynie pozwoli dojść do wyważonych wniosków. Ale ten sposób 
przedstawienia będzie z konieczności chaotyczny, chwiejny, po­
dobny do zygzakowatego rozwoju rozumienia liczb względnych w 
ciągu wieków. Jeżeli przyjmiemy w naszej pracy przedstawienie
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chronologiczne, nie ustalimy porządku w pokonywaniu przeszkód. 
Są prekursorzy, którzy pokonują takie trudności szybko, i opóź­
nieni, którzy popadają w stare błędy. Można myśleć o wypracowa­
niu klasyfikacji strukturalnej. Ten sposób przedstawienia za­
gadnienia ma jednak tę niedogodność, że gubi wiele faktów, na­
tomiast wprowadza strukturę, której w ogóle nie było w rozwoju 
historycznym.

Dla ułatwienia lektury, zaryzykujemy przedstawienie pro­
wizorycznego przeglądu zawartości naszego artykułu, bez ukrywa­
nia, że może on być uproszczony.

Wybraliśmy więc sześć przeszkód, które zostaną obszernie 
opisane w dalszym ciągu, i dziesięciu cytowanych autorów. Spo­
rządzimy bardzo schematyczną tabelę, w której okienka zawiera­
ją znaki + lub - zależnie od tego, czy autor, prezentowany 
przez cytowany tekst, przekroczył już dany próg.

Chodzi tutaj o klasyfikację zwięzłą, do której odnosimy 
się zresztą z pełną rezerwą, ale która jest pożyteczna jako 
prowizoryczne odniesienie w dalszej lekturze.

Prowizoryczna lista niektórych przeszkód

(1) Niezdolność do manipulowania wielkościami ujemnymi.

(2) Trudność w nadawaniu sensu izolowanym wielkościom u- 
jemnym.

(3) Trudność w unifikacji prostej liczbowej.

Ta ostatnia trudność objawia się na przykład tam, gdzie 
podkreśla się różnice jakościowe między wielkościami ujemnymi 
a liczbami dodatnimi, albo gdzie opisuje się prostą jako leżą­
ce obok siebie dwie półproste przeciwnie skierowane o różno­
rodnych symbolach, albo kiedy odrzuca się rozpatrywanie jedno­
cześnie charakteru dynamicznego i statycznego liczb.

(4) Dwuznaczność dwu zer (patrz wyżej).
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(5) Zatrzymanie się w stadium operacji konkretnych (w 
przeciwstawieniu do stadium operacji formalnych). To jest trud­
ność w oderwaniu się od konkretnego sensu przypisywanego licz­
bom.

(6) Dążenie do modelu unifikującego. Jest to chęć stworze­
nia "dobrego" modelu addytywnego, równie ważnego dla ilustra­
cji dzieciny multiplikacyjnej, gdzie ten model jest bezużytecz­
ny.

Bardziej dokładne komentarze są rozsiane w całym artykule. 
Wystarczy, dla przykładu, zasygnalizować, że w cytowanym frag­
mencie Piaget robił aluzje (świadomie lub nie) do przeszkód 
(3) i (4).

Przyjrzyjmy się tabeli:

Przeszkody
Autorzy ( 1 ) ( 2 ) (3) (4) (5) ( 6 )

Diophantes -
Simon Stevin + - - - - -
Rene Descartes + 7 - 7

Colin McLaurin + + - - + +

Leonard Euler + + + 7 - -
Jean d'Alembert + - - - - -

Lazare Carnot + - - - - -

Pierre de Laplace + + + 7 - 7

Augustin Cauchy + + - - + 7

Herman Hankel + + + + + +

Znaki zapytania oznaczają przypadki, w których nie potrafimy 
dać odpowiedzi, bądź dlatego, że cytowane teksty nie są do te­
go wystarczającą podstawą, bądź też dlatego, że przyjęta przez 
nas prowizorycznie zwięzła klasyfikacja nie pozwala uwzględnić 
niuansów, które będą w dalszym ciągu analizowane.

Tabela ta, jakkolwiek zwięzła, ujawnia interesujące fakty*
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Uwidacznia dobrze fragmentaryczność w rozumieniu osiągniętym 
przez cytowanych matematyków klasycznych. Potrafili oni dobrze 
posługiwać się liczbami względnymi z biegłością budzącą podziw, 
ale dopóki wszystkie przeszkody nie zostały pokonane, pozosta­
wało wiele wysepek niezrozumienia; sukces nie był zapewniony w 
sposób trwały.

Wydawało mi się na początku moich badań, że przełomowym 
krokiem było przekroczenie progów (5) i (6). Ale tablica uwi­
dacznia przypadek McLaurina, który dokonał tego kroku, ale nie 
opanowawszy progów (3) i (4), nie osiągnął ostatecznego celu. 
Skoro zaś niedostateczne zrozumienie nie pozwoliło mu przeko­
nać definitywnie swych czytelników, postęp, jaki osiągnął 
chwilowo, zastał stracony dla przyszłości.

Natomiast Lazare Carnot, formułując z dużą jasnością 
wszystko to, co wydawało mu się niezrozumiałe w pojęciu liczb 
ujemnych, był jednym z rzemieślników najbardziej sprawnych w 
osiąganiu ostatecznego sukcesu.

II. PEWIEN SYMPTOM

Na drogę badań przedstawioną tutaj zostałem wprowadzony czyta­
jąc "Życie Henryka Brulard" (Stendhal,1835), autobiografię 
Stendhala (1783-1843, prawdziwe nazwisko Henryk Beyle). Pisarz 
ten należał do pierwszych absolwentów 1'Ecole Centrale w Gre­
noble; jest to jedna z pierwszych instytucji, gdzie nauczano 
matematyki dzieci już od 13 roku życia. Młody Henryk studiował 
tam od czternastego do siedemnastego roku życia. Przedstawiał 
szczegóły swojego życia szkolnego - szczególnie cenne świadec­
two (być może jedyne) pierwszych kontaktów młodzieńca z nowym 
zinstytucjonalizowanym nauczaniem matemytyki.

Otóż, ani otrzymane wykształcenie, ani lektura słynnego 
podręcznika Bezout (1772) nie zaspokoiły ciekawości młodego 
ucznia, który chciał zrozumieć pochodzenie reguły znaków. Jego 
nauczyciele również nic nie rozumieli ! Nawet nie starali się 
zrozumieć lub wyjaśnić. Omijali trudność przedstawiając ten
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punkt w postaci dogmatu objawionego: "każde twierdzenie 
Bezouta - pisał Stendhal - robi wrażenie wielkiej tajemnicy u- 
zyskanej od sąsiadki".

Oto jego świadectwo:
Według mnie w matematyce niemożliwa była hipokryzja i w mojej mło­

dzieńczej prostocie, myślałem, że tak samo jest we wszystkich dzie­

dzinach wiedzy, gdzie, jak słyszałem, ją się stosuje. Co działo się 

ze mną, kiedy zauważyłem3 że nikt nie umie mi wyjaśnić, jak to się 

dzieje3 że: minus razy minus daje plus { - . - = + )  ? {Jest to jedna 

z fundamentalnych podstaw nauki3 która nazywa się "algebrą". )
Dużo gorsze niż niewyjaśnienie mi tej trudności {która bez wąt­

pienia jest możliwa do wy jaśnienia,3 skoro prowadzi do prawdy)3 było 

wyjaśnianie jej za pomocą argumentów ewidentnie niezbyt jasnych dla 

tych3 którzy mi je prezentowali.

Pan Chabert3 przyciśnięty przeze m m e 3 powtarzał swoją "lekcję", 

przeciwko której podnosiłem właśnie obiekcje3 kończąc z miną3 która 

mówiła: "Ale tak jest przyjęte3 wszyscy przyjmują to wyjaśnienie. 

Euler i Lagrange3 którzy oczywiście warci są więcej niż pan3 także 

je przyjmują".

Przekonałem się p o  dłuższym czasie, że moje obiekcje co do 

- • - - + nie mogły absolutnie pomieścić się w głowie pana Chabert3 

że pan Dupuy nigdy na nie nie odpowie inaczej niż z uśmiechem wyż­

szości i że "silni", którym stawiałem pytania3 drwią zawsze ze mnie.

Ograniczyłem się do tego3 co dziś jeszcze sobie mówię: trzeba3 

żeby minus przez minus dawało plus, ponieważ oczywiście ilekroć uży­

wa się tej reguły w  rachunkach, zawsze dochodzi się do wyników "praw­

dziwych i niewątpliwych".

Moim wielkim nieszczęściem była figura:

B

A
C

Załóżmy, że R P  jest linią, która oddziela dodatnie od ujemnego,
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wszystko, co jest powyżej, jest dodatniej a wszystko, co poniżęj,jest 

ujemne; jak, biorąc kwadrat B tyle razy, ile jest jednostek w kwad­

racie A , mogą dojść do tego, że kwadrat C znajdzie się po prze­

ciwnej stronie ?

Dalej - niezgrabne porównanie, które akcent pana Chabert w naj­

wyższym stopniu rozwlekły i grenoblański czyni jeszcze bardziej nie­

zgrabnym: załóżmy, że wielkości ujemne są długami pewnego człowieka; 

jak mnożąc dług 10000 franków przez 500 franków ten człowiek móże 

dojść do fortuny 5000000 ?

Widać, że tutaj Stendhal i jego nauczyciele dwukrotnie 
natknęli się na przeszkodę (4). Model komercjalny, który ułat­
wia zrozumienie dodawania liczb względnych, jest przeszkodą w 
zrozumieniu mnożenia.

Ten tekst jest symptomem niezrozumienia, którego historię 
śledzimy z wieku na wiek.

III. NIECO HISTORII

Źródło reguły znaków jest na ogół przypisywane Diophantesowi 
(koniec trzeciego wieku po Chrystusie). Ten autor nigdy nawet 
nie wspominał o liczbach ujemnych. A przecież, na początku 
Księgi I swojej "Arytmetyki" (Diophantes) robiąc niewątpliwą 
aluzję do rozwinięcia iloczynu dwu różnic, napisał:*

To czego brakuje, pomnożone przez to, czego brakuje, daje to, co jest 

dodatnie; podczas gdy to, czego brakuje, pomnożone przez to, co jest 

dodatnie, daje to, czego brakuje.

Nie podawał dowodu, ale dowód był już w zasięgu starożyt­
nych Greków. Komentatorzy lub tłumacze Diophantesa nie mieliby 
żadnych trudności w zredagowaniu dowodu.

Oto, na przykład, jak on jest przedstawiony w "Arytmetyce" 
Szymona Stevina, wydanej w 1625 (Stevin 1634) :

Plus pomnożony przez plus daje w iloczynie plus; minus pomnożony 

przez minus daje w iloczynie plus; plus pomnożony przez minus lub mi­

nus pomnożony przez plus daje w iloczynie minus.

Wyjaśnienie tego, co podano: Pomnóżmy 8-5 przez 9-7; siłą rzeczy 

mamy: -7 razy -5 daje +35 {+35, bo jak mówi twierdzenie, - przez -
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daje + ) . Potem -7 razy 8 daje -56 {-56, bo, jak zostało powiedziane 

w twierdzeniu, - przez + daje - ). I podobnie 8-5 pomnożone 

przez 9 daje w  iloczynie 72-45; następnie dodane 72+35 dają 107. Nas­

tępnie dodane -56-45 dają -101. I odjęcie 101 od 107 daje resztę 6 

jako iloczyn tego mnożenia. Stąd przedstawienie charakteru operacji 

jest takie:

8 -  5

9 -  7
-56 +35 

72 -45

6

Wyjaśnienie właściwe: Trzeba udowodnić, co powyżej podano, że- + 

pomnożony przez + daje + ,  że - przez - daje + ,  że + przez 

- lub - przez + daje - . Dówód: Mnożna 8-5 równa się 3 i mnoż­

nik 9-7 równa się 2. Ale mnożąc 2 przez 3 otrzymujemy iloczyn 6.

Więc powyższy iloczyn 6 jest prawdziwym iloczynem. Ale to samo zos­

tało otrzymane tam, gdzie mówiliśmy, że + pomnożony przez + daje 

+ , - przez - daje + , + przez - lub - przez + daje - , 

więc twierdzenie jest prawdziwe.

Inny dowód geometryczny.

D 2 F 7

10 35

6 21

A 2 C 7 E

Niech A B  8-5 {na mocy AD8 - DB5 ). Następnie A C  9-7 {na mo­

cy AE9 - EC7 ) . Ich iloczyn da CB . Albo według poprzedniego mnoże­

nia: ED72 - EF56 - DG45 + GF35 , co dowiedziemy, że jest równe 

CB . Od ED+GF odejmujemy EF i DG , pozostaje CB . Wniósek: Plus 

pomnożony przez plus daje plus. Minus pomnożony przez minus daje
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-plus. Plus pomnożony przez minus lub minus pómnożóny przez plus daje 

minus. To było do udogodnienia.

Można zauważyć, że pierwsze rozumowanie jest tylko weryfi­
kacją na przykładzie liczbowym, nie mającym ogólnego znaczenia. 
Ale dowód geometryczny może służyć za podstawę dla ogólnego 
rozwinięcia wzoru

(a-b>(c-d)= ac - ad - bc + bd .
Jakkolwiek by było, nie widać, aby pojawiały się u Diophantesa 
izolowane liczby ujemne. Reguła (-)•(-) = (+) interweniuje 
tylko jako postępowanie przejściowe przed otrzymaniem rezulta­
tu "do przyjęcia", tzn. dodatniego.

Odtąd matematycy zabierają się do rachowania, przeszkoda
(1). zostanie definitywnie pokonana.

Jeśliby chcieli uniknąć używania liczb ujemnych, praktyka 
rachunkowa zmusi ich do wprowadzenia ich jako pośredników w ra­
chunku. I długo będą się dziwić zauważając, że rachunki wykony­
wane na "fałszywych liczbach" prowadzą w ostatecznym rachunku 
do poprawnych wyników.

Na przykład często podstawiając liczbę dodatnią a w i- 
dentyczności wielomianowej P(x)»Q(x) = R(x) , dochodzi się do 
dodatniej wartości R(a) , mimo że P(a) i Q(a) nie są dodat­
nie.

W ten sposób "ukryta" praktyka rachunku liczb względnych 
poprzedza od 1600 lat jego rozumienie. Oto lekcja, której dy­
daktyka matematyki nie powinna zapomnieć !

Ten sukces usprawiedliwia wobec niezbyt skrupulatnych ma­
tematyków używanie izolowanych liczb ujemnych... Pojawiają się 
one w VII wieku przed Chrystusem u Brahmagupty (Brahmagupta 
Bhascara, 1817). Dzieła hinduskie tej epoki są tylko zbiorem re­
cept, którym towarzyszą liczbowe przykłady. Ale nie ma w nich 
starań o wyjaśnienia, dlaczego "zaprzeczenie mnożone przez za­
przeczenie daje potwierdzenie".

Trzeba wiedzieć, że w średniowieczu i w okresie renesansu 
"cud" niewyjaśnionej skuteczności rachowania na liczbach 
względnych znaleźć można także w innych dziedzinach. Sytuacja 
liczb niewspółmiernych wydaje się bardziej zaprzątać uwagę ma-
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tematyków, którzy usiłują uzasadnić arytmetykę i algebrę.
Najsławniejszym z nich jest Simon Stevin (1540-1620). Two­

rzy on pewną ideę liczby, wyrażoną w definicji:
"Liczba jest tym, przez co wyraża się ilość każdej rzeczy". 
Nie zadaje on sobie jednak trudu, aby dowieść, że liczby 

dziesiętne "obcięte" (to znaczy ułamkowe), niewymierne itd. in­
terweniują skutecznie jako dobre symbole miary. Odrzuca on na­
wet tezę Euklidesa, dla którego jednostka nie była liczbą; mó­
wi :

Konkludujemy więc> że nie ma żadnych liczb absurdalnych, niewymier­

nych3 nieregularnych, niewytłumaczalnych lub ukrytych; ale że jest w 

nich taka doskonałość i zgodność, że mamy materiał do medytacji 

dzień i noc nad ich godną podziwu doskonałością.

Jednakże izolowanych liczb ujemnych brakuje na tej liście. 
Nic się nie mówi o ich prawie do istnienia jako symbolu ilości. 
Co oznacza to milczenie ?

Z drugiej strony w całym tym dziele pisze się dużo o licz­
bach ujemnych używanych jako chwyty rachunkowe. Usprawiedliwia 
się je (jak w wyżej cytowanych dowodach). Udoskonala się ich u- 
żywanie, kiedy autor pisze: "Zamiast mówić odejmijcie 3, mów 
dodajcie -3".

Ale jego kłopoty widać najwyraźniej, gdy jest mu potrzeb­
na interpretacja ujemnych pierwiastków równania i gdy podaje 
pomysłową propozycję, którą przedstawimy w następujący sposób: 

Pierwiastki ujemne równania są to pierwiastki dodatnie
równania powstałego przez podstawienie -x w miejsce x (ina-2czej mówiąc, jeśli -2 jest pierwiastkiem równania x +px = q

2to znaczy, że +2 jest pierwiastkiem równania x -px = q ).
Spotykamy tutaj pierwszy przejaw symptomu unikania. Cho­

dzi o wyobrażenie sobie procederu, który w praktyce rezygnuje 
z używania liczb ujemnych. W naszych czasach żaden matematyk 
nie potrzebuje takich sztucznych zabiegów. Jeśli -2 jest 
liczbą równie dobrą jak +2 , nie potrzeba szukać dla niej żad­
nej interpretacji jako rozwiązania innego problemu postawione­
go ad hoc.

Przez cały bieg historii matematycy pozwalają sobie prak-
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tykować coraz to lepiej rachunek liczb względnych. Ale aż do 
końca XVIII wieku wartości ujemne nie uzyskały statusu liczb.

Wobec ich wtargnięcia nie w porę do rachunku, uczeni sta­
wiają problem: "Jak się ich pozbyć?"

Na przykład Piotr de Fermat (1601-1665) przedstawił zreda­
gowane przez swego przyjaciela Jakuba de Billy (Fermat, 1891) 
rady, jak postępować w obecności "fałszywych" pierwiastków pew­
nego równania diofantycznego. Proponował metodę wydedukowania 
w pewnych przypadkach rozwiązania "dopuszczalnego" (jest to in­
ny typowy przykład symptomu unikania).

Istnieje zwyczaj zacierania ważnej części dróg, po jakich 
krążą idee, przez przypisywanie Kartezjuszowi (1596-1650) uży­
wania układu współrzędnych "kartezjańskich". W istocie nigdy 
nie używał on osi, na której odcięta punktu zmienia się od-oo 
do + oo . Co najwyżej rozważał oddzielnie dwie przeciwne pół- 
proste, wiedząc, że liczby ujemne powinny być skierowane prze­
ciwnie niż dodatnie. Ale krzywe, które badał, redukują się
często do pierwszej ćwiartki. Na przykład,dziś nie bardzo ro-

3 3zumiemy, dlaczego krzywa o równaniu x + y = 3axy nazywa 
się liściem* Kartezjusza: ze swoją asymptotą wcale nie przypo­
mina kształtu liścia. W rzeczywistości jest to badanie obcięcia 
tej krzywej do pierwszej ćwiartki, które zostało zaproponowane 
Fermatowi w roku 1633 jako wyzwanie.

Trzeba ponadto zauważyć, że Kartezjusz poświęca trzecią 
część swojej książki "Geometria" (1628) sztuce pozbywania się 
fałszywych pierwiastków 1 Otóż ten słynny autor oświadcza we 
wszystkich swoich dziełach, że chce atakować tylko kwestie pod­
stawowe, pozostawiając "swoim małym kuzynom" troskę o szczegó­
ły. To znaczy, że dla niego chwyt ze zmianą początku osi odcię­
tych dla otrzymania równań, których wszystkie pierwiastki są 
dodatnie, nie jest kwestią podrzędną: to jest symptom unikania, 
objaw obawy przed użyciem liczb ujemnych.

Innego rewelacyjnego świadectwa dostarcza "Słownik matema­
tyczny" Jakuba Ozanana, opublikowany w 1691 roku. W spisie rze­
czy wylicza się około dwudziestu rodzajów liczb (między nimi
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liczby całkowite, "obcięte", niewspółmierne, głuche itd.).Trzeba 
wierzyć, że w tej epoce nikomu się nawet nie śniło o liczbach 
ujemnych. Tymczasem w rubryce "pierwiastek" rozróżnia się pier­
wiastki prawdziwe, fałszywe lub urojone: "Pierwiastek fałszywy 
jest zaprzeczoną wartością litery niewiadomej równania" (I?).
To bredzenie kontrastuje ze względną jasnością reszty dzie- 
ła<5>.

Począwszy od XVII wieku liczby ujemne pojawiają się w spo­
sób całkiem naturalny w pracach naukowych - są akceptowane na 
mocy pewnego rodzaju metody Couś: skuteczność rachunku wystar­
cza do wzmocnienia matematyka w jego wierze. Niepokój przeja­
wia się w pismach o charakterze pedagogicznym. Uczony nie pot­
rafi dać wyjaśnienia, które uważałby za wystarczające. Ale sko­
ro nie może uczciwie przyznać się do swej słabości, nadużywa 
omówień bogatych w gramatyczne formy negatywne. Oto symptom po­
jawiający się u prawie wszystkich autorów, których cytujemy (z 
wyjątkiem, być może, Clairauta, który pisał zawsze autorytatyw­
nie i) .

Ten symptom spotyka się w pismach Colina McLaurina. W swo­
im "Traktacie o różniczkach" (1742) pisze: "Używanie znaku u- 
jemnego w algebrze spowodowało wiele konsekwencji, które prze­
de wszystkim trudno przyjąć i które dają początek ideom nie 
mającym, jak się wydaje, żadnej realnej podstawy". Dalej po 
zagmatwanych rozważaniach, autor napotyka nagle przeszkodę (3). 
Podaje przepis na używanie stosunku między liczbami ujemnymi 
a dodatnimi uważanymi za wielkości nieporównywalnie różnorodne. 
(Prawie identyczne argumenty przeczytać można w tekstach 
d'Alemberta i Carnota cytowanych dalej.)

"Traktat o Algebrze", wydany w roku 1748, dwa lata po
(5) • •Zainteresowany czytelnik może także zbadać początek

rozdziału LXVI "Algebry" Jana Wallisa (1673), którego stresz­
czenie przetłumaczone z łaciny na angielski figuruje w "Źródło­
wej księdze" Smitha. Wallis mówi o liczbach ujemnych, ale pre­
zentuje wiele symptomów niezrozumienia analogicznych do tych, 
które cytujemy według innych autorów.
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śmierci McLaurina, pozostał dziełem, na które powoływano się 
tak w Wielkiej Brytanii, jak i na kontynencie. Oto, jak przed­
stawia on wielkości ujemne:

Nazywa się wielkościami dodatnimi lub twierdzącymi te, które są po­

przedzone znakiem + , a ujemnymi te, które są poprzedzone znakiem - 

Aby mieć jasne i dokładne pojęcie o tych dwóch rodzajach wiel­

kości, trzeba zauważyć, że każda wielkość może w e jść do rachunku al­

gebraicznego jako dodana lub jako odjęta, to znaczy, jako powiększe­

nie lub jako pomniejszenie. Otóż przeciwieństwo, jakie istnieje mię­

dzy powiększeniem a pomniejszeniem, tkwi w  porównaniu wielkości: na 

przykład między wartością pieniędzy, które ktoś ma u kogoś, a tymi, 

które komuś jest winien; między linią wykreśloną w  prawo a linią wyk­

reśloną w  lewo; między podniesieniem ponad horyzont a opuszczeniem 

poniżej. W ten sposób wielkość ujemna, daleka od tego by być ściśle 

czymś mniej niż nic, nie jest mniej rzeczywista w  swojej istocie niż 

wielkość dodatnia, ale jest wzięta w sensie przeciwnym; stąd wynika, 

że sama rozważana wielkość nie może b y ć  ujemna, może b y ć  taka w po­

równaniu z wielkością dodatnią, i że od wielkości, którą nazywamy 

dodatnią, jeśli nie ma dla niej przeciwnej, nie powinniśmy odejmować 

większej; na przykład byłoby absurdem chcieć odjąć większą ilość ma­

terii od mniejszej.

Czytelnik zauważy, że przeszkoda w przejściu do dynamiki 
sygnalizowana przez Piageta, została doskonale przekroczona ! 
Ale zrozumienie jest dalekie od osiągnięcia celu z powodu 
przeszkód (3) i (4), których najwyraźniej nie przekroczong.

Tymczasem autor przyznaje implicite, że to, co jest absur­
dalne dla zera absolutnego (dwie ostatnie linijki), jest dosko­
nale uprawnione dla zera, jako początku układu współrzędnych. 
Dalej wypowiada regułę znaków, którą komentuje tymi słowami:

Można by wydedukować regułę znaków, którą się zazwyczaj wypowiada w 

taki sposób, że znaki podobne mnożnika i mnożnej dają w iloczynie 

+ , a różne znaki dają - . Uniknęliśmy w  ten sposób przedstawienia 

tej reguły, aby oszczędzić początkującym szokującego wyrażenia, że - 

przez - daje + , co jest konieczną konsekwencją reguły; można, 

jak my to robimy, jej nie lubić, ale nie można jej przeczyć lub usu­

nąć; Czytelnik, nawet nie zauważając tego, dostrzegł sens tego w 

poprzednich przykładach; zaznajomiony z problemem, czyż mógłby jesz-
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cze wystraszyć się slow ? Jeśli pozostają mu jeszcze jakieś skrupuły, 

niech poświęci trochę uwagi następującemu dowodowi, który atakuje 

trudność wprost: Mamy +a-a = 0 , więc przez jakąkolwiek wielkość po­

mnoży się a-a , iloczyn powinien b y ć  równy 0; jeśli mnożę przez n , 

to otrzymam jako pierwszy składnik +na , a jako drugi -na , ponie­

waż te dwa składniki muszą się znosić. Więc różne znaki dają - w 

iloczynie. Jeśli pomnożę +a-a przez -n , to na podstawie poprzed­

niego przypadku będę miał -na jako pierwszy składnik; więc +na 

jako drugi, bo oba składniki muszą się znosić; więc - pomnożony 

przez - daje + w  iloczynie.

Ten tekst unaocznia godny uwagi postęp. Dowód reguły zna­
ków jest przeprowadzony formalnie. Związek z rozdzielnością 
względem dodawania uwypuklono implicite.

Można by zapytać, w jakich granicach McLaurin stosuje for- 
malistyczny punkt widzenia. Ustęp, który właśnie zacytowaliś­
my, pozwala przewidzieć już wyprzedzenie przez autora wszys­
tkich matematyków aż do korica XIX wieku.

Ale początek jego traktatu o różniczkach (1742) jest dużo 
bardziej wyraźny:

Matematyka bada stosunki między jednymi wielkościami a dru,gimi i 

wszystkie ich własności, które mogą b y ć  poddane pewnej regule lub po­

miarowi.

I kilka linijek dalej:
W tych naukach bada się raczej związki pomiędzy rzeczami niż ich isto­

tę wewnętrzną; dlatego, że możemy mieć jasny pogląd na to, co jest 

podstawowe dla pewnego stosunku, nie mając dokładnego ani kompletnego 

poglądu na atrybuty samej rzeczy. Nasze idee o stosunkach są często 

bardziej jasne i bardziej wyraźne od idei samych rzeczy, które wcho­

dzą w te stosunki; i to jest to, co powinniśmy głownie przypisywać ma­

tematyce jako jej cechę szczególną. Nie jest konieczne, aby przedmio­

ty naszych teorii były opisane aktualnie lub żeby istniały poza nami; 

jest jednak istotne, aby ich stosunki były jasno zrozumiane, wydeduko- 

wane w sposób oczywisty i by było korzystne ich stosowanie, szczegól­

nie w rozważaniu tych, które odpowiadają obiektom zewnętrznym i które 

mogą rozszerzyć naszą znajomość fizyki.

Czyż nie ma się wrażenia, że się czyta Hilberta lub Bour- 
bakiego ? Zauważmy w szczególności ustęp, gdzie przyjmuje się
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obiekty matematyczne opisane w terminach struktury, nie wyma­
gając, "aby istniały poza nami".

Istnienie fizyczne rozważane jest tylko jako "korzystne" 
potwierdzenie, które nie jest istotne' ' .

Ale ustęp cytowany wyżej pokazuje także, że te spektaku­
larne postępy nie wystarczyły McLaurinowi dla uzyskania pełne­
go zrozumienia. Ponieważ potyka się na przeszkodach (3) i (4) , 
nie jest zdolny przedstawić teorii liczb względnych z całą up­
ragnioną swobodą. Czytelnicy nie podejrzewali, że McLaurin 
prawie zrozumiał liczby względne. Jego historyczny sukces zos­
tał czasowo zagubiony dla potomnych.

Dopóki wszystkie aspekty zagadnienia nie zostaną równo­
cześnie opanowane, zawsze należy się obawiać nawrotu do niezro 
zumienia.

Leonard Euler (1707-1783) był z pewnością wirtuozem ra­
chunku. W swoich naukowych artykułach posługiwał się liczbami 
względnymi i zespolonymi z pomysłowością i rozmachem, nie pod­
nosząc sprawy słuszności swoich konstrukcji. Ale w pewnym dzie 
le przeznaczonym dla początkujących ( Euler, 1770) podjął się 
zadania pedagogicznego i został zmuszony do dostarczenia wyjaś 
nień. Próbował mianowicie usprawiedliwić regułę znaków. Podzie 
limy jego argumentację na trzy części:

1. Mnożenie długu przez liczbę dodatnią nie sprawia wiel­
kiej trudności: trzy długi po a talarów dają jeden dług 3a 
talarów. Więc b • (-a) = -ab .

Zauważmy, że na tym przykładzie mnożenie jest działaniem 
zewnętrznym, rozumowanie jest więc bezwartościowe, jeżeli 
mnożnik nie jest liczbą naturalną.

2. Z prawa przemienności Euler wydedukował, że (-a) • b 
-ab . Rozumowanie bezwartościowe dla działania zewnętrznego, 
które znaczy (-3) -krotny zysk a talarów.

^  W angielskim wydaniu "Traktatu o różniczkach" (1742) 
temu wyznaniu wiary towarzyszy odsyłacz do "Eseju o ludzkim 
rozsądku" (księga 2, rozdz.25). Czyż należy stąd wnioskować, 
że Jan Locke jest ojcem Bourbakiego ?
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3. Pozostaje ustalić, co to jest iloczyn (-a) razy (-b) . 
Jest jasne, mówi Euler, że wartością bezwzględną będzie ab . 
Chodzi więc o zdecydowanie +ab czy -ab . Ale skoro (-a)-b 
tyło już równe -ab , pozostaje tylko jedna możliwość:
(-a) . (-b) = +ab (!!!) .

Ten piruet nie przekracza zupełnie poziomu wulgaryzacji. 
Ale jeśli Euler nie podaje lepszego uzasadnienia reguły znaków, 
to bez wątpienia nie znał lepszego. W tym samym rozdziale od­
krywamy jeszcze jedną przeszkodę, której Euler (jak i wielu in­
nych autorów) nie pokonał, a która odnosi się do niezrozumie­
nia unifikacji prostej liczbowej. Euler oświadcza, że liczba 
ujemna jest reprezentowana przez literę poprzedzoną znakiem -.

W dziesiejszych czasach, natomiast, symbol -x oznacza 
liczbę przeciwną do x (z dowolnym znakiem). Umowa wypowie­
dziana explicite przez Eulera jest zresztą sprzeczna z jego co­
dzienną praktyką. Słynny analityk nie waha się nigdy podsta­
wiać wartość ujemną lub urojoną za zmienną występującą w wie­
lomianie lub szeregu.

Chaos w języku, który stąd wynika, jest szczególnie wyraź­
ny w poniższym tekście Gabriela Cramera, współczesnego Eulero­
wi. Zauważymy, że w drugim ustępie tego tekstu litera x zmie­
nia znaczenie kilkakrotnie, podczas gdy parametr a jest im­
plicite dodatni.

W ten spósob w  krzywej3 którą przedstawia równanie: x»x + 6ax +

+ 5a*a - 6ay - 0 , lub y = ~  + x + a (§ 11) 3 jak z równania wi­

dać:3 w  początku układu3 gdzie x jest zerem3 y ma wartość 4 a .
5 . .  . ^

Aa = g a jest więc wielkością pierwszej rzędnej. Zakładając następ-

nie3 że x  jest dodatnie3 widzimy3 że w  miarę3 jak x  rośnie3
•CCC

składniki i x  także rosną bez zmniejszania stałego składnika

^  a . To dowodzi3 że kiedy odcięta x rośnie3 rzędna y (- ~  + x  + 

+ ■ a) 3 która jest dodatni a 3 także rośnie. Więc po dodatniej stronie

odciętych krzywa ma tylko jedną gałąź ad 3 która cała leży w pierw­

szej ćwiartce układu i która oddzielając koniec a od pierwszej 

rzędnej A d  3 oddala się do nieskończoności od osi odciętych i od 
osi rzędnych.

Ażeby poznać przebieg tej linii ód strony ujemnych odciętych3
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przyjmiemy, że x  jest ujemne, eo przekształca równanie y ~ -j— +
1 xx 1 ° •

+ x + -ą a w  równanie y = - x + ̂  a . Widać tu, że gdy x gest

mniejsze od 6a , ~  jest mniejsze niż x tak, że stała ^  a

jest mniej powiększona przez wyraz d o d a t m  m ż  z m m e g s z o n a

przez wyraz ujemny ~x (Cramer, 1750) .
Niejasności są tutaj tylko językowe; rozumie się doskona­

le, co autor chciał powiedzieć. Zagmatwany wykład nie jest 
więc niczym innym, jak symptomem głębszego niezrozumienia: 
unikanie rozumowania dotyczącego liczb ujemnych, istotnie róż­
nych od dodatnich.

Zwróćmy uwagę na ustęp, gdzie zmiana zmiennej x —> -x 
pozwala Cramerowi w ostatnim fragmencie, posługiwać się w ro­
zumowaniu nierównościami. Trzeba wiedzieć, że znaki < i > 
zostały wprowadzone w roku 1631 w angielskich książkach Toma­
sza Harriota (Cajori, 1928), a analiza nieskończenie małych do­
prowadziła do stosowania majoryzacji. Ale aż do końca XIX wieku 
rozwiązywania nierówności nie należy do repertuaru nauczania 
dla początkujących. Najstarszym dziełem, jakie znalazłem, za­
wierającym specjalny rozdział poświęcony nierównościom, jest 
traktat o algebrze Józefa Bertranda (1870). Wypowiada się tam 
i dowodzi reguły odwracania nierówności przez mnożenie obu 
stron przez czynnik ujemny, (por. także Bourdon, 1834).

Oczywiście, w epoce Eulera umiano już dobrze posługiwać 
się majoryzacją. Ale uciekano się za każdym razem do sztuczek, 
podobnych do tych, jakich używał Cramer, aby uniknąć porówny­
wania liczb względnych.

Pisma Aleksego Clairauta (1713-1765) nie faworyzują badań 
epistemologicznych. Autor ten przyjmuje strategię pedagogiczną, 
która polega na rozwijaniu tego, co jest doskonale jasne, i 
systematycznym przemilczaniu wszystkich pytań, które męczą je­
go współczesnych; w braku dokumentów nie zaryzykujemy więc 
aluzji do progów, których Clairaut nie przekroczył i

Oto ustęp z jego "Elementów Algebry" (1749), gdzie wypo­
wiada się co do pewnego punktu, który zrozumiał zupełnie dok­
ładnie .

Można zapytać, czy można dodać liczbę ujemną do dodatniej lub raczej,
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czy można p o w i e d z i e ć ż e  się dodaje liczbę ujemną. Na co odpowiadam, 
że to wyrażenie jest ścisłe3 gdy nie myli się dodawania z powiększa­

niem. Kiedy dwie ósoby3 na przykład, łączą swoje fortuny3 jakiekol­

wiek by one były3 powiem3 że wtedy one dodają swoje majątki. Kiedy 

jedna ma długi i realny majątek3 jeśli jej długi przewyższają war­

tość majątku3 ona ma tylko wartość ujemną3 i połączenie jej fortuny 

z tą drugą pomniejsza fortunę tej ostatniej w ten sposób3 że suma 

okazuje się albo mniejsza3 albo całkowicie ujemna.

Gdzie indziej Clairaut zahacza o kwestią znaczenia ujem­
nych rozwiązań problemu; a propos "problemu kurków" konkluduje 
że trzeba rozważać źródło jako "ujmowanie wody ze zbiornika", 
zamiast dostarczania tam wody.

Otóż w tamtej epoce i później pojawiają się pierwiastki u 
jemne nie jako rozwiązanie problemu, ale jako sygnał źle pos­
tawionego pytania. Na przykład w podręczniku "Algebry" de Bour 
dou (1834) czytamy:

1. Każda w a rtość ujemna wyznaczona dla niewiadomej problemu pierw­

szego rzędu wskazuje błąd w sensie warunków tego problemu lub przy­

najmniej w  równaniuj które jest jego tłumaczeniem algebraicznym.

2. Ta wartość3 abstrahując od jej znaku3 może b y ć  uważana za odpo­

wiedź na pytanie3 którego sformułowanie różni się od sformułowania 

postawionego pytania tylko tym3 że pewne wielkości3 które były doda­

wanej stają się odejmowane i na odwrót.

W ten sposób otrzymanie pierwiastka ujemnego jest uważane 
za błąd łatwy do naprawienia, podczas gdy w naszych czasach 
jest rozwiązaniem całkowicie dopuszczalnym.

Sygnalizujemy, że Euler w cytowanym już dziele proponuje 
wiele ćwiczeń dotyczących tego zagadnienia. Otóż stara się on 
o to, by wszystkie przykłady równania pierwszego stopnia miały 
tylko dodatnie pierwiastki. Uwalnia go to od poruszania próbie 
mu. Natomiast wtrącił do swojego tekstu kilka równań kwadrato­
wych mających ujemne pierwiastki. W takim przypadku Euler nie 
daje żadnego komentarza, nie przewidując, że czytelnik, po na­
potkaniu takiej trudności po raz pierwszy, mógłby być w kłopo­
cie.

Reasumując, spotkaliśmy teksty wielkich uczonych, w któ-
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rych pojawiały się mniej lub bardziej samorzutnie oznaki nie­
zrozumienia tematu tak banalnego, jak liczby względne. Ale na­
sze zdumienie jeszcze wzrośnie wobec syntez d'Alemberta i Car­
nota, którzy nie wahają się ujawnić całkiem bez osłonek swoje­
go niezrozumienia.

Tekstem demonstrującym najlepiej zamieszanie panujące pod 
koniec XVIII wieku jest na pewno artykuł "Ujemne", który 
d'Alembert (1717-1783) napisał dla "Encyklopedii" Diderota.

Oto jego fragment:
Wielkości ujemne są przeciwieństwem dodatnich. Tam, gdzie się dodat­

nia kończy, tam się ujemna zaczyna. Patrz pod "Dodatnia".

Trzeba przyznać, że nie jest łatwo określić pojęcie wielkości 

ujemnych i że kilku zręcznych ludzi miało swój udział w jego zagmat­

waniu przez mało dokładne pojęcia, które przedstawiali. Mówić, że 

wielkość ujemna jest poniżej niczego, to znaczy twierdzić coś, czego 

nie można pojąć. Ci, którzy utrzymują, że 1 nie jest porównywalne 

z -1 i że stosunek między 1 a -1 jest różny od stosunku między 

-l a l , popełniają podwójny błąd: 1® dlatego, że dzieli się zaw­

sze w operacjach algebraicznych 1 przez -1 ; 2° równość iloczynów 

-1 przez -1 i +1 przez +1 każe zauważyć, że 1 jest dla -1 

tym, czym -1 dla 1 .

Kiedy rozważa się dokładność i prostotę operacji algebraicznych 

. na wielkościach ujemnych, ma się tendencję do wierzenia, że precyzyj­

na idea, którą trzeba wiązać z wielkościami ujemnymi, powinna być 

ideą prostą i absolutnie nie powinno się jej dedukcwać z wieloznacz­

nej metafizyki. Aby starać się odkryć prawdziwe pojęcie, musi się 

najpierw zauważyć, że wielkości, które nazywa się ujemnymi i które 

fałszywie uważa się za leżące poniżej zera, są bardzo często repre­

zentowane przez wielkości rzeczywiste, jak w  geometrii, gdzie linie 

ujemne różnią się od dodatnich tylko ich położeniem względem pewnej 

linii ó wspólnym z nimi punkcie. Patrz pod "Krzywa". Jest więc dósyć 

naturalne wnioskować stąd, że wielkości ujemne, które spotyka się w 

rachunku, są w istocie wielkościami rzeczywistymi, ale wielkościami 

rzeczywistymi, którym trzeba przypisać inne znaczenie niż się przy­

puszczało. Wyobraźmy sobie, na przykład, że szukamy wartości liczby 

x , która dodana do 100 daje 50 ; z reguł algebry mamy x  + 100 = 

= 50 i x - -50 ; stąd widać, że wielkość x  jest równa 50 i że
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zamiast dodać do 100 , trzeba ją odjąć. W ten sposób można sformuło­

w a ć  problem następująco: znaleźć wielkość x , która odjęta od 100 

daje 50 ; formułując w  ten sposób problem, będziemy mieli 100 - x =

= 50 oraz x = 50 i formy ujemnej x już nie musimy używać. Zatem

wielkości ujemne oznaczają w rzeczywistości w  rachunku wielkości d o ­

datniej które ujęto w  fałszywej pozycji. Znak - , który znajduje 

się przed wielkością, powinien b y ć  poprawiony dla skorygowania błędu 

popełnionego w  założeniach, jak to pokazuje jasno podany wyżej przyk­

ład. Patrz "Równanie".

Zauważcie, że mówimy tutaj tytko, o izolowanych wielkościach u- 

jemnych, jak -a tub a-b , gdzie b jest większe niż a ; albo­

wiem gdy a-b jest dodatnie, tzn. b jest mniejsze od a , znak

nie sprawia żadnej trudności.

Nie ma więc w rzeczywistości absolutnie izolowanych wielkości 

ujemnych: -3 wzięte abstrakcyjnie nie przedstawia dla umysłu żad­

nej idei; ale jeśli mówię, że jeden człowiek dał drugiemu -3 tata­

ry, to chcę powiedzieć w  zrozumiałym języku, że mu odebrał 3 tata­

ry.

Oto dlaczego iloczyn -a przez -b daje +ab : albowiem a i 

b są poprzedzone przez znak - z założenia, to znaczy, że te wiel­

kości a , b są zmieszane i kombinowane z innymi, z którymi się je 

porównuje; ponieważ jeśli byłyby rozważane jako same i izolowane, 

znaki - , które je poprzedzają, nie przedstawiałyby niczego jasnego 

dla umysłu. Zatem te wielkości -a i -b są poprzedzone przez znak 

- tytko dlatego, że istnieje jakiś milczący błąd w założeniu proble­

mu tub w działaniu. Jeśli problem byłby dobrze sformułowany, wielkoś­

ci -a , -b musiałyby m i e ć  obie znak + ,  a więc ich iloczyn byłby 

+ab ; albowiem mnożenie -a przez —b oznacza, że się odejmuje b 

razy ujemne -a ; otóż z idei wielkości ujemnych, jaką podaliśmy wy­

żej, wynika, że dodać wielkość ujemną - to to samo, co odjąć dodat­

nią, więc z tej samej racji odjąć ujemną to to samo, co dodać dodat­

nią; zatem prostym i naturalnym sformułowaniem problemu powinno b y ć  

nie mnożenie -a przez -b , ale +a przez +b , co daje iloczyn 

+db . Nie jest możliwe w  dziele tego rodzaju, jak to, rozwijanie da­

lej tej idei, ale jest ona tak prosta, że wątpię, aby można ją było 

zastąpić jakąś jaśniejszą i ściślejszą. Mogę zapewnić - w co wierzę - 

że jeśli się ją zastosuje do wszystkich problemów, które można roz-
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wiązać i które obejmują wielkości ujemne, nigdy nie znajdzie się błę­

du. Jakkolwiek by było3 reguły operacji algebraicznych na wielkoś­

ciach ujemnych są przyjęte przez wszystkich i na ogół uznane za ścis­

łej niezależnie zresztą od znaczenia, przywiązywanego do współrzęd­

nych ujemnych krzywej i ich położenia względem współrzędnych dodat­

nich.

Można by zapytać, czy w artykułach popularyzujących trze­
ba szukać podstaw myślenia matematyków. Uważna lektura powyż­
szego tekstu ujawnia, że d'Alembert nie musiałby z pewnością 
mnożyć swoich wyznań niezrozumienia, jeśliby dysponował bardzo 
prostymi wyjaśnieniami, które są dzisiaj dostępne.

I dalej, co jest tutaj ważne, to nie tyle poziom zrozumie­
nia pojedyńczego matematyka, ile wpływ, jaki relacja zredagowa­
na przez d'Alemberta miała na jego czytelników. Otóż okaże się, 
że artykuł "Ujemne" będzie źródłem informacji przez stulecie. 
Każdy go będzie cytował nie szczędząc pochwał dla jasności po­
danych w nim wyjaśnień !!!

Oto jeszcze dwa fragmenty artykułu "Wielkości", który ten 
sam autor zredagował dla "Encyklopedii":

Wielkościami ujemnymi są te3 które uważa się za mniejsze niż nic i 

są poprzedzone znakiem - .

Według niektórych autorów wielkości ujemne są brakami dódatnich.

Według tych samych autoróWj ponieważ.jeden brak może przewyż­

szać inny (albowiem3 np. brak siedmiu jest większy niż brak trzech)3 

wielkość ujemna wzięta pewną ilość razy może b y ć  większa niż inna.

Stąd wynikaj że wielkości ujemne są między sobą jednorodne.

Ale dodają oni3 chociaż brak wielkości dodatniej może b y ć  do­

wolnie wielki j nie może nigdy przewyższać wielkóści dodatniej3 ponie­

waż brak staje się coraz większy; wielkóści ujemne są niejednorodne 

w stosunku do dodatnich3 stąd wnioskują oni3 że ponieważ wielkości 

ujemne są niejednorodne w  stosunku do dodatnich3 a jednorodne w sto­

sunku do ujemnych3 tó nie ma żadnego stosunku między ujemnymi a do- 

datnimij ale może on b y ć  między dwiema ujemnymi. Na przykład -Za:

-5a - 3:5 . Stosunek jest tutaj taki sam3 jak gdyby te wielkości by­

ły dodatnie. Jednak wydaje się3 że stosunek między 1 a -1 i -1 

a 1 jest całkiem inny. Jest jednak prawdą z drugiej strony3 że 

1:-1 -  -1:1 j ponieważ iloczyn wyrazów skrajnych jest równy iloczy-
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nowi wyrazów wewnętrznych. Tak więc pojęcie wielkości ujemnej, które 

ci autorzy dają3 nie jest całkiem ścisłe.

Najpilniejszym czytelnikiem d'Alemberta był Lazare Carnot 
(1753-1823). "Organizator Zwycięstwa" był w swoich czasach uwa­
żany za największego matematyka francuskiego po Lagrange'u, 
Laplasie, Legendrze i Monge'u. Jego geometria położenia cieszy­
ła się długo ogromnym prestiżem, niezbyt dzisiaj zrozumiałym. 
Poszczególne działy tego dzieła są dosyć słabe. Twierdzenia 
Carnota są właściwie tylko zadaniami rozwiązanymi za pomocą 
przestarzałych metod. Zasługa tej książki polega na ciągłym 
podkreślaniu wymagań jasności. Autor ustawicznie ma kłopoty ze 
sprzecznościami otrzymanych idei i z miejsca wykrzykuje: "Nie 
rozumiem ! Nie rozumiem !." Oto próbki z jego dzieła:

Aby rzeczywiście otrzymać izolowaną wielkość ujemną3 trzebaby odjąć 

efektywną wielkość od zera, odjąć coś od niczego: operacja niemożli­

wa. Jak więc pojąć izolowaną wielkość ujemną ?

I dodaje:
Pojęcia3 które dotąd podawano jako izolowane wielkości ujemne3 redu­

kują się do dwóch: te, o których właśnie mówiliśmy3 mianowicie wiel­

kości mniejsze niż zero3 i te3 o których się mówi3 że wielkości ujem­

ne są tej samej natury co dodatnie3 ale wzięte w przeciwnym znacze­

niu; d’Alembert zniszczył oba te pojęcia. Przede wszystkim odrzucił 

pierwsze w  sposób3 który wydaje mi się beznadziejny.

Rozważmy3 mówi on3 proporcję 1:-1 = -1:1 ; jeśli pojęcie3 o 

które chodzi3 byłoby ścisłe3 tzn. jeśli -1 byłoby mniejsze od zera3 

to tym bardziej byłoby mniejsze od 1 3 a więc drugi wyraz tej pró- 

porcji byłby mniejszy niż trzeci3 tzn.3 że 1 byłoby mniejsze niż 

-1 ; więc -1 byłoby zarazem mniejsze i większe od 1 3 a to jest 

sprzeczne.

Co dó drugiego z p o j ę ć  podanych powyżej3 d1Alembert atakuje je 

z takim samym powodzeniem w swojej rozprawie o wielkościach ujemnych3 

o której mówiłem powyżej; a tymczasem nie mając nic lepszegó3 wydaje 

się przyjmować to pojęcie za podstawę i chce tylko pokazać3 że podle­

ga ono różnym wyjątkom. Jest3 mówi on3 tym bardziej konieczne udowod­

nić to stanowisko (wielkości ujemne w znaczeniu przeciwnych do dodat­

nich) 3 że nie zawsze ma ono miejsce.
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Oto jeszcze bardziej zadziwiający fragment tego samego 
dzieła:

Mnóstwo paradoksów lub raczej oczywistych absurdów wynikałoby z tego 

samego pojęcia. Na przykład -3 byłoby mniejsze niż 2 ; tymczasem 

(-3) byłoby większe niż 2 , tzn., że spośród dwu nierównych wiel­

kości kwadrat większej byłby mniejszy niż kwadrat mniejszej, co razi 

każdą jasną myśl, jaką można sformułować o wielkościach.

Przejdźmy do drugiego pojęcia, które polega na stwierdzeniu, że 

wielkości ujemne różnią się od dodatnich tylko tym, że są wzięte w 
znaczeniu przeciwnym. Jest to pomysłowa idea, ale nie jest słuszniej­

sza od poprzedniej. Istotnie, jeśli dwie wielkości, jedna dodatnia, 

druga ujemna, byłyby równie rzeczywiste i różniłyby się tylko poło­

żeniem, dlaczego pierwiastek z jednej miałby b y ć  wielkością urojoną, 

podczas gdy pierwiastek drugiej byłby rzeczywisty ? dlaczego 'f-a' 

nie byłby równie rzeczywisty jak 'fta' ? Czy można wyobrazić sobie 

wielkość rzeczywistą, z której nie można wyciągnąć kwadratowego pier­

wiastka? I skąd brałby się przywilej pierwszego czynnika -a dawa­

nia swojego znaku iloczynowi -a>a ?

Przypominamy, że autor, Lazare Carnot, jest członkiem Aka­
demii Nauki To nie jakiś smarkacz, który nie zdał matury! Zmu­
sza nas to do stwierdzenia, że społeczność naukowa nie uznawa-

2ła badania zmienności funkcji x-^>x za problem tylko rutyny.
Krótko mówiąc, Carnot miał znaczny udział w rozwoju poję­

cia liczb względnych, nie przez to, że znajdował wartościowsze 
odpowiedzi na zadawane pytania, ale pełniąc rolę prowokatora. 
Pod wpływem tych dokuczliwych pytań, Mflbius i Chasles wkrótce 
wypracują zorientowaną geometrię; w szczególności użyją ca­
łej osi dla reprezentowania prostej R w całości, bez ucieka­
nia się, jak u Kartezjusza lub Cramera, do rozumowania prowa­
dzonego oddzielnie dla każdej z przeciwnych półprostych.

Oto przykład zadania, długo komentowanego przez Carnota 
(1803), który był ustawicznie cytowany, aż do spopularyzowania 
metody Chaslesa. Z punktu K na zewnątrz koła wyprowadzić 
sieczną KMM' taką, że odległość MM' miałaby z góry zadaną 
długość c .

W swojej książce Carnot używa słowa odcięta, ale rozumie 
ją jako odległość od początku układu. Prowadząc pomocniczą
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sieczną KAB i oznaczając przez x, a, b odległości KM , KA 
i KB , otrzymuje równanie 

x*x + cx - ab = 0

W tym kontekście nie dochodzi on do interpretowania ujem­
nych pierwiastków tego równania. Tę trudność pokonuje się łat­
wo w naszych czasach pod warunkiem skrupulatnego stosowania 
się do reguł geometrii zorientowanej, która nie była jeszcze 
wtedy ugruntowana.

(7)Rozumie się, ze formuła Chaslesav , dziś uważana za tru­
izm, mogła stanowić poważny postęp. Aby można ją było sformuło­
wać i umożliwić jej funkcjonowanie, trzeba było dokonać kom­
pletnego odwrócenia punktu widzenia. Najpierw koniecznie trze­
ba było pokonać przeszkodę (3), co musiało prowadzić do wyzna­
czania punktu na prostej nie przez jego odległość od początku 
układu, ale przez jego odciętą (w obecnym znaczeniu tego termi­
nu) .

(7) . . .  . . .Historia pojawienia się geometrii zorientowanej sama
zasługuje na studium epistemologiezne. Sugeruje ponowne uważ­
ne odczytanie Monge'a, Carnota, Ponceleta, Chaslesa, Mttbiusa 
itd. W szczególności, w "Zastosowaniach analizy i geometrii" 
(1862-1864) Jana Wiktora Ponceleta znajduje się cały zeszyt 
poświęcony "prawu znaków położenia w geometrii", gdzie można 
znaleźć niejeden smakowity cytat dotyczący omawianego tutaj
tematu.
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IV. PIERWSZE PRZESZKODY EPISTEMOLOGICZNE

Czas już na zatrzymanie się w celu dokonania pierwszego podsu­
mowania. Na końcu omawianego etapu unifikacja prostej liczbo­
wej jest już na ukończeniu.

Idea zunifikowanego systemu liczbowego, którego elementy 
różnią się tylko ilościowo, narzuca się powoli. U wielu auto­
rów znajdujemy trwałą wizję świata arystotelesowskiego opisywa­
nego w terminach antynomii (ciepło i zimno, wilgotność i su­
chość, dobro i zło, dusza i ciało). Liczby dodatnie i ujemne 
okazują się równie różnorodne, jak dla nas słoność i słodkość.
Z pewnością mogą się one czasami częściowo neutralizować, ale 
ich natura jest jakościowo różna. Wielki kontrast, stale pot­
wierdzany, polegał na tym, że liczba dodatnia była rzeczywista, 
podczas gdy wielkości ujemne były tylko fikcjami.

Aby właściwie ocenić tę sytuację trzeba pamiętać, że aż 
do XVIII wieku przyzwoity człowiek mało miał okazji na to, by 
liczby względne interweniowały w jego życiu codziennym.

Z pewnością kupcy prowadzili rachunki. Ale praktyka pod­
wójnej buchalterii powodowała przeciwstawianie sobie radykal­
nie kredytu i debetu (aby połączyć je ze sobą dopiero u dołu 
strony rejestru). Faworyzowano w ten sposób model dwu półpros- 
tych przeciwstawnych, funkcjonujących oddzielnie, z wyjątkiem 
samego momentu bilansu.

Nie dysponowano jeszcze skalą temperatur. Pierwsi kons­
truktorzy termoskopów cechowali swoje instrumenty w odniesie­
niu do temperatury topnienia masła !

Dopiero w roku 1730, Rśaumur buduje pierwsze termometry na­
ukowe i proponuje pierwszą skalę temperatur. W każdym razie 
trzeba będzie czekać cały wiek, aby publiczność przyzwyczaiła 
się do wyrażenia temperatura poniżej zera. Jako fakt znamienny 
zauważmy u Fahrenheita (1713) symptom charakteryzujący unika­
nie; jego dziwaczną skalę termiczną tłumaczy się pragnieniem 
uniknięcia liczb ujemnych dla oznaczania zwykłych temperatur.

Pozostały jeszcze do dziś ślady takiego dualnego sposobu 
myślenia tej epoki. Jeszcze dziś przemysł chłodniczy używa ja­
ko jednostki praktycznej frigovia dla oznaczenia ujemnej kilo-
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kalorii.
W przypadku prostej liczbowej zauważamy, że zero nie było 

jedyną barierą trudną do przekroczenia. Na przykład u Euklide­
sa liczby służyły do przeliczania wielości. W konsekwencji je­
dynka nie była liczbą ! Była tak samo zaprzeczeniem liczby, 
jak w gramatyce liczba pojedyncza jest zaprzeczeniem liczby

/  Q \mnogiej' . Echa tego archaicznego punktu widzenia spotykamy 
jeszcze w debatach matematyków XVII wieku.

Ta sama trudność pojawia się wciąż jeszcze w naszym 
współczesnym nauczaniu. Kiedy wyjaśnia się, że x11 jest ilo­
czynem n czynników, z których każdy jest równy x , uczniowi 
zdarza się nie rozumieć, co znaczy x1 . Co to jest iloczyn o 
jednym czynniku ? Co znaczy xu ?

Dalej były trudności z przyjęciem, że liczby zawarte po­
między 0 a 1 są tej samej natury co liczby przekraczające 
jedność. To ta sama trudność, o której mówią świadectwa licz­
nych nauczycieli, u uczniów, którzy odmawiają obliczania 
prędkości ślimaka. "Ślimak I On nie ma prędkości ! Nie idzie 
prędko !" Będziemy się mniej uśmiechać z powodu tej naiwności, 
kiedy odnajdziemy ją w formie umyślnego przemilczenia w pis­
mach ojca Marina Mersenne'a (1639). W swoich komentarzach fran 
cuskich do dzieła Galileusza dowodzi potrzeby ukucia neologiz­
mu spóźnianie dla przetłumaczenia prędkości, która maleje.

Wyrażenie "prędkość zerowa", tak jak zerowe bogactwo, wy­
daje się stanowić sprzeczność samą w sobie.

Przejście do liczb ujemnych stanowi trudność jeszcze 
groźniejszą. Faktycznie natrafiamy tam na dwa znaczenia zera, 
które mieszają się ze sobą w rozprawach różnych autorów, nie 
uświadamiających sobie różnic, które się tu nasuwają.

Z jednej strony mamy zero absolutne, nicość, poniżej któ­
rej niczego już nie można sobie wyobrazić. Wydaje się, że nie 
można być biedniejszym niż absolutny biedak, kompletnie ogoło­
cony, który nic nie posiada. Wobec tego pojęcia liczby absolut

/ O \
K ' C z y i nie istnieje przekonywująca argumentacja pozwala 

jąca stwierdzić, czy użyć liczby mnogiej w wyrażeniu: "Naczy­
nie 1.70 litra (czy litrów)?"
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ne są oczywistym absurdem.
Ale z drugiej strony, spotyka się ludzi zrujnowanych, któ­

rzy nic nie mają, ale którzy mogą jeszcze otrzymać kredyt i 
których można obciążyć na hipotece. A zresztą, cóż to jest 
zrujnowany miliarder? To na ogół osoba, która ma jeszcze milio­
ny. W ten sposób pojawia się zero jako początek układu umownie 
umieszczone. To zero wzywa już do wynalezienia liczb ujemnych. 
Przeszkoda pochodzi od pomieszania tych dwu sytuacji, których 
nie można zaadaptować do jednego i tego samego modelu.

Znajdujemy refleksję na ten temat w dziele "Esej o wpro­
wadzeniu do filozofii wielkości ujemnej" Emanuela Kanta (1763). 
Analiza została skierowana na drogę wyjaśniania pojęcia istnie­
nia. Sławny filozof po oświadczeniu: "Dwie rzeczy są przeciw­
stawne sobie, kiedy fakt postawienia jednej kasuje drugą" robi 
rozróżnienie między "przeciwstawieniem logicznym", które tra­
fia na sprzeczność i "przeciwstawieniem rzeczywistym", takim, 
że dwie własności pewnego przedmiotu są przeciwstawne, ale nie 
sprzeczne.

Dzieło Kanta nie stawia sobie za cel wyjaśniania matema­
tycznego: jest przeznaczone do wprowadzenia nowej koncepcji 
filozofii, która poprzedza krytycyzm kantowski. W szczególnoś­
ci dziełko to nie porusza żadnych trudności z regułą znaków.

W istocie przeszkody, które właśnie badaliśmy, dotyczą 
przede wszystkim własności addytywnych, które wydają się nam 
przedstawiać najmniejsze trudności. Trzeba jednak uwierzyć, że 
nie są one tak proste. Dopiero z wprowadzeniem orientacji zos­
tały przezwyciężone. I chociaż orientacja prostej jest zagad­
nieniem uważanym za łatwe, wiadomo, że idea ogólna rozmaitoś­
ci zorientowanej, doskonale opanowana w połowie XX wieku, pro­
wadzi wciąż jeszcze do poważnych problemów w nauczaniu.

W rzeczywistości w połowie XIX wieku liczby ujemne uzys­
kały status równości z liczbami dodatnimi. Ale długo obserwuje 
się charakterystyczne symptomy unikania; wielu używających 
liczb ujemnych, którzy wierzą, że zrozumieli, czym one są i 
łatwo nauczyli się posługiwania relacją Chaslesa, wolą wynaj­
dywać wybiegi, aby się nie posługiwać liczbami ujemnymi !

Na przykład jeszcze w roku 1940 wiele podręczników elemen-
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tarnej optyki geometrycznej nieśmiało przedstawiało teorię 
zwierciadeł kulistych i soczewek. Gubią się w nadmiarze przy­
padków z dowodami ad hoc w każdym z nich. Przejawiały niechęć 
do mówienia o ogniskowej ujemnej. Oto próbka pochodząca z roku 
1920:

Utożsamiając punkty T  i 0 , bardzo bliskie siebie, jeśli zwier­

ciadło ma małą krzywiznę, i oznaczając przez p i p * odległości 

P  i P3 od zwierciadła, a przez f  ogniskową, mamy ,
p 2j p

skąd 2pf-pp3 - p p 3 -2fp3 lub p f  + p3 f  = pp3 i dzieląc obie stro­

ny przez p p 3f

(2) p ł  9 ~  7
P 3 jest więc stałe, niezależne od promienia PI . Promienie 

wychodzące z P  , które trafiają w zwierciadło, muszą więc wszystkie 

pr z e j ś ć  przez punkt P 3 po odbiciu; P 3 jest obrazem P .
Obraz punktu P  , dany przez zwierciadło wklęsłe, jest położony 

na osi przechodzącej przez P  . Wzór (2) podany powyżej pozwala zna­

leźć jego położenie, gdy znamy p i f .

Rys.238 Obraz pozorny punktu

Jeśli P  jest między F  a 0 , poprzednie rozumowanie daje:

Obraz jest pozorny (rys.238) .

Ostatecznie wszystkie liczby (dodatnie i ujemne) stały 
się równe w prawach, ale jedne są "bardziej równe niż inne"
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V. TROCHĘ HISTORII (CI^G DALSZY I KONIEC)

Ten drugi okres charakteryzuje się wystarczającym zrozumieniem 
własności addytywnych. Wtedy przeszkody (5) i (6) nabiorą 
szczególnej ważności.

Teraz główny wysiłek przeniesie się na odkrycia możliwego 
do przyjęcia uzasadnienia reguły znaków w mnożeniu izolowanych 
liczb względnych.

W słynnych wykładach pedagogicznych, które Piotr LaplaceA (9)(1749-1827) prowadził w 1'Ecole Normale Supórieure (pluviose)' , 
zaczynają się ujawniać te same kłopoty, które mieli jego pop­
rzednicy, poświadczając w ten sposób, że teoria liczb względ­
nych nie była uważana za łatwą. Ale on już widział elementy 
rozwiązania:

[REGUŁA ZNAKÓW]sprawia pewne trudności: trudno pojąć, że iloczyn -a 

przez -b ma b y ć  taki sam, jak iloczyn a przez b . Aby uczynić 

tę identyczność bezpośrednio widoczną, zauważmy, że iloczyn -a 

przez +b jest -ab (ponieważ iloczyn nie jest niczym innym, jak 

tylko powtórzeniem -a tyle razy, ile jest jednostek w b ). Zau­

ważmy następnie, że iloczyn -a przez b-b jest zerem, ponieważ 

mnożnik jest zerem; w  ten sposób, skoro iloczyn -a przez +b jest 

równy -ab , iloczyn -a przez -b musi b y ć  przciwnego znaku, czy­

li równy +ab , aby znieść się z tym pierwszym iloczynem.

Zauważamy w tym tekście:
(a) tę samą niezręczność co u Eulera przy dowodzeniu

b • (-a) = -ab ,
(b) uwidocznienie roli rozdzielności w dowodzie,
(c) brak odniesienia do modelu fizycznego (przeszkoda(6) jest w 

ten sposób ominięta) i podejście z pozoru czysto formalne.
(d) Ale wydaje się, że idea formalnego rozszerzenia systemu 

liczbowego nie zakiełkowała nawet w umyśle Laplace'a. Czyż 
użycie słów podkreślonych przez nas (widoczna, musi być 
itd.) nie przejawia wiary implicite w dotąd istniejący sys­
tem liczbowy, którego własności wystarczyło rozszyfrować ?
(9) Piąty miesiąc kalendarza republikańskiego (przyp.tłum.)
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Sceptyczny czytelnik mógłby tak sądzić, odwołując się do 
Duhamela (1866) , gdzie tekst Laplace'a jest cytowany obszer­
niej. Znajdują się tam bardzo zadziwiające komentarze akademi­
ka, profesora politechniki. Czytamy tam mianowicie:

Każdy dowód reguły znaków na izolowanych wielkościach ujemnych może 

hyc tylko iluzją3 ponieważ nie ma żadnego sensu3 który można by przy­

pisać działaniom arytmetycznym na rzeczach3 które nie są liczbami i 

które w  rzeczywistości nie istnieją.

Ujawnia on decydujący krok, który trzeba było wykonać, od 
Laplace'a do Hankela. W 1821 Augustyn Cauchy (1789-1857) publi­
kuje swój podręcznik przeznaczony dla politechniki. Przede 
wszystkim dokonał on wyraźnego rozróżnienia pomiędzy liczbami 
(rzeczywistymi dodatnimi) a wielkościami (liczbami względnymi) 
Przedstawia te ostatnie w sposób zunifikowany, wprowadzając te­
mat dynamiczny, tak drogi Piagetowi. Ten punkt widzenia jest 
złagodzony przez element statyczny: znak jest ujęty jako znak 
stanu symbolizowanego przez przymiotnik.

Tak samo3 jak widzi się ideę liczby zrodzonej z mierzenia wielkości3 

tak samo nabywa się ideę ilości (dodatniej lub ujemnej)3 kiedy roz­

waża się każdą wielkość danego rodzaju jako mogocą służyć do powięk­

szania lub pomniejszania innej ustalonej wielkości tego samego rodza­

ju. Dla wskazania tego przeznaczenia przedstawia się wielkości3 któ­

re mają służyć do powiększania przez liczby poprzedzane znakiem + , 
a wielkości3 które mają służyć do pomniejszania przez liczby poprze­

dzane znakiem - .

Przy tym założeniu znaki + lub - stawiane przed liczbami po­

winny b y ć  porównywane3 zgodnie z poprzednią uwagą3 z przymiotnikami 

umieszczanymi przy rzeczownikach. Nadaje sie liczbom poprzedzanym 

znakiem + nazwę wielkości dodatnich3 a liczbom poprzedzanym zna­

kiem - nazwę wielkości ujemnych.

W ten sposób pojawiają się zarodki pomieszania znaków ( + 
lub - ) operatorowych i predykatywnych. Pierwsze oznaczają ak­
cję (powiększanie, pomniejszanie"), a drugie określają stan (do­
datni lub ujemny) .

Jakkolwiek by było, Cauchy rozporządza metaforą (dodatni = 
= powiększanie, ujemny = zmniejszanie), którą będzie eksploato­
wał na dwu stronach dla usprawiedliwienia własności addytyw-
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nych liczb względnych. I nagle, bez uprzedzenia czytelnika 
(być może nieświadomie) porzuca metaforyczny punkt widzenia 
dla dogmatycznego podejścia do mnożenia.

Od razu wprowadza grupę multiplikatywną znaków { + ,-} i 
łączy "wielkości" z elementami iloczynu kartezjańskiego 
{ + ,-} x R+ . Puryści bez wątpienia żałują, że zapomniał ziden­
tyfikować +0 i -0 . To wyłożenie zupełnie nie wyjaśnia nie­
spodziewanej zmiany postawy. Model metaforyczny, przedstawiony 
na początku, który ułatwiał zrozumienie własności addytywnych, 
jest przeszkodą w zrozumieniu mnożenia.

W tym ostatnim przypadku można zmniejszyć liczbę dodatnią, 
mnożąc ją przez czynnik zawarty między 0 a 1 . Wyniknie 
stąd pomieszanie tych dwóch typów zmniejszania i w tej mglistej 
sytuacji nie zrozumie się, dlaczego iloczyn zmniejszenia przez 
zmniejszenie jest powiększeniem. Niemniej jednak Cauchy mógł po­
łączyć liczbę względną z addytywnym zmniejszaniem. Nie zrobił 
tego.

Cauchy przyjął więc nowy punkt widzenia (który znajdował 
się w zalążku u McLaurina i Laplace'a). Chciał zaprezentować 
mnożenie w sposób formalny, bez odwoływania się do modeli kon­
kretnych i metaforycznych. Zapowiada, że będzie działał na sym­
bolach, parach złożonych ze znaku i wartości bezwzględnej i 
formułuje reguły działań na tych symbolach.

To przekroczenie progu nie obyło się jadnak bez skaz. Od 
razu spowodowało zamieszanie w związku ze znakami operatorowy­
mi i predykatywnymi.

Cauchy dowodzi składania tylko znaków predykatywnych, a 
stosuje je w ostatecznym rachunku do znaków operatorowych bez 
jakiejkolwiek uwagi na temat tego nadużycia.

Według tych kónwencji3 jeśli A reprezentuje bądź liczbę bądź jaką­

kolwiek wielkość i jeśli a - +A , b = -A 3 będziemy mieli 

+a = +A , +b - -A „
-a = -A 3 -b = +A.

Jeśli w czterech ostatnich równaniach podstawi się w nawiasach 

za a i b ich wartości3 otrzyma się wzory 

^  +(+A) - +A 3 +{-A) - -A ,

- (+A) = -A 3 ~ M )  - +A .



94 GEORGE GLAESER

W każdym z tych-wzorów znak drugiego członu gest tym, co nazywa się 

iloczynem dwóch znaków pierwszego członu. Pomnożyć dwa znaki jeden 

przez drugi to znaczy utworzyć ich iloczyn. Samo przeglądnięcie rów­

nań (1) wystarczy do ustanowienia reguły znaków, zawartej w twier­

dzeniu, które właśnie wypowiem:

PIERWSZE TWIERDZENIE. Iloczyn dwóch znaków podobnych jest zaw­

sze + , a iloczyn dwóch znaków przeciwnych jest zawsze - .

W dalszym ciągu styl Cauchy'ego ujawnia oczywistą niewygo­
dą w manipulowaniu symbolami, kiedy zajmuje sią on liczbami 
zespolonymi:

W analizie nazywa się wyrażeniem symbolicznym lub symbolem każdą kom­

binację znaków algebraicznych, która nie znaczy nic sama przez się 

lub której przypisuje się wartość różną od tej, którą powinna m i e ć  w 

sposób naturalny. Nazywa się tak samo równaniami symbolicznymi wszys­

tkie te, które traktowane dosłownie i interpretowane według konwen­

cji przyjętych ogólnie, są nieścisłe lub nie mają sensu, ale z któ­

rych można wydedukówać ścisłe wyniki, modyfikując i zmieniając wed­

ług ustalonych reguł albo same równania, albo symbole, które w  nich 

występują.

W ten sposób liczby zespolone były symbolami, które nie 
miały sensu same przez sią (ale czyż nie jest tak, z definicji, 
w przypadku wszystkich symboli?). Nabierały go dopiero pod wa­
runkiem, że nie są interpretowane według znaczenia, jakie po­
winny mieć!

Ten galimatias tłumaczy kłopoty z problemem, w zakresie 
którego Cauchy dokonał pracy roztrzygającej, ale nie doszedł 
jeszcze do wyjaśnienia w sposób jasny.

Zasygnalizujemy w końcu, że nie ma żadnych śladów tych wy­
siłków pedagogicznych w dziele naukowym Cauchy'ego. Subtelne 
rozróżnienia, jakie wprowadził w swoim "Kursie", nie miały żad­
nego wpływu na styl jego badań naukowych.

Wreszcie! W 1867 roku ukazało się dzieło Hermana Henkela 
"Teoria systemu liczb zespolonych", gdzie wszystkie przeszkody 
dotyczące teorii liczb zostały pokonane.

Faktycznie, istotna zmiana - przejście od punktu widzenia 
konkretnego do punktu widzenia formalnego - została dokonana 
poprzednio w innych dziedzinach matematyki. W przypadku, któ-



EPISTEMOLOGIA LICZB WZGLęDNYCH 95

rym się zajmujemy, Hankel ograniczył się do zastosowania idei, 
które zaczęły się już krystalizować.

Dla dydaktyka ważne jest zanotowanie, że autor (który był 
również historykiem matematyki) jest absolutnie nieświadomy, 
iż położył kres napięciu, które trwało od Diophantesa. Jego 
książka została poświęcona "szlachetniejszemu" przedmiotowi: 
formalnym wykładom teorii liczb zespolonych i tylko w przelo­
cie, tytułem wstępu, zlikwidował on problem liczb względnych.

Wiadomo, że koncepcja geometryczna liczb zespolonych zos­
tała wyjaśniona już przez C.Wessela (1798) i J.R.Argauda 
(1813). Publikacje tych nieznanych autorów przeszły całkiem 
nie zauważone i dopiero w 1831 r. Gauss powtórnie odkrył pła­
szczyznę zespoloną, szybko spopularyzowaną w świecie matema­
tycznym.

Świadczy to o tym, że doprowadzenie do tego, aby liczby 
względne stały się czymś trywialnym, rozciągało się na więcej 
niż 15 wieków, podczas gdy liczby zespolone przyprawiały mate­
matyków o nerwicę przez około cztery wieki.

Co więcej, jest znamienne, że te osiągnięcia zostały doko­
nane przez ludzi "bez stopni": sam Hankel, który cieszył się 
w Niemczech pewnym poważaniem, nie był wcale wybitnym matema­
tykiem. To motywy pedagogiczne pobudziły prace Wessela i 
Argauda.

Epistemologowie powinni zrozumieć, że najwięksi geniusze, 
którzy słusznie mają zaufanie do finezji swojej intuicji, 
często nakładają wędzidło postępowi w dziedzinach analogicz­
nych do tych, o których tu mówimy. Lekceważą oni potrzebę wy­
jaśniania ważną w dziedzinach, z którymi dają sobie dobrze ra­
dę w praktyce.

Ich pierwsze wątpliwości pojawiają się tylko wyjątkowo, 
kiedy chodzi o wyjaśnianie innym. Wtedy jeszcze stosują często 
pedagogikę ostentacyjną: "Patrzcie, co ja robię! Naśladujcie 
mnie! Nie starajcie się zrozumieć, dlaczego moja "sztuczka" się 
udała".

W ten sposób pojawia się inna przeszkoda, która manifestu­
je się od początku: przeszkoda nie dostrzeżonej trudności. 
Problem wyjaśniania reguły znaków był zawsze kwestią pogardza-
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ną. Wielu wybitnych matematyków wstydziło się przyznać, że nie 
wszystko jest dla nich jasne w tym elementarnym punkcie.

Rewolucja dokonana przez Hankela polega na podejściu do 
problemu w całkiem innej perspektywie. Nie chodzi o odnalezie­
nie w Naturze praktycznych przykładów, które "wyjaśniają" 
liczby względne w sposób metaforyczny. Te liczby nie są wcale 
odkrywane, ale wynalezione, wyobrażone.

Znając na przykład własności addytywne R i mnożenie w
4- 4.R , Hankel proponuje wyraźnie rozszerzyć mnożenie z R na 

R uwzględniając zasadę ciągłości: struktura algebraiczna po­
winna mieć dobre własności.

Istnienie i jednoznaczność rozszerzania wynika z następu­
jącego twierdzenia:

TWIERDZENIE. Jedynym mnożeniem na R  3 które jest rozszerzeniem zwyk­

łego mnożenia na R + , uwzględniającym własności rozdzielności (pra­
wo- i lewostronnej), jest mnożenie zgodne z regułą znaków.
Gdy problem został smormułowany, dowód był już trywialny: 
0 = a » 0 = a » ( b +  oppb) = ab + a ♦ (oppb),
0 = 0 • (oppb) = (oppa) • (oppb) + a • (oppb) , 

gdzie oppx jest liczbą przeciwną do x (tzn. taką, że x +
+ oppx = 0) . Stąd

(oppa) • (oppb) = ab
Ten dowód zresztą nie jest oryginalny. Znajduje się zasad­

niczo w wielu starszych tekstach, mianowicie u McLaurina i 
Laplace'a. Zauważmy jednak zasadniczą różnicę: Laplace wierzy 
w istnienie a priori mnożenia liczb względnych w Naturze. Wed­
ług niego pozostaje je tylko odkryć i powyższe rozumowanie do­
wodzi, że jest ono możliwe tylko w zgodzie z regułą znaków.

Porównajmy tę sytuację z sytuacją Hamiltona wynajdującego 
kwaterniony. On także z początku wierzył w istnienie mnożenia 
"naturalnego" w trójwymiarowej "przestrzeni zespolonej" rozsze­
rzonej z płaszczyzny zespolonej. Ale zrozumiał, że to było nie­
możliwe; zrezygnował z przemienności i dodał jeszcze jeden wy­
miar.

Tak więc odrzucić trzeba argumentację neoplatońską 
Rene Thoma (1974), który utrzymuje, że pojęcia matematyczne 
istnieją, być może nie w Naturze, ale w umyśle ludzkim, w pos-
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taci pierwowzoru. Całe odkrycie byłoby tylko reminiscencją. 
Historia siedemnastowiecznego zamieszania a propos liczb wzglę­
dnych dowodzi, że pojawienie się reguły znaków nie mogło być 
owocem powierzchownej majeutyki sokratesowskiej. Przygoda kwa- 
ternionów potwierdza, że postęp dokonał się wbrew uproszczonym 
archeotypom ograniczającym ludzką świadomość.

VI. OSTATNIE PRZESZKODY

Przeszkody sygnalizowane dotąd nie stanowią istoty tego, co 
przeszkadzało wyjaśnieniu problemu liczb względnych. Przewrót 
wprowadzony przez Hankela przyczynił się do zerwania z ideolo­
gią, która przesycała myśl matematyczną aż do końca XIX wieku.

Ta ideologia opierała się na tym, co myślano podświadomie 
na temat stosunków między matematyką a fizyczną rzeczywistoś­
cią.

Przypomnijmy, że pojęcia matematyczne mają swoją odległą 
genezę w życiu praktycznym. Ale decydujący skok epistemologicz- 
ny został dokonany w starożytności, kiedy oświadczało się, że 
obiekty matematyczne powinny być odpowiednio idealizowane dla 
włączania ich w rozważania hipotetyczno-dedukcyjne: prosta nie 
jest kreską, liczba n jest czymś zupełnie innym niż miara 
sznurka nawiniętego na koło.

Zasługą "Elementów" Euklidesa jest zasugerowanie reguł ro­
zumowania dedukcyjnego. Na początku każdej księgi "Elementy" 
podawały listę twierdzeń wstępnych, których uznania żądano. Po­
tem rozumowanie przebiegało bez żadnego innego odwoływania się 
do doświadczenia zmysłowego.

Ideologia, o której mowa wyżej, polega na tym: wszystkie 
reguły postępowania Euklidesa były ustawicznie proklamowane, 
ale nie były skrupulatnie respektowane. Matematyk miał tu na 
myśli odchylenia od aksjomatycznej dyscypliny uważane za "oczy­
wiste" .

Obok pewności, jaką daje dowód, pojawia się inne kryte­
rium prawdy: "naturalne światło" umysłu. Widzieliśmy, jak to 
światło zaciemniało większą część tekstów przedtem cytowanych.
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Ta ideologia jest szczególnie dobrze wyrażona przez Błażeja 
Pascala w jego dziele wydanym po śmierci (1658).

Porządek geometrii, pisze orty nie wszystko definiuje i nie dowodzi 

wszystkiego; ale przyjmuje tylko rzeczy jasne i niezawodne w wyniku 

samego naturalnego światła, ótó dlaczego jest doskonale prawdziwy, 

natura go podtrzymuje zamiast dyskusji.

I dodaje:
To dlatego geometria uczy doskonale. Ona nie definiuje żadnej z tych 

rzeczy jak przestrzeń, czas, ruch, liczba, równóśc ani wielu podob­

nych dlatego, że te terminy określają dla tych, którzy rozumieją ję­

zyk, tak naturalnie rzeczy, które oznaczają, że wyjaśnienia, gdyby 

chciano je robie, bardziej zaciemnią niż nauczą.

Inaczej mówiąc, dysponujemy intuicją, ideą z góry powzię­
tą, tego, czym powinna być liczba. Jeśli rozumowanie formalne 
przeczy temu, czego uczy światło naturalne, wyłaniają się prze 
szkody napotykane przez d'Alemberta i Carnota. Jeśli wynajduje 
się nowe obiekty matematyczne, które rażą przyjęte idee, kwali 
fikuje się je jako niezrozumiałe, niepojęte, absurdalne, irra­
cjonalne, fałszywe, urojone itd.

Kiedy w ciągu historii nauk ścisłych gra formalna lub 
doświadczenie ukazują jakiś obiekt intelektualny szokujący dla 
naturalnego światła, wszczyna się poszukiwania "dobrego modelu 
odpowiedniego dla epoki. Tak na przykład wynalazca geometrii 
nieeuklidesowej został przyjęty z zaufaniem dopiero, gdy 
Beltrami, Gauss i Poincare zaproponowali reprezentacje, który­
mi można było manipulować intelektualnie.

Ale obiekty "abstrakcyjne" nieidentyfikowalne w życiu 
praktycznym były na ogół przyjmowane z obawą profana kontem­
plującego dzieło sztuki kubistycznej lub surrealistycznej i 
mruczącego: "Co to jest?".

W ten sposób decydujący krok został wpisany przez Hankela
do istotnego odrzucenia ideologii naturalnego światła.

• . 2 2Odtąd łatwo się juz akceptuje, ze (-3) > (+2) , ponie­
waż ten rezultat jest zgodny z dedukcją formalną, bez dalszej 
troski o to, czy to może być szokujące dla idei przyjętych 
przez jakiegoś Lazare Carnota^1^ .

( 1 0 ) Ten przewrót uwidacznia się w zjawiskach dostrzega-
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Jest to równoważne, w płaszczyźnie filogenezy, temu, co 
reprezentuje u Piageta przejście do stadium operacji formal­
nych. Ta zmiana punktu widzenia tworzy prawdziwą rewolucję ko- 
pernikariską, krok istotny w formowaniu naukowego umysłu; oto, 
co mówi o tym Gaston Bachelard:

Opinia źle myśli3 ona nie myśli; tłumaczy potrzeby, nie wiedzę. Ozna­

czając obiekty przez ich użyteczność3 nie pozwala sobie ich poznać.

Nie można niczegó opierać na opinii3 trzeba ją przede wszystkim zni­

szczyć. Jest ona pierwszą przeszkodą do pokonania. Nie wystarczyłoby3 

na przykłady poprawić ją w  kilku poszczególnych punktach3 podtrzymu­

jąc jak rodzaj prowizorycznej moralnóści3 prowizoryczną wiedzę wul­

garną. Umysł naukowy nie pozwala mieć opinii o kwestiach3 których nie 

rozumiemy3 o kwestiach3 których nie umiemy jasno sformułować. Przede 

wszystkim trzeba umieć stawiać problemy. A cokolwiek by się powie- 

działo3 w życiu naukowym problemy nie stawiają się same. To właśnie 

wyczucie problemu jest oznaką umysłu naukowego. Dla umysłu naukowe­

go cała wiedza jest odpowiedzią na pytanie. Jeśli nie ma pytania3 

nie może b y ć  wiedzy naukowej. Nic nie idzie samo z siebie. Nic nie 

jest dane. Wszystko jest konstruowane.

A przecież uznanie liczb względnych mogło nastąpić dużo 
wcześniej, z uniknięciem przeszkody (5). Wystarczyłoby dyspono­
wać dobrym modelem, odpowiednim dla epoki i właściwie ilustru­
jącym Wszystkie podstawowe własności systemu liczbowego.

Skutecznie działający model powinien spełniać następujące 
własności:

(a) wyjaśniać równocześnie dodawanie i mnożenie liczb 
względnych, jak również wzajemne oddziaływania tych operacji;

(b) opierać się na działaniach wewnętrznych;
(c) być dostatecznie bliskim do tych, którzy jeszcze nie 

znają liczb względnych.

nych w klasach szkolnych, które niektórzy nazywają "oczekiwa­
niem nauczyciela" lub "umową dydaktyczną". Przed Hankelem po­
szukiwano wyjaśnienia reguły znaków typu, który okazał się 
niemożliwy. Przejście do wyjaśnienia formalnego jest gwałtowną 
zmianą problematyki, która jest rezultatem "myśli lateralnej", 
tak drogiej dla de Bonne'a.
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Widzieliśmy, że model komercjalny zysków i strat jest 
przeszkodą w zrozumieniu własności multiplikatywnych. Niepowo­
dzenia pedagogiczne są zresztą możliwe w pracy z uczniami, dla 
których ten przykład nie jest dostatecznie bliski.

PRZYPADEK: Obserwowaliśmy ucznia lat 14, pracowitego, o średniej in­

teligencji, który miał wielkie trudności w posługiwaniu się liczbami 

względnymi. Dla policzenia (+5) + (-7) wyrecytował z pamięci regu­

łę, stwierdzając, że liczby mają przeciwne znaki itd. i zużywając 

prawie minutę, aby dojść do prawidłowego wyniku. Męczył się bardzo 

szybko i popełniał liczne błędy. Okazało się, że rodzice nie posyła­

li dziecka nigdy na zakupy. W wieku 14 lat nie umiał płacić, ani wy­

dawać pieniędzy.

Konkretne uczenie się o liczbach względnych, zaczynające 
się od zysków i strat, okazało się dla niego bardzo abstrak­
cyjne. Ta sytuacja, związana z brakiem lateralizacji, wystar­
cza być może do wyjaśnienia tego przypadku (Glaeser, 1969). 
(Taki patologiczny przypadek jest oczywiście bardzo rzadki!)

Inny model przychodzi oczywiście na myśl każdemu matema­
tykowi: to model Euklidesa, gdzie mnożenie dwu długości jest 
reprezentowane przez powierzchnię. Przedstawia on wszystkie 
niewygody związane z działaniem zewnętrznym. Ale, aby wyjaśnić 
mnożenie liczb względnych, trzeba by najpierw dysponować poję­
ciem powierzchni zorientowanej. Prowadzi to w sposób nieunik­
niony do błędnego koła, albowiem pojęcie powierzchni zoriento­
wanej opiera się na regule znaków lub na pojęciach wstępnych, 
jeszcze bardziej skomplikowanych.

W braku czegoś lepszego, można zilustrować regułę znaków 
używając działania pasów transmisyjnych:

Skrzyżowane pasy transmisyjne odwracają kierunek obrotu i
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mogą reprezentować liczby ujemne. Dydaktyczną korzyścią tego 
przedstawienia jest możliwość działania licznych transmisji, 
z wykorzystaniem stosunków promieni kół. Ale nie można w żaden 
sensowny sposób dodawać pasów. Ta metafora nie pozwala zilus­
trować rozdzielności względem dodawania.

Jakkolwiek by było, autorzy elementarnych dzieł nie od­
nieśli sukcesu w polowaniu na dobry model. Możliwe, że dosko­
nały model nie istnieje: musiałby realizować izomorfizm kano­
niczny między R a "sytuacją konkretną". W szczególności 0 
i 1 musiałyby mieć obrazy kanoniczne.

To jest możliwe, jeśli chodzi o zero: w modelu komercjal­
nym zeru odpowiada zrównoważony bilans bez zysków i strat. Ale 
wybór obrazu dla jedynki jest na ogół podporządkowany wyborowi 
jednostki miary. A przecież jest jasne, że jeśli wybór jednos­
tki jest dowolny, mnożenie w modelu musi być także dowolne.
Ono jest popsute przez najmniejszą zmianę jednostki. Propono­
wane modele polegają na reprezentowaniu R przez różne przes­
trzenie E1, E2/•••/ które są wektorowe nad Q , potem na de­
finiowaniu iloczynu przez mnożenie dwuliniowe: E^ X E2— >E^X
x E2 (przykład znajdziemy na następnej stronie).

Rewolucja dokonana przez Hankela - to odrzucenie poszuki­
wania dobrego modelu. Ten postęp wymagał dłuższego czasu.

W 1896 Carlo Bourlet chciał opracować, po raz pierwszy we 
Francji, pełny wykład na temat liczb względnych, w podręczniku 
nauczania licealnego (Bourlet, 1896) . Jego dzieło zaczyna się 
od troskliwego przedstawienia własności addytywnych liczb 
względnych, opartego na oznaczaniu na osi punktu i na modelu 
komercjalnym.

Ale otwórzmy następny rozdział. Jak będzie przedstawione 
mnożenie? Wykład robi się nagle dogmatyczny: mnożenie spada z 
nieba dzięki definicji.

Henryk Brulard byłby dalej niezadowolony, gdyby mógł uży­
wać podręcznika Emila Borela (1920). Tymczasem drugie wydanie, 
opublikowane przez Emila Borela wraz z Pawłem Montelem (1926) 
używa metafory, która jeszcze dziś jest przyjmowana w niektó­
rych podręcznikach (na przykład w podręczniku IREM ze Stras­
burga, 1979) .
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Jedyna decydująca różnica dotyczy tego, że model ten słu­
ży autorom za wstęp do mnożenia, podczas gdy w podręczniku 
IREM ze Strasburga liczby względne są najpierw wprowadzane ab­
strakcyjnie, a w ostatnim rozdziale wyjaśnia się "znaczenie 
mnożenia" w sposób następujący:

Na autostradzie (niezbyt zatłoczonej) auto może jechać 
zawsze w przybliżeniu z tą samą prędkością. Chcemy się dowie­
dzieć, gdzie będzie się znajdowało po pewnym czasie auto, któ­
re nas mija, a gdzie się ono znajdowało jakiś czas temu. Na 
przykład, widzimy, jak mija nas auto 1 i przyjmujemy, że je- 
dzie ono 110 km/h. Po godzinie będzie więc ono 110 km na pra­
wo od nas. Godzinę przed tym, kiedy nas mijało, było ono 110 
km na lewo od nas.

Pytanie 1. Przyjmujemy, że auto 2 jedzie z prędkością 
100 km/h. Gdzie ono będzie za dwie godziny? Gdzie było półto­
rej godziny temu?

Zorientujemy autostradę przypisując znak + na prawo od 
nas i znak - na lewo od nas (jeśli chcemy, możemy zrobić 
przeciwny wybór). Zero leży między nami. W ten sposób +150 
oznacza 150 km na prawo od nas, a -80 oznacza 80 km na lewo 
od nas. Tak samo z prędkością aut. Zorientujemy tekże czas:
0 jest chwilą obecną, znak + jest przypisany przyszłości, 
a znak - przeszłości.
Przykład auta 1 tłumaczy się teraz przez operacje:

(+1)•(+110) (jedna godzina w przyszłość i 110 km na prawo)

w  le w o w  p ra w o

o b s e r w a to r

i

(-1) • (+110) (jedna godzina w przeszłość i 110 km na prawo)*



1 0 3EPISTEMOLOGIA LICZB WZGLĘDNYCHi
Czytelnik może ocenić, w świetle tego, co zostało przed­

stawione, korzyści i niedogodności tego przykładu.

VII. WNIOSKI

Nauka płynąca z naszych badań stanowi przede wszystkim cios wy­
mierzony w pedagogikę opinii.

Pedagogika ta głosi, że matematyki musi się uczyć na kon­
kretnych przykładach. Dydaktyka naukowa stara się unaocznić 
korzyści i niedogodności nauczania opartego na przykładach. 
Historyczne studium, które przedstawiliśmy tutaj, pokazuje 
właśnie przypadek, gdzie pedagogika oparta wyłącznie na kon­
kretnych przykładach jest szkodliwa.

Co więcej, nauczanie odwołujące się z dobrym wynikiem do 
własności addytywnych, oparte na "dobrym modelu", ryzykuje w 
ostatecznym rachunku zablokowanie zrozumienia własności multi- 
plikatywnych.

Nie należałoby z pedagogicznym pośpiechem usiłować stoso­
wać zaraz tego studium w pedagogicznej rzeczywistości szkoły.
W istocie uwidoczniliśmy, przez zbadanie wszystkich dokumentów, 
jakie były nam dostępne, pewną ilość przeszkód, które krępują 
postęp w biegu historii. Teraz pozostaje nam podjąć doświadcze­
nia z uczniami, aby zbadać, czy niektóre z tych przeszkód nie 
są wciąż aktualne.

Sygnalizujemy, że pewne badania zostały podjęte w Centrum 
Badań Dydaktycznych w Nottingham (C.M.Shin) . Nasze studium mo­
głoby się przyczynić do ich dalszego rozwoju.
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Tłumaczył z oryginału francuskiego 

DOBIESŁAW BRYDAK

EPISTEMOLOGY OF RELATIVE NUMBERS 

Summary

It was necessary to wait 1500 years before mathematicians 
considered the "rule of signs" a triviality. A detailed study " 
of some texts, borroved from the best authors, ranging from 
Diophantus to contemporary authors, allowed us to localize 
some of the obstacles which were blocking the comprehension of 
negative numbers.

It is desirable to make numerous experiments to examine 
whether what troubled Euler and d'Alembert still troubles our 
young students today.


