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Konkretny eksperyment i proces wst¢pnej matematyzacji
'w propedeutyce probabilistyki

1. WPROWADZENIE

Idee probabilistyczne staja sie powoli waznym i ciekawym elemen-
tem ksztatcenia matematycznego. Z uwagi na wiaczenie elementéw
rachunku prawdopodobienrstwa do programéw ksztatcenia ogdélnego
(co spowodowane jest coraz szerszym wkraczaniem idei probabi-
listycznych do nauki i praktyki) pilna sprawg staje sie wypra-
cowanie wiadciwych koncepcji dydaktycznych propedeutyki pro-
babilistyki.

Poczatki nauczania rachunku prawdopodobieristwa w szkole
muszg mieé szczegdlny charakter. Wynika to z pewnej specyfiki
pojeé probabilistycznych, a takze ze szczegdlnego charakteru
wnioskowanl probabilistycznych. ‘

Empiryczne podstawy rachunku prawdopodobienistwa, empiryczne
podtoze pojeé probabilistycznych wyznaczaja konkretnej czynnog-
ci szczegélnag role i szczegdlne miejsce w poczatkach nauczania
rachunku prawdopodobieristwa. Waznym czynnikiem w rozwoju wiag-
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ciwych intuicji zwigzanych z tworzeniem sie pojeé probabilis-
tycznych jest odpowiednio zorganizowana konkretna czynno$é oraz
problematyka inspirowana przez konkretne eksperymenty. Wynika
stad waéne_?iejsce, jakie w rozwijaniu aktywnodci ucznidw zaj-
mowaé powinny konkretne przedmioty, konkretne przyrzady losuja-
ce. Ich zestaw bywa na o0gét skromny: moneta i kostKa szeécienna
do gry. O urnie z kulami juz sie raczej tylko méwi. Talie kart
uwaza sie niestusznie za przyrzad niestosowny do nauczania
szkolnego.

Proces przejdcia od konkretu do abstrakcji w rachunku praw-
dopodobierfistwa utario sie ilustrowaé na przyktadzie rzutu kos-
tka i rzutu monety. Natychmiast po zastapieniu konkretnej kos-
tki idealnym szedcianem, konkretnej monéty moneta idealna, do-
pasowuje sie do tych konkretnych eksperymentdéw losowych klasy-
czny model probabilistyczny, przyjmujac, ze "prawdopodobierstwo
kazdego wyﬁiku rzutu kostka réwna sie %", ze "prawdopodobiefd-
stwo wyrzucenia reszki wynosi %". Taka koncepcje wprowadzenia
pojecia prawdopodobienstwa przyjeto w wiekszodci podrecznikdéw
2z matematyki (taki'ze iw [10] ’ [19] i [20]). Analiza danych empi-
rycznych stuzy w takiej koncepcji do weryfikacji tego, jak kla-
syczny model probabilistyczny, skonstruowany w istocie a priori
dla rzutu konkretng kostka czy konkretnafhonetq, jest modelem
wtadciwym. Gromadzenie danych empirycznych stuzy wiec do wery-
fikacji zgodno$ci matematycznego modelu z rzeczywistaéciq, a
nie do szacowania, do pewne]j estymacji tego modelu.

W ksztaltowaniu trudnych pojeé¢ probabilistycznych szczegbl-
na role moze odegraé oparte na danych empirycznych szacowanie:
modelu probabilistycznego. Tej roli estymacji nie docenia sie
w koncepcjach rachunku prawdopodobieristwa dla szkoty.

Zardéwno wiek ucznia rozpoczynajacego nauke elementdw proba-
bilistyki, jak i wspdiczesne tendencje w ksztalceniu matematy-
cznym przemawiaja za przyjeciem postulatu, iz etap propedeuty-
czny w nauczaniu rachunku prawdopodobieﬁétwa ma byé wprowadze-
niem ucznia w proces stopniowej matematyzacji konkretnych i jed-
noczednie szczegdélnych w swym charakterze sytuacji. Rodzace sie

na tle konkretnych czynnoéci (a takze na tle czynnoéci wyobra-
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zonych, pomy$lanych, ktérym konkretne stopniowo ustepuija miejsca)
sytuacje problemcwe mogg dostarczaé dobrego surowca do ukazywa-
nia metody matematycznej. Te walory sytuacji zwiazanych ze zja-
wiskami losowymi nie zawsze sa wiadciwie doceniane w nauczaniu
matematyki.

Przedmiotem niniejszej pracy jest analiza koncepcji prope-
deutyki rachunku prawdopodobieristwa adresowanej do ucznia w wie-
ku 10-13 lat, tworzonej i weryfikowanej w trakcie prowadzonych
przez autora lekcji w szkole i prezentowanej we fragmentach
w cyklu programéw telewizyjnych dla nauczycieli w latach'1978-
1980.

Komentowana nizej koncepcja propedeutyki rachunku prawdopo-
dobiefistwa rézni sie zasadniczo od juz opracowanych koncepciji
dydaktycznych poczatkdéw nauczania probabilistyki (por. [1], [5],
61, [71. [e]. [o)]. [8), feo]. [21). [22), [23]). odrdinia 3a

przede wszystkim:

(a) charakter obiektéw i zjawisk, od ktdérych rozpoczyna sie
nauczanie probabilistyki i ktdére zostaja poddawane procesowi
wstepnej scﬁematyzacji juz na pierwszych lekcjach (w my$1
tej koncepcji pierwsze intuicje zwiazane z pojeciami probabi-
listycznymi ksztaltowane s3a w trakcie analizy konkretnych
zjawisk, dla ktérych rzuty kostkami, rzuty monetami czy lo-
sowania kul z urny sa modelami symulacyjnymi);

(b) pewna ztozono$é pierwszych eksperymentéw losowych, od ana-~
lizy ktdérych rozpoczyna sie obcowanie ucznia z nieco dlan
‘egzotycznym "$wiatem przypadku” (na ogét lista tych ekspé~
rymentéw ogranicza sie do pojedynqzego rzutu monetay, poje-
dynczego rzutu kostka, a wiec do prostych, jednoetapowych
eksperymentdéw losowych; w tej koncepcji wychodzi sig od
ztozonych, wieloetapowych eksperymentéw);

(c) odsuniecie na drugi plan klasycznych modeli probabilistycz-
nych (treéci probabilistyczne towarzyszace bardziej zozo-
nym, wieloetapowym eksperymentom losowym, dla ktérych okre-
$élenie a priori modelu probabilistycznego nie jest albo lat-

we, albo mozliwe, sa bogatsze niz w przypadku analizy rzutu
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monetd czy kostka; trywialno$é tych ostatnich uznana zo-
stata w tej koncepcji za pewien ich mankament, je$li cho-
dzi o interesy nauczania matematyki); .
pewien priorytet, jaki oddano wnioskowaniom a posteriori

w ksztattowaniu pojeé probabilistycznych (oparte na danych
empirycznych szacowania modelu probabilistycznego dla da-
nego konkretnego eksperymentu losowego stanowiag w tej
koncepcji wazny etap wprowadzania i ksztaltowania pojeé,

a takze wazny fragment procesu ukazywania metody matema-
tycznej);

peiniejsze wykorzystanie bogatszych w problematyce proba-
bilistycznej tresdci matematycznych (do analizy i opisu
sytuacji zwiazanych z omawianymi na lekcji eksperymentami
losowymi proponuje sig uzycie funkcji, grafdéw, ukladu
wspbirzednych, tréjkata Pascala itp.);

wieksza rola przypisana konkretnej czynno$ci rozumianej

tu zardwno w konteks$cie przeprowadzania konkretnych eks-
perymentéw przy uzyciu konkretnych przyrzaddw losujacych
(monet, kostek, talii kart, deski Galtona, butelki do lo-
sowania, kuli itd.), jak i w kontek$cie rysowania grafdéw,
pomagajacych w analizie i opisie konkretnych czy tez po-
my$lanych sytuacji losowych;

szczegélna rola przypisana symulacji probabilistycznej,
wykorzystanie réznych jej form przy analizowaniu zjawisk
losowych i w procesie konstruowania matematycznego modelu
dla tych zjawisk (chodzi tu o nas$ladowanie jednych kon-
kretnych eksperymentéw losowych innymi, jak i o symulowa-
nie przebiegu pewnych eksperymentéw losowych btadzeniem
po grafie stochastycznym);

pojawienie sie¢ elementdéw kombinatoryki nie przed, ale

w trakcie rozwazan probabilistycznych (zjawiska losowe to-
warzyszace dgrom inspiruja dopiero pewne problemy kombina-
toryczne w trakcie poszukiwania odpowiedzi na pytania ro-
dzace siQFna tle tych zjawisk), rola kombinatoryki jest

w tej koncepcji wyraZnie ograniczona z powodu odebrania

priorytetu modelom klasycznym;



EKSPERYMENT I MATEMATYZACJA W PROPEDEUTYCE PROBABILISTYKI 159

(i) wykorzystywanie odkrywanych réznymi metodami analogii
w réznych sytuacjach losowych do wnioskowar i ocen o cha-
rakterze probabilistycznym.

2. DOSWIADCZENIE LOSOWE CZYLI EKSPERYMENT LOSOWY JAKO KONKRET-
.
NE ZJAWISKO. MODEL SYMULACYJNY. MODEL PROBABILISTYCZNY.
ROZKEZAD PRAWDOPODOBIENSTWA NA ZBIORZE SKONCZONYM

Przedmiotem rachunku prawdopodobieristwa jest konstruowanie tak
zwanych modeli probabilistycznych oraz formuitowanie odnoszg-
cych sie do tych modeli twierdzen.

Program rachunku prawdopodobienistwa dla szkoly ograniczony
jest z wielu powoddw do tak zwanych skonfczonych modeli proba-
bilistycznych (zwanych takze modelami dyskretnymi, albo ziarni-
stymi).'

Dyskretnym modelem probablistycznym nazywamy pare( SZ ,p),
gdzie & jest niepustym i skoficzonym zbiorem, a p okreslo-

na na nim funkcja o wartoéciach liczbowych i speiniajgca ukiad

nastgpujacych warunkéw

(rl)»
(r2) S_P (CO)= 1.
e

Zbidr Sg nazywajmy przestrzenig albo zbiorem wynikdw.
W konkretnych sytuacjach bedzie on bowiem zbiorem koddéw wszys-
tkich mozliwych wynikéw konkretnego eksperymentu losowego.
W probabilistyce zbidr 42 nazwano przestrzenig zdarzen ele-

((.;) > 0 dla kazdegow € S,

kel

€

mentarnych, a jego elementy zdarzeniami elementarnymi. Z pew-
nych powoddéw (gléwnie natury dydaktycznej) nazywajmy elementy
zbioru S wynikami.

Funkcje p nazywa sie rozkladem prawdopodobieristwa na

zbiorze 52, a jej wartoéé dla elementu « ze zbioru 52 -

prawdopodobieristwem wyniku ¢ .
Je$li dla kazdego ¢> 2z s-elementowego zbioru SZ jest
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P (Q) )= i, to rozkiad p nazywamy klasycznym, a pare (Q ,p)
klasycznym modelem probabilistycznym.

W literaturze probabilistycznej modelem probabilistycznym
nazywa sie pare (SB,P} , gdzie P Jjest funkcja okredélonag na
rodzinie S wszystkich podzbiordéw zbioru [} o wartosciach

rzeczywistych i speiniajgca uktad nastepujgcych warunkdw:

(pl) P(A) 2 0 dla kazdego AE€S,

(pz) P{@,)= 1,

(p3) P(AUB)': P‘A) + P(B) dla wszelkich A i B naleza-
cych do S i takich, ze AANB = ¢.

Funkcje P nazywé sie prawdopodobiedistwem, podzbiory zbioru .Q:

zdarzeniami, a warto$¢é funkcji P dla podzbioru A zbioru Sz

prawdopodobieristwem zdarzenia A.

Nietrudno zauwazyé, ze jesli p Jjest rozktadem prawdopodo-
bienistwa na zbiorze .Q: , to funkcja ‘P okredlona na rodzinie
wszystkich podzbioréw zbioru &) nastepujacym przepisem (wzo-
rem):

.P{A) = Z 'p((«)) dla kazdego A C &2 ,
_ we A
speinia uklad warunkdéw (pl), (pz) i (p3).

W prezentowanej tu koncepcji propedeutyki rachunku prawdo-
podobienistwa przyjeto droge dojscia do pojecia prawdopodobien-
stwa P jako nieujemnej, addytywnej i unormowanej funkcji na
rodzinie wszystkich podzbioréw skoriczonego zbioru Q) poprzez
pojecie rozktadu prawdopodobieristwa. )

Kazda funkcje X odwzorowujaca skoﬁcz/ony zbidr Q w zbidr
liczb rzeczywistych nazywamy zmienng 1056;@.

Symbolem . X=a! , gdzie a jest ustalona liczba rzeczy-
wista, oznaczamy zbidr (zdarzenie) {C\) € SB : X (W) = af ,
a przez P(X=a) prawdopodobieristwo tego zdarzenia. Liczbe
P(X=a) nazywa sie prawdopodobieristwem, z jakim zmienna losowa

X przyjmuje warto$é a.
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Jesli X (52)= {al,az,...,at}, to zbidr {(aj,P(X=aj)) :
j = 1,2,...,t} nazywamy rozkladem zmiennej losowej X. Rozktad

zmiennej losowe)j X Jjest funkcjg okre$long na zbiorze X (SZ%
jej wartosci sq nieujemne i suma tych wartos$ci dla wszystkich
elementdéw zbioru X (SB) wynosi 1.

Wartodcig oczekiwang albo nadziejg matematycznag zmiennej

losowej X nazywamy liczbe

E(x) = 37 a.p(x=a,).
j=l J J
Nietrudno wykazaé, ze je$li p Jjest rozktadem prawdopcdobieni-
stwa na zbiorze &2 = (Jl, 032,...,a)s} a X okreélong na

tym zbiorze zmienng losowa, to

S

efx) = > X(cok)p(wk).

k=1

Przytoczone wyzej definicje podstawowych pojeé probabilistycz-
nych cechuje pewna statyczno$é. Nie uwzgledniajg one istotnych
operacji, ktdére do takiego, a nie innego okreslenia tych pojeé
doprowadzity. Zadna z powyzszych definicji nie zdradza, z cze-
go dane pojecie sie wywodzi, jaki jest jego rodowdéd, skad
wzieka §ie taka, a nie inna nomenklatura. Nie jest to jednak
zadaniem matematycznej definicji.

Statyczno$é powyzszych definicji jest ich powazna wada
dydaktyczna. Przyjete natomiast stownictwo (nazewnictwo) suge-
ruje pewien rodowdd tych pojeé, pewien ich zwigzek z otaczaja-
Cca nas rzeczywistogcia. Uzywamy potocznie sidéw: "prawdopodob-
ny", "malo prawdopodobne", "prawdopodobiefistwo", "bardzo praw-
dopodobne", "tak samo prawdopodobne". zZwrot "warto$é oczekiwa-
na" takze ma w potocznej mowie jaki$ konkretny sens. W stwier-
dzeniu "oba wyniki rzutu moneta sa tak samo prawdopodobne"
ukryty jest sad o réwnych szansach zakonczenia sig¢ rzutu mone-
ta zardwno jednym, jak i drugiﬁ’z mozliwych wynikdéw.

Etymologia uzytych w powyzszych definicjach nazw nie moze
byé¢ w nauczaniu bez znaczenia. W procesie ksztattowania pojeé
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probabilistycznych, a zwiaszcza we wstepnym etapie tego proce-
su, bedziemy wszak odwolywaé sie do tych potocznych znaczei,
tak, jak w procesie ksztattowania pojeé geometrycznych odwotu-
jemy sie najpierw do konkretnych obiektéw uzywajac ich potocz-
nych nazw (kolo, kat, odcinek, miara itp).

0d formalnych definicji rozpoczyna sie w istocie uniwersy-
tecki wyktad rachunku prawdopodobieristwa. Wpiyw tego wyktadu na
dydaktyczne koncepcje probabilistyki dla szkoily widoczny jest
w wielu szkolnych podrecznikach (zob. Ihz], b9], bo}), w
ktérych na jedna z pierwszych lekcji rachunku prawdopodobiefi-
stwa proponuje sie okreélenie prawdopodobienistwa, by natychmiast
proponowaé¢ uczniowi zadania na obliczanie prawdopodobieristw
réznych zdarzei.

Teoria probabilistyczna wyrosta z empirii, stajac sie mate-
matycznym modelem zespotu faktdéw empirycznych dostrzezonych
w specyficznych zjawiskach otaczajgcej nas rzeczywistodci.
Pojecia probabilistyczne powstawaly w procesie matematyzacji
konkretnych sytuacji i odkrytych w nich stosunkdéw iloéciowych
i jakos$ciowych. Ujmujgc rzecz w znacznym uproszczeniu, mozna
przyjaé, 2e proces konstytuowania sie teorii probabilistycznej
rozpoczal sie w stuleciu XVII; jej formalna konstrukcja roz-
wija sie od momentu sformutowania przez Koimogorowa uktadu
aksjomatédw na poczatku naszego stulecia. Ten inspirowany przez
gry hazardowe, problematyke demograficzng i ubezpieczeﬁia spo-
teczne etap tworzenia sie probabilistyki jako dzialu matematyki
byt okresem ksztaltowania sie pojeé probabilistycznych, byl
etapem konstrukcji matematycznego schematu dla pewnego ukiadu
stosunkéw wykrytych w otaczajgacej nas rzeczywistosci.

Proces tworzenia sie teorii probabilistycznej w ciagu wie-
kéw przypomina swoim charakterem proces powstawania geometrii
jako teorii matematycznej, ktérej obiektami sg abstrakcyjne
twory (punkt, prosta, figura), a ktére powstawaly w procesie
idealizacji rzeczywistych obiektdéw, w procesie matematyzacji
stosunkdéw i relacji zachodzacych pomiedzy tymi obiektami.

Wydaje sie wtasciwe, aby w nauczaniu ten naturalny proces
powstawania teorii probabilistycznej w trakcie matematyzacji
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konkretnych sytuacji i zjawisk otaczajgcego nas $wiata zostat

odtworzony. Wymaga to doboru wtasciwej problematyki, odpowied-
nich przykladdéw konkretnych zjawisk i sytuacji nadajacych sie

do takiego procesu i dostosowanych do poziomu, na jakim odbywa
sie nauczanie.

Rachunek prawdopodobieristwa bywa przedstawiany w nauczaniu
szkolnym jako gotowa, juz zaksjomatyzowana teoria matematyczna
(bS]). Z uwagi na cele nauczania matematyki, a takZe z uwagi
na to, iz rachunek prawdopodobiefistwa dostarcza dobrych przy-
ktadéw metody matematycznej, nauczanie probabilistyki w szkole
powinno byé¢ procesem ukazywania uczniowi, co i jak sig matema-
tyzuje, zamiast ukazywania gotowej, zmatematyzowanej teorii.

Praktyczne zastosowania metod probabilistycznych dostarcza-
ja nauczaniu rachunku prawdopodobieristwa pewnych motywacji.
Waznym elementem tych praktycznych zastosowan jest dopasowywa-
nie do konkretnego zjawiska z otaczajacej nas rzeczywistosci
odpowiadajacego mu modelu probabilistycznego, by nastepnie méc
odnoszace sie do tego modelu pojecia i twierdzenia odnie$é do
tamtej konkretnej sytuacji i sformutowaé wynikajgce stad wnio-
ski. Interpretacja i zastosowania, o jakich tu mowa, towarzyszy.
na przyktad procesowi weryfikowania pewnych hipotez.

Pojecia probabilistyczne naleza do trudniejszych pojeé ma-
tematycznych. Wynika to z pewnej specyfiki obiektdéw i sytuacii,
z ktérych te pojecia sie wywodza. Szczegdélnie wiec wazne byd
musi w naczaniu to, z jakich spostrzezend wywodza sie pierwsze
pogladowe wyobrazenia zwigzane z pojeciami probabilistycznymi.

“Szczegblny charakter pojeé i wnioskowad probabilistycznych,
praktyczna ich rola, a takze rola, jaka moga one odgrywaé w
ksztalceniu matematycznym, wyznaczaja dydaktyce zadanie witasci-
wego organizowania drogi od konkretu do matematycznej abstrakcjii
W nauczaniu rachunku prawdopodobiefistwa. Dobdr i organizacja
konkretnych czynno$ci ucznia inspirujacych i motywujacych pro-
blematyke probabilistyczna na lekcji i to czynno$ci poprzedza-
jacych operacje abstrakcyjng, jak i tej operacji towarzyszacych,
jest szczegdlnie waznym elementem procesu nauczania probabilis-
tyki.
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Konstruujac dla uktadu rzeczywistych stosunkdéw odpowiedni
model matematyczny, a takze interpretujac i stosujgc teorie
matematyczng w problemach natury praktycznej (a wiec przecho-
dzac od rzeczywistodci do jej teoretycznego modelu oraz od
modelu do rzeczywistoéci) dokonujemy istotnych uproszczen,
abstrahujemy od nieistotnych aspektdw rzeczywistej sytuacii.
Zdolno$é¢ do takiej schematyzacji jest szczegdblnie wazna w sto-
sowaniu metod probabilistycznych w praktyce. Ten etap procesu
matematyzacji jest takze wazny, gdy chodzi o ksztaltowanie
pojeé probabilistycznych na lekcji, w zrozumieniu zaréwno ich
roli, jak i ich istoty.

W prezentowanej tu koncepcji propedeutyki rachunku prawdo-
podobienstwa konkretne zjawiska z otaczajgacej ucznia rzeczy-
wistodci poddawane sg procesowi schematyzacji i wstepnej mate-
matyzacji, stajac sie stopniowo modelami pewnych abstrakcyjnych
wyidealizowanych eksperymentdéw losowych. Punktem wyjécia do
wielu rozwazan sa konkretne, wziete z otaczajacego nas $wiata
zjawiska. W pierwszej fazie nauczania probabilistyii uczniowie
ucza sie te zjawiska w pewien sposéb upraszczaé, schematyzowad.
Upraszczanie, wybieranie najistotniejszych z probabilistycznego
punktu widzenia aspektdéw, celowe pomijanie rzeczy nieistotnych
- to proces jakby wstepnej obrdébki, proces schematyzacji tych
konkretnych zjawisk. Schematyzacja ta prowadzi od konkretnego
eksperymentu losowego do tak zwanego modelu symulacyjnego, a
wiec innego konkretnego eksperymentu losowego, przeprowadzanego
na 0gét za pomoca konkretnych przyrzaddw losujacych (kostek,
monet, talii kart, deski Galtona itd.). Poprzez idealizacije
samego przyrzadu losujacego (jej istota jest najczesdciej
abstrahowanie od nieistotnych asymetrii tego przyrzadu) dosta-
jemy wyidealizowany, abstrakcyjny, pomy$lany eksperyment loso-
wy, dla ktdérego rozktad prawdopodobienstwa daje sie bez trudu
okredlié a priori.

Model symulacyjny stanowi w tej koncepcji propedeutyki ra-
chunku prawdopodobieristwa wazny etap po$redni pomiedzy konkre-
tnym zjawiskiem losowym, a odpowiadajacym mu modelem probabi-
listycznym. Role przypisang w tej koncepcji modelowi symula-
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cyjnemu na drodze od konkretu do abstrakcji mozna by pordéwnad
z rola rysunku w nauczaniu geometrii.

Odwolywanie sie do konkretnej rzeczywistos$ci w nauczaniu
matematyki, interpretowanie pojeé matematycznych na konkfetach
uwaza sie niefaz za pewna wulgaryzacje matematyki. Niektdrzy
matematycy stanowczo sprzeciwiajg sie przyktadom, w ktdérych
konkretne przedmioty i zjawiska sa ilustracjag abstrakcyjnych
pojeé matematycznych. Wyktady teorii prawdopodobierstwa ogra-
niczajg liste przyktaddéw dogwiadczer (eksperymentéw) losowych,
ktérymi ilustruje sie pojecia i twierdzenia probabilistyczne,
do rzutdéw monetami i rzutdéw kostkami (i to w domy$le od samego
poczatku chodzi o idealne, symetryczne, nie istniejace w rze-
czywistodci przedmioty).

W niektdérych dydaktycznych koncepcjach probabilistyki po-
jecia i twierdzenia probabilistyczne ilustruje sie przykladami
zjawisk i sytuacji podobnych do zjawisk i sytuacji z naszego
rzeczywistego $wiata, ale zachodzacych w abstrakcyjnym, wyidea-
lizowanym kraju. Takim wyidealizowanym "paristewkiem probabilis-
tycznym” Jjest Sykinia w dydaktycznych koncepcjach probabi;isty-
ki Arthura Engela ([3], [4]). Istotg tej idealizacji jest okre-
$lanie a priori rozktadu prawdopodobieristwa na zbiorach wynikdéw
eksperymentéw losowych rozwazanych w tym abstrakcyjnym $wiecie.
Bohaterami akcji rozgrywajacych sie w tym “"probabilistycznym
parfistewku" sg myszy, zuki czy tez osy, ktére zachowujg sig jak
idealne kostki, monety czy urny z kulami (bladzaca po krawe-
dziach szedcianu mysz z takim samym prawdopodobiernstwem moze
z wierzcholka skierowaé sie ta lub inna krawedzig; spoéréd m
os znajdujacych sie w uktadzie pokdéj-ogrdéd, na ktéry wychodzi
otwarte okno tego pokoju, jedna i tylko jedna z os zmienia
w danej jednostce czasu pomieszczenie, a prawdopodobienstwo
dla kazdej z os wynosi é itp). Problemy i zadania rodzace sie
na tle akcji rozgrywajacych sig w tym "paristewku" przypominajag
Problemy i zadﬁnia geometryczne, w ktérych wielkoéci i relacje
zadane sa a priori. zadania te stuza jednak bardziej ilustracji

wprowadzonych- juz pojeé czy twierdzer niz ich wprowadzaniu.
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W wielu innych podejs$ciach do szkolnego rachunku prawdopo-
dobieristwa przykiady i zadania takze dotycza juz gotowych, wy-
idealizowanych sytuacji opisanych jednak w terminologii kon-
kretnych zjawisk i wydarzer ze $wiata rzeczywistego. W jednych
przyk*adach méwi sie o strzelcu, ktdéry trafia do celu z praw-
dopodobienstwem p, w innych o agregacie, ktéry w‘danym prze-
dziale czasowym zawodzi z prawdopodobienstwem g itp. (por.
[x9]) .

W przedstawionej tu koncepcji pojecia i twierdzenié proba-
bilistyczne wywodzg sie z konkretnych sytuacji i ksztaXtowane
sa w procesie matematyzacji takich rzeczywistych wydarzen, jak
rozktad rodzynkdéw w babkach w trakcie mieszania i dzielenia
ciasta z rodzynkami na rdéwne czedci, towienie ryb na identycz-
ne przynety przez kilku wedkarzy itd. Takie konkretne zjawiska
dostarczaja pierwszych spostrzezend i pierwszych wrazen ksztai-
tujacych intuicyjne podstawy trudnych pojeé probabilistycznych.
Zjawiska te.dostarczaja pierwszych konkretnych modeli dla pojeé
i twierdzenr probabilistycznych.

V Etap schematyzacji, od ktdérej zaczyna sie analizowanie
tych konkretnych zjawisk z probabilistyczneéo punktu widzenia,
a takze etap wstepnej matematyzacji dostrzeganych przy tej
okazji stosunkdéw i relacji, traktuje jako wazny moment w
ksztaXceniu intuicji probabilistycznych "... dostrzegajac
w $wiadomym doborze przez ucznia uproszczen i konwencji bardzo
istotne wartos$ci ksztalcace nie tylko jego my$lenie w ogdle,
ale i glebsze rozumienie matematycznych pojeé..." ([9]).

Jednym z celdw nauczania elementdéw rachunku prawdopodo-
biedstwa w szkole jest rozwéj zdolnosci widzenia rachunku praw-
dopodobieristwa jako teorii dotyczace] wyidealizowanych modeli
probabilistycznych, a wiec teorii, ktérej pojecia sg réwnie
abstrakcyjne, jak pojecia geometryczne, czy algebraiczne, ale
réwnoczeénie zdolnoéci widzenia tych pojeé w kontekgcie ich
rzeczywistych modeli.
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3. PROPEDEUTYKA PROBABILISTYKI W NAUCZANIU MATEMATYKI JAKO ETAP
SCHEMATYZACJI KONKRETNYCH ZJAWISK ORAZ ETAP WSTEPNEJ MATE-
MATYZACJI STOSUNKOW DOSTRZEGANYCH W TRAKCIE KONKRETNEJ
CZYNNOS&CI

Komentowana w tej pracy dydaktyczna koncepcja propedeutyki ra-
chunku prawdopodobieristwa dbejmuje nastepujgce tredci:

I rok nauki (klasa IV): Eksperyment losowy jako konkretne
doéwiadczenie losowe. Zdarzenie pewne. Zdarzenie niemozliwe.
Zdarzenie prawdopodobne. Zdarzenia mniej i bardziej prawdopo-
dobne. Konstruowanie modeli symulacyjnych opartych na prostych
przyrzadach losujacych (kostki, monety, talia kart).

II rok nauki (klasa V): Gromadzenie, porzadkowanie i przed-
stawianie danych statystycznych. Czestoéé zdarzenia. Zdarzenia
mato prawdopodobne. Zdarzenia bardzo prawdopodobne. Jako$ciowe
oceny a priori i a posteriori prawdopodobienstw réznych zda-
rzen. Wnioski wynikajace z identycznofdci modeli symulacyjnych.

III rok nauki (klasa VI): Zbidr wynikdéw eksperymentu loso-
wego. Wynik sprzyjajacy danemu zdarzeniu. Zdarzenie jako zbidr.
Suma zdarzer. Iloczyn zdarzed. Zdarzenia rozlaczne. Zdarzenia
jednakowo prawdopodobne. Klasyczny model probabilistyczny jako
rezultat idealizacji pewnego medelu symulacyjnego. Pierwsze
wnioski a priori na temat ilo$ciowej oceny prawdopodobiefistwa.
Zmienna losowa jako funkcja.

Z wyjatkiem hasel dotyczacych modeli symulacyjnych i zmien-
nej losowej, tredéci te pokrywaja sie w zasadzie z probabilis-
tycznymi hastami programu matematyki w klasach IV, V i VI
Przedstawionego w pracy [16].

Koncepcja realizacji powyzszych hasel probabilistycznych
powstawata w trakcie prowadzonych przez autora lekcji w klasach
IV, V i VI na terenie Krakowa i Warszawy. Jej tworzeniu towa-
rzyszyé musialy préby ustalenia odpowiedzi na nastepujace py-

tania:

a) Dlaczego wprowadzamy rachunek prawdopodobiedstwa do szkol-

nej matematyki?
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b) Co chcemy, a co mozna osigagngé realizujac na lekcjach mate-~
matyki powyzsze hasta probabilistyczne?

c) Jaka powinna byé rola elementdw probabilistyki na tym eta-
pie nauczania w ksztalceniu matematycznym?

d) Jak inspirowaé i jak motywowaé pierwsze problemy o charakte-
rze probabilistycznym na lekcjach matematyki?

e) Jak integrowaé te rozwazania z Festh szkolnej matematyki?

Etap propedeutyczny w nauczaniu probabilistyki ma stanowié
naturalne wprowadzenie ucznia w $wiat przypadku, jako w $wiat
nowych idei, nowych pojeé i nowych obiektdw, a zarazem nowych
metod opisywania i badania otaczajgacej nas rzeczywistodci. Ma
to by¢ szczegSlny etap ksztatrtowania pojeé i pewnych intuicii.

Poprzez odpowiednig organizacje aktywnos$ci ucznia, poprzez
wiasciwie dobrane sytuacje problemowe uczer powinien na tym
etapie nauczania oswoié sie z nowym typem wnioskdéw i bcen, a
takze z nowa terminologia, z pewna specyfika jezyka probabi-
listyki. Prdpedeutyka ma byé wprowadzeniem w liczbowg ocene
prawdopodobieristwa, w pojecie rozktadu prawdopodobiefistwa i
w pojecie modelu probabilistycznego.

Jednym z giéwnych celdw wytknietych nauczaniu rachunku
prawdopodobieristwa w okresie“propedeutycznym wedlug przedsta-
wionej w tej pracy koncepcji jest rozwijanie zdolnoéci odkrywa-
nia pewnych analogii w sytuacjach losowych w trakcie schematy-
zacji tych sytuacji oraz zdolnos$ci konstruowania dla konkret-
nych eksperymentéw losowych odpowiednich modeli symulacyjnych,
grafédw do symulowania ich przebiegu, a przede wszystkim zdol-
nos$ci formulowania odpowiednich wnioskdéw wynikajacych ze wspo-

mnianych analogii.

3.1. Pierwszy krok w "Swiat przypadku". Ocena wstepnej wiedzy

probabilistycznej ucznia

Poczatek procesu ksztattowania pojeé probabilistycznych wcale

nie przypada na pierwsze lekcje rachunku prawdopodobieristwa.
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Uczel w klasie czwartej dysponuje pewnym zasobem intuicji i
pewnym dos$wiadczeniem probabilistycznym, wyniesionym z otacza-
jacej go rzeczywistos$ci. Wpiyw tej rzeczywistodci jest oczywi-
$cie o wiele skromniejszy niz ten, jaki ta rzeczywistos$é wy-
wiera na rozwdéj intuicji geometrycznych czy tez arytmetycznych.

Sa jednak okazje do stykania sie poza lekcja matematyki
z problematyka probabilistyczna. Inspiruja ja popularne wsrdéd
dzieci gry losowe. Pewna role w oswajaniu ucznia z problemami
o charakterze probabilistycznym, a takze ze specyfika jezyka
probabilistyki,a w pewnym stopniu takzZe z wnioskowaniami pro-
babilistycznymi, odgrywa popularny w $wiecie dorostych totolo-
tek, loterie fantowe, gry w karty czy tez coraz modniejsze
(i to nie tylko w $wiecie dorostych) stawianie pasjanséw.

Problemy: Jjakimi wstepnymi intuicjami‘probabilistycznymi
dysponuje uczen w momencie rozpoczynania nauki rachunku praw-
dopodobienstwa, jakim dysponuje on zakresem siéw do wyrazania
pewnych sadéw. o charakterze probabilistycznym, jak on te sady
formutuje i jak je argumentuje, jakie popeinia przy tym biledy
i co jest ich podlozem, jak i jakie bledne intuicje wplywaiq
na formulowanie falszywych wnioskéw - nie doczekaly sie jesz~
cze u nas wtadciwych opracowan, pomimo, iz od wielu lat ele-
menty rachunku prawdopodobiefistwa sa integralng czeécia nau-
czanej w szkole matematyki.

Inspiracja do pierwszych rozwazan na tematy probabilisty-
czne sa nastepujace problemy, przed ktdérymi stawiam ucznidw
na kilku pierwszych lekcjach matematyki w klasie IV:

1. Przed rozpoczeciem meczu pilkarskiego sedzia podrzuca do
géry monete. Dlaczego on to robi? Czy Jjest to jakis$ prze-
sad?

2. Sedzia jest juz na boisku, ale - jak sie nagle okazaio -
nie ma przy sobie ani grosza. Ma jednak kostke szedcienng
do gry. Czy ta kostka pozwoli sedziemu wybrnaé z sytuacji,
w jakiej sie znalazi? W jaki sposdéb?

3. Czy zamiast monety sedzia mégitby wykorzystaé do rozpoczyna-
nié meczu talie kart? Ile kart i jakie wystarcza do tego?



170 . A. PXocki

4. Czy do rozpoczynania meczu pitkarskiego mozna by wykorzystaé
cztery asy z tej samej talii kart?

5. Tuz przed losowaniem liczb w totolotku zepsula sie maszyna
losujaca. ¢zy talia kart mogtaby w takiej sytuacji zastapid
maszyne losujgca? W jaki sposdb za pomoca talii kart prze-
prowadzitby$ losowanie liczb w totolotku, jedli losuje sie
6 spos$rdéd 49 liczb?

6. Zaproponuj, jak jeszcze przeprowadzié losowanie 6 liczb
w totolotku, jed$li nie moze zrobié tego maszyna losujaca.

7. Z grupy 49 o0séb uczestniczacych w zebraniu trzeba wybraé
jedna, ktéra bedzie to zebranie protokolowaé. Nikt nie chce
tego robié na ochotnika. Jak przeprowadzié wybdr protokolan-
ta, aby o tym kto nim zostanie zadecydowal wytacznie przy-
padek i aby kazdy z 49 uczestnikéw zebrania mial przy tym
réwne szanse?

8. Czy talia kart (1ub jej czeéé) pomoze wylosowaé protokolanta
zebrania, o jakim mowa w poprzednim pytaniu?

9. Jakie sg réznice pomiedzy losowaniem liczb w totolotku
a losowaniem koXcéwki banderoli?

10. Za chwile telewizja bedzie transmitowaé¢ losowanie totolotka.
Czy te transmisje mozna wykorzystaé do ustalenia wylosowa-
nia osoby do protokolowania? ’

11. Jakie jest podobienstwo pomiedzy gra w "Chificzyka" (zwana
takze gra "cziowieku nie irytuj sie“) a grg w totolotka?

12, W grze w fanty za rdézne potkniecia uczestnik oddaje w zastaw
rézne przedmioty. Na koficu trzeba te przedmioty wykupié.
Wszystkie zgromadzone przedmioty (czyli fanty) wklada sie
do pudelka. Po ustaleniu, w jaki sposéb bedzie teraz wyku-
pywany fant (fant mozna wykupié, jedli jego witadciciel wygilo
si wiersz badZ zadpiewa piosenke, badZ rozwigze jakie$ zada-
nie matematyczne itp.), losuje sig z pudeika fant, ktéry
tym wladnie sposobem ma wykupié jego wtadciciel. Prowadzacy
gre majac zakryte oczy miesza fanty w pudetku i na chybil
trafit wybiera jeden. Czy 6w fant zostal wylosowany? Czy
kazdy fant miat réwne szanse?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Jak zorganizowaé losowanie jakiego$ fantu (dajac kazdemu
réwne szanse), je$li w pudelku jest 6, 13, 52, 49 przed-
miotdéw?

Zgineta ci kostka szes$cienna do gry, a chcesz zagraé w
chifczyka. Jaki inny przedmiot (przyrzqd losujqcy) moze

w tej sytuacji zastapié kostke?

Masz tylko monete. Trzeba wylosowaé jeden spodréd s
przedmiotdw (réénych w dotyku), dajac kazdemu réwne szanse.
Jak to zrobié¢, gdy s=4, s=8, s=16?

Trzeba wylosowaé jeden z trzech przedmiotdéw: a, b i ¢,
dajac kazdemu jednakowe szanse.

Pawet zaproponowal nastepujaca metode: Rzuémy dwiema mone-
tami. Jak wypadng same orly - to zahierzmy przedmiot a,
jak same reszki - to przedmiot b, a jak wypadnie i orzeil
i reszka - to zabierzmy przedmiot c.

Czy ten pomyst jest dobry? Wyjaénij dlaczego tak uwazasz?
Gawel zaproponowal inny sposéb losowania jednego sposrdéd
trzech przedmiotdw. - Rzuémy monetg - méwi Gawel. Jak
wypadnie orzel, to zabiore przedmiot a, jak reszka -~ to
przedmiot b. Rzuémy moneta jeszcze raz. Jak wypadnie
orzet, to zabiore przedmiot wylosowany przed chwila, a jak
wypadnie reszka - to zabiore przedmiot c.

Czy Gawel dal kazdemu z przedmiotéw rdéwne szanse? Dlacze-
go?

Jak za pomoca monety przeprowadzié losowanie jednego spo$-
réd trzech przedmiotdéw, aby zaden z nich nie by uprzywi-
lejowany ani dyskryminowany?

Masz dwie kulki czarne i jedna biala. Mieszasz kulki i nie
patrzac na nie wyciagasz dwie, czyli losujesz dwie kulki.
Albo obie sa czarne, albo jedna jest biala i jedna czarna.
Czy oba te przypadki sa tak samo mozliwe (tak samo prawdo-
bodobne)?

Losujesz 2 kulki z zestawu 4 kulek, 3 czarnych i 1 biatej.
Znéw mamy tu dwie mozliwo$ci: albo obie kulki czarne, albo
jedna biata i jedna czarna. Czy obie te mozliwoéci sa jed-

nakowo prawdopodobne?
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21. Rzucasz trzema monetami. Interesujesz sig, ile wypadio
reszek. S zatem 4 mozliwodci: 0 reszek, 1 reszka, 2 resz-
ki i 3 reszki. Czy kazdy z tych przypadkdéw jest tak samo
mozliwy?

22. Gawel zaproponowal Pawlowi nastepujacg gre: - Ja rzuce
dwiema kostkami, zeby zobaczyé, ile wypadlo tacznie oczek.
Ale zanim to zrobie - méwi Gawel do Pawia ~ ty sprdébuj to
przewidzieé. Wpisz te liczbe na kartce. Wygrasz, jes$li ci
sie uda to przewidzieé.

Pawel ma wigc prawo postawié na jeden z wielu mozliwych
wynikdéw rzutu dwiema jednakowymi kostkami. Ile Jjest takich
wynikéw? Czy sa takie, na ktdére warto stawiadé? Rzué wiele
razy dwiema kostkami. Czy dostrzegasz co$ ciekawego? Czy

i w jaki sposdb takie spostrzezenie mégiby w grze wyko-
rzystaé Pawel?

23. Ty jeste$ uczniem. Twoim przeciwnikiem w grze ma byé pro-
wadzacy lekcje. Obaj gracie w szachy. Mozesz zagrad z nim
albo w szachy, albo w chificzyka. Na ktéra z tych gier
zdecydujesz sie i dlaczego?

W wigkszo$ci z tych probleméw chodzi o konstruowanie przy-
rzadu losujacego generujgcego klasyczny rozktad prawdopodo-
bieristwa na zbiorach o danych liczbach elementdéw. W innych
chodzi o rozstrzyganie, czy generowany przez dany przyrzad
losujacy rozkiad prawdopodobieristwa jest klasyczny (jak np.

w pytaniach 16, 17, 19, 20, 21, 22).
Cze$é z tych problemdw zostaje omébwiona na lekcji. Nie-

ktére nadaja sie na zadanie domowe.

3.2. Konkretna czynno$é i pierwsze wnioski o charakterze pro-

babilistycznym. Oceny a posteriori. Pierwszy etap sche-

matyzacji i pierwsze oceny a priori

Nauka o liczbie poprzedzona jest w nauczaniu arytmetyki w

szkole konkretnymi czynno$ciami, w toku ktdérych rozwigzuje sie
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zadania o charakterze jakogciowym. Oceny jakogciowe (a wiec
oceny typu: mato, duzo, mniej, wiecej, tyle samo) wprowadzaja
ucznia w péZniejsze oceny iloéciowe.

Ilo$ciowe oceny prawdopodobiedstwa zdarzenia takZe powinny
byé poprzedzone w nauczaniu szkolnym ocenami jakoéciowymi,

a wigc ocenami typu: to zdarzenie jest malo prawdopodobne, to
zdarzenie jest bardzo prawdopodobne, zdarzenie A Jjest bar-
dziej prawdopodobne niz zdarzenie B, te dwa zdarzenia s3
jednakowo prawdopodobne.

Pierwsze oceny o charakterze probabilistycznym w omawianej
tu koncepcji propedeutyki probabilistyki oparte sa na wynikach
konkretnej czynnod$ci. Oceny te dotyczg zdarzel zwigzanych z
konkretnymi eksperymentami losowymi przeprowadzanymi za pomoca
konkretnych przyrzgddw losujgcych. Jakodciowe oceny prawdopo-
dobieristwa a posteriori uwypuklajg czestosciowy aspekt prawdo-
podobieristwa, ukazuja rodowdd tego pojecia, a takze istote
pierwszych wnioskowand probabilistycznych (na podstawie czes-
todci zdarzenia w eksperymentowaniu juz przeprowadzonym formu-
tuje sie wnioski na temat szansy zaj$cia tego zdarzenia w
przyszloéci).

Klasa moze szybko dostarczyé wynikéw bardzo wielu powtd-
rzen tego samego eksperymentu losowego, pozwalajacych formu-
towaé wtrasciwe wnioski. Oto jak organizuje konkretne ekspe-
rymentowanie i jak do opisu konkretnych sytuacji losowych oraz
stosunkéw i relacji w nich zauwazalnych angazuje na lekcji
symbolike i jezyk matematyki:

Na jedna z pierwszych lekcji w klasie IV kazdy z ucznidw
przynosi 6 jednakowych kostek do gry. Uczeli potrzasa wszystki-
mi kostkami, a potem rozrzuca je na stét. Interesuje nas, na
ilu kostkach wypadly poszczegdlne liczby oczek. Uczniowie
proponuja najpierw rézne sposoby kodowania wynikdéw takiego
konkretnego eksperymentu losowego. Uwaga ucznidéw skupiona zo-
staje na dwu opisanych stowami na tablicy zdarzeniach:

A: wypadng wszystkie liczby oczek,

B: taka sama liczba oczek wypadnie na co najmniej dwu

kostkach.
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Kazdy z ucznidéw rozstrzyga, ktére z wypisanych na tablicy
zdarzen zaszto w trakcie rzucania przez niego kostkami. Pojawia
sie przy tej okazji zwrot "wynik sprzyja zdarzeniu".

Istotné jest tu odkrycie, ze wynik kazdego rzutu i Ze kazdy
wynik rzutu sprzyja albo zdarzeniu A, albo zdarzeniu B.

Pierwsze jako$ciowe oceny prawdopdobienstwa tych zdarzen
inspiruje i motywuje na lekcji prosta gra. Za chwile prowadza-
cy lekcje rzuci szedcioma kostkami. Zanim to jednak nastapi
kazdy z ucznidéw stawia na jedno z wypisanych na tablicy zdarzef,
wpisujac na kartce symbol tego zdarzenia (a wigc literg A
albo litere B). Kiedy wynik rzutu jest juz znany, punkt zdo-
bywa ten z ucznidw, ktéry wtadciwie typowatl.

Wiekszo$é ucznidéw stawia na zdarzenie A. Tak bylo na bez
mata wszystkich lekcjach, jakie prowadziiem w klasie IV.
Uczniowie typowali jednak bez zastanowienia sie. 2 rdéznych po-
wodéw tej popularnosci zdarzenia A wéréd ucznidéw byt wymie-
niany taki, Ze "ono jest takie tadniejsze". Byty i wnioski, ze
"na to zdarzenie warto postawié, bo jest bardziej mozliwe".

Gre powtarzamy kilka razy przy takim samym typowaniu prze:z
kazdego z ucznidw, jak za pierwszym razem. Ci stawiajgcy na
zdarzenie A sa wyraZnie rozczarowani ciaglym przegrywaniem.
Tak powstal problem pewne] strategii, jaka mozna by w grze
zastosowadé, by zmaksymalizowaé szanse wygranej.

Pierwsza analiza zdarzedh A i B prowadzi do wniosku,
ze oba sa zdarzeniami prawdopodobnymi oraz ze sa to zdarzenia
przeciwne. Istota problemu tkwi teraz w rozstrzygnieciu, ktére
z nich jest bardziej, a ktére mniej prawdopodobne.

Zdarzenia A i B wigza sie ze ztozonym eksperymentem lo-
sowym. Dobdr takiego wiasnie eksperymentu losowego i takich
zdarzed A i B Dbyl tu celowy z kilku powodéw. Po pierwsze,
okreélenie a priori rozktadu prawdopodobieristwa na zbiorze wy-
nikéw tak skomplikowanego eksperymentu nie jest mozliwe na tym
etapie nauczania. Chodzi bowiem o to, aby pewne cechy modelu
probabilistycznego dla tego eksperymentu odkrywaé na lekcji
poprzez konkretne eksperymentowanie. Po drugie, zdarzenia A

i B  w modelu probabilistycznym wyraZnie rdéznia sie wartoscia
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prawdopcdobienistwa (P(A) ~0,015, P(B) =1 - P(A)), co uwidocz-
ni sie na pewno w eksperymentowaniu znaczng rdéznica czestosci
kazdego z tych zdarzei.

Kazdy z ucznidw rzuca teraz swoimi szedécioma kostkami
i rozstrzyga, ktdremu ze zdarzen (A, czy B) sprzyja wynik
tego rzutu. W gére podnosza rece ci, ktdérzy otrzymali wynik
sprzyjajacy zdarzeniu A. Te liczbe podniesionych rak zapisuje
na tablicy. Czynno$é taka powtarzamy 10 razy, zapisujac po kaz-
dej serii rzutdéw liczbe podniesionych rak. Klasa dostarcza w
krétkim czasie wyniki kilkuset powtdérzen tego eksperymentu lo-
sowego. Ich gromadzenie i opracowanie jest natychmiastowe.

WyraZnie rzuca sie w oczy pewna prawidtowos$é. Liczba zajsé
zdarz;nia A stanowi znikomy procent duzZej liczby wszystkich
powtdrzei.

Zdarzenie A zachodzilo bardzo rzadko. Czyli jego zajscie
za chwile, gdy znéw zechce rzucié kostkami, jest mato prawdopo-
dobne. Zdarzenie B zachodzilo bardzo czesto. Zajécie zdarze-
nia B Jjest bardzo prawdopodobne. Taki charakter maja pierwsze
wnioskowania probabilistyczne na moich lekcjach probabilistyki
w klasie IV,

Zgromadzone na lekcji dane empiryczne stuza do pewnej ja-
ko$ciowej oceny modelu probabilistycznego. Te dane ujawniaja
pewne jakodciowe cechy tego modelu. W modelu probabilistycznym
(&2,?)' funkcja P powinna przyjmowaé dla zdarzenia A bardzo
mata wartoéé dodatnia, dla zdarzenia B warto$é tej funkcji
powinna byé bliska 1. )

We wprowadzanych aktualnie do szkoty podrecznikach z mate-
matyki do klas IV, V i VI konkretna czynno$é wiaze sie z poje-
dynczym rzutem kostkg czy moneta. Dane empiryczne stuzg w ta-
kiej sytuacji do sprawdzenia, ze kojarzony tradycyjnie z tymi
eksperymentami losowymi klasyczny model probabilistyczny jest
wladciwym modelem. W sytuacji zlozonego eksperymentu, jakim
jest rzut szedcioma identycznymi kostkami, dane empiryczne

stanowig jedyny $rodek zdobywania informacji na temat

modelu probabilistycznego.
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Rozwazany tu rzut szedcioma kostkami i zgromadzone dane

empiryczne, a w istocie ukryte w tych danych prawwidlowosci
zdarzenie A zachodzi bardzo rzadko, zdarzenie B zachodzi
bardzo czesco) beda na péZniejszym etapie nauczania prowokowad
do préby wyttumaczenia tego faktu empirycznego na gruncie mate-
matyki. Zgromadzone tu dane empiryczne stwarzaja bowiem pewng
sytuacje problemowag, rodza pytanie: dlaczego tak sie stato?
dlaczego tak, a nie inaczej roztozyly sie liczby zajéé zdarze-
nia A i zdarzenia B w wielu powtdérzeniach? czy mozna to
jako$ wytlumaczyé?

Dane empiryczne pelnig tu role inspirujgaca do pewnych
rozwazan a priori, wyjasniajacych uzyskane a posteriori prawi-
diowoéci czy tez zaskakujace fakty. Ta inspirujaca pewne rozu-
mowania rola konkretnej czynnos$ci w nauczaniu rachunku prawdo-
podobienistwa nie jest jeszcze nalezycie doceniana.

Podobny, prowokujacy do}myélenia, do zastanawiania sie
nad wyjas$nieniem zauwazonych faktéw natury empirycznej charak-
ter majg gromadzone na kolejnych lekcjach wyniki innych ekspe-
rymentdéw losowych.

Rzut szescioma identycznymi kostkami wprowadzil w pojecie
zdarzend mato i bardzo prawdopodobnych. Kolejny konkretny ekspe-
ryment losowy wprowadza w pojecie rozkiadu prawdopodobiefristwa,
najpierw poprzez oceny jako$ciowe (wyniki bardziej i mniej
prawdopodobne). Eksperymentem tym jest rzut wieloma identyczny-
mi monetami.

Kazdy z ucznidéw przynosi na lekcje 7 dziesieciogroszdwek.
Wzigwszy je w gars$é potrzasa nimi i wszystkie rozrzuca na stéi
obserwujac, na ilu monetach wypadl orzel (liczbe wyrzuconych
ortdéw oznaczamy przez x), a na ilu reszka (tQ liczbe oznaczamy
przez Yy). Wynik rzutu kodujemy para (x,y), ktéra nastepnie
traktujemy jako pare wspdtrzednych punktu na plaszczyZnie.

Ta interpretacja zostanie péZniej wykorzystana do okreélenia
a priori rozktadu prawdopodobienstwa na zbiorze wynikdéw rzutu
siedmioma identycznymi monetami, poprzez rozktad prawdopodo-
bienistwa okreslony a priori dla siedmiokrotnego rzutu jednag

monetg.
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Problem pewnej estymacji rozkladu prawdopodobienrstwa na
zbiorze wynikdéw rzutu siedmioma monetami pojawia sie na lekcji
w zwigazku z gra, ktdéra 6w problem inspiruje i motywuje.

Za chwile prowadzacy lekcje rzuci siedmioma monetami. Ale
zanim to uczyni, kazdy z ucznidéw stawia na jeden z wynikdw
rzutu, wpisujac kod tego wyniku (pare liczb) na kartce. Kiedy
wynik rzutu monetami jest juz znany, punkt zdobywa ten, kto
postawil na wynik, Jjakim wiadnie eksperyment sie zakofczytl.

Na tle sytuacji, jaka stworzyla gra, rodza sie nastepujace
pytania:

a) Ta gra co$ nam przypomina. Do jakiej popularnej gry jest
ona pddobna? Chodzi tu o analogie z totolotkiem. Rzucajacy
monetami peini tu jakby role maszyny losujacej. Wpisywanie
na kartce pary liczb - to jakby wypeitnianie kuponu.

b) Czy mozna w tej grze stosowaé jakaé strategie? Czy sa wyni-
ki, na ktére optaca sie stawiaé? Chodzi tu z kolei o isto-
tng rdéinice pomiedzy totolotkiem, w ktérym nie ma znaczenia,
na jaki wynik losowania liczb sie stawia. Tu pewne wyniki
daja wieksze szanse wygranej.

c) W prawdziwym totolotku gracz moze wypeilnié tyle kuponéw,
ile tylko zechce. Gdyby regulamin gry z monetami rdwniez
na to zezwalat, to ile par liczb (i jakie pary) wystarczy
wpisaé ma kartce przed rzutem monetami, aby by¢ pewnym
wygranej? W ostatnim pytaniu chodzi o okreélenie zbioru
wszystkich mozliwych, w ustalony wyzej sposéb zakodowanych

wynikéw rzucania siedmioma monetami.

Oceny a priori rozktadu prawdopodobienistwa na zbiorze wy-
nikéw rzutu siedmioma monetami, wynikajace z pewnych symetrii
przyrzadu losujgcego, sa na tym etapie nauczania i przy tak
celowo zlozonym eksperymencie losowym jeszcze niemozliwe.
Chodzi bowiem o to, aby pewne cechy tego rozkitadu odkrywad
poprzez konkretna czynno$é, aby droga od konkretu do abstrakcji
pProwadzita w tym przypadku poprzez dane statystyczne, aby war-
to$ci rozktadu prawdopodobieristwa dla poszczegélnych wynikdéw
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oceniad (szacowaé) czestos$ciami tych wynikéw.

Obserwacja i analiza danych empirycznych ma tu znowu sta-
nowié pierwszy etap my$lenia matematycznego, jakie towarzyszy
rozstrzygaﬂiu powstatych na tle gry losowej problemdw.

Kazdy z ucznidw powtarza rzut swoimi monetami 10 razy, re-
jestrujac liczby rzutdw zakorczonych poszczegdlnymi wynikami.
Dane od wszystkich uczniéw zostaja zebrane i opracowane na ta-
blicy w nastepujacej tabeli:

wynik: (7,0) (6,1) (s5,2) (4,3) (3,4) (2,5) (1,6) (0,7)

taczna liczba
rzutéw zakoriczo- 3 15 49 80 72 52 17 2
nych tym wynikiem

(Wypelniona wyzej tabelka jest protokoiem z lekcji prowadzonej
w klasie V). .

Opracowane w tabeli dane empiryczne dajg uczniowi pierwszy,
jeszcze mglisty obraz rozktadu prawdopodobienistwa na zbiorze
wynikéw rzutu siedmioma monetami. Dane te sa testem, dajgcym
juz teraz podstawy do kwestionowania zgodnog$ci rozktadu klasycz |,
nego na zbiorze osmioelementowym z tym konkretnym eksperymentem
losowym.

Analiza danych empirycznych prowadzi najpierw do jakodcio-
wych ocen rozktadu prawdopodobienistwa. I na razie oceny te po-
zostajq w $cistym zwigzku z gra. Uczniowie wskazujg teraz wyni-
ki, na ktére w grze stawiaé nie warto (bo daja male szanse wy-
granej) oraz wyniki, na ktdére optaca sie stawiaé (bo daja duze
szanse wygranej). We wnioskach pojawiaja sie terminy "mato
prawdopodobny", "bardziej prawdopodobny".

wyniki (0, 7) i (7, 0) sa malo prawdopodobne. Wynika
to z empirii. W pierwszych wnioskowaniach podkres$lany jest zwia
zek siéw "rzadko" i "malo prawdopodobne" oraz sidéw "czesto"

i "bardzo prawdopodobne". Podkre$lona zostaje takze wspdlna
cecha formulowanych wnioskéw: Wszystkie one dotycza pewnego
prognozowania przysztogci na podstawie tego co sie zdarzailo
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(czeéciej lub rzadziej) w przesztodci. Ocena szansy kazdego

z wynikéw na podstawie tego, jak czesto koriczyl sie tym wyni-
kiem rzut monetami, ma tutaj uzasadnienie w fakcie, ze zwycza-
je przyrzadu losujacego (monet), a $ciélej: prawa rzadzgce lo-
sem tych monet w trakcie rzucania nimi, nie ulegajg istotnej
zmianie w czasie.

Dane empiryczne wskazuja, Ze w modelu probabilistycznym
wynikom (7,0) i (0,7) trzeba przypisaé mate warto$ci funkcji
P (rozkladu prawdopodobieﬁstwa). Dane te nie rozstrzygajag jed-
nak, czy warto$ci funkcji p dla tych wynikéw powinny byé réw-
ne czy tez nie. Ksztalt monety, jej peuwne symetrie, daja
podstawy do wniosku, iz wyniki (7, 0) i (0, 7) nalezy uznaé
za jednakowo prawdopodobne.

Z symetrii tych wynika wniosek, iz w modelu probabilistycz-
nym funkcja p powinna przypisywaé wynikom (7-j, j) i (j,
7-j) réwne wartos$ci dla 3j=0,1,2,3.

Zaniedbanie owych malo istotnych w tej sytuacji asymetrii
dziesieciogroszdéwek, zaniedbanie pewnych réznic pomiedzy mone-
tami z zestawu, ktérym rzucano, stanowi istote procesu schema-
tyzacji, jaki towarzyszy przej$ciu od konkretu do jego mate-
matycznego modelu.

W tym pierwszym stadium nauczania probabilistyki praca
ucznia organizowana jest na konkretach (rzuty konkretnymi ko-
stkami, rzuty dziesieciogroszdwkami, rozktadanie potasowanych
kart, spadanie kulki po nachylonej desce Galtona itp).

Ale celem tej konkretnej czynnoéci jest konstrukcja abstrakcyj-
nego modelu. Dane empiryczne dostarczajg pewnych informacji

na temat "ksztaltu" tego modelu, na temat pewnych jego cech
charakterystycznych.

Gromadzone w klasie dane empiryczne majg takze od samego
poczatku prowokowaé ucznia do pewnych refléksji nad tym, dla-
czego tak a nie inaczej rozlozyly sie w tabeli liczby ekspery-
mentdw pomiedzy poszczegélnymi wynikami. Celem konkretnej czyn-
nogci, jaka towarzyszy pierwszym lekcjom rachunku prawdopodo-
bieristwa, jest ujawnienie pewnych zwiazkéw matematycznego sche-
matu z rzeczywistosciag, dla ktdérej ten schemat konstruujemy.
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Eksperyment fizyczny i dane empiryczne stanowig tu istotny
etap procesu matematyzacji, etap formowania sie w umy$le ucz-
nia pierwszych schematéw, pierwszych préb wnikania w znaczenie
uzywanych tu, a zapozyczonych z mowy potocznej termindw.

PéZniej powrécimy do zgromadzonych teraz danych empirycz-
nych. Probabilistyczny model dla rzutu siedmioma monetami be-
dzie mozna na nastepnym etapie nauczania skonstruowaé a priori,
w procesie schematyzacji siedmiokrotnego rzutu moneta. Konfron-
tacja danych empirycznych z postacig tego modelu ujawni, jak
przystaje 6w matematyczny schemat do rzeczywistodci, od ktdrej
wyszlidmy.

W przypadku rozwazanych teraz konkretnych eksperymentdw
dane empiryczne peitnig potréjng role: daja pewne oszacowanie
nieznanego rozktadu prawdopodobienstwa, prowokuja do préb wy-
jas$niania powoddéw prawidiowoéci, jakie w tych danych tkwiga,
potem posiuza do weryfikacji zgodno$ci modelu z rzeczywistosg-
cia.

Uzyskana ocena rozkiadu prawdopodobieristwa wykorzystana
zostaje do oceny prawdopodobienistwa nastepujacych dwu zdarzein
zwigzanych z rzutem siedmioma monetami:

A: wszystkie monety upadng ku gdérze ta sama strona,

B: wypadng 3 orly wzglednie 3 reszki.

Zdarzenia te zostaja zakodowane zbiorami sprzyjajacych im
wynikdéw (a wiec podzbiorami zbioru SZ). Odtad, na lekcji zda-
rzenia utozsamiane zostaja ze zbiorami. Zbiory A i B sa
réwnoliczne. Z empirii wynika, ze zdarzenl tych nie mozZna uzna-
waé za jednakowo prawdopodobne. Przy okazji pojawia sie problem
okreslania zdarzen jednakowo prawdopodobnych. Uczniowie propo-
nuja przyktady zdarzer tak samo prawdopodobnych, jak zdarzenie
C: wypadnie wiecej reszek niz oridw.
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3.3. Losowe rozmieszczenie jednakowych kul w duzych ponumero-

wanych szufladach jako model symulacyjny

W klasie V omawiam z uczniami rézne typy tak zwanych losowych
rozmieszczer kul w szufladach. W zaleznodci od typh, liczby
kul i liczby szuflad uczniowie konstruuja rézne przyrzady losu-
jace, pozwalajace przeprowadzaé takie rozmieszczenia.
Oto jeden z typdéw losowego rozmieszczenia kul w szufladach,
wigazacy sie z rzutem wieloma identycznymi monetami: Komoda ma
dwie, ponumerowane liczbami 0 i 1, szuflady. Kazda z szuflad
moze pomieééié wiele kul. Obok w pudelku znajduje sie 7 iden-
tycznych kul, ktdére trzeba rozmiedcié w tych szufladach prze-
strzegajac nastepujacej zasady: dla kazdej wyjetej z pudelka
kuli trzeba wylosowaé szuflade, do ktdérej kula zostanie wlozona,
Przy czym kazda z szuflad ma mieé przy tym jednakowe szanse.
Zadanie, jakie stoi przed klasa, to opracowanie sposobu prze-
prowadzenia takiego eksperymentu. Chodzi tu przede wszystkim
O odkrycie, iz pozwala to zrobié rzut siedmioma monetami. Aby
rozmiegcié kule wystarczy rzucié siedmioma monetami i nastegpnie
tyle kul przetozyé z pudetka do szuflady numer 0, na ilu mone-
tach wypadl orzel, pozostale przekladajac do szuflady numer 1.

Ostatnie odkrycie wykorzystane zostaje do jakodciowej oceny
pPrawdopodobieristwa nastegpujacych zdarzeid:

A.: wszystkie kule trafia do jednej szuflady,

1
B,: do jednej szuflady trafia doktadnie 3 kule.

Oékryte analogie, odkryty jakby probabilistyczny izomorfizm
sytuacji losowych daje podstawy do oceny i wnioskdéw typu: Jest
mato prawdopodobne, aby w losowym rozmieszczeniu 7 identycznych
kul w dwu duzych szufladach wszystkie kule trafity do jednej
szuflady. I jest to tak samo mato prawdopodobne, jak to, ze w rzu-
cie siedmioma monetami wszystkie one upadng do géry ta samg
strong.

Na kolejnych lekcjach uczniowie odkrywaja w znanym juz rzu-
cie identycznymi monetami i w losowym rozmieszczeniu jednako-
wych kul w dwu duzZych ponumerowanych szufladach modele symula-

cyjne dla pewnych konkretnych zjawisk. Odkrycie to bedzie mieé
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zasadnicze znaczenie przy konstruowaniu wtadciwego modelu pro-
babilistycznego dla tych zjawisk.

Proces ‘odkrywania i dopasowywania dla rzeczywistej sytuacji
wtasciwego dlan modelu probabilistycznego wymaga zdolnodci
wyabstrahowywania faktéw z probabilistycznego punktu widzenia
najistotniejszych. Taki proces schematyzacji konkretnego zja-
wiska prowadzacy poprzez wiasciwy model symulacyjny do odpo-
wiedniego modelu probabilistycznego stanowi wazny element we-
ryfikowania pewnego typu hipotez.

Istota weryfikacji pewnych hipotez metodami probabilistycz-
nymi polega na eliminowaniu na podstawie znanego rezultatu tych
spos$rdéd wielu jego mozliwych przyczyn, ktdére ze stosunkowo ma-
tym prawdopodobieristwem moga doprowadzié do tego rezultatu.
Prawdopodobieristwo, z jakim dana przyczyna moze doprowadzié
do znanego nam rezultatu, wyznaczamy w modelu probabilistycznym
jaki odpowiada sytuacji i ktdry otrzymujemy w procesie schema-
tyzacji i wstepnej matematyzacji tej rzeczywistej sytuacji.
Mowa tu o sytuacji, ktdrej dotyczyla hipotetyczna przyczyna
i znany rezultat (skutek). Przyktady ilustrujace ten typ wery-
fikowania hipotez zamieszczono w rozdziale 14 w [16].

Wspomniane wyzej powody natury praktycznej, ale przede
wszystkim pewne dydaktyczne walory procesu schematyzacji rze-
czywistych zjawisk, uzasadniajg role, jaka przypisano w tej
koncepcji propedeutyki probabilistyki analizie rzeczywistych
zjawisk o charakterze losowym.

Zjawisko, ktdre teraz poddawane zostaje procesowi wstepne]
matematyzacji, to towienie ryb przez dwu wedkarzy. Zadanie ro-
dzi sie na tle problemu, przed ktérym staje klasa w momencie,
gdy urywa sie opowiadanie o dwu wedkarzach, ktérzy towiac na
identyczne przynety i ztowiwszy tgcznie 7 ryb wrdcili znad
stawu. Chodzi tu o wnioski, jakie wynikaja z tych informacji,

a ktdére dotycza tego, co zdarzylo sie w trakcie potowdw.

Dyskusja rozpoczyna sie od wyrdznienia rzeczy najistotniej-
szych { jednakowe przynety) i od wskazywania tego, co mozna i
co nalezy zaniedbaé, jakie uproszczenia majg tu uzasadnienie,
jakie nie wypaczaja istoty sytuacji. Schematyzacja taka prowa-

dzi do odkrycia, 2e w trakcie potowéw zostaly w istocie rozmie-
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szczone losowo kule w dwu réznych szufladach. Jeéli przez x
oznaczyé liczbe ryb ztowionych przez jednego z wedkarzy, a
przez y liczbe ryb zXowionych przez drugiego z nich, to
para (x,y), gdzie x =0,1,2,3,4,5,6,7 i y =17 - x, Jest
czytelnym kodem wyniku zjawiska, o jakim tu mowa. Tabelka ze
str. 178 moze by¢ zatem uznana za podstawe dla jakosdciowej
estymacji rozktadu prawdopodobienstwa na zbiorze wynikdéw to-
wienia ryb.

Ostatnie spostrzezenie prowadzi do ocen(na razie jeszcze
jakoéciowych) prawdopodobiefistwa nastepujacych zdarzen:

AZ: wszystkie ryby ztowit jeden z wedkarzy,

B2: jeden z nich z%owil doktadnie 3 ryby.

Rozwazania zwigzane 2z konkretnymi zjawiskami ukazuja ucz-
niowi, co i jak sie matematyzuje. Te dyskusje wprowadzaja
ucznia w proces konstrukcji modelu probabilistycznego dla rze-
czywistych zjawisk o charakterze losowym oraz przygotowuja
do péZniejszych zastosowar metody probabilistycznej przy wery-
fikowaniu hipotez.

W zadaniu domowym uczniowie maja ocenié, jak bardzo praw-
dopodobne sa zdarzenia A3 i 33 zwigzane z losowym rozkia-
dem rodzynkdéw w trakcie mieszania ciasta z siedmioma rodzynka-
mi i dzielenia go na dwie réwne czedci, z ktérych uformowano
dwie babki:

A3: jedna z babek bedzie bez rodzynkdw,

B3: do jednej z babek trafia dokladnie 3 rodzynki.

Zjawiskom, doéwiadczeniom, eksperymentom losowym, wokét
ktdérych skupialy sie powyzsze dyskusje, odpowiada ten sam mo-
del probabilistyczny ( §2 ,p), w ktérym §2 = {(X,Y)= x =0,1,
2,3,4,5,6,7 i y=17-x} oraz

o (0en) = (D)

Liczba 7 monet, 7 ryb, 7 rodzynkdéw i 7 kul ma tu pewien
zwigzek z wymiarami szachownicy, ktéra bedzie na nastepnym
etapie nauczania planszg do pewnej gry pozwalajacej a priori
okre$lié rozklad prawdopodobieristwa na zbiorze wynikdéw sied-
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miokrotnego rzutu monetg (ten ostatni eksperyment losowy pozos-
taje w zwiazku z jednoczesnym rzutem siedmioma monetami).
Liczba 7 wigze sile takze z liczba pozioméw na desce Galtona,
dostepnej aktualnie w sprzedazy, ktdéra na kolejnych lekcjach
bedzie przyrzgdem do symulowania siedmiokrotnego rzutu monetg

i rzutu siedmioma monetami.

Pewna role w kontekdcie ostatnich przyktaddéw odgrywa naste-
pujace zadanie: Pawel z Gawlem wyprowadzaja co dzieh swego psa
na spacery. Postanowiono, ze na kazdy dzief najblizszego tygod-
nia towarzysz psich spacerdw zostanie wylosowany. 2 zestawu dwu
biatych i dwu czarnych kul losuje sie dwie. Jeélt obie sa tego
samego koloru, to z psem wychodzi na spacer Pawel, jedli rézne-
go koloru, to z psem na spacer wychodzi Gawel. Rozwazmy dwa
nastepujgce zdarzenia:

A4: caty tydzien bedzie wyprowadzal psa ten sam chlopiec,

B4: 3 lub 4 razy w tygodniu z psem na spacery bedzie wycho-

dzil Pawel,

Czy A4 jest zdarzeniem tak samo prawdopodobnym jak zdarze-
nie A? Czy zdarzenia B4 i B s3a tak samo prawdopodobne? Dlaczeg?

W zadaniu tym chodzi o wykrycie, iz okredlony wyzej rozkiad
prawdopodobieristwa na o$mioelementowym zbiorze nie jest w tej
sytuacji witasciwy (losowanie nie daje réwnych szans).

W omawianym do tej pory losowym rozmieszczaniu kul do jed-
nej szuflady mogta trafia¢ dowolna ilo$¢ kul. Z tego powodu
nazwano te szuflady duzymi. Teraz rozwazaé sie bedzie inny typ
rozmieszczen, przy ktdérych do kazdej szuflady bedzie trafiad
doktadnie jedna kula. Szuflady nazwiemy wtedy matymi.

3.4. Losowe rozmieszczenie ponumerowanych kul w matych ponume-

rowanych szufladach i pierwsze ilos$ciowe oceny a priori

rozktadu prawdopodobiernstwa

Jako$ciowe oceny prawdopodobienstwa zdarzenia dotyczyly zdarzef,
ktére w odpowiednim modelu probabilistycznym réznia sie znacz-

nie wartos$cig prawdopodobienstwa, co w trakcie eksperymentowa-
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nia uwidacznia sie wyraZng réznica czestodci ich zachodzenia

w bardzo wielu powtdrzeniach eksperymentu. Byly to wnioski a

posteriori. Na podstawie czestos$ci zdarzenia wnioskowano o war-

todci jego prawdopodobieristwa w modelu. Chodzito jednak tylko

o to, czy warto$é ta powinna byé mata czy duza, wigksza czy

mniejsza.

Pojecie zdarzen jednakowo prawdopodobnych i zwigzanych z
tym samym eksperymentem losowym nalezy do trudniejszych pojeé.
Stosowane do tej pory oceny a posteriori zawodza w przypadku
zdarzeri jednakowo prawdopodobnych w modelu.

Podstawg do podjecia decyzji o uznawaniu dwu zdarzen zwig-
zanych z .tym samym eksperymentem losowym za jednakowo prawdo-
podobne (a $cidlej, ze w modelu probabilistycznym nalezy im
przypisaé réwne wartos$ci funkcji P) sa na ogét pewne symetrie,
ktére ujawniajg sie w procesie schematyzacji, a wiec na etapie
wstepnej matematyzacji. .

Na jedna z lekcji w klasie VI uczniowie przynosza talie
kart. Wykorzystujemy najpierw 3 karty tego samego koloru: wale-
ta, dame i krdéla. Kazdy z ucznidéw doktadnie tasuje swoje karty,
4 nastepnie rozklada je w rzedzie jedna po drugiej tak, jak roz
ktada sie karty przy ukladaniu pasjansa. Obiektem zainteresowa-
nia jest kolejno$é, w jakiej utozyty sie karty.

Na tle powyzszego konkretnego eksperymentu losowego poja-
wiajg sie nastepujace pytania:

a) Jak czytelnie zakodowaé otrzymany wynik?

b) Jak okreélié zbidr &2 wszystkich mozliwych wynikdéw?

c) Czy sa jakieé§ powody, dla ktérych jeden z mozliwych wynikdw
nalezaloby uwazaé za bardziej mozliwy (bardziej prawdopodo-
bny) niz inny?

Na lekcji problemy te inspirowata gra losowa, w ktérej trzy
Wspomniane karty sa rekwizytem i ktéra przypomina poznane
uprzednio gry. Za chwile prowadzacy lekcje roztozy swoje trzy
Potasowane wczeéniej karty. Przedtem kazdy z ucznidéw stawia na
jeden z mozliwych wynikdéw rozktadania kart, wpisujac jego kod
na kartce. Kiedy wynik rozktadania kart jest juz znany, kazdy
2 graczy konfrontuje ten wynik z tym, na jaki wczeéniej posta-
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wiX. Gracz uzyskuje tyle punktéw, ile ma trafien, a wigec na ilu
miejscach przewidzial karty tak, jak je ustawil przypadek w
trakcie tasowania i rozktadania.

Sytuacja problemowa jest tu analogiczna do sytuacji przy
grze z monetami. Teraz jednak mozna wygraé rézne liczby punktéw.
Karty kodujemy pierwszymi literami nazwy figury, a wynik

rozktadania kart\— permutacja zbioru {w,d,k}. Za pomoca
drzewka uczniowie konstruuja zbidér wszystkich mozliwych wynikdw
Przyjmujemy Gw tej sytuacji bardzo dla ucznia naturalna) kon-
wencje opisywania wezidéw drzewka. Kolejny wezel kazdej gaiezi
opisany jest ciagiem koddw wynikéw wszystkich etapdw niepéZniej-
szych niz ten, ktéremu wezet odpowiada. W przypadku rozkiada-
nia potasowanych wczes$niej kart drzewko powstaje w trakcie
anélizy, jak etapami moze powstawaé wynik. Kolejne wezly danej
gatezi zawieraja kod historii etapowego powstawania danego
wyniku (zob. rys. 1). Jest to odmienna od przyjetej w teorii
graféw (a takze w [4], [5] i [8]) konwencja opisywania wezléw
drzewka. )

wd wk dw dk kw kd
wdk wkd dwk dkw kwd kdw
! ] i ! ! i
| I I { : I graf strzatkowy
! i ! i | ' dia funkeji X
| | ] ] |
| 1 | | 1
Y | Y Y v
0 1 1 3 0 1

Rys. 1
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Uczen, ktéry przed rozlozeniem kart postawit na jeden z
mozliwych wynikéw tego rozktadania, okre$lit na zbiorze wszy-
stkich wynikéw rozktadania zmienng losowa. Na rysunku 1 zazna-
czono grafem strzatlkowym zmienna losowa X, jaka na G
okre$lit gracz, ktdéry postawil na wynik dkw.

) Pozostarimy przy tym graczu i rozwazmy zdarzenia:

Aj: ten gracz zdobedzie j punktdw (j=0,1,2,3),

A: ten gracz zdobedzie przynajmniej jeden punkt.

Mamy tu Aj = {X=j} dla 3j=0,1,2,3 oraz A = A Aj.

Na uwage zastuguje tu zdarzenie A jako dobry przyktad zda-

rzenia niemozliwego. Przyktadami zéarzeﬁ niemozliwych bywaja
zdarzenia typu: "w rzucie kostka wypadnie 7 oczek", "w rzucie
monetg wypadnie orzel i reszka". Nie wydajg sie to by¢ wtasdciwe
przyktady, w ich okreéleniu tkwi pewna niedorzeczno$¢é. Problem
wigze sie ogélnie z niedobrymi przykladami wanunkéw okredlajg-
cych zbidr pusty.

Aby ocenié, jak bardzo prawdopodobne sa zdarzenia AO, Al,
A3 i A, uczniowie proponuja gromadzenie danych empirycznych.
Ale teraz juz pora na oceny a priori. Waruhki, w jakich prze-
prowadzany jest eksperyment ( dokladne tasowanie kart), daja tu
podstawy do uznania modelu klasycznego za wtasdciwy model dla
tego eksperymentu losowego. Ten fakt upowaznia do wnioskéw, ze
zwigzane z tym eksperymentem zdarzenie jest tym bardziej praw-
dopodobne, im wiecej sprzyja mu wynikéw oraz e zdarzenia réw-
rioliczne sa jednakowo prawdopodobne.

Oceny maja teraz charakter ilosciowy (AO dwa razy bardziej
prawdopodobne niz A3, Al trzy razy‘bardziej prawdopodobne
niz Ags A tak samo prawdopodobne jak wyrzucenie szdéstki
kostka).

Szczegdélnag role w odkrywaniu pewnych izomorfizméw pelni
dyskusja nad szansami innego gracza, ktéry postawil na przyktad
na wynik wdk. Niech Y bedzie zmienna losowa, jaka éw gracz
automatycznie okre$lil na zbiorze 52 . Chodzi o odkrycie, ze
zdarzenia {X=j} oraz {¥=j} sa dla 3j=0,1,2,3 tak samo
prawdopodobne, a wiec ze rozklady zmiennych losowych X i ¥

sq identyczne.
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Poprzednie wnioski dotyczace rzutu siedmioma monetami (a
wiec dotyczace konkretnego, ale w pewnym sensie sztucznego
eksperymentuvlosowego) zostaty przeniesione na konkretne zja-
wiska, dla ktérych po pewnej schematyzacji rzut monetami stal
sie odpowiednim modelem symulacyjnym.

Rozklad potasowanych kart jest takze nieco sztucznym eks-
perymentem. Otrzymane w trakcie jego analizy oceny i wnioski
zostang teraz przeniesione na sytuacje w pewnym sensie analo-
giczne, na zjawiska z otaczajacej nas rzeczywistodci, dla ktdé-
rych rozktad potasowanych kart wydaje sie byé¢ wladciwym mode-
lem symulacyjnym.

W problem schematyzacji konkretnej sytuacji, ktéra to
schematyzacja poprzez model symulacyjny prowadzi do odpowied-
niego modelu probabilistycznego, wprowadza na lekcji krdétkie
opowiadanie. Rzecz dotyczy zastyszanej w pociagu rozmowy,

w ktérej jeden z pasazerdw opowiada, jak to wczoraj napisatl

3 listy {do babci, do wujka i do kolegi), ktdére nastepnie wio-
2yt do trzech jednakowych kopert. Telefon przerwal ich adreso-
wanie. Po rozmowie telefonicznej koperty zaadresowal, nalepii
naf znaczki i kiedy listy zostaly juz wrzucone do skrzynki, &w
roztargniony cztowiek ud$wiadomit sobie, Ze wpisujac na koper-
tach adresy nie sprawdzil, jaki list (list do kogo) znajduje
sie wewnatrz. Tu koriczy sie opowiadanie. Uczniowie prdébuja
ustalié jego zwigzek z lekcjami matematyki (probabilistyki).

Uwaga ucznidw skupiona zostaje nastepnie na zdarzeniach

C.: doktadnie Jj 1listéw trafi pod wiadciwy adres (j=0,1,

2,3).

Uczniowie proponujg rézne sposoby symulowania eksperymentu
losowego, jaki towarzyszyl wysyXaniu listéw (a w istocie ich
adresowaniu). Jedni proponuja uzycie do symulowania 3 jednako-
wych kopert i trzech kartek. Potem rezygnujg z kopert. Trzy
jednakowe kartki, opatrzone na odwrocie literami: b (babcia) .
w (wujek) i k (kolega), roztozone - po wczeéniejszym ich
potasowaniu - na trzech wczedniej zaznaczonych miejscach
(pierwsze na przyktad litera b, drugie litera w, a trzecie
litera k), daia jeden wynik eksperymentu losowego, symulujac
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przebieg tamtego eksperymentu z opowiadania.

Ostatni sposdéb symulowania podsuwa uczniom pomyst, aby
uzy¢ do symulacji trzech kart: waleta, dame i kréla. Na stole
zaznaczamy kontury trzech kart. To trzy miejsca, na ktére roz-
tozone zostang po doktadnym potasowaniu trzy karty: walet
(list do kolegi), dama (list do babci) i krél (list do wujka).
Kontury wczes$niej oznaczone zostaty literami: w, d i k.
Liczba listéw skierowanych pod wiagciwy adres jest w modelu
symulacyjnym liczba wygranych punktéw w poprzednio omawianej
grze przez gracza, ktéry postawil na wynik okreélony poprzez
oznaczenie konturéw na stole. Odkrycie tego faktu pozwala na-
tychmiast przenie$é poprzednio uzyskane wnioski i oceny na
zdarzenia Cj (j=0,1,2,3), a takze na zdarzenie

C: przynajmniej Jjedno pismo trafi pod wiasciwy adres.

Symulacja probabilistyczna, istota ktdérej jest nas$ladowa-
nie jednych eksperymentdéw losowych innymi, odgrywa wiec wazng
role w odkrywaniu pewnych analogii i w wykorzystywaniu tych
analogii do wnioskowan o charakterze probabilistycznym. Ta ro-
la symulacji nie wydaje sie byé doceniana w dydaktycznych kon-
cepcjach probabilistyki.

Liczba uzyskanych punktéw w grze z kartami, liczba listdw,
ktére trafiajg pod wlagciwy adres - to liczby tak zwanych sko-
jarzen w losowym rozmieszczeniu ponumerowanych kul w ponumero-
wanych szufladach (zob. [16]).

Komoda ma n ponumerowanych szuflad matych (bo w kazdej
moze sie pomied$cié tylko jedna kula), a obok w pudetku znajdu-
je sie n ponumerowanych kul. Dla wyjetej z pudetka kuli nu-
mer 1 trzeba wylosowaé szuflade, do ktdérej te kule wiozymy,
pPrzy czym kazda z szuflad ma mieé przy tym jednakowe szanse.
Dla wyjetej z pudetka kuli numer 2 losujemy jedna spo$rdéd
pustych szuflad, dajac kazdej pustej szufladzie rdéwne szanse.
Tak samo postepujemy z pozostatymi w pudelku kulami.

Jak nietrudno zauwazyé, kule mozZna rozmieszczaé w opisany
wyzej sposéb losujac n-krotnie bez zwracania kule z pudelka
i kolejno wyciagane (wylosowywane teraz ) kule wkiadajac do

kolejnych szuflad.
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Przyjmijmy n=3. Dyskusja w klasie nad sposobami przepro-
wadzenia losowego rozmieszczenia trzech ponumerowanych kul
w trzech matych ponumerowanych szufladach prowadzi do odkrycia
analogii poiniedzy tym rozmieszczeniem a rozktadaniem trzech
potasowanych kart na trzech wczegniej oznaczonych miejscach,

a takze pomiedzy rozsytaniem listéw w sposdéb przypadkowy,
o jakim wspomniano w opowiadaniu.

Dotychczasowe rozwazania pozwala poraczyé z nowa gra i no-
wgq konkretna czynnos$cig prosty przyrzad losujacy. Jest nim
plastykowa butelka do wielokrotnego losowania ze zwracaniem
i bez zwracania kuli. Ten ciekawy przyrzad losujacy znajduje
sie w zestawie pomocy do nauczania rachunku prawdopodobienstwa
zaproponowanym przez A. Olecka i Z. Semadeniego, znajdujacym
sie aktualnie w sprzedazy w sklepach CEZASu(ﬂ.

PrzeZroczysta rurke bedaca przedluzeniem szyjki butelki
‘dzielimy na segmenty, ktdére nastepnie numerujemy. Po doktad-

nym potrzas$nieciu butelki z trzema ponumerowanymi kulami i po

@ Dobry w pomy$le przyrzad losujacy Zle jednak funkcjo-
nuje z powodu usterek technicznych. Na uwage nauczyciela zasiu
guja propozycje innych pomocy znajdujacych sie w tym zestawie,
jak wirujace baczki generujgce klasyczne rozktady na réznych
zbiorach. Zestaw zawiera takze bogaty komentarz stowny.
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szybkim odwrdéceniu butelki do géry dnem kulki losowo rozmiesz-
czaja sie w poszczegdélnych segmentach. Méwimy o skojarzeniu,
je$li kulka trafit*a do wias$ciwego segmentu (zob. rys. 2).

Opisany tu przyrzad losujacy jest rekwizytem w grze. Po
potrzaénieciu butelka z kulkami zdobywa sie tyle punktéw, ile
nastgpito skojarzen. Problem, w jaki wprowadza taka gra, to
koszt wstepu uprawniajgcego do udzialu w jednej takiej grze,
ktéry gwarantowalby pewng sprawiedliwo$é gry. Chodzi tu o usta-
lenie wartosci oczekiwanej wygranej. W przypadku gry sprawied-
liwej koszt wstepu powinien byé réwny tej witadnie wartosdci
oczekiwanej. N

Uczniowie prdébuja taki koszt oszacowaé poprzez dane empi-
ryczne. Ta estymacja wartodci oczekiwanej stanowi wazny etap
ksztattowania trudnego pojecia, jakim jest wartos$é oczekiwana
zmiennej losowej. Losowanie kul za pomoca wspomnianej butelki
zostaje powtérzone bardzo wiele razy. Kazdemu wynikowi przypi-
sana zostaje liczba skojarzen (liczba zdobytych punktéw).
$rednia arytmetyczna tych warto$ci dla wynikéw bardzo wielu
powtdrzen eksperymentu losowego jest estymatorem (o najwiekszej
Wiarogodnoéci) wartodci oczekiwanej. Analiza tej $redniej aryt-
metycznej podsuwa sposéb okreélenia wartoéci oczekiwanej, zmien-
nej losowej.

Niech m bedzie liczba powtdrzen trzykrotnego losowania
bez zwracania kuli, a X 1liczba skojarzeri. Niech '1m(x=j)
oznacza liczbe tych powtérzer, w.ktérych byto Jj skojarzen
(j=0,1,3). Niech im bedzie érednia arytmetyczna wartosci
zmiennej losowej X w m powtdrzeniach losowania. Nietrudno

zauwazyé, ze

1_{x=0) 1 [x=1) 1 (x=3)
X =02 44 . R __4+3. 1 .
m m m m
1, (x=3) ' _
Utamek —m— jest czestod$cia zdarzenia {X=J} w m po-

m
wtérzeniach eksperymentu. Ten utamek jest pewnym oszacowanlem

prawdopodobiefistwa tego zdarzenia. Jeéli po prawej stronie

ostatniej sumy wstawié w miejsce wspomnianych czestos$ci odpo-
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wiednie prawdopodobiefistwa, to od $redniej arytmetycznej przeij
dziemy do jej pewnego teoretycznego odpowiednika, a mianowicie
do wartoéci oczekiwanej (zwanej takZe wartodcia $rednia)
zmiennej losowej X. Matematyzacja prowadzi tu do definicji
wartosci oczekiwanej. Estymacja podsuneta pomyst okreglenia
wartoéci oczekiwanej zmiennej losowej X nastepujqco:

E(x)'= 0 p(x=0) + 1 P(x=1) + 3 P(x=3).
Liczby 0,1 i 3 sa jedynymi wartogciami, jakie zmienna losowa X
moze przyjmowad.

Dane empiryczne mozna w tym przypadku gromadzié za pomoca
trzech kart.

3.5. Gry losowe a odkrywanie i wykorzystywanie we wnioskowa-

niach pewnych izomorfizmdéw

Dla wszystkich omawianych w zwigzku z wysytaniem listéw przez
roztargnionego nadawce eksperymentéw losowych odpowiednim mo-
delem probabilistycznym jest para (52 ,p), gdzie jest
zbiorem permutacji zbioru 1,2,35, a p klasyczny@ rozktadem
prawdopodobienstwa na tym zbiorze.

Kolejng okazja do rozwijania pewnych intuicji sg w klasie
VI dyskusje nad rdéznymi na pierwszy rzut oka grami losowymi.

Gra I. Uczniowie zaznaczaja na kartce 3 prostokaty (kazdy
wielko$ci karty do gry ) w rzedzie jeden po drugim. Pierwszy
oznaczajg litera w, drugi literg d, a trzeci literg k.
Kazdy z ucznidéw tasuje doktadnie swoje trzy karty (waleta, da-
me i kréla ) i rozklada je nastepnie na oznaczonych miejscach,
odkrywajac karty przy ich wykiadaniu. Za wynik takiego rozkta-
dania uczen zdobywa tyle punktéw, ile nastapito skojarzef.
Méwimy o skojarzeniu, gdy karta znalazta sie na miejscu ozna-
czonym kodem tej karty.
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Liczba zdobytych punktéw jest zmiennag losowg o identycznym
rozkladzie, jak wygrana gracza w grze, w ktérej przed rozkta-
daniem kart stawiaZo sie na jeden z mozllwych wynikéw (wpisu-
jac na kartce permutacje zbioru {w d,k bedaca kodem tego
obstawianego wyniku).

Gra II. W regulaminie gry, od ktdérej rozpoczely sie rozwa-
2ania, wprowadzamy pewna zmiane. Teraz w grze uczestniczy dwu
graczy. Jeden obstawia wynik (wpisujac jego kod na kartce),
drugi tasuje i rozklada karty. Na stole leza 3 zetony. Gracz
obstawiajacy wygrywa tyle zZetondw, ile ma trafieri. Pozostale
wygrywa jego przeciwnik. A gre wygrywa ten, kto zdobyt wiecej
Zetondw. 3

Chodzi tu o rozstrzygniecie, czy'szanse wygrania sg dla
obu graczy réwne. Na zbiorze 52 wyhikéw rozkladania kart
zostajg tu okreélone dwie zmienne losowe: X - liczba Zetondw
wygranych przez obstawiajacego wynik oraz Y - liczba wygranych

zetondw przez rozkladajacego karty.

Gra III. W grze uczestniczy’para ucznidéw. Jeden rozktada
trzy potasowane karty w rzedzie, a nastepnie w réwnolegiym rze-
dzie naprzeciw rozktada swe potasowane karty drugi z graczy.
Obaj odkrywaja wyktadane na sté% karty. Pierwszy zdobywa tyle
Zetonéw spoéréd trzech lezacych na stole, ile nastapito skoja-
rzefd, a wiec w ilu przypadkach naprzeciw siebie znalazly sie
identyczne karty. Pozostale zZetony zabiera drugi z graczy.

Wykrywanie istniejacych analogii w grach wykrywanie pew-
nych izomorfizméw w problemach, ktdére te gry rodzq) - to wykry-
wanie wspdlnego modelu probabilistycznego dla sytuacji losowych,
jakie te gry stwarzaja. Umiejetnoéé wykrywania, zdolnoé¢ widze-
nia, uzasadniania i wykorzystywania do wnioskowar takich ana-
logii (tékich probabilistycznych izomorfizméw) wynikajacych
z identycznoéci modeli probabilistycznych, stanowi na tym eta-
pie nauczania jeden z wazniejszych aspektéw ksztaltowania pew-

nych intuicji i pojeé probabilistycznych.
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3.6. Deska Galtona jako przyrzad losujgcy. Grafy stochastyczne

w_poczatkach nauczania probabilistyki

"Konkretnym przyrzadem losujacym (i to niedocenianym w tworzo-
nych aktualnie koncepcjach propedeutyki probabilistyki) jest
deska Galtona. Ten przyrzad pozwala jednoczéénie gromadzidé,
porzadkowaé i przedstawia¢ dane statystyczne (wyniki bardzo
wielu powtdérzer pewnego konkretnego eksperymentu losowego).
Jest to zarazem przyrzad do symulowania wielu réznych zjawisk
konkretnych. )

W dostepnych aktualnie w sprzedazy deskach Galtona spada-
nie kulki odbywa sie w 7 etapach (kulka 7 razy trafia na prze-
szkode) .

Obserwacja rozktadu duzej liczby spadajacych po nachylonej
desce kulek w poszczegdlnych przegrédkach stawia klase przed
pewng sytuacja problemowa. Pierwsze pytanie, jakie rodzi sie
na jej tle, dotyczy préb wyjadnienia, dlaczego tak jest? Czy
da sie jako$ uzasadnié dostrzezong w spos&b wyraZny empiryczna
prawidlowoéé. '

Obserwujmy najpierw numer przegrdédki, do ktdérej trafia
spadajaca kulka. Przegrddki ponumerowane sa liczbami od 0 do 7.
Dane empiryczne (1iczby kulek w poszczegélnych przegrédkach)
dostarczaja pewnych informacji na temat modelu probabilistycz-
nego dla spadania kulki po desce. Wlas$ciwy rozktad prawdopodo-
biendstwa dla danego eksperymentu losowego nié jest rozkiadem
klasycznym.

Przypuéémy, 2e deska jest lekko nachylona, i ze mozliwe
jest obserwowanie trasy, jaka kulka spada {a nie tylko prze-
grédki, do ktérej ostatecznie trafia). Z pewnych symettii
(kaéda trasa w kanalikowym labiryncie wyznaézonyh przez koitki
sklada sie z tej samej liczby odcinkdéw, wybdr kazdego z dwu
kierunkéw spadania w momencie trafienia kulki na kotek jest
tak samo prawdopodobny - co wynika z ksztaltu kolka) wnosimy,
ze nie ma powoddéw, aby jedna z mozliwych tras uwazaé za bar-
dziej prawdopodobng niz inna. Je$li przebieg i wynik tego
eksperymentu losowego kodowaé trasa, to na zbiorze wszystkich
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tras w kanalikowym labiryncie na desce Galtona rozktad prawdo-
podobienstwa jest klasyczny.

Odkrycie zwigzku pomiedzy wspomnianymi wyzej modelami pro-
babilistycznymi umozliwia analiza kanalikowego labiryntu, jaki
wyznaczaja na desce kotki. Konstrukcja schematu tego labiryntu
jest dla ucznia trudnym, ale niezwykle ksztaXcacym problemem.
Uczenl musi tu dokonaé wtagciwej schematyzacji podobnej do tej,
ktéra prowadzi do schematu sieci kolejowej, czy drogowej na
mapie. Kolek trzeba zastapié punktem, droge kulki od jednej
przeszkody do nastepnej - odcinkiem itd. Graf, jaki powstaje
w trakcie tej schematyzaciji, dzieci wykorzystujg na lekcji
do ustalenia liczby sposobdw (tras), jakimi spadajaca kulka
moze docieraé do kazdej z odmiu przegrdédek. Liczby te otrzymuje
sie w trakcie konstrukcji tréjkata Pascala. Obok kolejno osig-
galnych ze startu wezldw uczniowie wpisuja liczby sposobdéw
dotarcia do nich ze startu (por. [14]). Liczby te daja odpo-
wiedZ na pytanie, dlaczego duza liczba kulek spadajacych po
desce roztozyta sie w poszczegélnych przegrdédkach tak, a nie
inaczej.

Jedna z lekcji w klasie VI rozpoczynam od problemu symﬁlo—
wania bladzenia kulki po kanalikowym labiryncie na desce Gal-
tona w przypadku, gdyby deska byta zepsuta (nie mozna jej na-
chylié).Chodzi tu o wyznaczenie trasy btadzenia za pomoca kon-
kretnego przyrzadu losujacego takiego, jak moneta, kawatek
ciasta z rodzynkiem, dwu wedkarzy z identycznymi przynetami na
wedkach itd. Celem tego typu rozwazaf jest odkrycie analogii
pomiedzy rozktadem wynikéw bardzo wielu powtdrzefl rzutu sied-
miond dziesigciogroszdwkami (zob: tabelke na str. 178), a roz-
ktadem duzej (takiej samej, jak liczba wykonanych rzutdéw sied-
mioma dziesieciogroszéwkami) liczby spadajacych po desce Gal-
tona kulek w poszczegdlnych przegrdédkach.

Spadanie kulki po nachylonej desce Galtona i obserwacja
numeru przegrédki, do ktdérej trafia kulka, jest modelem symu-
lacyjnym dla rzutu siedmioma monetami i na odwrdt. To spadanie
jest takze modelem symulacyjnym dla losowego rozmieszczenia
rodzynkéw w dwu kawatkach ciasta w trakcie doktadnego mieszania
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Rys. 3a. Fotografia deski Galtona

1 2 3 4 5 6 7
numer przegrodki

Rys. 3b. Schemat kanalikowego labiryntu na desce Galtona
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ciasta z siedmioma rodzynkami i dzielenia go na dwie réwne
czesdci (licsz rodzynkdw w ustalonej czedci mozna interpretowaé
jako numer przegrédki, do ktérej trafia spadajgca kulka i na
odwrét). g

Efektem procesu wstepnej matematyzacji empirycznych faktéw
zwigzanych z bXadzeniem losowym kulki po desce Galtona jest
graf. Powstal on w trakcie schematyzacji kanalikowego labiryn-
tu na desce i stal sie pewnym narzedziem matematycznym pozwa-
lajacym dociec przyczyn (powodéw) takiego a nie innego rozkta-
du kulek w przegrdédkach. Graf pozwolit rozwigzaé w prosty spo-
séb problem 1iczby'tras prowadzacych do dapej przegrdédki (a
wiec pewien problem kombinatoryczny). Rozwigzanie tego proble-
mu dato podstawy do konstrukcji modelu probabilistycznego.

Inspipowana przez powyzsza problematyke matematyczna aktyw-
nosé sprzyfa rozwojowi pewnych intuicji koniecznych do wtasdci-
wego rozumienia podstawowych idei probabilistycznych. Na te
aktywno$é sktada sie schematyzacja i wstepna matematyzacja
konkretnych sytuacji o charakterze losowym, odkrywanie pewnych
wspélnych struktur wynikajacych z identycznych modeli symula-
cyjnych, pewien proces dedukcji, redukowanie jednych problemdéw
do innych, przenoszenie wnioskdéw i ocen z jednych sytuacji na
sytuacje w sensie probabilistycznym analogiczne. Aktywnosci te
inspirowane sa i motywowane pytaniami: Dlaczego tak jest?

W czym tkwia przyczyny dostrzezonych prawidlowo$ci empirycznych?
Gdzie spotkali$my podobng sytuacje? Co z tego faktu wynika?

Rozwiazywanie zadah rodzacych sie na tle tego typu pytaf
o charakterze probabilistycznym wymaga, aby w wyrazaniu wias-
nych 1ntu1c31, myéll i sadéw postugiwaé sie nowym jezykiem.
Obok wielu specyflcznych dla rachunku prawdopodobieristwa trud-
noéci szczegdlne miejsce w poczatkach nauczania zajmqje éw spe-
cyficzny jezyk probabilistyki.

Pytanie: gdzie spotkaligmy podobna sytuacje i co z tego
wynika? - pojéwia sie w trakcie analizowania kolejnej gry.
Rekwizytem jest moneta dziesieciogroszowa oraz szachownica i
dwa‘waféabowe pionki s{anowiqce wlasnoéé dwu bioracych udzial

W grze graczy. Pola szaéﬁownicy oznaczymy para cyfr zob. rys.

’
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4). Numer pola jest para jego wspdirzednych, ktdére odczytuje
sie podobnie, jak wspéirzedne punktu na ptaszczyZnie.

Oba pionki startuja z pola (0,0). Gracze rzucaja na prze-
mian moneta. Ilekroé¢ wypadnie orzel, pionek gracza, ktdéry rzu-
catl moneta, przesuwany zostaje w sasiednie prawe pole. Gdy wy-
padnie reszka - pionek zostaje przesuniety w sasiednie pole
u géry. Po siedmiu rzutach kazdego z graczy jego pionek trafia
do pewnego pola na przekatnej szachownicy. Jeéli'jest to pole
(7‘j,j), to gracz zdobywa Jj punktéw (j=0,1,2,...,7), a gre
(mecz) wygrywa ten z graczy, ktéry uzyskat wiecej punktdw.

0 1 2 3 4 5 6 7
Rys. 4

Liczba wygranych przez gracza punktdéw jest tu liczba wyrzu-
conych reszek w siedmiokrotnym rzucie moneta. Zanim uczniowie
odkryja ten fakt, ich aktywnoéé skierowana zostaje na proces
kolejnej schematyzacji. Chodzi o skonstruowanie grafu bedacego
schematem tej czedci szachownicy, po ktdérej biadzi pionek w
trakcie gry. Pole szachownicy o wspéirzednych (j,k) ~staje sie
teraz punktem o wspéirzednych (j,k). Mety staja sie punktami,
ktérych suma wspéirzednych wynosi 7 \uczniowie odkrywajg, ze
mety te lezg na prostej i ze jej rdéwnanie ma postaé x + y = 7)

(rys. 5).
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liczba wyrzuconych reszek
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0 1 2 3 4 5 6 7
liczba wyrzuconych ortow

Rys. 5

Poprzez schematyzacje, od ktdérej rozpoczyna sie analiza
szans.kaédego z graczy, dochodzimy na lekcji do wykrycia podo-
bieristwa (analogii) otrzymanego tu grafu do schematu kanaliko-
wego labiryntu na desce Galtona (jeden z tych graféw jest prze-
ksztatceniem drugiego poprzez zlozenie jednokladnos$ci i pewnej
izometrii). Z wykrytych dzieki grafom analogii wynikaja pewne
wnioski na temat rozkladu liczby punktdéw wygranych przez kaz-—,
dego z graczy. )

Uzyskane za pomoca deski Galtona wnioski przeniesione zos-
taja na zdarzenia zwigzane z siedmiokrotnym rzutem moneta.

Obok pewnych treéci geometrycznych i kombinatorycznych,
jakie towarzysza grafom, ich gtdéwnym walorem jest umoZliwienie
wykrywania podstaw do przenoszenia ocen i wnioskdéw o charakte-
rze probébilistycznym z jednych sytuacji na inne.
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3.7. Dwuwymiarowy graf stochastyczny

Uzycie graféw daje okazje do korzystania w opisie i analizie
sytuacji losowych réinorodnYch tresci matematycznych, a wiec
takze jezyka matematyki. G¥éwny walor graféw w nauczaniu pro-
babilistyki tkwi w prostocie $rodkdéw konstrukcji modelu proba-
bilistycznego przy ich uzyciu. Chodzi tu o uzycie drzewek sto-
chastycznych oraz stochastycznych graféw dwuwymiarowych.

Dwuwymiarowe grafy stochastyczne (czyli tak zwane grafy
przeptywu w czasie) wprowadzam w klasie VI w trakcie analizy
prostej gry losowej. , o

W grze bierze udzia® dwu graczy: X i Y. Jeden z nich
ma na starcie Jj zetondw, drugi ma ich k. Graéze rzucaja
na przemian monetg. Je$li wypadnie orzel, to gracz X traci
zeton przekazujac go przeciwnikowi. Jeéli wypadnie reszka, to
gracz Y traci zeton na korzy$é gracza X. Gra toczy sie do
momentu, gdy jeden z graczy straci wszystkie Zetony. Mdéwimy
wtedy-o ruinie tego gracza. Ale, aby gra nie przedluzala sie,
ograniczmy czas jej trwania - a wiec liczbe rzutdéw moneta -
do t (t>3j oraz t>k). Je$li po t rzutach zaden z graczy
nie zostanie zrujnowany, to rezultat gry zarejestrujemy péra
(x,y}, gdzie x Jjest liczba zetondw gracza X, a y liczba
zetondéw gracza Y po skorczeniu gry.

Rozwazmy zdarzenia:

Ai: po s rzutach moneta gracz X bedzie miat 1 zeto-

néw (s=1,2,...,t oraz 1=0,1,2,...,j+k).

Przyjmijmy j=k=3 oraz t=5. Jedne z powyZszych zdarzen sa
prawdopodobne, inne z nich sa niemozliwe. Ale na razie ocena
tych zdarzen pod katem, czy jest ono niemozliwe czy prawdopo-
dobne, jest trudna. Naturalne wydaje sie tu zalozenie, Ze ko-
lejne rzuty moneta sa wykonywane w kolejnych jednostkach czasu.
Koniec s-tej jednostki czasu nazywajmy chwily s.

Po kilku rozééranych w klasie partiach rodza sie nastepu-
jace problemy:
(a) Czy zestaw az 6 zetondéw jeét tu konieczny? Czy mozna jako$

zmniejszyé liczbe tych rekwizytéw?
4
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(b) Ktére ze zdarzen Ai sa prawdopodobne, a ktére niemozliwe?

(c) Czy szanse obu graczy sa w tej grze rdéwne?

(d) Jakie przyrzady losujace moga w tej grze zastapié monetg?

(e) Czy daloby sie skonstruowaé plansze do tej gry?

(f) Czy zarejestrowane wyniki kolejnych partii rozegranych
w klasie mozna by wykorzystaé do oceny, jak bardzo prawdo-
podobne sa zdarzenia Ai ? _

(9) Liczba rzutéw przypadajacych na jedng gre jest zmienna loso
wa. Jest ona czasem trwania gry. Jakie wartos$ci moze ta
zmienna losowa przyjmowad? Ktdére z nich sa najbardziej
prawdopodobne? Jak $rednio dtugo trwala jedna gra przy jej
wielokrotnym powtarzaniu w klasie?

Wzmianka o czasie trwania gry sugeruje, aby 6w czas wprowa-
dzié do rozwazan jako parametr. Plansza, o ktéra chodzi w pyta-
niu (e), powinna uwzgledniaé zmiany liczby zetonéw jednego z
graczy oraz czas, a wiec liczbe rzutdw, po ktérych te liczbe
Zetonéw 6w gracz osiagnal. W trakcie konstrukcji takiej planszy
powstaje graf stochastyczny dwuwymiarowy. Kazdy wezel takiego
grafu jest punktem, ktdérego odcigta oznacza liczbe zetondéw gra-
cza X, a rzedna - liczbe rzutéw moneta, po ktdérych gracz X
osiagnatl te liczbe zZetondéw (zob. rys. 6).

liczba rzutéw

liczba zetonéw gracza X

Rys. 6
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Na poczatku gry stawiamy pionek w punkcie o wspdéitrzednych
(3,0). Jest to wezel startowy. W zaleznodci od wynikdéw kolej-
nych rzutéw moneta pionek bedzie bladzit po grafie. Gdy wypad-
nie orzet, pionek przesuniemy o wektor [-l,g; gdy wypadnie re-
szka, pionek przesuniemy o wektor [1,1] Badzenie (gra) koni-
czy sie wraz z dotarciem pionka do prostej x=0 co oznacza
ruine gracza X) albo do prostej x=6 (to oznacza ruine gra-
cza Y), albo do prostej y=5. Przebieg gry zostal tym samym
zinterpretowany jako badzenie losowe po dwuwymiarowym grafie.

Powyzsza interpretacja umozliwia teraz odpowiedzi na te
pytania, ktére do tej pory wydawaty sie trudne. Zajscie zdarze-
nia Ai jest w powyzszej interpretacji rdéwnoznaczne z dotar-
ciem btgdzgcego pionka do wezta o wspéirzednych (l,s). Wynika
stad, ze zdarzenia Ag, Ai sg niemozliwe, ze zdarzenie AgUAO
jest inaczej zdarzeniem: gracz X zostanie zrujnowany. Z tej
interpretacji wynika takze, iz czas trwania gry moze wynosié 3
lub 5.Pewne symetrie (jednakowe liczby zZetonéw na starcie, a tak-
ze ksztait monety) daja podstawy do-wysnucia wniosku, zZe ruina
jednego z graczy Jjest tak samo prawdopodobna, jak ruina dru-
giego z nich.

Wyniki eksperymentu losowego, jaki przeprowadza sie w trak-
cie gry, kodowane sg trasami na grafie. Graf pozwala wigc tak-
2e okreélié zbidr ) wszystkich mozliwych wynikéw tego eks-
perymentu. Zgromadzone w klasie dane empiryczne daja podstawy
do kwestionowania rozkladu klasyczneqgo, jako wlasciwego w tym
przypadku.

pwuwymiarowy graf, ktdérym mozZna przedstawiad (symulowaé)
przebieg kazdego wieloetapowego eksperymentu losowego, umozli-
wia okre$lanie rozktadu prawdopodobienstwa na zbiorze mozliwych
tras. Prostota sposobu konstrukcji modelu probabilistycznego
za pomoca takiego grafu jest jego duza zaleta dydaktyczna.

4. UWAGI KONCOWE

Istota zaprezentowanego w tej pracy ujecia wstepu do szkolnego

rachunku prawdopodobieristwa jest ukierunkowany proces interio-
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ryzacji prowadzacy od konkretnych dodwiadczed ucznia do opera-
cji mys$lowych. Proces ten ma byé oparty na wtadciwie - jed$li
chodzi o interesy ksztaXcenia matematycznego - zorganizowanej
konkretnej czynnos$ci wykonywanej na odpowiednio dobranym mate-
riale. Konkretna czynno$¢ zwigzana jest przy tym zardwno z
przeprowadzaniem eksperymentéw losowych, z gromadzeniem, po-
rzadkowaniem i przedstawianiem w postaci tabel i diagraméw da-
nych statystycznych, jak i1 z kodowaniem, konstruowaniem plansz
i graféw (chodzi tu o drzewka oraz o grafy do symulowania prze-
biegu specjalnych doéwiadczen 1osowych) w trakcie analizy kon-
kretnych wieloetapowych eksperymentéw losowych, jak wreszcie
przedstawianie za pomoca graféw strzatkowych zmiennych losowych
i innych funkcji.

Czynnoéé konkretna ma zgodnie z zalozeniami tej koncepcji
dostarczaé¢ podstaw do pewnych operacji my$lowych, ma te Bpera—
cje inspirowaé i motywowaé. Konkretna czynno$é ma takze byé
metoda weryfikacji rezultatédw otrzymanych w trakcie wczesniej-
szych operacji my$lowych.

‘Omawiana tu koncepcja propedeutyki probabilistyki (w odréz-
nieniu od koncepcji prezentowanych w cytowanej na koficu litera-
turze) nie obejmuje zadnych rachunkéw. Traktuje ona proces
ksztattowania pojecia prawdopodobiefistwa bardziej jakogciowo
niz iloéciowo. Proces ksztaltowania pojecia prawdopodobierstwa
zdarzenia uwzglednia przy tym jego wieloaspektowo$é. Prawdopo-
dobiefistwo zdarzenia ma sie stopniowo stawaé w my$él tej koncep-
cji synteza rdéznych podej$é, a mianowicie: klasycznego {przypa-
dek wynikdw, ktére a priori uznaje sie za jednakowo prawdopo-
dobne), czestodciowego (prawdopodobieﬁstwo zdarzenia rozumiane
jako teoretyczna czesto$é tego zdarzenia w duzej liczbie ekspe-
rymentéw), miarowego (prawdopodobieﬁstwo trafienia danego ro-
dzynka do jednej z wielu, niekoniecznie rdéwnych czesci, na
ktére zostaje podzielony kawatek ciasta po jego dokiadnym mie-
Szaniu, jest stosunkiem masy tej czedci do masy calego ciasta),
a takze podejécia, ktére cechuje idee liczydia probabilistycz
hego Engla (idea stochastycznego grafu przeplywu).

Liczydto probabilistyczne jest prostym algorytmem do wyzna-
Czania prawdopodobielistw réznych zdarzer zwigzanych z biadze-
niami losowymi po grafach stochastycznych, ale prostym jedynie
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z uwagi na rachunki. Jest to natomiast skomplikowany algorytm,
jedli braé pod uwage istote regut jego dziatania. Idea liczyd-
ta opiera sie na pewnej formie idealizacji, mozliwej do zrozu-
mienia prz;z uczniéw dopiero z chwilg uksztaltowania pojecia
prawdopodobieristwa zdarzenia, jako liczbowej miary szansy jego
zajsdcia.

Komentowana tu koncepcja propedeutyki rachunku prawdopodo-
bieristwa nie obejmuje liczydla probabilistycznego, ale stanowi
doni istotne przygotowanie i wprowadzenie. Liczydio probabilis-
tyczne we wtasciwy sposéb uwypukla czestosSciowy aspekt prawdo-
podobienstwa, a jednoczed$nie umozliwia uzupeinienie charakte-
rystycznych dla okresu propedeutycznego aktywno$ci prowadza-
cych od czestos$ci do prawdopodobienstwa, aktywnos$ciami skiero-
wanymi przeciwnie (od znanego prawdopodobienstwa do 5ego czgs-
todciowej interpretacji w sytuacji wyidealizowanej, do czesto$-
ci oczekiwanej w sytuacji idealnej) .

Wprowadzane stopniowo grafy stochastyczne stanowia wiec
takze przygotowanie do stopniowego wprowadzania ucznia w nastep-
nych klasach w idee liczydia probabilistycznego, a takze do
okredlania rozktadu prawdopodobienstwa dla wieloetapowych dos-
wiadczer za pomocg drzewek i znanych rozkladdéw prawdopodobienistwa

dla poszczegdlnych etapdéw.

LITERATURA

1. H. Athen, H. Griesel, W. Sprockoff, Mathematik heute (6,7
§chuljahr2, Herman Schroedel Verlag KG, Hannover 1978.
2., Comprehensive School Mathematics Program, Elements of

Mathematics, Book 0: Intuitive Background, Chapter 8, An
Introduction to Probability, CEMREL, 1973.

3. Comprehensive School Mathematics Program. Elements of

Mathematics, Book 0: Intuitive Background, Chapter 12,
Topics in Probability and Statistics, CEMREL, 1973.

4. A. Engel, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik,
Band 1, Ernst Klett Verlag, Stuttgart 1973.

5. A, Engel, T. Varga, W. Walser, Zufall oder Strategie?

Spiele zur Kombinatorik und Wahracheinlichkeitsrechnung




EKSPERYMENT I MATEMATYZACJA W PROPEDEUTYCE PROBABILISTYKI 205

10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

17.

18,

auf der Primarstufe, Ernst Klett Verlag, Stuttgart, 1974.
B. Feluch, W. Zawadowski, Matematyka 4, Wydawnictwa Szkolne

i Pedagogiczne, Warszawa 1979.
H. Fletcher, A. Howell, Mathematics for Schools, Level II,
Book 1-6, Addison-Wesley Publishers Limited, London,

Don Mills-Ontario, Reading-Massachusetts, 1972.

Glaymann M., T. Varga, Les probabilités 3 1'école, CEDIC
Paris 1973.

Z. Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, cz. 1, Wydawnic-

twa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1977.

H. Zabanowska, Matematyka 4, Wydawnictwa Szkolne i Pedago-
giczne, Warszawa 1977.

A. Olecka, Aktualne tendencje dydaktyki rachunku prawdopo-
dobieristwa, O$wiata i Wychowanie, wersja C, nr 11/12(477/8L
1981, str. C-1 - C-5.

A. Olecka, Nowe metody i $rodki poglgdowe w nauczaniu
rachunku prawdopodobienistwa, O$wiata i Wychowanie, wersja
E, nr 3 (469), 1981, str. E-17 - E-24.

A. Ptocki, Czas trwania gry losowej jako pewna funkcja

oraz zdarzenia niemozliwe i prawdopodobne, O$wiata i Wycho-

wanie, wersja E, Materiaty pomocnicze dla nauczycieli,

nr 4(470), 1981, str. 1110-1116, oraz nr 5(471), 1981,
str. 1217-1220.

A. Ptocki, Klasyczne i nieklasyczne zbiory zdarzed elemen-
tarnych a ksztalcenie pojeé probabilistycznych w okresie
propedeutycznym, Oéwiata i Wychowanie, wersja E, Materialy
pomocnicze dla nauczycieli,nr 20 (465}, 1980, str. 1057-1073.

A. PYocki, Sytuacje problemowe i zadania w poczatkach nau-
czania probabilistyki, Oéwiata i Wychowanie, wersja E, Ma-
teriaty pomocnicze dla nauczycieli, nr 9(47ﬂ , 1981, str.
1302-1312.

A. Piocki, Rachunek prawdopodobiefistwa dla nauczycieli,
PWN, Warszawa 1981.

Program dziesiecioletniej szkoly $redniej, Instytut Progra-
méw Szkolnych Ministerstwa Oéwiaty i Wychowania, Wydawnic-

twa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1977.
J. Sché&nbeck, H. Schupp, Plus - Schiilerbuch (6,7 Sch:
F. Sch&ningh, Padeborn, 1977.




206 A. PXocki

19. W. Szlenk, Rachunek prawdopodobiedstwa dla klasy IV liceunm

i technikum, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa
1976.

20. K. Szymariski, E. Zegadlo, Matematyka 5, Wydawnictwa Szkolne
i Pedagogiczne, Warszawa 1979.

21. T. Varga, M. Dumont, Combinatoire, statistiques et proba-
bilités de 6 & 14 ans (fiches de travail), OCDL, Paris
1973.

22. T. Varga, M. Dumont, Combinatoire, statistiques et proba-
bilités de 6 et 14 ans (guide et commentaires), OCDL,

Paris 1973.
23. T. Varga, Mathematik 2. Raum und Ebene, Wahrscheinlichkeit,

Logik und Kombinatorik, Akademiai Kiado, Budapest 1976.

A CONCRETE EXPERIMENT AND A PROCESS OF PRELIMINARY
MATHEMATIZATION IN THE PROPEDEUTICS OF THE PROBABILITY
THEORY

Summary

A proposal of developing of probabilistic notions
in the school teaching has been presented, The crucial
point is the process of internalization leading from
manipulations to mental operations is its essence as well
as the process of schematization and mathematization of
real objects and of quantitative and qualitative relations
perceived by students, The notion of probability thus
becomes a synthesis of various aspects: statistioal
(frequential), measure theoretic (geometric), some
aspects of classical model, etc,

Some examples of construction of adequate probabilistioc
models has been shown, preceded by an analysis and descrip-
tion of random events in terms of various areas of
mathematios,



