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1. WPROWADZENIE

Idee probabilistyczne stają się powoli ważnym i ciekawym elemen­
tem kształcenia matematycznego. Z uwagi na włączenie elementów 
rachunku prawdopodobieństwa do programów kształcenia ogólnego 
(co spowodowane jest coraz szerszym wkraczaniem idei probabi­
listycznych do nauki i praktyki) pilną sprawą staje się wypra­
cowanie właściwych koncepcji dydaktycznych propedeutyki pro­
babilistyki .

Początki nauczania rachunku prawdopodobieństwa w szkole 
muszą mieó szczególny charakter. Wynika to z pewnej specyfiki 
pojęć probabilistycznych, a także ze szczególnego charakteru 
wnioskowań probabilistycznych.

Empiryczne podstawy rachunku prawdopodobieństwa, empiryczne 
podłoże pojęć probabilistycznych wyznaczają konkretnej czynnoś­
ci szczególną rolę i szczególne miejsce w początkach nauczania 
rachunku prawdopodobieństwa. Ważnym czynnikiem w rozwoju właś-
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ciwych intuicji związanych z tworzeniem się pojęć probabilis­
tycznych jest odpowiednio zorganizowana konkretna czynność oraz 
problematyka inspirowana przez konkretne eksperymenty. Wynika 
stąd ważne miejsce, jakie w rozwijaniu aktywności uczniów zaj­
mować powinny konkretne przedmioty, konkretne przyrządy losują­
ce. Ich zestaw bywa na ogół skromny: moneta i kostka sześcienna 
do gry. 0 urnie z kulami już się raczej tylko mówi. Talię kart 
uważa się niesłusznie za przyrząd niestosowny do nauczania 
szkolnego.

Proces przejścia od konkrętu do abstrakcji w rachunku praw­
dopodobieństwa utarło się ilustrować na przykładzie rzutu kos­
tką i rzutu monetą. Natychmiast po zastąpieniu konkretnej kos­
tki idealnym sześcianem, konkretnej monety monetą idealną, do­
pasowuje się do tych konkretnych eksperymentów losowych klasy­
czny model probabilistyczny, przyjmując, że "prawdopodobieństwo
każdego wyniku rzutu kostką równa się i", że "prawdopodobień-

1  °stwo wyrzucenia reszki wynosi Taką koncepcję wprowadzenia
pojęcia prawdopodobieństwa przyjęto w większości podręczników 
z matematyki (także i w [lo] , [19] i [20]). Analiza danych empi­
rycznych służy w takiej koncepcji do weryfikacji tego, jak kla­
syczny model probabilistyczny, skonstruowany w istocie a priori 
dla rzutu konkretną kostką czy konkretną monetą, jest modelem 
właściwym. Gromadzenie danych empirycznych służy więc do wery- 
fikaćji zgodności matematycznego modelu z rzeczywistością, a 
nie do szacowania, do pewnej estymacji tego modelu.

W kształtowaniu trudnych pojęć probabilistycznych szczegól­
ną rolę może odegrać oparte na danych empirycznych szacowanie' 
modelu probabilistycznego. Tej roli estymacji nie docenia się 
w koncepcjach rachunku prawdopodobieństwa dla szkoły.

Zarówno wiek ucznia rozpoczynającego naukę elementów proba­
bilistyki, jak i współczesne tendencje w kształceniu matematy­
cznym przemawiają za przyjęciem postulatu, iż etap propedeuty- 
czny w nauczaniu rachunku prawdopodobieństwa ma być wprowadze­
niem ucznia w proce*s stopniowej matematyzacji konkretnych i jed­
nocześnie szczególnych w swym charakterze sytuacji. Rodzące się 
na tle konkretnych czynności (a także na tle czynności wyobra-
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żonych, pomyślanych, którym konkretne stopniowo ustępują miejsca^ 
sytuacje problemowe mogą dostarczać dobrego surowca do ukazywa­
nia metody matematycznej. Te walory sytuacji związanych ze zja­
wiskami losowymi nie zawsze są właściwie doceniane w nauczaniu 
matematyki.

Przedmiotem niniejszej pracy jest analiza koncepcji prope­
deutyki rachunku prawdopodobieństwa adresowanej do ucznia w wie­
ku 10-13 lat, tworzonej i weryfikowanej w trakcie prowadzonych 
przez autora lekcji w szkole i prezentowanej we fragmentach 
w cyklu programów telewizyjnych dla nauczycieli w latach 1978- 
1980.

Komentowana niżej koncepcja propedeutyki rachunku prawdopo­
dobieństwa różni się zasadniczo od już opracowanych koncepcji 
dydaktycznych początków nauczania probabilistyki (por. W .  W -  
DO, b ] , [s], [10], [is], [20], [21], [22], [23]) . Odróżnia ją 
przede wszystkim:

(a) charakter obiektów i zjawisk, od których rozpoczyna się 
nauczanie probabilistyki i które zostają poddawane procesowi 
wstępnej schematyzacji już na pierwszych lekcjach (w myśl 
tej koncepcji pierwsze intuicje związane z pojęciami probabi­
listycznymi kształtowane są w trakcie analizy konkretnych 
zjawisk, dla których rzuty kostkami, rzuty monetami czy lo­
sowania kul z urny są modelami symulacyjnymi);

(b) pewna złożoność pierwszych eksperymentów losowych, od ana­
lizy których rozpoczyna się obcowanie ucznia z nieco dlań 
egzotycznym "światem przypadku" (na ogół lista tych ekspe­
rymentów ogranicza się do pojedynczego rzutu monetą, poje­
dynczego rzutu kostką, a więc do prostych, jednoetapowych 
eksperymentów losowych; w tej koncepcji wychodzi się od 
złożonych, wieloetapowych eksperymentów);

(c) odsunięcie na drugi plan klasycznych modeli probabilistycz­
nych (treści probabilistyczne towarzyszące bardziej złożo­
nym, wieloetapowym eksperymentom losowym, dla których okre­
ślenie a priori modelu probabilistycznego nie jest albo łat­
we, albo możliwe, są bogatsze niż w przypadku analizy rzutu
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monetą czy kostką; trywialność tych ostatnich uznana zo­
stała w tej koncepcji za pewien ich mankament, jeśli cho­
dzi o interesy nauczania matematyki);

(d) pewien priorytet, jaki oddano wnioskowaniom a posteriori
w kształtowaniu pojęć probabilistycznych (oparte na danych 
empirycznych szacowania modelu probabilistycznego dla da­
nego konkretnego eksperymentu losowego stanowią w tej 
koncepcji ważny etap wprowadzania i kształtowania pojęć, 
a także ważny fragment procesu ukazywania metody matema­
tycznej );

(e) pełniejsze wykorzystanie bogatszych w problematyce proba­
bilistycznej treści matematycznych (do analizy i opisu 
sytuacji związanych z omawianymi na lekcji eksperymentami 
losowymi proponuje się użycie funkcji, grafów, układu 
współrzędnych, trójkąta Pascala itp.);

(f) większa rola przypisana konkretnej czynności rozumianej 
tu zarówno w kontekście przeprowadzania konkretnych eks­
perymentów przy użyciu konkretnych przyrządów losujących 
(monet, kostek, talii kart, deski Galtona, butelki do lo­
sowania, kuli itd.), jak i w kontekście rysowania grafów, 
pomagających w analizie i opisie konkretnych czy też po­
myślanych sytuacji losowych;

(g) szczególna rola przypisana symulacji probabilistycznej, 
wykorzystanie różnych jej form przy analizowaniu zjawisk 
losowych i w procesie konstruowania matematycznego modelu 
dla tych zjawisk (chodzi tu o naśladowanie jednych kon­
kretnych eksperymentów losowych innymi, jak i o symulowa­
nie przebiegu pewnych eksperymentów losowych błądzeniem 
po grafie stochastycznym);

(h) pojawienie się elementów kombinatoryki nie przed, ale
w trakcie rozważań probabilistycznych (zjawiska losowe to­
warzyszące grom inspirują dopiero pewne problemy kombina- 
toryczne w trakcie poszukiwania odpowiedzi na pytania ro­
dzące się na tle tych zjawisk), rola kombinatoryki jest 
w tej koncepcji wyraźnie ograniczona z powodu odebrania 
priorytetu modelom klasycznym;
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(i) wykorzystywanie odkrywanych rdznymi metodami analogii
w rdznych sytuacjach losowych do wnioskowarf i ocen o cha- 
rakterze probabilistycznym.

2. DO^WIADCZENIE LOSOWE CZYLI EKSPERYMENT LOSOWY JAKO KONKRET- 
NE ZJAWISKO. MODEL SYMULACYJNY. MODEL PROBABILISTYCZNY. 
ROZKLAD PRAWDOPODOBIEÄSTWA NA ZBIORZE SKOÄCZONYM

Przedmiotem rachunku prawdopodobieristwa jest konstruowanie tak 
zwanych modeli probabilistycznych oraz formulowanie odnosz^- 
cych si$ do tych modeli twierdzeii.

Program rachunku prawdopodobieristwa dla szkoly ograniczony 
jest z wielu powoddw do tak zwanych skorfczonych modeli proba­
bilistycznych (zwanych takze modelami dyskretnymi, albo ziarni- 
stymij.

Dyskretnym modelem probablistycznym nazywamy pare ( Q  ,p], 
gdzie jest niepustym i skortczonym zbiorem, a p okredlo-
n^ na nim funkcj^ o wartodciach liczbowych i spelniaj^c^ uklad 
nast^puj^cych warunkdw

(rl) p (co) 0 dla kazdego co € P. ,
(r2) 2 Z P ( ω  )= 1·

oe Ä
Zbidr :Q nazywajmy przestrzeni^ albo zbiorem wynikdw.

W konkretnych sytuacjach bQdzie on bowiem zbiorem koddw wszys- 
tkich mozliwych wynikdw konkretnego eksperymentu losowego.
W probabilistyce zbidr nazwano przestrzeni^ zdarzerf ele-
mentarnych, a jego elementy zdarzeniami elementarnymi. Z pew- 
nych powoddw (gldwnie natury dydaktycznej) nazywajmy elementy 
zbioru Sh wynikami.

Funkeje p nazywa sie rozkladem prawdopodobiehstwa na 
zbiorze Q., a jej wartodd dla elementu co ze zbioru Sh - 
prawdopodobiertstwem wyniku CD

Jedli dla kazdego co z s-elementowego zbioru Sh jest
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p ( ω  ) = g/ to rozklad p nazywamy klasycznym, a parQ (*Q> ,p) 
klasycznym modelem probabillstycznym.

W literaturze probabilistycznej modelem probabilistycznym 
nazywa si^ par§ (ä2,p), gdzie P jest funkcj^. okredlon^ na 
rodzinie wszystkich podzbiordw zbioru £2) o wartodciach
rzeczywistych i spelniaj^c^ uklad nast^puj^cych warunkdw:

(pl) p (a) ^  0 dla kazdego A€S,
(p2) p (&) = 1,
(p3) p (ä w B) = P (A ) + P (b) dla wszelkich

cych do S i takieh, ze Ar» B = 0.
i B nalez^-

Funkcj^ P nazywa si^ prawdopodobierfstwem, podzbiory zbioru Q  
zdarzeniami, a wartodd funkeji P dla podzbioru A zbioru ^  
prawdopodobieristwem zdarzenia A .

Nietrudno zauwazyd, ze jedli p jest rozkladem prawdopodo- 
bieristwa na zbiorze iQ i , to funxeja P okredlona na rodzinie 
wszystkich podzbioröw zbioru ^  nast^puj^cym przepisem (wzo- 
rem

Φ
p (a ) = ς  pf CJ ) dla kazdego A C ß  , 

u)6 A
spelnia uklad warunkdw (pl), (p2) i (p3).

W prezentowanej tu koncepcji propedeutyki rachunku prawdo- 
podobiehstwa przyj^to drog$ dojdcia do poj^cia prawdopodobieri- 
stwa P (jako nieujemnej, addytywnej i unormowanej funkeji na 
rodzinie wszystkich podzbiordw skoriezonego zbioru tif?) poprzez 
poj^cie rozkladu prawdopodobieristwa.

Kazd^ funkcj^ X odwzorowuj^c^ skoiiczony zbidr w zbidr
liczb rzeczywistych nazywamy zmiennq, losow^.

Symbolem. |x=aj , gdzie a jest ustalon^ liczb^ rzeczy- 
wist^, oznaczamy zbidr (zdarzenie) ^60 ̂  Λ  : X ( w; = a j , 
a przez P(X=a) prawdopodobiehstwo tego zdarzenia. Liczb^ 
p(x=a; nazywa si§ prawdopodobiexistwexn, z jakim zmienna losowa 
X przyjmuje wartodd a.
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Je^li X (*Q) = {a i 'a2'’’*'at ] ' to zbidr £ ( ,P fx=Sj)) : 
j = l,2,...,tj nazywamy rozkladem zmiennej losowej X . Rozklad 
zmiennej losowej X jest funkcj^ okredlon^ na zbiorze X (Sjj), 
jej wartoäci sq. nieujemne i suma tych wartoäci dla wszystkich 
elementdw zbioru X (iß) wynosi 1.

Wartodci^ oczekiwan^ albo nadziej^, matematyczn^· zmiennej 
losowej X nazywamy liczb^

e (x ) = Σ  a,p(x=aj. 
j=l J J

Nietrudno wykazad, ze jedli p jest rozkladem prawdopodobiert- 
stwa na zbiorze = {^1' <̂32'**’,^ s) a X okreälon^ na
tym zbiorze zmienn^ losow^., to

e (x) = Σ  χ ίωκ)ρ (co.).k=l K K
Przytoczone wyzej definicje podstawowych poj^d probabilistycz- 
nych cechuje pewna statycznodd. Nie uwzgl^dniaj^ one istotnych 
operacji, ktdre do takiego, a nie innego okre^lenia tych poj^d 
doprowadzily. 2adna z powyzszych definicji nie zdradza, z cze- 
go dane poj^cie si^ wywodzi, jaki jest jego rodowdd, sk^d 
wzi^ta si^ taka, a nie inna nomenklatura. Nie jest to jednak 
zadaniem matematycznej definicji.

Statycznodd powyzszych definicji jest ich powazn^ wad^ 
dydaktyczn^. PrzyjQte natomiast slownictwo (nazewnictwo) suge- 
ruje pewien rodowdd tych poj^d, pewien ich zwi^zek z otaczaj^- 

nas rzeczywistodci^. Uzywamy potocznie sldw: "prawdopodob- 
ny", "malo prawdopodobne", "prawdopodobierfstwo", "bardzo praw- 
dopodobne", "tak samo prawdopodobne". Zwrot"wartodd oczekiwa- 
na" takze ma w potocznej mowie jakid konkretny sens. W stwier- 
dzeniu "oba wyniki rzutu monet^ s^ tak samo prawdopodobne" 
ukryty jest s^d o rdwnych szansach zakoriczenia si^ rzutu motte­
te zardwno jednym, jak i drugim z mozliwych wynikdw.

Etymologia uzytych w powyzszych definicjach nazw nie moze 
byd w nauczaniu bez znaczenia. W procesie ksztaltowania poj^d
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probabilistycznych, a zwlaszcza we wstQpnym etapie tego proce- 
su, b^dziemy wszak odwolywad siQ do tych potocznych znaczeri, 
tak", jak w procesie ksztaitowania poj^d geometrycznych odwolu- 
jemy siQ najpierw do konkretnych obiektdw uzywaj^c ich potocz-

Od formalnych definicji rozpoczyna si^ w istocie uniwersy- 
tecki wyklad rachunku prawdopodobierfstwa. Wplyw tego wykladu na 
dydaktyczne koncepcje probabilistyki dla szkoly widoczny jest

ktdrych na jedn^ z pierwszych lekcji rachunku prawdopodobieh- 
stwa proponuje si^ okredlenie prawdopodobieristwa, by natychmiast 
proponowad uczniowi zadania na obliczanie prawdopodobieristw 
rdznych zdarzeri.

Teoria probabilistyczna wyrosla z empirii, staj^c siQ mate- 
matycznyxn modelem zespolu faktdw empirycznych dostrzezonych 
w specyficznych zjawiskach otaczaj^cej nas rzeczywistodci. 
PojQcia probabilistyczne powstawaly w procesie matematyzacji 
konkretnych sytuacji i odkrytych w nich stosunkdw ilodciowych 
i jakodciowych. Ujmuj^c rzecz w znacznym uproszczeniu, mozna 
przyj^d, ze proces konstytuowania siQ teorii probabilistycznej 
rozpocz^l siQ w stuleciu XVII; jej formalna konstrukcja roz- 
wija si^ od momentu sformulowania przez Kolmogorowa ukladu 
aksjomatdw na pocz^tku naszego stulecia. Ten inspirowany przez 
gry hazardowe, problematyk^ demograficzn^ i ubezpieczenia spo- 
leczne etap tworzenia si^ probabilistyki jako dziatu matematyki 
byl okresem ksztaitowania si^ poj^d probabilistycznych, byl 
etapem konstrukcji matematycznego schematu dla pewnögo ukladu 
stosunkdw wykrytych w otaczaj^cej nas rzeczywistodci.

Proces tworzenia siQ teorii probabilistycznej w ci^gu wie- 
kdw przypomina swoim charakterem proces powstawania geometrii 
jako teorii matematycznej, ktdrej obiektami s^ abstrakcyjne 
twory (punkt, prosta, figura), a ktdre powstawaly w procesie 
idealizacji rzeczywistych obiektdw, w procesie matematyzacji 
stosunkdw i relacji zachodz^cych pomiQdzy tymi obiektami.

Wydaje siQ wladciwe, aby w nauczaniu ten naturalny proces 
.powstawania teorii probabilistycznej w trakcie matematyzacji

nych nazw \kolo, k^t, odcinek, miara itp).

w wielu szkolnych podrQcznikach
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konkretnych sytuacji i zjawisk otaczaj^cego nas dwiata zostal 
odtworzony. Wymaga to doboru wladciwej problematyki, odpowied- 
nich przykladdw konkretnych zjawisk i sytuacji nadaj^cych si^ 
do takiego procesu i dostosowanych do poziomu, na jakim odbywa 
siQ nauczanie.

Rachunek prawdopodobieristwa bywa przedstawiany w nauczaniu 
szkolnym jako gotowa, juz zaksjomatyzowana teoria matematyczna 
([»])· Z uwagi na cele nauczania matematyki, a takze z uwagi 
na to, iz rachunek prawdopodobiedstwa dostarcza dobrych przy­
kiaddw metody matematycznej, nauczanie probabilistyki w szkole 
powinno byd procesem ukazywania uczniowi, co i jak si^ matema- 
tyzuje, zamiast ukazywania gotowej, zmatematyzowanej teorii.

Praktyczne zastosowania metod probabilistycznych dostarcza- 
j^ nauczaniu rachunku prawdopodobieristwa pewnych motywacji. 
Waznym elementem tych praktycznych zastosowari jest dopasowywa- 
nie do konkretnego zjawiska z otaczaj^cej nas rzeczywistodci 
odpowiadaj^cego mu modelu probabilistycznego, by nast^pnie mdc 
odnosz^ce siQ do tego modelu poj^cia i twierdzenia odniedd do 
tarntej konkretnej sytuacji i sformulowad wynikaj^ce st^d wnio- 
ski. Interpretacja i zastosowania, o jakich tu mowa, towarzyszy 
na przyklad procesowi weryfikowania pewnych hipotez.

Poj^cia probabilistyczne nalez^ do trudniejszych poj^d ma- 
tematycznych. Wynika to z pewnej specyfiki obiektdw i sytuacji, 
z ktdrych te poj^cia si^ wywodz^. Szczegdlnie wi^c wazne byd 
musi w naczaniu to, z jakich spostrzezeri wywodz^ si§ pierwsze 
pogl^dowe wyobrazenia zwi^zane z poj^ciami probabilistycznymi.

Szczegdlny Charakter poj^d i wnioskowari probabilistycznych, 
praktyczna ich rola, a takze rola, jak^ mog^ one odgrywad w 
ksztalceniu matematycznym, wyznaczaj^ dydaktype zadanie wladci- 
wego organizowania drogi od konkretu do matematycznej abstrakcji 
w nauczaniu rachunku prawdopodobieristwa. Dobdr i organizacja 
konkretnych czynnodci ucznia inspiruj^cych i motywuj^cych pro- 
blematyk^ probabilistyczn^ na lekcji i to czynnorici poprzedza- 
j^cych operacj^ abstrakcyjn^, jak i tej operacji towarzysz^cych, 
jest szczegdlnie waznym elementem procesu nauczania probabilis­
tyki .
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Konstruuj^c dla ukladu rzeczywistych stosunköw odpowiedni 
raodel matematyczny, a takze interpretuj^c i stosuj^c teoriQ 
matematyczn^ w problemach natury praktycznej (a wi^c przecho- 
dz^c od rzeczywistodci do jej teoretycznego modelu oraz od 
modelu do rzeczywistoäci) dokonujemy istotnych uproszczeri, 
abstrahujemy od nieistotnych aspektöw rzeczywistej sytuacji. 
Zdolnodd do takiej schematyzacji jest szczegölnie wazna w sto- 
sowaniu metod probabilistycznych w praktyce. Ten etap procesu 
matematyzacji jest takze wazny, gdy chodzi o ksztaltowanie 
poj^d probabilistycznych na lekcji, w zrozumieniu zaröwno ich 
roli, jak i ich istoty.

W prezentowanej tu koncepcji propedeutyki rachunku prawdo- 
podobieiistwa konkretne zjawiska z otaczaj^cej ucznia rzeczy- 
wistodci poddawane s^ procesowi schematyzacji i wstQpnej mate­
matyzac ji, staj^c siQ stopniowo modelami pewnych abstrakcy jnych, 
wyidealizowanych eksperymentO'w losowych. Punktem wyjdcia do 
wielu rozwazah s^ konkretne, wziQte z otaczaj^cego nas dwiata 
zjawiska. W pierwszej fazie nauczania probabilistyki uczniowie 
ucz^ si^ te zjawiska w pewien spos<5b upraszczad, Schematyzowad. 
Upraszczanie, wybieranie najistotniejszych z probabilistycznego 
punktu widzenia aspektdw, celowe pomijanie rzeczy nieistotnych 
- to proces jakby wst^pnej obrdbki, proces schematyzacji tych 
konkretnych zjawisk. Schematyzacja ta prowadzi od konkretnego 
eksperymentu losowego do tak zwanego modelu symulacyjnego, a 
wiQc innego konkretnego eksperymentu losowego, przeprowadzanego 
na ogc51 za pomoc^ konkretnych przyrz^ddw losuj^cych (kostek, 
monet, talii kart, deski Galtona itd.). Poprzez idealizacj^ 
samego przyrz^du losuj^cego (jej istot^ jest najcz^dciej 
abstrahowanie od nieistotnych asymetrii tego przyrz^du ) dosta- 
jemy wyidealizowany, abstrakcyjny, pomydlany eksperyraent loso- 
wy, dla ktdrego rozklad prawdopodobieristwa daje si§ bez trudu 
okredlid a priori.

Model symulacyjny stanowi w tej koncepcji propedeutyki ra­
chunku prawdopodobiehstwa wazny etap podredni pomi^dzy konkre- 
tnym zjawiskiem losowym, a odpowiadaj^cym mu modelem probabi- 
listycznym. Ro Iq przypisan^. w tej koncepcji modelowi symula-
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cyjnemu na drodze od konkretu do abstrakcji mozna by pordwnad 
z rol^ rysunku w nauczaniu geometrii.

Odwolywanie si^ do konkretnej rzeczywistodci w nauczaniu 
matematyki, interpretowanie poj^d matematycznych na konkretach 
uwaza si^ niefiraz za pewn^ wulgaryzacj^ matematyki. Niektdrzy 
matematycy stanowczo sprzeciwiaj^ si^ przykladom, w ktdrych 
konkretne przedmioty i zjawiska ilustracj^ abstrakcyjnych 
poj^d matematycznych. Wykiady teorii prawdopodobieristwa ogra- 
niczaj^ listQ przykladdw dodwiadczerf (eksperymentöw) losowych, 
ktdrymi ilustruje si^ poj^cia i twierdzenia probabilistyczne, 
do rzutöw monetami i rzutdw kostkami (i to w domydle od samego 
pocz^tku chodzi o idealne, symetryczne, nie istniej^ce w rze- 
czywistodci przedmioty).

W niektdrych dydaktycznych koncepcjach probabilistyki po- 
j^cia i twierdzenia probabilistyczne ilustruje siQ przykladami 
zjawisk i sytuacji podobnych do zjawisk i sytuacji z naszego 
rzeczywistego dwiata, ale zachodz^cych w abstrakcyjnym, wyidea- 
lizowanym kraju. Takim wyidealizowanym "paristewkiem probabilis- 
tycznym" jest Sykinia w dydaktycznych koncepcjach probabilisty­
ki Arthura Engela ([3], [4]). Istot^ tej idealizacji jest okre-
dlanie a priori rozkladu prawdopodobieristwa na zbiorach wynikdw 
eksperymentdw losowych rozwazanych w tym abstrakcyjnym dwiecie. 
Bohaterami akcji rozgrywaj^.cych si^ w tym "pr.obabilistycznym 
pahstewku" s^ myszy, zuki czy tez osy, kt<5re zachowuj^ si^ jak 
idealne kostki, monety czy urny z kulami (bl^dz^ca po krawQ- 
dziach szeäcianu mysz z takim samym prawdopodobieilstwem moze 
z wierzcholka skierowad si§ t^ lub inn^ kraw^dzi^; spodrdd m 
os znajduj^cych si^ w ukladzie poköj-ogrdd, na ktdry wychodzi 
otwarte okno tego pokoju, jedna i tylko jedna z os zmienia 
w danej jednostce czasu pomieszczenie, a prawdopodobieristwo 
dla kazdej z os wynosi ^ itp). Problemy i zadania rodz^ce si^ 
na tle akcji rozgrywaj^cych siQ w tym "paristewku" przypominaj^ 
problemy i zadania geometryczne, w ktdrych wielkodci i relacje 
zadane s^ a priori. Zadania te sluz^ jednak bardziej ilustracji 
wprowadzonych juz poj^d czy twierdzeii niz ich wprowadzaniu.
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W wielu innych podej^ciach do szkolnego rachunku prawdopo- 
dobierfstwa przyklady i zadania takze dotyczq. juz gotowych, wy- 
idealizowanych sytuacji opisanych jednak w terminologii kon- 
kretnych zjawisk i wydarzeri ze äwiata rzeczywistego. W jednych 
przykladach möwi si§ o strzelcu, ktdry trafia do celu z praw- 
dopodobieristwem p, w innych o agregacie, ktdry w danym prze- 
dziale czasowym zawodzi z prawdopodobiehstwem q itp. (por.

W przedstawionej tu koncepcji poj^cia i twierdzenia proba- 
bilistyczne wywodzq, si^ z konkretnych sytuacji i ksztaitowane 

w procesie matematyzacji takich rzeczywistych wydarzeh, jak 
rozklad rodzynkdw w babkach w trakcie mieszania i dzielenia 
ciasta z rodzynkami na r<5wne cz^äci, iowienie ryb na identycz- 
ne przyn^ty przez kilku w^dkarzy itd. Takie konkretne zjawiska 
dostarczaj^. pierwszych spostrzezeh i pierwszych wrazeri ksztal- 
tuj^cych intuicyjne podstawy trudnych poj^d probabilistycznych. 
Zjawiska te-dostarczaj^ pierwszych konkretnych modeli dla poj^d 
i twierdzeh probabilistycznych.

Etap schematyzacji, od ktörej zaczyna si^ analizowanie 
tych konkretnych zjawisk z probabilistycznego punktu widzenia, 
a takze etap wst^pnej matematyzacji dostrzeganych przy tej 
okazji stosunkdw i relacji, traktuj^ jako wazny moment w 
ksztalceniu intuicji probabilistycznych "... dostrzegaj^c 
w äwiadomym doborze przez ucznia uproszczeh i konwencji bardzo 
istotne wartodci ksztalc^ce nie tylko jego myilenie w ogdle, 
ale i gl^bsze rozumienie matematycznych poj^d... - ( M ) .

Jednym z celdw nauczania elementdw rachunku prawdopodo- 
biehstwa w szkole jest rozwöj zdolnoici widzenia rachunku praw- 
dopodobieiistwa jako teorii dotycz^cej wyidealizowanych modeli 
probabilistycznych, a wi^c teorii, ktdrej poj^cia s^ rdwnie 
abstrakcyjne, jak poj^cia geometryczne, czy algebraiczne, ale 
rdwnoczeänie zdolno^ci widzenia tych poj^d w kontekdcie ich 
rzeczywistych modeli.
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3. PROPEDEUTYKA PROBABILISTYKI W NAUCZANIU MATEMATYKI JAKO ET AP 
SCHEMATYZACJI KONKRETNY CH ZJAWISK ORAZ ETAP WST^PNEJ MATE- 
MATYZACJI STOSUNKÖW DOSTRZEGANYCH W TRAKCIE KONKRETNEJ 
CZYNNOSCI

Komentowana w tej pracy dydaktyczna koncepcja propedeutyki ra- 
chunku prawdopodobieiistwa obejmuje nast^puj^ce treäci:

I rok nauki (klasa IV): Eksperyment losowy jako konkretne 
dodwiadczenie losowe. Zdarzenie pewne. Zdarzenie niemozliwe. 
Zdarzenie prawdopodobne. Zdarzenia mniej i bardziej prawdopo- 
dobne. Konstruowanie modeli symulacyjnych opartych na prostych 
przyrz^dach losuj^cych (kostki, monety, talia kart).

II rok nauki (klasa V): Gromadzenie, porz^dkowanie i przed- 
stawianie danych statystycznych. Cz^stodd zdarzenia. Zdarzenia 
malo prawdopodobne. Zdarzenia bardzo prawdopodobne. Jakodciowe 
oceny a priori i a posteriori prawdopodobiehstw rdznych zda- 
rzeii. Wnioski wynikaj^ce z identycznodci modeli symulacyjnych.

III rok nauki (klasa VI): Zbidr wynikdw eksperymentu loso- 
wego. Wynik sprzyjaj^cy danemu zdarzeniu. Zdarzenie jako zbi<5r. 
Suma zdarzeri. Iloczyn zdarzeri. Zdarzenia rozl^czne. Zdarzenia 
jednakowo prawdopodobne. Klasyczny model probabilistyczny jako 
rezultat idealizacji pewnego modelu symulacyjnego. Pierwsze 
wnioski a priori na temat ilodciowej oceny prawdopodobiertstwa. 
Zmienna losowa jako funkeja.

Z wyjq.tkiem haset dotycz^cych modeli symulacyjnych i zmien- 
nej .losowe j , treäci te pokrywaj^ siQ w zasadzie z probabilis- 
tycznymi haslami programu matematyki w klasach IV, V i VI 
przedstawionego w pracy [16] .

Koncepcja realizaeji powyzszych hasel probabilistycznych 
powstawala w trakeie prowadzonych przez autora lekeji w klasach 
IV, v i VI na terenie Krakowa i Warszawy. Jej tworzeniu towa- 
tzyszyd musialy pr«5by ustalenia odpowiedzi na nast^puj^ce py- 
tania:

a) Dlaczego wprowadzamy rachunek prawdopodobieristwa do szkol- 
nej matematyki?
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b) Co chcemy, a co mozna osi^gn^d realizuj^c na lekcjach mate- 
matyki powyzsze hasla probabilistyczne?

c) Jaka powinna byd rola elementdw probabilistyki na tym eta- 
pie nauc^ania w ksztalceniu matematycznym?

d) Jak inspirowad i jak motywowad pierwsze problemy o charakte- 
rze probabilistycznym na lekcjach matematyki?

e) Jak integrowad te rozwazania z reszt^ szkolnej matematyki?

Etap propedeutyczny w nauczaniu probabilietyki ma stanowid 
naturalne wprowadzenie ucznia w dwiat przypadku, jako w dwiat 
nowych idei, nowych poj^d i nowych obiektdw, a zarazem nowych 
metod opisywania i badania otaczaj^cej nas rzeczywistodci. Ma 
to byd szczegdlny etap ksztaltowania poj^d i pewnych intuicji.

Poprzez odpowiedni^ organizacj^ aktywnodci ucznia, poprzez 
wladciwie dobrane sytuacje problemowe uczerf powinien na tym 
etapie nauczania oswoid si^ z nowym typem wnioskdw i ocen, a 
takze z nowq, terminologi^, z pewn^ specyfik^ j^zyka probabi­
listyki. Propedeutyka ma byd wprowadzeniem w liczbowq. ocen^ 
prawdopodobieristwa, w poj^cie rozkladu prawdopodobieristwa i 
w poj^cie modelu probabilistycznego.

Jednym z gldwnych celdw wytkni^tych nauczaniu rachunku 
prawdopodobiehstwa w okresie'propedeutycznym wedlug przedsta- 
wionej w tej pracy koncepcji jest rozwijanie zdolnodci odkrywa- 
nia pewnych analogii w sytuacjach losowych w trakcie schematy- 
zacji tych sytuacji oraz zdolnodci konstruowania dla konkret- 
nych eksperymentdw losowych odpowiednich modeli symulacyjnych, 
grafdw do symulowania ich przebiegu, a przede wszystkim zdol­
nodci formutowania odpowiednich wnioskdw wynikaj^cych ze wspo- 
mnianych analogii.

3.1. Pierwszy krok w "dwiat przypadku11. Ocena wst^pnej wiedzy 
probabilistycznej ucznia

Pocz^.tek procesu ksztaltowania poj^d probabilistycznych wcale 
nie przypada na pierwsze lekcje rachunku prawdopodobieristwa.
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Uczerf w klasie czwartej dysponuje pewnym zasobem intuicji i 
pewnym dodwiadczeniem probabilistycznym, wyniesionym z otacza- 
j^cej go rzeczywistodci. Wplyw tej rzeczywistodci jest oczywi- 
dcie o wiele skromniejszy niz ten, jaki ta rzeczywistodd wy- 
wiera na rozw<5j intuicji geometrycznych czy tez arytmetycznych.

S3. jednak okazje do stykania si^ poza lekcj^ matematyki 
z problematyk^ probabilistyczn^. Inspirujci popularne wdrdd 
dzieci gry losowe. Pewn^ rolQ w oswajaniu ucznia z problemami
0 charakterze probabilistycznym, a takze ze specyfik^. j^zyka
probabilistyki,a w pewnym stopniu takze z wnioskowaniami pro-
babilistycznymi, odgrywa popularny w dwiecie doroslych totolo-
tek, loterie fantowe, gry w karty czy tez coraz modniejsze
(i to nie tylko w dwiecie doroslych) stawianie pasjansdw.

\Problemy: jakimi wst^pnymi intuicjami probabilistycznymi 
dysponuje uczeii w momencie rozpoczynania nauki rachunku praw- 
dopodobierfstwa, jakim dysponuje on zakresem sl<5w do wyrazania 
pewnych s^ddw o charakterze probabilistycznym, jak on te s^dy 
formuluje i jak je argumentuje, jakie popelnia przy tym bl^dy
1 co jest ich podlozem, jak i jakie bl^dne intuicje wplywaj^ 
na formulowanie falszywych wnioskdw - nie doczekaly si^ jesz- 
cze u nas wladciwych opracowari, pomimo, iz od wielu lat ele- 
menty rachunku prawdopodobiehstwa s^ integraln^ cz^dci^ nau- 
czanej w szkole matematyki.

Inspiracj^ do pierwszych rozwazari na tematy probabilisty- 
czne nast^puj^ce problemy, przed ktdrymi stawiam ucznidw 
na kilku pierwszych lekcjach matematyki w klasie IV:

1. Przed rozpocz^ciem meczu pilkarskiego s^dzia podrzuca do 
gdry monet^. Dlaczego on to robi? Czy jest to jakid prze- 
s^d?

2. S^dzia jest juz na boisku, ale - jak si§ nagle okazalo - 
nie ma przy sobie ani grosza. Ma jednak kostk^ szedcienn^ 
do gry. Czy ta kostka pozwoli s^dziemu wybrn^d z sytuacji, 
w jakiej si^ znalazl? W jaki sposdb?

3. Czy zamiast monety s^dzia mdglby wykorzystad do rozpoczyna­
nia meczu tali$ kart? Ile kart i jakie wystarcz^ do tego?
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4. Czy do rozpoczynania meczu piikarskiego mozna by wykorzystad 
cztery asy z tej samej talii kart?

5. Tuz przed losowaniem liczb w totolotku zepsula siQ maszyna 
losuj^ca. Czy talia kart mogiaby w takiej sytuacji zastq.pid 
maszyn^ losuj^c^? W jaki spos<5b za pomoc^ talii kart prze- 
prowadzilbyd losowanie liczb w totolotku, jedli losuje siQ 
6 spodrdd 49 liczb?

6. Zaproponuj, jak jeszcze przeprowadzid losowanie 6 liczb
w totolotku, jedli nie moze zrobid tego maszyna losuj^ca.

7. Z grupy 49 osdb uczestnicz^cych w zebraniu trzeba wybrad 
jedn^, ktdra b^dzie to zebranie protokolowad. Nikt nie chce 
tego robid na ochotnika. Jak przeprowadzid wybdr protokolan- 
ta, aby o tym kto nim zostanie zadecydowal wyl^cznie przy- 
padek i aby kazdy z 49 uczestnikdw zebrania mial przy tym 
rdwne szanse?

8. Czy talia kart (lub jej cz^dd) pomoze wylosowad protokolanta 
zebrania, o jakim mowa w poprzednim pytaniu?

9. Jakie s^ rdznice pomi^dzy losowaniem liczb w totolotku 
a losowaniem koricdwki banderoli?

10. Za chwilQ telewizja b^dzie transmitowad losowanie totolotka.
Czy tQ transmisj^ mozna wykorzystad do ustalenia wylosowa- 
nia osoby do protokolowania? /

11. Jakie jest podobieristwo pomi^dzy gr^ w "Chiriczyka" (zwan^ 
takze gr^ "czlowieku nie irytuj si^") a gr^ w totolotka?

12. W grze w fanty za rdzne potkni^cia uczestnik oddaje w zastaw 
rdzne przedmioty. Na koricu trzeba te przedmioty wykupid. 
Wszystkie zgromadzone przedmioty (czyli fanty} wklada si^
do pudelka. Po ustaleniu, w jaki sposdb b^dzie teraz wyku- 
pywany fant (fant mozna wykupid, jedli jego wladciciel wyglo- 
si wiersz b^dd zadpiewa piosenk^, b^dd rozwi^ze jakied zada- 
nie matematyczne itp.), losuje si^ z pudelka fant, ktdry 
tym wladnie sposobem ma wykupid jego wladciciel. Prowadz^cy 
gr^ maj^c zakryte oczy miesza fanty w pudelku i na chybil 
trafil wybiera jeden. Czy dw fant zostal wylosowany? Czy 
kazdy fant mial rdwne szanse?
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13. Jak zorganizowad losowanie jakiegod fantu (daj^c kazdemu 
rdwne szanse), jedli w pudeiku jest 6, 13, 52, 49 przed­
miotdw?

14. Zgin^la ci kostka szedcienna do gry, a chcesz zagrad w 
chiiiczyka. Jaki inny przedmiot (przyrz^d losuj^cy) moze 
w tej sytuacji zast^pid kostkQ?

15. Masz tylko monet^. Trzeba wylosowad jeden spodrdd s 
przedmiotdw (rdznych w dotyku), daj^c kazdemu rdwne szanse. 
Jak to zrobid, gdy s=4, s=8, s=l6?

16. Trzeba wylosowad jeden z trzech przedmiotdw: a, b i c, 
daj^c kazdemu jednakowe szanse.
Pawel zaproponowal nast^puj^c^ metod^: Rzudmy dwiema mone- 
tami. Jak wypadn^ same orly - to zal\ierzmy przedmiot a, 
jak same reszki - to przedmiot b, a jak wypadnie i orzel 
i reszka - to zabierzmy przedmiot c.
Czy ten pomysl jest dobry? Wyjadnij dlaczego tak uwazasz?

17. Gawel zaproponowal inny sposdb losowania jednego spodrdd 
trzech przedmiotdw. - Rzudmy monet^ - mdwi Gawel. Jak 
wypadnie orzel, to zabior^ przedmiot a, jak reszka - to 
przedmiot b. Rzudmy monet^ jeszcze raz. Jak wypadnie 
orzel, to zabior^ przedmiot wylosowany przed chwil^, a jak 
wypadnie reszka - to zabior§ przedmiot c.
Czy Gawel dal kazdemu z przedmiotdw rdwne szanse? Dlacze­
go?

18. Jak za pomoc^ monety przeprowadzid losowanie jednego spod- 
rdd trzech przedmiotdw, aby zaden z nich nie byl uprzywi- 
lejowany ani dyskryminowany?

19. Masz dwie kulki czarne i jedn^ bial^. Mieszasz kulki i nie 
patrz^c na nie wyci^gasz dwie, czyli losujesz dwie kulki. 
Albo obie s^ czarne, albo jedna jest biala i jedna czarna. 
Czy oba te przypadki s^ tak samo mozliwe ftak samo prawdo- 
podobne)?

20. Losujesz 2 kulki z zestawu 4 kulek, 3 czarnych i 1 bialej. 
Zndw mamy tu dwie mozliwodci: albo obie kulki czarne, albo 
jedna biala i jedna czarna. Czy obie te mozliwo^ci s^ jed- 
nakowo prawdopodobne?
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21. Rzucasz trzema monetami. Interesujesz si^, ile wypadio 
reszek. zatem 4 mozliwodci: 0 reszek, 1 reszka, 2 resz- 
ki i 3 reszki. Czy kazdy z tych przypadkdw jest tak samo 
mozliwy?

22. Gawel zaproponowal Pawlowi nast^puj^c^ gr§: - Ja rzuc^ 
dwiema kostkami, zeby zobaczyd, ile wypadio l^cznie oczek. 
Ale zanim to zrobi^ - m<5wi Gawel do Pawla - ty sprdbuj to 
przewidzied. Wpisz tQ liczbQ na kartce. Wygrasz, jedli ci 
si^ uda to przewidzied.
Pawel ma wi^c prawo postawid na jeden z wielu mozliwych 
wynikdw rzutu dwiema jednakowymi kostkami. Ile jest takich 
wynikdw? Czy s^ takie, na ktdre warto stawiad? Rzud wiele 
razy dwiema kostkami. Czy dostrzegasz cod ciekawego? Czy 
i w jaki sposdb takie spostrzezenie mdglby w grze wyko- 
rzystad Pawel?

23. Ty jested uczniem. Twoim przeciwnikiem w grze ma byd pro- 
wadz^cy lekcjQ. Obaj gracie w szachy. Mozesz zagrad z nim 
albo w szachy, albo w chirfczyka. Na ktdr^ z tych gier 
zdecydujesz si§ i dlaczego?

W wi^kszodci z tych problemdw chodzi o konstruowanie przy- 
rz^du losuj^cego generuj^cego klasyczny rozklad prawdopodo- 
bieristwa na zbiorach o danych liczbach elementdw. W innych 
chodzi o rozstrzyganie, czy generowany przez dany przyrz^d

Cz^dd z tych problemdw zostaje omdwiona na lekcji. Nie- 
ktdre nadaj^ si^ na zadanie domowe.

3.2. Konkretna czynnodd i pierwsze wnioski o charakterze pro- 
babilistycznym. Oceny a posteriori. Pierwszy etap sche- 
matyzacji i pierwsze oceny a priori

Nauka o liczbie poprzedzona jest w nauczaniu arytmetyki w 
szkole konkretnymi czynnodciami, w toku ktdrych rozwi^zuje si^

losuj^cy rozktad prawdopodobieristwa jest klasyczny 
w pytaniach 16, 17, 19, 20, 21, 2 2 ).
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zadania o charakterze jakoöciowym. Oceny jakoöciowe (a wi^c 
oceny typu: malo, duzo, mniej, wi^cej, tyle samo ) wprowadzaj^ 
ucznia w pödniejsze oceny iloöciowe.

Iloöciowe oceny prawdopodobiehstwa zdarzenia takze powinny 
byö poprzedzone w nauczaniu szkolnym ocenami jakoöciowymi, 
a wiqc ocenami typu: to zdarzenie jest malo prawdopodobne, to 
zdarzenie jest bardzo prawdopodobne, zdarzenie A jest bar- 
dziej prawdopodobne niz zdarzenie B, te dwa zdarzenia s^ 
jednakowo prawdopodobne.

Pierwsze oceny o charakterze probabilistycznym w omawianej 
tu koncepcji propedeutyki probabilistyki oparte s^ na wynikach 
konkretnej czynnoöci. Oceny te dotyczq. zdarzeri zwi^zanych z 
konkretnymi eksperymentami losowymi przeprowadzanymi za pomoc^ 
konkretnych przyrz^ddw losuj^cych. Jakoöciowe oceny prawdopo- 
dobierfstwa a posteriori uwypuklaj^ cz^stoöciowy aspekt prawdo- 
podobieristwa, ukazuj^ rodowöd tego poj^cia, a takze istotQ 
pierwszych wnioskowaii probabilistycznych (na podstawie c z qs- 
toöci zdarzenia w eksperymentowaniu juz przeprowadzonym formu- 
luje siQ wnioski na temat szansy zajöcia tego zdarzenia w 
przyszloöci).

Klasa moze szybko dostarczyö wyniköw bardzo wielu powtö- 
rzeri tego samego eksperymentu losowego, pozwalaj^cych formu- 
lowad wlaöciwe wnioski. Oto jak organizuj^ konkretne ekspe- 
rymentowanie i jak do opisu konkretnych sytuacji losowych oraz 
stosunköw i relacji w nich zauwazalnych angazuj^ na lekcji 
Symbolik^ i jQzyk matematyki:

Na jedn^ z pierwszych lekcji w klasie IV kazdy z uczniöw 
przynosi 6 jednakowych kostek do gry. Uczeri potrz^sa wszystki- 
mi kostkami, a potem rozrzuca je na st<51. Interesuje nas, na 
ilu kostkach wypadly poszczegölne liczby oczek. Uczniowie 
proponuj^ najpierw rözne sposoby kodowania wyniköw takiego 
konkretnego eksperymentu losowego. Uwaga uczniöw skupiona zo- 
staje na dwu opisanych slowami na tablicy zdarzeniach:

A: wypadn^ wszystkie liczby oczek,
B: taka sama liczba oczek wypadnie na co najmniej dwu 

kostkach.
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Kazdy z ucznidw rozstrzyga, ktdre z wypisanych na tablicy 
zdarzerf zaszlo w trakcie rzucania przez niego kostkami. Pojawia 
si§ przy tej okazji zwrot "wynik sprzyja zdarzeniu".

Istotne jest tu odkrycie, ze wynik kazdego rzutu i ze kazdy 
wynik rzutu sprzyja albo zdarzeniu A, albo zdarzeniu B.

Pierwsze jakodciowe oceny prawdopdobiehstwa tych zdarzeh 
inspiruje i motywuje na lekcji prosta gra. Za chwil^ prowadz^- 
cy lekcjQ rzuci szedcioma kostkami. Zanim to jednak nastq.pi 
kazdy z ucznidw stawia na jedno z wypisanych na tablicy zdarzeri, 
wpisuj^c na kartce symbol tego zdarzenia (a wi^c liter^ A 
albo liter^ b ). Kiedy wynik rzutu jest juz znany, punkt zdo- 
bywa ten z ucznidw, ktdry wladciwie typowal.

Wi^kszodd ucznidw stawia na zdarzenie A. Tak bylo na bez 
mala wszystkich lekcjach, jakie prowadzilem w klasie IV. 
Uczniowie typowali jednak bez zastanowienia siQ. Z rdznych po- 
woddw tej popularnodci zdarzenia A wdrdd ucznidw byl wymie- 
niany taki, ze "ono jest takie ladniejsze". Byly i wnioski, ze 
"na to zdarzenie warto postawid, bo jest bardziej mozliwe".

Gr^ powtarzamy kilka razy przy takim samym typowaniu przez 
kazdego z ucznidw, jak za pierwszym razem. Ci stawiajq.cy na 
zdarzenie A s^ wyrainie rozczarowani ci^glym przegrywaniem. 
Tak powstal problem pewnej strategii, jak^ mozna by w grze 
zastosowad, by zmaksymalizowad szanse wygranej.

Pierwsza analiza zdarzeri A i B prowadzi do wniosku, 
ze oba s^ zdarzeniami prawdopodobnymi oraz ze s^ to zdarzenia 
przeciwne. Istota problemu tkwi teraz w rozstrzygni^ciu, ktdre 
z nich jest bardziej, a ktdre mniej prawdopodobne.

Zdarzenia A i B wi^z^ si§ ze zlozonym eksperymentem lo- 
sowym. Dobdr takiego wladnie eksperymentu losowego i takich 
zdarzerf A i B byl tu celowy z kilku powoddw. Po pierwsze, 
okreälenie a priori rozkladu prawdopodobierfstwa na zbiorze wy- 
nikdw tak skomplikowanego eksperymentu nie jest mozliwe na tym 
etapie nauczania. Chodzi bowiem o to, aby pewne cechy modelu 
probabilistycznego dla tego eksperymentu odkrywad na lekcji 
poprzez konkretne eksperymentowanie. Po drugie, zdarzenia A 
i B w modelu probabilistycznym wyrainie rdzni^ siQ wartodci^
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prawdopcdobieristwa (p (a ) ~ 0 ,015, P(B) = 1 - P(A)^, co uwidocz- 
ni si^ na pewno w eksperymentowaniu znaczn^ rdznic^ cz^stodci 
kazdego z tych zdarzerf.

Kazdy z ucznidw rzuca teraz swoimi szedcioma kostkami 
i rozstrzyga, ktdremu ze zdarzeri (a , czy b ) sprzyja wynik 
tego rzutu. W görQ podnosz^ r^ce ci, ktdrzy otrzymali wynik 
sprzyjajq.cy zdarzeniu A. T§ liczbQ podniesionych rq.k zapisujQ 
na tablicy. Czynnodd tak̂ . powtarzamy 10 razy, zapisuj^c po kaz- 
dej serii rzutdw liczbQ podniesionych r^k. Klasa dostarcza w 
krdtkim czasie wyniki kilkuset powtdrzeri tego eksperymentu lo- 
sowego. Ich gromadzenie i opracowanie jest natychraiastowe.

Wyradnie rzuca si^ w oczy pewna prawidlowodd. Liczba zajdd 
zdarzenia A stanowi znikomy procent duzej liczby wszystkich 
powtdrzeii.

Zdarzenie A zachodzilo bardzo rzadko. Czyli jego zajdcie 
za chwilQ, gdy zndw zechc^ rzucid kostkami, jest malo prawdopo- 
dobne. Zdarzenie B zachodzilo bardzo czQsto. Zajdcie zdarze­
nia B jest bardzo prawdopodobne. Taki Charakter maj^ pierwsze 
wnios'kowania probabilistyczne na moich lekcjach probabilistyki 
w klasie IV.

Zgromadzone na lekcji dane empiryczne sluz^ do pewnej ja- 
kodciowej oceny modelu probabilistycznego. Te dane ujawniaj^ 
pewne jakodciowe cechy tego modelu. W modelu probabilistycznym 
(iQ/P)’ funke ja P powinna przyjmowad dla zdarzenia A bardzo 
mal^ wartodd dodatni^, dla zdarzenia B wartodd tej funkeji 
powinna byd bliska 1.

We wprowadzanych aktualnie do szkoly podrQcznikach z mate- 
matyki do klas IV, V i VI konkretna czynnodd wi^ze si<$ z poje- 
dynczym rzutem kostk^ czy monet^. Dane empiryczne siuz^ w ta- 
kiej sytuaeji do sprawdzenia, ze kojarzoriy tradycyjnie z tymi 
eksperymentami losowymi klasyczny model probabilistyczny jest 
wladciwym modelem. W sytuaeji zlozonego eksperymentu, jakim 
jest rzut szedeioma identycznymi kostkami, dane empiryczne 
stanowi^ jedyny drodek zdobywanla xnformaeji na temat
modelu probabilistyoznego.
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Rozwazany tu rzut szedcioma kostkami i zgromadzone dane 
empiryczne, a w istocie ukryte w tych danych prawwidlowodci 
(zdarzenie A zachodzi bardzo rzadko, zdarzenie B zachodzi 
bardzo c z q s c o  ) b^d^ na pddniejszym etapie nauczania prowokowad 
do pröby wytlumaczenia tego faktu empirycznego na gründe mate- 
matyki. Zgromadzone tu dane empiryczne stwarzaj^ bowiem pewn^ 
sytuacj^ problemow^., rodz^ pytanie: dlaczego tak si§ stalo? 
dlaczego tak, a nie inaczej rozlozyly si^ liczby zajdd zdarze- 
nia A i zdarzenia B w wielu powtdrzeniach? czy mozna to 
jakoä wytlumaczyd?

Dane empiryczne peinig tu rol§ inspiruj^c^ do pewnych 
rozwazari a priori, wyjadniaj^cych uzyskane a posteriori prawi- 
dlowodci czy tez zaskakuj^ce fakty. Ta inspiruj^ca pewne rozu- 
mowania rola konkretnej czynnodci w nauczaniu rachunku prawdo- 
podobierfstwa nie jest jeszcze nalezycie doceniana.

Podobny, prowokuj^cy do mydlenia, do zastanawiania si^ 
nad wyjadnieniem zauwazonych faktdw natury empirycznej Charak­
ter maj^ gromadzone na kolejnych lekcjach wyniki innych ekspe- 
rymentdw losowych.

Rzut szedcioma identycznymi kostkami wprowadzil w pojQcie 
zdarzeri malo i bardzo prawdopodobnych. Kolejny konkretny ekspe- 
ryment losowy wprowadza w poj^cie rozkladu prawdopodobiehstwa, 
najpierw poprzez oceny jakodciowe (wyniki bardziej i mniej 
prawdopodobne,). Eksperymentem tym jest rzut wieloma identyczny­
mi monetami.

Kazdy z ucznidw przynosi na lekcjQ 7 dziesi^ciogroszdwek. 
Wzi^wszy je w gardd potrz^sa nimi i wszystkie rozrzuca na stdl 
obserwuj^c, na ilu monetach wypadl orzel (liczb^ wyrzuconych 
orldw oznaczamy przez x), a na ilu reszka (t^ liczb^ oznaczamy 
przez y). Wynik rzutu kodujemy par^ (x,y), ktdr^ nast^pnie 
traktujemy jako par^ wspdlrzQdnych punktu na plaszczydnie.
Ta interpretacja zostanie pddniej wykorzystana do okredlenia 
a priori rozkladu prawdopodobiehstwa na zbiorze wynikdw rzutu 
siedmioma identycznymi monetami, poprzez rozklad prawdopodo- 
bieristwa okredlony a priori dla siedmiokrotnego rzutu jedn̂ . 
monet^.
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Problem pewnej estymacji rozkladu prawdopodobieristwa na 
zbiorze wynikdw rzutu siedmioma monetami pojawia siQ na lekcji 
w zwiq.zku z gr^, kt<5ra dw problem inspiruje i motywuje.

Za chwil^ prowadz^cy lekcj^ rzuci siedmioma monetami. Ale 
zanim to uczyni, kazdy z ucznidw stawia na jeden z wynikdw 
rzutu, wpisuj^c kod tego wyniku (par$ liczb ) na kartce. Kiedy 
wynik rzutu monetami jest juz znany, punkt zdobywa ten, kto 
postawil na wynik, jakim wtadnie eksperyment si§ zakoriczyt.

Na tle sytuacji, jak̂ . stworzyla gra, rodẑ . si^ nast^puj^ce 
pytania:

a) Ta gra cod nam przypomina. Do jakiej popularnej gry jest 
ona podobna? Chodzi tu o analogie z totolotkiem. Rzucaj^cy 
monetami pelni tu jakby rolQ maszyny losuj^cej. Wpisywanie 
na kartce pary liczb - to jakby wypelnianie kuponu.

b) Czy mozna w tej grze stosowad jak^d Strategie? Czy s^ wyni- 
ki, na ktdre oplaca si^ stawiad? Chodzi tu z kolei o isto- 
tn^ rdznic^ pomi^dzy totolotkiem, w ktdrym nie ma znaczenia, 
na jaki wynik losowania liczb si^ stawia. Tu pewne wyniki 
daj^ wi^ksze szanse wygranej.

c) W prawdziwym totolotku gracz moze wypelnid tyle kupondw, 
ile tylko zechce. Gdyby regulamin gry z monetami rdwniez 
na to zezwalal, to ile par liczb (i jakie pary) wystarczy 
wpisad ma kartce przed rzutem monetami, aby byd pewnym 
wygranej? W ostatnim pytaniu chodzi o okredlenie zbioru 
wszystkich mozliwych, w ustalony wyzej a^osdb zakodowanych 
wynikdw rzucania siedmioma monetami.

Oceny a priori rozkladu prawdopodobieristwa na zbiorze wy­
nikdw rzutu siedmioma monetami, wynikaj^ce z pewnych symetrii 
przyrz^du losuj^cego, s^ na tym etapie nauczania i przy tak 
celowo zlozonym eksperymencie losowym jeszcze niemozliwe.
Chodzi bowiem o to, aby pewne cechy tego rozkladu odkrywad 
poprzez konkretn^ czynnodd, aby droga od konkretu do abstrakcji 
prowadzila w tym przypadku poprzez dane statystyczne, aby war- 
todci rozkladu prawdopodobieristwa dla poszczegdlnych wynikdw
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oceniad (szacowad) czQStodciami tych wynikdw.
Obserwacja i analiza danych empirycznych ma tu znowu sta- 

nowid pierwszy etap mydlenia matematycznego, jakie towarzyszy 
rozstrzyganiu powstaiych na tle gry losowej problemdw.

Kazdy z ucznidw powtarza rzut swoimi monetami 10 razy, re- 
jestruj^c liczby rzutdw zakohczonych poszczegdlnymi wynikami.
Dane od wszystkich ucznidw zostaj^, 
blicy w nast^puj^cej tabeli:

zebrane i opracowane na ta-

wynik: (7,θ) (ö,l) (5 ,2 ) (4,3) (3,4) (2,5) (l,6) (0,7)
l^czna liczba
rzutdw zakoiiczo- 3 15 4 9 
nych tym wynikiem

80 72 52 17 2

(wypelniona wyzej tabelka jest protokolem z lekcji prowadzonej 
w klasie v).

Opracowane w tabeli dane empiryczne daj^ uczniowi pierwszy/ 
jeszcze mglisty obraz rozkiadu prawdopodobierfstwa na zbiorze 
wynikdw rzutu siedmioma monetami. Dane te s^ testem, daj^cym 
juz teraz podstawy do kwestionowania zgodnodci rozkiadu klasycs- 
nego na zbiorze odmioelernentowym z tym konkretnym eksperymentem 
losowym.

Analiza danych empirycznych prowadzi najpierw do jakodcio- 
wych ocen rozkiadu prawdopodobierfstwa. I na razie oceny te po- 
zostaj^. w dcislym zwi^zku z gr^. Uczniowie wskazuj^ teraz wyni- 
ki, na ktdre w grze stawiad nie warto (bo daj^ male szanse wy- 
granej) oraz wyniki, na ktdre oplaca εις stawiad (bo daj^ duze 
szanse wygranej). We wnioskach pojawiaj^ si<= terminy "malo 
prawdopodobny", "bardziej prawdopodobny".

Wyniki (o, l) i (7, 0 ) malo prawdopodobne. Wynika 
to z empirii. W pierwszych wnioskowaniach podkredlany jest zwi3* 
zek sldw "rzadko" i "malo prawdopodobne" oraz sldw "cz^sto" 
i "bardzo prawdopodobne". Podkredlona zostaje takze wspdlna 
cecha formulowanych wnioskdw: Wszystkie one dotycz^ pewnego 
prognozowania przyszlodci na podstawie tego co si^ zdarzalo
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(cz^dciej lub rzadziej ) w przeszlodci. Ocena szansy kazdego 
z wynikdw na podstawie tego, jak cz^sto koiiczyl si^ tym wyni- 
kiem rzut monetami, ma tutaj uzasadnienie w fakcie, ze zwycza- 
je przyrz^du losuj^cego (monet), a dcidlej: prawa rz^dz^ce lo­
sem tych monet w trakcie rzucania nimi, nie ulegaj^ istotnej 
zmianie w czasie.

Dane empiryczne wskazuj^, ze w modelu probabilistycznym 
wynikom (7,0) i fo,7) trzeba przypisad male wartodci funkeji 
p (rozkladu prawdopodobieristwa). Dane te nie rozstrzygaj^ jed- 
nak, czy wartodci funkeji p dla tych wynikdw powinny byd rdw- 
ne czy tez nie. Ksztalt monety, jej pevine symetrie, daj^
podstawy do wniosku, iz wyniki {l, o) i (o, 7) nalezy uznad 
za jednakowo prawdopodobne.

Z symetrii tych wynika wniosek, iz w modelu probabilistycz­
nym funkeja p powinna przypisywad wynikom C7 — j, j) i (j,
7—j ) rdwne wartodci dla j=0,l,2,3.

Zaniedbanie owych malo istotnych w tej sytuaeji asymetrii 
dziesiQciogroszdwek, zaniedbanie pewnych rdznic pomi^dzy mone­
tami z zestawu, ktdrym rzucano, stanowi istot^ procesu schema- 
tyzaeji, jaki towarzyszy przejdciu od konkretu do jego mate- 
matycznego modelu.

W tym pierwszym Stadium nauczania probabilistyki praca 
ucznia organizowana jest na konkretach (rzuty konkretnymi ko- 
stkami, rzuty dziesi^ciogroszdwkami, rozkladanie potasowanych 
kart, spadanie kulki po nachylonej desce Galtona itp).
Ale celem tej konkretnej czynnodci jest konstrukeja abstrakeyj- 
nego modelu. Dane empiryczne dostarczaj^ pewnych informaeji 
na temat "ksztaltu" tego modelu, na temat pewnych jego cech 
charakterystycznych.

Gromadzone w klasie dane empiryczne maj^ takze od samego 
pocz^tku prowokowad ucznia do pewnych reflöksji nad tym, dla- 
czego tak a nie inaczej rozlozyly si^ w tabeli liezby ekspery- 
mentdw pomi^dzy poszczegdlnymi wynikami. Celem konkretnej czyn­
nodci, jaka towarzyszy pierwszym lekcjom rachunku prawdopodo­
bieiistwa, jest ujawnienie pewnych zwi^zkdw matematycznego sche­
matu z rzeczywistodci^, dla ktdrej ten schemat konstruujemy.
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Eksperyment fizyczny i dane empiryczne stanowi^ tu istotny 
etap procesu matematyzacji, etap formowania siQ w umydle ucz- 
nia pierwszych schematdw, pierwszych prdb wnikania w znaczenie 
uzywanych tu, a zapozyczonych z mowy potocznej termindw.

Pöiniej powrdcimy do zgromadzonych teraz danych empirycz- 
nych. Probabilistyczny model dla rzutu siedmioma monetami bQ- 
dzie mozna na nast^pnym etapie nauczania skonstruowad a priori, 
w procesie schematyzacji siedmiokrotnego rzutu monet^. Konfron- 
tacja danych empirycznych z postaci^ tego raodelu ujawni, jak 
przystaje <5w matematyczny schemat do rzeczywistodci, od ktdrej 
wyszlidmy.

W przypadku rozwazanych teraz konkretnych eksperymentdw 
dane empiryczne peinig potrdjn^. rol^: daj^ pewne oszacowanie 
nieznanego rozkladu prawdopodobieristwa, prowokuj^. do prdb wy- 
jadniania powoddw prawidlowodci, jakie w tych danych tkwi^, 
potem posluz^ do weryfikacji zgodnodci modelu z rzeczywistod- 
ci^.

Uzyskana ocena rozkiadu prawdopodobiehstwa wykorzystana 
zostaje do oceny prawdopodobiehstwa nast^puj^cych dwu zdarzeri 
zwi^zanych z rzutem siedmioma monetami:

A: wszystkie monety upadn^ ku gdrze t^ sam^ stron^,
B: wypadn^ 3 orly wzgl^dnie 3 reszki.
Zdarzenia te zostaj^ zakodowane zbiorami sprzyjaj^cych im

rzenia utozsamiane zostaj^ ze zbiorami. Zbiory A i B 
rdwnoliczne. Z empirii wynika, ze zdarzeh tych nie mozna uzna- 
wad za jednakowo prawdopodobne. Przy okazji pojawia si^ problem 
okredlania zdarzerf jednakowo prawdopodobnych. Uczniowie propo- 
nuĵ , przyklady zdarzeri tak samo prawdopodobnych, jak zdarzenie 
C: wypadnie wi^cej reszek niz orldw.

wynikdw Odt^d, na lekcji zda-
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3.3. Losowe rozmieszczenie jednakowych kul w duzych ponumero- 
wanych szufladach jako model symulacyjny

W klasie V omawiam z uczniami rözne typy tak zwanych losowych 
rozmieszczeh kul w szufladach. W zaleznodci od typu, liczby 
kul i liczby szuflad uczniowie konstruuj^ rdzne przyrz^dy losu- 
j^ce, pozwalaj^ce przeprowadzad takie rozmieszczenia.
Oto jeden z typöw losowego rozmieszczenia kul w szufladach, 
wi^z^cy siQ z rzutem wieloma identycznymi monetami: Komoda ma 
dwie, ponumerowane liczbami O i l ,  szuflady. Kazda z szuflad 
moze pomiedcid wiele kul. Obok w pudelku znajduje siQ 7 iden- 
tycznych kul, ktöre trzeba rozmiedcid w tych szufladach prze- 
strzegaj^c nast^puj^cej zasady: dla kazdej wyj^tej z pudetka 
kuli trzeba wylosowad szufladQ, do ktdrej kula zostanie wlozona, 
przy czym kazda z szuflad ma mied przy tym jednakowe szanse. 
Zadanie, jakie stoi przed klas^, to opracowanie sposobu prze- 
prowadzenia takiego eksperymentu. Chodzi tu przede wszystkim 
o odkrycie, iz pozwala to zrobid rzut siedmioma monetami. Aby 
rozmiedcid kule wystarczy rzucid siedmioma monetami i nast^pnie 
tyle kul przelozyd z pudelka do szuflady numer 0, na ilu mone- 
tach wypadl orzel, pozostale przekladaj^c do szuflady numer 1.

Ostatnie odkrycie wykorzystane zostaje do jakodciowej oceny 
prawdopodobieiistwa nast^puj^cych zdarzeri:

A : wszystkie kule trafi^ do jednej szuflady,
B : do jednej szuflady trafi^ dokladnie 3 kule.
Odkryte analogie, odkryty jakby probabilistyczny izomorfizm 

sytuacji losowych daje podstawy do oceny i wnioskdw typu: Jest 
malo prawdopodobne, aby w losowym rozmieszczeniu 7 identycznych 
kul w dwu duzych szufladach wszystkie kule trafily do jednej 
szuflady. I jest to tak samo malo prawdopodobne, jak to, ze w rzu- 
cie siedmioma monetami wszystkie one upadn^ do gdry t^ sam^ 
stron^.

Na kolejnych lekcjach uczniowie odkrywaj^ w znanym juz rzu- 
cie identycznymi monetami i w losowym rozmieszczeniu jednako­
wych kul w dwu duzych ponumerowanych szufladach modele symula- 
cyjne dla pewnych konkretnych zjawisk. Odkrycie to b^dzie mied
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zasadnicze znaczenie przy konstruowaniu wladciwego modelu pro- 
babilistycznego dla tych zjawisk.

Proces’odkrywania i dopasowywania dla rzeczywistej sytuacji 
wladciwego dlaii modelu probabilistycznego wymaga zdolnodci 
wyabstrahowywania faktdw z probabilistycznego punktu widzenia 
najistotnie jszyctv. Taki proces schematyzacji konkretnego zja- 
wiska prowadz^cy poprzez wladciwy model symulacyjny do odpo- 
wiedniego modelu probabilistycznego stanowi wazny element we- 
ryfikowania pewnego typu hipotez.

Istota weryfikacji pewnych hipotez metodami probabilistycz- 
nymi polega na eliminowaniu na podstawie znanego rezultatu tych 
spodrdd wielu jego mozliwych przyczyn, ktdre ze stosunkowo ma- 
lym prawdopodobieiistwem mog^ doprowadzid do tego rezultatu. 
Prawdopodobiertstwo, z jakim dana przyczyna moze doprowadzid 
do znanego nam rezultatu, wyznaczamy w modelu probabilistycznym, 
jaki odpowiada sytuacji i ktdry otrzymujemy w procesie schema­
tyzac ji i wst^pnej matematyzacji tej rzeczywistej sytuacji.
Mowa tu o sytuacji, ktdrej dotyczyla hipotetyczna przyczyna 
i znany rezultat (skutek). Przyklady ilustruj^ce ten typ wery- 
fikowania hipotez zamieszczono w rozdziale 14 w [ΐβ].

Wspomniane wyzej powody natury praktycznej, ale przede 
ws(zystkim pewne dydaktyczne walory procesu schematyzacji rze- 
czywistych zjawisk, uzasadniaj^ rol^, jakq, przypisano w tej 
koncepcji propedeutyki probabilistyki analizie rzeczywistych 
zjawisk o charakterze losowym.

Zjawisko, ktdre teraz poddawane zostaje procesowi wst^pnej 
matematyzacji, to lowienie ryb przez dwu w^dkarzy. Zadanie ro- 
dzi si^ na tle problemu, przed ktdrym staje klasa w momencie, 
gdy urywa si^ opowiadanie o dwu w^dkarzach, ktdrzy iowi^c na 
identyczne przyn^ty i zlowiwszy l^cznie 7 ryb wrdcili znad 
stawu. Chodzi tu o wnioski, jakie wynikaj^ z tych informacji, 
a ktdre dotycz^ tego, co zdarzylo siQ w trakcie polowdw.

Dyskusja rozpoczyna si^ od wyrdznienia rzeczy najistotniej- 
szych ( jednakowe przyn^ty) i od wskazywania tego, co mozna i 
co nalezy zaniedbad, jakie uproszcZenia maj^ tu uzasadnienie, 
jakie nie wypaczaj^ istoty sytuacji. Schematyzacja taka prowa- 
dzi do odkrycia, ze w trakcie polowdw zostaly w istocie rozmie-
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szczone losowo kule w dwu rdznych szufladach. Jedli przez x 
oznaczyd liczbQ ryb zlowionych przez jednego z w^dkarzy, a 
przez y liczb^ ryb zlowionych przez drugiego z nich, to 
para (X/y), gdzie x = 0,1 ,2,3,4,5,6 ,7 i y = 7 - x, jest 
czytelnym ködern wyniku zjawiska, o jakim tu mowa. Tabelka ze 
str. 178 moze byd zatem uznana za podstaw^ dla jakodciowej 
estymacji rozkladu prawdopodobierfstwa na zbiorze wynikdw lo- 
wienia ryb.

Ostatnie spostrzezenie prowadzi do ocenfna razie jeszcze 
jakodciowych ) prawdopodobierfstwa nast^puj^cych zdarzeri:

A2 : wszystkie ryby zlowil jeden z w^dkarzy,
B2 : jeden z nich zlowil dokladnie 3 ryby.
Rozwazania zwi^zane z konkretnymi zjawiskami ukazuj^ ucz- 

niowi, co i jak si^ matematyzuje. Te dyskusje wprowadzaj^ 
ucznia w proces konstrukcji modelu probabilistycznego dla rze 
czywistych zjawisk o charakterze losowym oraz przygotowuj^ 
do pddniejszych zastosowah metody probabilistycznej przy wery 
fikowaniu hipotez.

W zadaniu domowym uczniowie maj^ ocenid, jak bardzo praw- 
dopodobne zdarzenia A^ i zwi^zane z losowym rozkla-
dem rodzynkdw w trakcie mieszania ciasta z siedmioma rodzynka 
mi i dzielenia go na dwie rdwne cz^dci, z ktdrych uformowano 
dwie babki:

A^: jedna z babek b^dzie bez rodzynkdw,
B^: do jednej z babek traf13 dokladnie 3 rodzynki.
Zjawiskom, dodwiadczeniom, eksperymentom losowym, wokdl 

ktdrych skupialy siQ powyzsze dyskusje, odpowiada ten sam mo- 
del probabilistyczny ( Q  »p) , w ktdrym £2 = {(x>Y,J : x = 0 , 1  

2,3,4,5,6 ,7 i y = 7 - xj oraz

Liczba 7 monet, 7 ryb, 7 rodzynkdw i 7 kul ma tu pewien 
zwi^zek z wymiarami szachownicy, ktdra bQdzie na nast^pnym 
etapie nauczania plansz^. do pewnej gry pozwalaj^cej a priori 
okredlid rozklad prawdopodobieristwa na zbiorze wynikdw sied-
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miokrotnego rzutu monetQ (ten ostatni eksperyment losowy pozos- 
taje w zwi^zku z jednoczesnym rzutem siedmioma monetami).
Liczba 7 wi^ze siQ takze z liczbQ poziomdw na desce Galtona, 
dostQpnej aktualnie w sprzedazy, ktdra na kolejnych lekcjach 
bQdzie przyrz^dem do symulowania siedmiokrotnego rzutu monet^ 
i rzutu siedmioma monetami.

Pewn^ rolQ w kontekdcie ostatnich przykladdw odgrywa nastQ- 
puj^ce zadanie: Pawel z Gawlem wyprowadzaj^ co dzierf swego psa 
na spacery. Postanowiono, ze na kazdy dzierf najblizszego tygod- 
nia towarzysz psich spacerdw zostanie wylosowany. Z zestawu dwu 
bialych i dwu czarnych kul losuje siQ dwie. Jedli obie tego 
samego koloru, to z psem wychodzi na spacer Pawel, jedli rdzne- 
go koloru, to z psem na spacer wychodzi Gawel. Rozwazmy dwa 
nastQpujei.ee zdarzenia:

A4: caly tydzierf bQdzie wyprowadzal psa ten sam chlopiec,
: 3 lub 4 razy w tygodniu z psem na spacery bQdzie wycho­
dzi 1 Pawel.

Czy A^ jest zdarzeniem tak samo prawdopodobnym jak zdarze- 
nie A? Czy zdarzenia i B sq, tak samo prawdopodobne? Dlaczego?

W zadaniu tym chodzi o wykrycie, iz okredlony wyzej rozklad 
prawdopodobieristwa na odmioelernentowym zbiorze nie jest w tej 
sytuacji wladciwy (losowanie nie daje rdwnych szans).

W omawianym do tej pory losowym rozmieszczaniu kul do jed- 
nej szuflady mogla trafiad dowolna ilodd kul. Z tego powodu 
nazwano te szuflady duzymi. Teraz rozwazad siQ bQdzie inny typ 
rozmieszczeri, przy ktdrych do kazdej szuflady bQdzie trafiad 
dokladnie jedna kula. Szuflady nazwiemy wtedy malymi.

3.4. Losowe rozmieszczenie ponumerowanych kul w malych ponume- 
rowanych szufladach i pierwsze ilodciowe oceny a priori 
rozkladu prawdopodobiertstwa

Jakodciowe oceny prawdopodobieristwa zdarzenia dotyczyly zdarzeh, 
ktdre w odpowiednim modelu probabilistycznym rdzniQ siQ znacz- 
nie wartodci^ prawdopodobierfstwa, co w trakcie eksperymentowa-
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nia uwidacznia siq wyradn^ rdznicq, czqstodci ich zachodzenia 
w bardzo wielu powtdrzeniach eksperymentu. Byly to wnioski a 
posteriori. Na podstawie czqstodci zdarzenia wnioskowano o war- 
todci jego prawdopodobieristwa w modelu. Chodzilo jednak tylko 
o to, czy wartodd ta powinna byd mala czy duza, wiqksza czy 
mniejsza.

Pojqcie zdarzeri jednakowo prawdopodobnych i zwi^zanych z 
tym samym eksperymentem losowym nalezy do trudniejszych pojqd. 
Stosowane do tej pory oceny a posteriori zawodz^ w przypadku 
zdarzeri jednakowo prawdopodobnych w modelu.

Podstaw^ do podjqcia decyzji o uznawaniu dwu zdarzeri zwi^- 
zanych z tym samym eksperymentem losowym za jednakowo prawdo- 
podobne (a dcidlej, ze w modelu probabilistycznym nalezy im 
przypisad rdwne wartodci funkcji p ) na ogdl pewne symetrie,
ktdre ujawniaj^ siq w procesie schematyzacji, a wiqc na etapie 
wstqpnej matematyzacji. v

Na jedn^ z lekcji w klasie VI uczniowie przynosz^ taliq 
kart. Wykorzystujemy najpierw 3 karty tego samego koloru: wale- 
ta, damq i krdla. Kazdy z ucznidw dokladnie tasuje swoje karty, 
a nastqpnie rozklada je w rzqdzie jedna po drugiej tak, jak roz- 
klada siq karty przy ukladaniu pasjansa. Obiektem zainteresowa- 
nia jest kolejnodd, w jakiej ulozyiy siq karty.r

Na tle powyzszego konkretnego eksperymentu losowego poja- 
wiaj^ siq nastqpuj^ce pytania:
a) Jak czytelnie zakodowad otrzymany wynik?
b) Jak okredlid zbidr wszystkich mozliwych wynikdw?
c) Czy s^ jakied powody, dla ktdrych jeden z mozliwych wynikdw 

nalezaloby uwazad za bardziej mozliwy (bardziej prawdopodo- 
bny) niz inny?
Na lekcji problemy te inspirowala gra losowa, w ktdrej trzy 

vspomniane karty s^ rekwizytem i ktdra przypomina poznane 
uprzednio gry. Za chwilq prowadz^cy lekcjq rozlozy swoje trzy 
Potasowane wczedniej karty. Przedtem kazdy z ucznidw stawia na 
jeden z mozliwych wynikdw rozkladania kart, wpisuj^c jego kod 
na kartce. Kiedy wynik rozkladania kart jest juz znany, kazdy 
z graczy konfrontuje ten wynik z tym, na jaki wczedniej posta-
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wii. Gracz uzyskuje tyle punktdw, ile ma trafieri, a wi^c na ilu 
miejscach przewidzial karty tak, jak je ustawil przypadek w 
trakcie taaowania i rozkladania.

Sytuacja problemowa jest tu analogiczna do sytuacji przy 
grze z monetami. Teraz jednak mozna wygrad rdzne licfcby punktdi.

Karty kodujemy pierwszymi literami nazwy figury, a wynik 
rozkladania kart - permutacj^ zbioru |w,d,k}· Za pomoc^. 
drzewka uczniowie konstruuj^ zbidr wszystkich mozliwych wynik<5w 
Przyjmujemy (w tej sytuacji bardzo dla ucznia naturaln^ ) kon- 
wencjQ opisywania w q z 1(5w  drzewka. Kolejny w^zel kazdej gal^zi 
opisany jest ci^giem koddw wynikdw wszystkich etapdw niepddniej- 
szych niz ten, ktdremu w^zel odpowiada. W przypadku rozklada­
nia potasowanych wczedniej kart drzewko powstaje w trakcie 
analizy, jak etapami moze powstawad wynik. Kolejne w^zly danej 
gal^zi zawierajq. kod historii etapowego powstawania danego 
wyniku (zob. rys. l). Jest to odmienna od przyj^tej w teorii 
grafdw (a takze w [4] , [5J i [8j ) konwencja opisywania w q z 1<5w
drzewka.

Rys. 1
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Uczeri, ktc5ry przed rozlozeniem kart postawil na jeden z 
mozliwych wynikdw tego rozkladania, okredlil na zbiorze wszy- 
stkich wynikdw rozkiadania zmienn^ losow^. Na rysunku 1 zazna- 
czono grafem strzalkowym zmienn^ losow^ X, jak^ na Ω  
okredlil gracz, kt(5ry postawil na wynik dkw.

Pozostahmy przy tym graczu i rozwazmy zdarzenia:
A^: ten gracz zdob^dzie j punktdw (j=0,1,2,3),
A: ten gracz zdob^dzie przynajmniej jeden punkt.
Mamy tu A^ = ^ X=j J. dla j=0,l,2,3 oraz A = A A ^ .

Na uwagQ zasluguje tu zdarzenie jako dobry przyklad zda­
rzenia niemozliwego. Przykladami zdarzeri niemozliwych bywaj^ 
zdarzenia typu: "w rzucie kostk^ wypadnie 7 oczek", "w rzucie 
raonet^ wypadnie orzel i reszka". Nie wydaj^ si^ to byd wladciwe 
przyklady, w ich okredleniu tkwi pewna niedorzecznodd. Problem 
wi^ze siQ ogdlnie z niedobrymi przykladami warunkdw okredlaj^- 
cych zbidr pusty.

Aby ocenid, jak bardzo prawdopodobne zdarzenia Ag, A^, 
A^ i A, uczniowie proponuj^ gromadzenie danych empirycznych. 
Ale teraz juz pora na oceny a priori. Warunki, w jakich prze- 
prowadzany jest eksperyment (dokladne tasowanie kart), daj^ tu 
podstawy do uznania modelu klasycznego za wladciwy model dla 
tego eksperymentu losowego. Ten fakt upowaznia do wnioskdw, ze 
zwi^zane z tym eksperymentem zdarzenie jest tym bardziej praw­
dopodobne, im wi^cej sprzyja mu wynikdw oraz ze zdarzenia rdw- 
noliczne s^ jednakowo prawdopodobne.

Oceny maj^ teraz Charakter ilodciowy (Ag dwa razy bardziej 
prawdopodobne niz A^, A^ trzy razy bardziej prawdopodobne 
niz A^, A^ tak samo prawdopodobne jak wyrzucenie szdstki 
kostk^).

Szczegdln^ rol^ w odkrywaniu pewnych izomorfizmdw petni 
dyskusja nad szansami innego gracza, ktdry postawil na przyklad 
na wynik wdk. Niech Y b^dzie zmienn^ losow^, jak^ dw gracz 
automatycznie okredlil na zbiorze . Chodzi o odkrycie, ze
zdarzenia {X=j} oraz {Y=j} dla j=0,l,2,3 tak samo
prawdopodobne, a wi^c ze rozklady zmiennych losowych X i Y 

identyczne.
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Poprzednie wnioski d0tycz3.ce rzutu siedmioma monetami (a 
wi^c dotycz^ce konkretnego, ale w pewnym sensie sztucznego 
eksperymentu'losowego) zostaly przeniesione na konkretne zja- 
wiska, dla ktdrych po pewnej schematyzacji rzut monetami stal 
siQ odpowiednim modelem symulacyjnym.

Rozklad potasowanych kart jest takze nieco sztucznym eks- 
perymentem. Otrzymane w trakcie jego analizy oceny i wnioski 
zostan^ teraz przeniesione na sytuacje w pewnym sensie analo- 
giczne, na zjawiska z otaczaj^cej nas rzeczywistodci, dla ktd- 
rych rozklad potasowanych kart wydaje si^ byd wladciwym mode­
lem symulacyjnym.

W problem schematyzacji konkretnej sytuacji, ktdra to 
schematyzacja poprzez model symulacyjny prowadzi do odpowied- 
niego modelu probabilistycznego, wprowadza na lekcji krdtkie 
opowiadanie. Rzecz dotyczy zaslyszanej w poci3.gu rozmowy, 
w ktdrej jeden z pasazerdw opowiada, jak to wczoraj napisal 
3 listy fdo babci, do wujka i do kolegi), ktdre nast^pnie wlo- 
zyl do trzech jednakowych kopert. Telefon przerwal ich adreso- 
wanie. Po rozmowie telefonicznej koperty zaadresowal, nalepil 
nah znaczki i kiedy listy zostaly juz wrzucone do skrzynki, <5w 
roztargniony czlowiek udwiadomil sobie, ze wpisuj^c na koper- 
tach adresy nie sprawdzil, jaki list (list do kogo) znajduje 
siQ wewn^trz. Tu kohczy siQ opowiadanie. Uczniowie prdbuj^ 
ustalid jego zwi^zek z lekcjami matematyki (probabilistyki).

Uwaga ucznidw skupiona zostaje nast^pnie na zdarzeniach
C.: dokladnie j listdw trafi pod wtadciwy adres (j=0,l, 

2,3).
Uczniowie proponuj^ rdzne sposoby symulowania eksperymentu 

losowego, jaki towarzyszyl wysylaniu listdw (a w istocie ich 
adresowaniu). Jedni proponuj^ uzycie do symulowania 3 jednako­
wych kopert i trzech kartek. Potem rezygnuj^ z kopert. Trzy 
jednakowe kartki, opatrzone na odwrocie literami: b (babcia) , 
w (wujek) i k (kolega) , rozlozone - po wczedniejszym ich 
potasowaniu - na trzech wczedniej zaznaczonych miejscach 
(pierwsze na przyklad liter^ b, drugie liter^ w, a trzecie 
liter^ k), daj^ jeden wynik eksperymentu losowego, symuluj^c
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przebieg tamtego eksperymentu z opowiadania.
Ostatni sposdb symulowania podsuwa uczniom pomysl, aby 

uzyd do symulacji trzech kart: waleta, damQ i krdla. Na stole 
zaznaczamy kontury trzech kart. To trzy miejsca, na ktdre roz- 
lozone zostan^. po dokladnym potasowaniu trzy karty: walet 
(list do kolegi), dama (list do babci) i krdl (list do wujka). 
Kontury wczedniej oznaczone zostaly literami: w, d i k. 
Liczba listdw skierowanych pod wladciwy adres jest w modelu 
symulacyjnym liczb^ wygranych punktdw w poprzednio omawianej 
grze przez gracza, ktdry postawil na wynik okreälony poprzez 
oznaczenie konturdw na stole. Odkrycie tego faktu pozwala na- 
tychmiast przeniedd poprzednio uzyskane wnioski i oceny na 
zdarzenia (j=0,l,2,3), a takze na zdarzenie

C: przynajmniej jedno pismo trafi pod wladciwy adres.
Symulacja probabilistyczna, istot^ ktdrej jest naäladowa- 

nie jednych eksperymentdw losowych innymi, odgrywa wi^c wazn^ 
rolQ w odkrywaniu pewnych analogii i w wykorzystywaniu tych 
analogii do wnioskowah o charakterze probabilistycznym. Ta ro- 
la symulacji nie wydaje siQ byd doceniana w dydaktycznych kon- 
cepcjach probabilistyki.

Liczba uzyskanych punktdw w grze z kartami, liczba listdw, 
ktdre trafiaj^ pod wlaäciwy adres - to liczby tak zwanych sko- 
jarzeri w losowym rozmieszczeniu ponumerowanych kul w ponumero- 
wanych szufladach (zob. £ΐβ]).

Komoda ma n ponumerowanych szuflad malych (bo w kazdej 
moze siQ pomieäcid tylko jedna kula), a obok w pudelku znajdu- 
je si^ n ponumerowanych kul. Dia wyj^tej z pudelka kuli nu- 
mer 1 trzeba wylosowad szufladQ, do ktdrej t^ kulQ wlozymy, 
przy czym kazda z szuflad ma mied przy tym jednakowe szanse.
Dia wyj^tej z pudelka kuli numer 2 losujemy jedn^ spoärdd 
pustych szuflad, dajqc kazdej pustej szufladzie rdwne szanse. 
Tak samo post^pujemy z pozostalymi w pudelku kulami.

Jak nietrudno zauwazyd, kule mozna rozmieszczad w opisany 
wyzej sposdb losuj^c n-krotnie bez zwracania kulQ z pudelka 
i kolejno wyci^gane (wylosowywane teraz) kule wkladaj^c do 
kolejnych szuflad.
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Przyjmijmy n=3. Dyskusja w klasie nad sposobami przepro- 
wadzenia losowego rozmieszczenia trzech ponumerowanych kul 
w trzech malych ponumerowanych szufladach prowadzi do odkrycia 
analogii pomi^dzy tym rozmieszczeniem a rozkladaniem trzech 
potasowanych kart na trzech wczeäniej oznaczonych miejscach/ 
a takze pomi^dzy rozsylaniein listöw w sposöb przypadkowy,
0 jakim wspomniano w opowiadaniu.

Dotychczasowe rozwazania pozwala pol^czyd z now^ gr̂ . i no- 
konkretn^ czynnoäci^ prosty przyrz^d losuj^cy. Jest nim 

plastykowa butelka do wielokrotnego losowania ze zwracaniem
1 bez zwracania kuli. Ten ciekawy przyrz^.d losuj^cy znajduje 
siQ w zestawie pomocy do nauczania rachunku prawdopodobiehstwa 
zaproponowanym przez A. Oleck^ i Z. Semadeniego, znajduj^cym 
si^ aktualnie w sprzedazy w sklepach CEZASu^.

Przeäroczyst^ rurkQ b^d^c^ przedluzeniem szyjki butelki 
dzielimy na segmenty, kt<5re nast^pnie numerujemy. Po doklad- 
nym potrz^äni^ciu butelki z trzema ponumerowanymi kulami i po

skojarzenie

Rys. 2

Dobry w pomy^le przyrz^d losuj^cy ile jednak funkcjo- 
nuje z powodu usterek technicznych. Na uwag§ nauczyciela zaslu- 
guj^ propozycje innych pomocy znajduj^cych siQ w tym zestawie, 
jak wiruj^ce b^czki generuj^ce klasyczne rozklady na röznych 
zbiorach. Zestaw zawiera takze bogaty komentarz slowny.
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szybkim odwrdceniu butelki do g<5ry dnem kulki losowo rozmiesz- 
czaja sia w poszczegdlnych segmentach. Mdwimy o skojarzeniu, 
jedli kulka trafita do wladciwego segmentu (zob. rys. 2).

Opisany tu przyrzad losujacy jest rekwizytem w grze. Po 
potrz^dnl^ciu butelka z kulkami zdobywa sia tyle punktdw, ile 
nastapilo skojarzeri. Problem, w jaki wprowadza taka gra, to 
koszt wstapu uprawniajacego do udzialu w jednej takiej grze, 
kt<5ry gwarantowalby pewna sprawiedliwodd gry. Chodzi tu o usta- 
lenie wartodci oczekiwanej wygranej. W przypadku gry sprawied- 
liwej koszt wstapu powinien byd rdwny tej wladnie wartodci 
oczekiwanej. \

üczniowie prdbuja taki koszt oszacowad poprzez dane empi- 
ryczne. Ta estymacja wartodci oczekiwanej stanowi wazny etap 
ksztaltowania trudnego pojacia, jakim jest wartodd oczekiwana 
zmiennej losowej. Losowanie kul za pomoca wspomnianej butelki 
zostaje powtdrzone bardzo wiele razy. Kazdemu wynikowi przypi- 
$ana zostaje liczba skojarzeh (liczba zdobytych punktdw). 
ärednia arytmetyczna tych wartodci dla wynikdw bardzo wielu 
powtdrzeh eksperymentu losowego jest estymatorem (o najwi^kszej 
wiarogodnodci) wartodci oczekiwanej. Analiza tej dredniej aryt- 
metycznej podsuwa sposdb okredlenia wartodci oczekiwanej. zmien­
nej losowej.

Niech m badzie liczba powtdrzeri trzykrotnego losowania 
bez zwracania kuli, a X liczba skojarzeri. Niech lm (x=j) 
oznacza liczba tych powtdrzeri, w ktdrych bylo j skojarzeri 
fj=0,l,3). Niech xm badzie drednia arytmetyczna wartodci 
zmiennej losowej X w m powtdrzeniach losowania. Nietrudno 
zauwazyd, ze

1 (x=o) 1 (x-l) 1_ 6c—3)
xm = 0 — ---- + 1 · -=!---- + 3 · -2----- .m „m m m

Ulamek ---—--- jest czastodcia zdarzenia (X=jj w m P°"
wtdrzeniach eksperymentu. Ten ulamek jest pewnym oszacowaniem 
prawdopodobieristwa tego zdarzenia. Jedli po prawej stronie 
ostatniej sumy wstawid w miejsce wspomnianych czastodci odpo-
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wiednie prawdopodobieiistwa, to od dredniej arytmetycznej przej- 
dziemy do jej pewnego teoretycznego odpowiednika, a mianowicie 
do wartodci oczekiwanej (zwanej takze wartodci^. dredni^) 
zmiennej losowej X. Matematyzacja prowadzi tu do definicji 
wartodci oczekiwanej. Estymacja podsun^la pomysl okredlenia 
wartodci oczekiwanej zmiennej losowej X nast^puj^co:

E ( x ) x= 0 ρ(χ=θ)  + 1 P (x = l )  + 3 p (x= 3 ) .

Liczby 0,1 i 3 jedynymi wartodciami, jakie zmienna losowa X 
moze przyjmowad.

Dane empiryczne mozna w tym przypadku gromadzid za pomoc^ 
trzech kart.

3.5. Gry losowe a odkrywanie i wykorzystywanie we wnioskowa- 
niach pewnych izomorfizmdw

Dia wszystkich omawianych w zwi^zku z wysylaniem listdw przez 
roztargnionego nadawcQ eksperymentdw losowych odpowiednim mo- 
delem probabilistycznym jest para f*ß ,p), gdzie ^  jest 
zbiorem permutacji zbioru [1 ,2 ,3], a p klasycznym rozkladem 
prawdopodobiehstwa na tym zbiorze.

Kolejn^ okazj^ do rozwijania pewnych intuicji w klasie 
VI dyskusje nad rdznymi na pierwszy rzut oka grami losowymi.

Gra I. Uczniowie zaznaczaj^ na kartce 3 prostok^ty (kazdy 
wielkodci karty do gry ) w rz^dzie jeden po drugim. Pierwszy 
oznaczaj^ liter^ w, drugi liter^ d, a trzeci liter^ k.
Kazdy z ucznidw tasuje dokladnie swoje trzy karty (waleta, da- 
m§ i krdla ) i rozklada je nast^pnie na oznaczonych miejscach, 
odkrywaj^c karty przy ich wykladaniu. Za wynik takiego rozkla- 
dania uczeh zdobywa tyle punktdw, ile nast^pilo skojarzerf. 
Mdwimy o skojarzeniu, gdy karta znalazla si§ na miejscu ozna- 
czonym ködern tej karty.
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Liczba zdobytych punktdw jest zmienn^ losow^ o identycznym 
rozkladzie, jak wygrana gracza w grze, w ktdrej przed rozkla- 
daniem kart stawialo si^ na jeden z mozliwych wynikdw (wpisu- 
j^c na kartce permutacj^ zbioru (,w,d,k| b^d^c^ ködern tego 
obstawianego wyniku).

Gra II. W regulaminie gry, od kt<5rej rozpocz^ly si^ rozwa- 
zania, wprowadzamy pewn^. zmian^. Teraz w grze uczestniczy dwu 
graczy. Jeden obstawia wynik (wpisuj^c jego kod na kartce), 
drugi tasuje i rozklada karty. Na stole lez^ 3 zetony. Gracz 
obstawiaj^cy wygrywa tyle zetondw, ile ma trafieri. Pozostale 
wygrywa jego przeciwnik. A gr^ wygrywa ten, kto zdobyl wi^cej 
zetondw.

Chodzi tu o rozstrzygniQcie, czy szanse wygrania s^ dla 
obu graczy rdwne. Na zbiorze ^  wynikdw rozkladania kart 
zostaj^. tu okre^lone dwie zmienne losowe: X - liczba zetondw 
wygranych przez obstawiaj^cego wynik oraz Y - liczba wygranych 
zetondw przez rozkladaj^cego karty.

Gra III. W grze uczestniczy para ucznidw. Jeden rozklada 
trzy potasowane karty w rz^dzie, a nast^pnie w rdwnoleglym rzq- 
dzie naprzeciw rozklada swe potasowane karty drugi z graczy. 
Obaj odkrywaj^ wykladane na stdl karty. Pierwszy zdobywa tyle 
zetondw spodrdd trzech lez^cych na stole, ile nast^pilo skoja- 
rzed, a wi^c w ilu przypadkach naprzeciw siebie znalazly si^ 
identyczne karty. Pozostale zetony zabiera drugi z graczy.

Wykrywanie istniej^cych analogii w grach (wykrywanie pew- 
nych izomorfizmdw w problemach, ktdre te gry rodz^ ) - to wykry­
wanie wspdlnego modelu probabilistycznego dla sytuacji losowych, 
jakie te gry stwarzaj^. Umiej^tnodd wykrywania, zdolno^d widze- 
nia, uzasadniania i wykorzystywania do wnioskowari takich ana­
logii (takich probabilistycznych izomorfizmdw) wynikaj^cych 
z identycznoäci modeli probabilistycznych, stanowi na tym eta- 
pie nauczania jeden z wazniejszych aspektdw ksztaltowania pew- 
nych intuicji i poj^d probabilistycznych.
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3.6. Deska Galtona jako przyrz^d losuj^cy. Grafy stochastyczne 
w pocz^tkach nauczania probabilistyki

Konkretnym przyrz^dem losuj^cym (i to niedocenianym w tworzo- 
nych aktualnie koncepcjach propedeutyki probabilistyki) jest 
deska Galtona. Ten przyrz^d pozwala jednoczednie gromadzid, 
porz^dkowad i przedstawiad dane statystyczne (wyniki bardzo 
wielu powtdrzeri pewnego konkretnego eksperymentu losowego). 
Jest to zarazem przyrz^d do symulowania wielu rdznych zjawisk 
konkretnych.

W dost^pnych aktualnie w sprzedazy deskach Galtona spada- 
nie kulki odbywa si^ w 7 etapach (kulka 7 razy trafia na prze- 
szkod^).

Obserwacja rozkladu duzej liczby spadaj^cych po nachylonej 
desce kulek w poszczegdlnych przegrddkach stawia klas^ przed 
pewn^ sytuacj^, problemowq.. Pierwsze pytanie, jakie rodzi si^ 
na jej tle, dotyczy prdb wyjadnienia, dlaczego tak jest? Czy 
da si^ jakod uzasadnid dostrzezon^ w sposdb wyrafny empiryczn^ 
prawidlowodd.

Obserwujmy najpierw numer przegrddki, do ktdrej trafia 
spadaj^ca kulka. Przegrddki ponumerowane s^ liczbami od 0 do 7. 
Dane empiryczne (liczby kulek w poszczegdlnych przegrddkach) 
dostarczaj^ pewnych informacji na temat modelu probabilistycz- 
nego dla spadania kulki po desce. Wladciwy rozklad prawdopodo- 
bieristwa dla danego eksperymentu losowego nie jest rozkladem 
klasycznym.

Przypuddmy, ze deska jest lekko nachylona, i ze mozliwe 
jest obserwowanie trasy, jak^ kulka spada (a nie tylko prze­
grddki, do ktdrej ostatecznie trafia). Z pewnych symetfii 
(kazda trasa w kanalikowym labiryncie wyznaczonym przez kolki 
sklada si^ z tej samej liczby odcinkdw, wybdr kazdego z dwu 
kierunkdw spadania w momencie trafienia kulki na kolek jest 
tak sarao prawdopodobny - co wynika z ksztaltu kolka) wnosimy, 
ze nie ma powoddw, aby jedn^ z mozliwych tras uwazad za bar- 
dziej prawdopodobn^ niz inn^. Jedli przebieg i wynik tego 
eksperymentu losowego kodowad tras^, to na zbiorze wszystkich
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tras w kanalikowym labiryncie na desce Galtona rozklad prawdo- 
podobierfstwa jest klasyczny.

Odkrycie zwi^zku pomi^dzy wspomnianymi wyzej modelami pro- 
babilistycznymi umozliwia analiza kanalikowego labiryntu, jaki 
wyznaczaj^ na desce kolki. Konstrukcja schematu tego labiryntu 
jest dla ucznia trudnym, ale niezwykle ksztalc^cym problemem. 
Uczeh musi tu dokonad wladciwej schematyzacji podobnej do tej, 
kt<5ra prowadzi do schematu sieci kolejowe j , czy drogowe j na 
mapie. Kolek trzeba zast^pid punktem, drog^ kulki od jednej 
przeszkody do nast^pnej - odcinkiem itd. Graf, jaki powstaje 
w trakcie tej schematyzacji, dzieci wykorzystujq, na lekcji 
do ustalenia liczby sposobdw (tras}, jakimi spadaj^ca kulka 
moze docierad do kazdej z odmiu przegrddek. Liczby te otrzymuje 
si$ w trakcie konstrukcji trdjk^ta Pascala. Obok kolejno osi$- 
galnych ze startu w^zldw uczniowie wpisuj^ liczby sposobdw 
dotarc.ia do nich ze startu (por. Cl43J. . Liczby te daj^ odpo- 
wiedi na pytanie, dlaczego duza liczba kulek spadaj^cych po 
desce rozlozyla siQ w poszczegdlnych przegrddkach tak, a nie 
inaczej.

Jedn$. z lekcji w klasie VI rozpoczynam od problemu symulo- 
wania bi^dzenia kulki po kanalikowym labiryncie na desce Gal­
tona w przypadku, gdyby deska byla zepsuta (nie mozna jej na- 
chylid).Chodzi tu o wyznaczenie trasy bl^dzenia za pomoc^ kon- 
kretnego przyrz^du losuj^cego takiego, jak moneta, kawalek 
ciasta z rodzynkiem, dwu w^dkarzy z identycznymi przyn^tami na 
WQdkach itd. Celem tego typu rozwazari jest odkrycie analogii 
pomi^dzy rozkladem wynikdw bardzo wielu powtdrzeri rzutu sied- 
miomä dziesi^ciogroszdwkami (zob. tabelkQ na str. 178), a roz- 
ktadem duzej (takiej samej, jak liczba wykonanych rzutdw sied- 
mioma dziesi^ciogroszdwkami) liczby spadaj^cych po desce Gal­
tona kulek w poszczegdlnych przegrddkach.

Spadanie kulki po nachylonej desce Galtona i obserwacja 
numeru przegrddki, do ktdrej trafia kulka, jest modelem symu- 
lacyjnym dla rzutu siedmioma monetami i na odwrdt. To spadanie 
jest takze modelem symulacyjnym dla losowego rozmieszczenia 
rodzynkdw w dwu kawatkach ciasta w trakcie dokladnego mieszania
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Rys. 3b. Schemat kanalikowego labiryntu na desce Galtona
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ciasta z siedmioma rodzynkami i dzielenia go na dwie rdwne 
cz^dci (liczbQ rodzynkdw w ustalonej cz^dci mozna interpretowad 
jako numer przegrddki, do ktdrej trafia spadaj^ca kulka i na 
odwrdt). '

Efektem procesu wst^pnej matematyzacji empirycznych faktdw 
zwi^zanych z bl^dzeniem losowym kulki po desce Galtona jest 
graf. Powstal on w trakc-ie schematyzacji kanalikowego labiryn- 
tu na desce i stal si^ pewnym narz^dziem matematycznym pozwa- 
laj^cym dociec przyczyn (powoddw) takiego a nie innego rozkla- 
du kulek w przegrddkach. Graf pozwolil rozwi^zad w prosty spo- 
sc5b problem liczby tras prowadz^cych do danej przegrddki (a 
wi^c pewien problem kombinatoryczny). Rozwi^zanie tego proble- 
mu dalo podstawy do konstrukcji modelu probabilistycznego.

Inspirowana przez powyzsz^ problematykQ matematyczna aktyw- 
noäd sprzyja rozwojowi pewnych intuicji koniecznych do wladci- 
wego rozumienia podstawowych idei probabilistycznych. Na tQ 
aktywnodd sklada si^ schematyzacja i wst^pna matematyzacja 
konkretnych sytuacji o charakterze losowym, odkrywanie pewnych 
wspdlnych Struktur wynikaj^cych z identycznych modeli symula- 
cyjnych, pewien proces dedukcji, redukowanie jednych problemdw 
do innych, przenoszenie wnioskdw i ocen z jednych sytuacji na 
sytuacje w sensie probabilistycznym analogiczne. Aktywnodci te 
inspirowane s^ i motywowane pytaniami: Dlaczego tak jest?
W czym tkwi^ przyczyny dostrzezonych prawidlowoäci empiryczn}ch? 
Gdzie spotkalidmy podobn^ sytuacj^? Co z tego faktu wynika?

Rozwi^zywanie zadah rodz^cych si^ na tle tego typu pytah 
o charakterze probabilistycznym wymaga, aby w wyrazaniu wlas- 
nych intuicji, mydli i s^ddw poslugiwad si^ nowym j^zykiem.
Obok wielu specyficznych dla rachunku prawdopodob.iertstwa trud- 
nodci szczegdlne miejsce w pocz^tkach nauczania zajmuje dw spe­
cyf iczny j^zyk probabilistyki.

Pytanie: gdzie spotkalidmy podobn^ sytuacj^ i co z tego 
wynika? - pojawia siQ w trakcie analizowania kolejnej gry. 
Rekwizytem jest moneta dziesi’Qciogroszowa oraz szachownica i 
dwa warcabowe pionki stanowi^ce wlasnodd dwu bior^cych udzial 
w grze graczy. Pola szachownicy oznaczymy par̂ . cyfr (zob. rys.
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4). Numer pola jest par^ jego wspdlrz^dnych, ktdre odczytuje 
siq podobnie, jak wspdlrz^dne punktu na ptaszczyinie.

Oba pionki s t a r t u z  pola (θ,θ). Gracze rzucaj^ na prze- 
mian monet^. Ilekrod wypadnie orzel, pionek gracza, ktdry rzu- 
cal monet^, przesuwany zostaje w s^siednie prawe pole. Gdy wy­
padnie reszka - pionek zostaje przesuni^ty w s^siednie pole 
u gdry. Po siedmiu rzutach kazdego z graczy jego pionek trafia 
do pewnego pola na przek^tnej szachownicy. Jeili jest to pole 
(7-j,j), to gracz zdobywa j punktdw (j=0,1,2,...,7), a gr^ 
(mecz ) wygrywa ten z graczy, ktdry uzyskal wi^cej punktdw.

0 1 2  3 4 5 6 7
Rys. 4

Liczba wygranych przez gracza punktdw jest tu liczb^ wyrzu- 
conych reszek w siedmiokrotnym rzucie monet^. Zanim uczniowie 
odkryj^ ten fakt, ich aktywno^d skierowana zostaje na proces 
kolejnej schematyzacji. Chodzi o skonstruowanie grafu b^d^cego 
schematem tej cz^dci szachownicy, po ktdrej bl^dzi pionek w 
trakcie gry. Pole szachownicy o wspdlrz^dnych (j,k) staje si3 
teraz punktem o wspdlrz^dnych fj,k). Mety staj^ si§ punktami, 
ktdrych suma wspdlrz^dnych wynosi 7 (uczniowie odkrywaj^, ze 
mety te leẑ . na prostej i ze jej rdwnanie ma postad x + y = 7) 
(rys. 5).
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Rys. 5

Poprzez schematyzac, od ktdrej rozpoczyna siQ analiza 
szans kazdego z graczy, dochodzimy na lekcji do wykrycia podo- 
bieristwa fanalogii) otrzymanego tu grafu do schematu kanaliko- 
wego labiryntu na desce Galtona (jeden z tych grafdw jest prze- 
ksztaiceniem drugiego poprzez ztozenie jednokladnodci i pewnej 
izometrii). Z wykrytych dzi^ki grafom analogii wynikaj^ pewne 
wnioski na temat rozkladu liczby punktdw wygranych przez kaz­
dego z graczy.

Uzyskane za pomoc^ deski Galtona wnioski przeniesione zos- 
taj^ na zdarzenia zwi^zane z siedmiokrotnym rzutem monet^.

Obok pewnych tredci geometrycznych i kombinatorycznych, 
jakie towarzysz^ grafom, ich gldwnym walorem jest umozliwienie 
wykrywania podstaw do przenoszenia ocen i wnioskdw o charakte- 
rze probabilistycznym z jednych sytuacji na inne.
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3.7. Dwuwymiarowy graf stochastyczny

Uzycie grafdw daje okazj^ do korzystania w opisie i analizie 
sytuacji losowych rdznorodnych treici matematycznych, a wi^c 
takze j^zyka matematyki. Gldwny walor grafdw w nauczaniu pro- 
babilistyki tkwi w prostocie drodkdw konstrukcji modelu proba- 
bilistycznego przy ich uzyciu. Chodzi tu o uzycie drzewek sto- 
chastycznych oraz stochastycznych grafdw dwuwymiarowych.

Dwuwymiarowe grafy stochastyczne (czyli tak zwane grafy 
przeplywu w czasie) wprowadzam w klasie VI w trakcie analizy 
prostej gry losowej. *

W grze bierze udziai dwu graczy: X i Y. Jeden z nich 
ma na starcie j zetondw, drugi ma ich k. Gracze rzucaj^ 
na przemian monet^. Jedli wypadnie orzel, to gracz X traci 
zeton przekazuj^c go przeciwnikowi. Jedli wypadnie reszka, to 
gracz Y traci zeton na korzydd gracza X. Gra toczy si^ do 
momentu, gdy jeden z graczy straci wszystkie zetony. Mdwimy 
wtedy o ruinie tego gracza. Ale, aby gra nie przedluzala si^, 
ograniczmy czas jej trwania - a wi^c liczb^ rzutdw monet^ - 
do t (t>j oraz t>kj. Jedli po t rzutach zaden z graczy 
nie zostanie zrujnowany, to rezultat gry zarejestrujemy par^ 
(x,yy, gdzie x jest liczb^ zetondw gracza X, a y liczb^ 
zetondw gracza Y po skoriczeniu gry.

Rozwazmy zdarzenia: 
sA^: po s rzutach monet^ gracz X b^dzie mial 1 zeto- 

ndw (s=l,2, . . . , t oraz 1=0,1,2,...,j+k).
Przyjmijmy j=k=3 oraz t=5.^Jedne z powyzszych zdarzeri 
prawdopodobne, inne z nich niemozliwe. Ale na razie ocena 
tych zdarzeri pod k^tem, czy jest ono niemozliwe czy prawdopo­
dobne, jest trudna. Naturalne wydaje si^ tu zalozenie, ze ko- 
lejne rzuty monet^ s^ wykonywane w kolejnych jednostkach czasu. 
Koniec s-tej jednostki czasu nazywajmy chwil^ s.

Po kilku rozegranych w klasie partiach rodz^ si^ nast^pu- 
j^ce problemy:
(a) Czy zestaw az 6 zetondw jest tu konieczny? Czy mozna jakoi 

zmniejszyd liczb^ tych rekwizytdw?
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(b) Ktdre ze zdarzeri A^ prawdopodobne, a ktdre niemozliwe?
(c) Czy szanse obu graczy w tej grze rdwne?
fd) Jakie przyrz^dy losuj^ce mogq, w tej grze zast^pid monet^?
(e) Czy daioby si^ skonstruowad planszQ do tej gry?
(f) Czy zarejestrowane wyniki kolejnych partii rozegranych

w klasie mozna by wykorzystad do oceny, jak bardzo prawdo-
gpodobne s^ zdarzenia A^ ?

(g) Liczba rzutdw przypadaj^cych na jedn^ gr^ jest zmienn^ loso- 
w^. Jest ona czasem trwania gry. Jakie wartodci moze ta 
zmienna losowa przyjmowad? Ktdre z nich najbardziej 
prawdopodobne? Jak drednio dlugo trwaia jedna gra przy jej 
wielokrotnym powtarzaniu w klasie?
Wzmianka o czasie trwania gry sugeruje, aby dw czas wprowa- 

dzid do rozwazah jako parametr. Plansza, o ktdr^ chodzi w pyta- 
niu (e), powinna uwzgl^dniad zmiany liczby zetondw jednego z 
graczy oraz czas, a wi^c liczb^ rzutdw, po ktdrych tQ liczbQ 
zetondw dw gracz osi^gn^i. W trakcie konstrukcji takiej planszy 
powstaje graf stochastyczny dwuwymiarowy. Kazdy w^zel takiego 
grafu jest punktem, ktdrego odci^ta oznacza liczb^ zetondw gra- 
cza X, a rz^dna - liczbQ rzutdw monet^, po ktdrych gracz X 
osi^gn^l t^ liczbQ zetondw fzob. rys. β).

Rys. 6
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Na pocz^tku gry stawiamy pionek w punkcie o wspdlrz^dnych 
(3 ,0). Jest to w^zel startowy. W zaleznodci od wynikdw kolej- 
nych rzutdw monet^ pionek b^dzie bl^dzil po grafie. Gdy wypad- 
nie orzel, pionek przesuniemy o wektor £-l,l]; gdy wypadnie re- 
szka, pionek przesuniemy o wektor £l,l}. Bl^dzenie (gra) koii- 
czy si^ wraz z dotarciem pionka do prostej x=0 (co oznacza
ruinQ gracza x) albo do prostej x=6 (to oznacza ruin^ gra- 
cza y ), albo do prostej y=5. Przebieg gry zostal tym samym 
zinterpretowany jako bl^dzenie losowe po dwuwymiarowym grafie.

Powyzsza interpretacja umozliwia teraz odpowiedzi na te 
pytania, ktdre do tej pory wydawaly si^ trudne. Zajdcie zdarze- 
nia A® jest w powyzszej interpretacji rdwnoznaczne z dotar­
ciem bl^dz^cego pionka do w^zla o wspdlrz^dnych (l,s). Wynika

4 5 . 3 5st^d, ze zdarzenia Aq , A^ s^ niemozliwe, ze zdarzeme A^w Aq
jest inaczej zdarzeniem: gracz X zostanie zrujnowany. Z tej 
interpretacji wynika takze, iz czas trwania gry moze wynosid 3 
lub5.Pewne symetrie (jednakowe liczby zetondw na starcie, a tak­
ze ksztalt monety ) daj^ podstawy do wysnucia wniosku, ze ruina 
jednego z graczy jest tak samo prawdopodobna, jak ruina dru- 
giego z nich.

Wyniki eksperymentu losowego, jaki przeprowadza si^ w trak- 
cie gry, kodowane s^ trasami na grafie. Graf pozwala wi^c tak­
ze okredlid zbidr ιΩ. wszystkich mozliwych wynikdw tego eks­
perymentu. Zgromadzone w klasie dane empiryczne daj^ podstawy 
do kwestionowania rozkladu klasyczneqo, jako wladciwego w tym 
przypadku.

Dwuwymiarowy graf, ktdrym mozna przedstawiad (symulowad ) 
przebieg kazdego wieloetapowego eksperymentu losowego, umozli­
wia okredlanie rozkladu prawdopodobieiistwa na zbiorze mozlivych 
tras. Prostota sposobu konstrukcji modelu probabilistycznego 
za pomoc^ takiego grafu jest jego duz^ zalet^ dydaktyczn^.

4. UWAGI KONCOWE

Istot^ zaprezentowanego w tej pracy uj^cia wst^pu do szkolnego 
rachunku prawdopodobiedstwa jest ukierunkowany proces interio-
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ryzacji prowadz^cy od konkretnych dodwiadczeri ucznia do opera- 
cji mydlowych. Proces ten ma byd oparty na wladciwie - jedli 
chodzi o interesy ksztalcenia matematycznego - zorganizowanej 
konkretnej czynnodci wykonywanej na odpowiednio dobranym mate­
riale. Konkretna czynnodd zwi^zana jest przy tym zardwno z 
przeprowadzaniem eksperymentdw losowych, z gromadzeniem, po- 
rz^dkowaniem i przedstawianiem w postaci tabel i diagramdw da- 
nych statystycznych, jak i z kodowaniem, konstruowaniem plansz 
i grafdw (chodzi tu o drzewka oraz o grafy do symulowania prze- 
biegu specjalnych dodwiadczeh losowych) w trakcie analizy kon­
kretnych wieloetapowych eksperymentdw losowych, jak wreszcie 
przedstawianie za pomoc^ grafdw strzalkowych zmiennych losowych 
i innych funkeji.

Czynnodd konkretna ma zgodnie z zalozeniami tej koncepcji 
dostarczad podstaw do pewnych operaeji mydlowych, ma te opera- 
eje inspirowad i motywowad. Konkretna czynnodd ma takze byd 
metod^ weryfikaeji rezultatdw otrzymanych w trakcie wczedniej- 
szych operaeji mydlowych.

Omawiana tu koncepcja propedeutyki probabilistyki ( w odrdz- 
nieniu od koncepcji prezentowanych w cytowanej na koiicu litera- 
turze ) nie obejmuje zadnych rachunkdw. Traktuje ona proces 
ksztaltowania poj^cia prawdopodobiertstwa bardziej jakodeiowo 
niz ilodeiowo. Proces ksztaltowania poj^cia prawdopodobieristwa 
zdarzenia uwzgl^dnia przy tym jego wieloaspektowodd. Prawdopo- 
dobiehstwo zdarzenia ma siQ stopniowo stawad w mydl tej koncep­
cji syntez^ rdznych podejdd, a mianowicie: klasyeznego (przypa- 
dek wynikdw, ktdre a priori uznaje si^ za jednakowo prawdopo- 
dobne), cz^stodciowego (prawdopodobieristwo zdarzenia rozumiane 
jako teoretyczna cz^stodd tego zdarzenia w duzej liezbie ekspe­
rymentdw), miarowego (prawdopodobieristwo trafienia danego ro- 
dzynka do jednej z wielu, niekoniecznie rdwnych cz^dci, na 
ktdre zostaje podzielony kawalek ciasta po jego dokladnym mie- 
szaniu, jest stosunkiem masy tej cz^dci do masy calego ciasta), 
a takze podejdcia, ktdre cechuje ide^ liczydla probabilistycz 
nego Engla (idea stochastycznego grafu przeplywu).

Liczydlo probabilistyczne jest prostym algorytmem do wyzna- 
czania prawdopodobieristw rdznych zdarzeh zwi^zanych z bl^dze- 
niami losowymi po grafach stochastycznych, ale prostym jedynie
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z uwagi na rachunki. Jest to natomiast skomplikowany algorytm, 
jedli brad pod uwag§ istotQ regul jego dzialania. Idea liczyd- 
ia opiera si§ na pewnej formie idealizacji, mozliwej do zrozu- 
mienia przez ucznidw dopiero z chwil^ uksztaltowania poj^cia 
prawdopodobieristwa zdarzenia, jako liczbowej miary szansy jego 
zaj dcia.

Komentowana tu koncepcja propedeutyki rachunku prawdopodo- 
bieristwa nie obejmuje liczydla probabilistycznego, ale stanowi 
dori istotne przygotowanie i wprowadzenie. Liczydio probabilis- 
tyczne we wladciwy sposdb uwypukla cz^stodciowy aspekt prawdo- 
podobieristwa, a jednoczednie umozliwia uzupelnienie Charakter 
rystycznych dla okresu propedeutycznego aktywnodci prowadz^- 
cych od cz^stodci do prawdopodobieristwa, aktywnodciami skiero- 
wanymi przeciwnie (od znanego prawdopodobierfstwa do jego c z q s -  

todciowej interpretacji w sytuacji wyidealizowanej, do cz^stod- 
ci oczekiwanej w sytuacji idealnej) .

Wprowadzane stopniowo grafy stochastyczne stanowi^ wi^c 
takze przygotowanie do stopniowego wprowadzania ucznia w nastg?' 
nych klasach w ide^ liczydla probabilistycznego, a takze do 
okredlania rozkladu prawdopodobieristwa dla wieloetapowych dod- 
wiadczeh za pomoc^ drzewek i znanych rozkladdw prawdopodobierfstwa 
dla poszczegdlnych etapdw.
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S u m m a ry

A p r o p o s a l  o f  d e v e l o p i n g  o f  p r o b a b i l i s t i c  n o t l o n s  

l n  t h e  s o l i o o l  t e a o h i n g  b a s  b e e n  p r e s e n t e d .  T h e  c r u c i a l  

p o l n t  1 s  t h e  p r o o e s s  o f  I n t e m a l l z a t l o n  l e a d i n g  f r o m  
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