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Celem tego artykutu jest przedstawienie pewnego sposobu kon-
struowania programéw nauczania rachunku prawdopodobienstwa.

Za szkielet budowanego systemu posiuzyia mi koncepcja
Zoltana Dienesa (1971) ksztattowania struktur matematycznych
w szedciu kolejnych etapach. Opierajac sie na tej koncepcji
pragne pokazaé¢, jak mozna organizowad proces dydaktyczny tak,
by poszczegélne pojecia probabilistyczne ksztaltowaé przecho-
dzac stopriowo na coraz wyzszy szczebel abstrakcji. Zamierze-
niem moim jest, by sformalizowana teoria dedukcyjna pojawia
sie¢ jako ukoronowanie procesu nauczania, nie za$ jako Jjego
poczatek.

Ustalajac psychologiczne podstawy tej pracy opieratam sie
gidéwnie na ksigzce E. Fischbeina (1975), w ktérej przytoczone
zostaly najwazniejsze badania i eksperymenty wielu psychologdéw
(m. in. Piageta i Fischbeina ), dotyczace problemdéw rozwoju
my$lenia probabilistycznego u dzieci. W szczegdlnos$ci uwzgled-
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nitam te wyniki badar, ktdére wskazujg na istnienie pierwotnych
intuicji pojecia prawdopodobierstwa (u dzieci nigdy nie uczo-
nych probabilistyki) oraz na istnienié "intuicyjnej przepasci"
w momencie przejgécia od wyznaczania prawdopodobieristw prostych
zdarzen do prawdopodobiefistw zdarzen ztozonych (np. sumy).

Powyzsze ustalenia oraz krytyczna analiza znanych mi konce-
pcji nauczania rachunku prawdopodobienstwa postuzyly za punkt
wyjécia do opracowania koncepcji dydaktycznej, ktéra nastepnie
zostaXa poddana wstepnym badaniom szkolnym. Prdéby nauczania
wedtug tej koncepcji prowadzone byly w klasach III i IV liceum
oraz w klasach IV-VII szkotly podstawowej.

Badania szkolne nie mialy na celu globalnej weryfikacji
przyjetej koncepcji (wymagakoby to eksperymentdéw na duzo wiek-
sza skale). Celem ich bylo tylko wstepne sprawdzenie ich real-
noéci. Jednoczednie zaé analiza wynikdéw pracy z dzieémi pozwo-
lita wprowadzié pewne modyfikacje w pierwotnej wersji.

Jeéli uzwglednié réznice wieku i zwigzane z tym rdéznice
w mozliwodciach ucznidw, to wszystkie prdby szkolne dostarczyly
podobnych obserwacji, potwierdzajacych hipoteze, Ze koncepcja
ta jest wykonalna, a nauczanie na niej oparte jest skuteczne
i bardzo efektywne. ( Uczniowie klasy VII, po rocznym kursie

rozwigzywali z powodzeniem zadania maturalne).

§ 1. KONCEPCJA DIENESA SZESCIU ETAPOW PRZEJSCIA OD OPERACJI
KONKRETNYCH DO POJEC MATEMATYCZNYCH

Wybitny dydaktyk matematyki Zoltan Dienes (1971), przedstawil
swoja koncepcje proéesu ksztattowania sie abstrakcyjnych pojeé
i stopniowej ich matematyzacji w umy$le ucznia. Opisywany przez
Dienesa proces charakteryzuje sie szedcioma etapami, ktére moz-
na opisaé¢ nastegpujaco:

I. ¢wiczenia wprowadzajace (swobodna zabawa danym materialem
ukierunkowana na spontaniczne obserwacje dokonywane przez
dziecko).

II. Odkrywanie regularno$ci w danych sytuacjach oraz zabawy

z wykorzystaniem tych regularnodci i narzuconych ograniczefi
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III. Szukanie izomorfizméw (pordwnywanie réznych sytuacji w ce-
lu stwierdzenia, ktére z nich sa izomorficzne z punktu
widzenia wybranych prawidlowos$ci, ukierunkowanych na péZ-
niejsze wyabstrahowanie pojeé bedacych celem nauczania).

IV. Ustalenie wspdélnej reprezentacji (najczeéciej graficznej)
sytuacji izomorficznych.

V. Badanie wspdlnej reprezentacji (opisywanie jej wiasnoéci,
bedacych zarazem wtasnoéciami wszystkich reprezentowanych
sytuacji izomorficznych). Etap ten moze byé zwany "etapem
symbolizacji", gdyz wiasnoéci reprezentacji opisywame sa
na ogéi1 za pomoca wprowadzonych w tym celu symboli.

VI. Etap formalizacji. Wyodrebnienie ukiadu aksjomatéw i dowo-

dzenie pozostatych wtasnosdci.

Dienes pokazal swoja koncepcje na kilku przykiadach ( np.
grupa izometrii trdéjkata, rachunek zdaﬁ), mozna jednak oczeki-
Waé, ze jest to droga skuteczna dla bardzo wielu pojeé matema~
tycznych.

G. Brousseau stwierdzit, ze ze wzgledu na specyfike rachun-
ku prawdopodobieristwa, opisane przez Dienesa etapy nie dadza
sie zastosowaé w nauczaniu tego przedmiotu, gdyZz nie opisuja
w sposéb adekwatny tego procesu, (Brousseau i Brand, 1977).
Jezeli prdébowaé zamknaé w dienesowskie etapy szkolny rachunek
prawdopodobienistwa jako pewng cato$é - to istotnie musimy zgo-
dzié¢ sie z Brousseau: zbyt wiele tu nachodzgcych na siebie .
pojeé. Jedne zazebiaja sie, inne sa niezalezne; niektdre sa
juz mocno zaawansowane, gdy inne dop}eyo sie pojawiaja. Posz-
czegblne fazy rozwoju tego samego pojecia moga byé bardzo
odlegte w czasie. Proces nauczania rachunku prawdopodobieristwa
jest zbyt skomplikowany, by jaki$ jego uproszczony model dal
sie uporzadkowaé liniowo w szeéé czy wiecej etapdw.

Sadze jednak, i uzasadnie to ponizej, Ze opisy&any przez
Dienesa proces dydaktyczny odnosi sie do poszczegdlnych pojeé,
nie zag do catych dzialdéw matematyki. Jest to studium ksztai-
towania poszczegélnych pojeé, wyodrebnionych dla jasnogci opi-

su ze swoich zwigzkdéw z innymi pojeciami.



88 A. Olecka

Aby opisaé proces nauczania jakiej$ dziedziny matematyki,
nie wystarczy - rzecz jasna - ograniczyé sie do pojedynczych,
izolowanych pojeé. Jednak taki opis procesu ksztaltowania naj-
wazniejszych pojeé moze byé dobrym punktem wyj$cia konstrukcji
dydaktycznego ﬁbdelu catej dziedziny.

W § 2-7 przedstawle propozycie ksztaltowénia kilku podsta-
wowych pojeé rachunku prawdobodobieﬁstwa tak, aby proces dydak-
tyczny byl oparty na 6 etapach Dienesa.

W kazdym przypadku podaje opis rozwoju poszczegdSlnych
etapéw ksztattowania danego pojecia az do etapu V wlagcznie.
Etap VI - formalizacja - polega na budowie elementarnej teorii
prawdopodobieristwa w ujeciu aksjomatycznym (dla przestrzeni
skoficzonych, przeliczanych lub dowolnych). Etap ten mégiby byé
ukoronowaniem etapéw I~V dla kazdego z omawianych tu pojeé
z osobna, bardziej celowe wydaje sie jednak stopniowe doprowa-
dzenie w kolejnych klasach (szkoly podstawowej i $redniej ogdél-
noksztatcacej ) jedynie do etapu V, a nastepnie na studiach wyz-
szych (1lub np. w klasie maturalnej) przerobienie kursu rachun-
ku prawdopodobieristwa jeszcze raz, tym razem jako etapu VI
wspélnego dla wszystkich pojeé.

Opis etapdéw I-V w tej pracy jest z koniecznos$ci uproszczo-
ny, niekiedy nawet szkicowy, nie jest to bowiem jeszcze doktad-
ny przepis postepowania dla nauczyciela, lecz préba uchwycenia
kolejnych przej$é na coraz wyzszy poziom abstrakcji.

Kolejno omawiane bedg pojecia: przestrzeni probabilistycz-
nej, dodéwiadczen wielostopniowych, wartodci oczekiwanej, bitg-
dzefi losowych oraz prawdopodobieristwa warunkowego i niezalez-
nosci.

W § 7 przedstawiona zostanie préba konstrukcji catego
systemu nauczania rachunku prawdopodobieristwa opartego na omé-
wionych wczegniej szkieletach pojeé podstawowych. System ten

moze byé podstawg tworzenia réznych programéw nauczania.
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§ 2. POJ@CIE PRZESTRZENI PROBABILISTYCZNEJ SKONCZONEJ

Etap I. ¢wiczenia wprowadzajace

éwiczenia te obejmuja rézne dodwiadczenia losowe z uzyciem

wielu przyrzaddéw do losowania. Przyklady przyrzaddw:

- Kostka K [1,2,3,4,5,6] = kK, kostka k [1,1,0,0,2,2] =k
kostka K [0,0,0,1,1,2] = Ky (symbol X [sl,sz,...,sé]
oznacza kostke szescienng, ktérej $cianki oznaczone sg licz-

2!

bami 51’52""’56);
- ruletki (rys. 2.1};

Ry

Rys. 2.1

- dwie monety;
- pudetko zapatek;
= kulki w butelce.

Dla zwiekszenia motywacji ucznia mozna wykonywane dos$wiad-
czenia przekazaé w formie gier. Gry powinny jednak mieé bardzo
proste zasady i strukture ukierunkowang na mozliwo$¢ bezposred-

niego wyabstrahowania danej przestrzeni probabilistycznej.
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Przyklady gier:
a) Gra "Wy$cig I". Trzej gracze A, B i C ustawiaja kazdy

po jednym pionku na planszy "Chinczyka". O tym, kto wykonuje
ruch w danej rolejce, decyduje rzut kostka, na ktdérej $cianach
zaznaczono tylko cyfry 0,1,2 (np. K2 lub K3), wedtug nastepuja-
cych zasad: 0 - ruch A, 1 - ruch B, 2 - ruch C. Wygrywa ten,
kto pierwszy osiagnie mete.

b) Gra "Wyscig II". Kazdy z grajacych rzuca kostka K3 dla

siebie, ale przed wykonaniem rzutu "obstawia" wynik. Jezeli wy-
padt wynik obstawiony - gracz przesuwa swéj pionek.
c) "Labirynt". Badzenie losowe po labiryncie (rys. 2.2).

Losowanie odbywa sie np. przez rzut moneta: orzel - ruch w pra-

wo —» , reszka - ruch w gdére 1.
c
2 pkt
B
1pkt
A
e 2 pkt
Rys. 2.2
®

Gdy pionek dojdzie do punktu A, gracz A dostaje 2 punkty; gdy
dojdzie do punktu B, gracz B dostaje 1 punkt itd.

Omawiajac gre zastanawiamy sie, czy wszyscy gracze majga
taka samg szanse wygranej. Rozwazamy warianty z uzyciem réznych
przyrzadéw do losowania: ktére z nich sa sprawiedliwe, a ktére

nie ?
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Etap II. Odkrywanie regqularnosci

Zasadniczym celem tega etapu bedzie obserwowanie zgodnodci
miedzy czestodciami wynikéw w dtugich seriach doswiadczefdl a
rozkladem szans ich zaj$cia wyznaczonym a priori 1 zastoso-
wanie tej obserwacji do wyboru optymalnej strategii w grach.

Konieczne tu beda dwa rodzaje aktywnodci dzieci: z jednej
strony wykonywanie do$wiadczen, opracowywanie otrzymanych
wynikdw('tabelki, diagramy statystyczne) i obliczanie wzgled-
nych czestosci wynikéw. Z drugiej strony - analizowanie teore-
tycznych rozkladdw szans ocenianych intuicyjnie na podstawie
symetrii sytuacji.

Jak wynika z badaX Fischbeina (1975), w prostych przypad-
kach, gdzie symetrie lub proporcje wszystkich mozliwych wyni-
kéw sa tratwo wi&bczne (np. urna z kulkami), dzieci - po zapoz-
naniu sie z wzorcowymi przyktadami - potrafia opisaé szanse
wynikéw za pomoca ulamkéw, opierajac sie na intuicji.

W przypadkach bardziej skomplikowanych (np. dwie ruletki)
trzeba bedzie ukryte proporcje odszukaé (np. za pomoca tabel-
ki). Pomocnym $rodkiem pogladowym bedzie tu takze diagram
kwadratowy.

Na ponizszych rysunkach przedstawiono przyktady podziatu
kwadratu jednostkowego dla nastepujacych dodéwiadczer losowych.

a) Losowanie jednej kuli z urny U i obserwacja jej kolo-
ru.

b) Dwukrotne losowanie kuli z urny U ( bez zwracania)

i obéerwacje ich koloréw (rys. 2.3). v

c) Zakrecenie kolejne ruletek R, i Ry i obserwacja

sumy punktéw na obu ruletkach (rys. 2.4)

Uczniowie beda sporzadzaé diagramy teoretyczne dla bada-~
nych do$wiadczenl i poréwnywadé je z diagramami statystycznymi
otrzymanymi z wielu do$wiadczer (np. zsumowane wyniki catej
klasy). o

Przyktadem tego typu podejs$cia moze byé analiza wariantu
gry "Wyscig I", (str. 90) ze zmiang sposobu losowania na dwu-
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1 3 1 3
& 4 4 3
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a b
Rys. 2.3
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1 1 1
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Rys. 2.4
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krotny rzut moneta: dwa razy orzet - ruch dla A; dwa razy resz-
ka - ruch dla C; orzet, reszka - ruch dla B. Dziesieé tréjek
rozegralo gre dwukrotnie i za kazdym razem wygrywatr B. Ucznio-
wie zgadzaja sie, Ze B ma wieksze szanse wygranej niz A i C.
Natomiast wiekszo$é z nich nie jest pewna, czy A i C majag réwne
szanse. Aby to zbadaé¢, wykonuja nastepujace dodwiadczenie:

Na osi narysowanej u doiu kartonu zaznaczaja trzy mozliwe wyni-
ki: 0, 1 i 2. Po kazdym rzucie przyklejaja cegietke (pasek kolo-
rowego papieru) nad odpowiednim wynikiem. Nastepnie liczg wzgle-
dne .czestodci wynikéw. Na tablicy sumuje sie wyniki wszystkich
zespoidéw i sporzadza diagram procentowy. Diagram teoretyczny

sporzadza sie korzystajac z tabelki -
1
2 0 R
0 2 1
R 1 0

Uczniowie moga tez sporzadzaé diagramy statystyczne na pod-
stawie dostarczonych im danych. Na przyktad, przedstawiamy wyni-
ki 600 rzutéw kostka i sporzadzamy diagram statystyczny. Nastep-
nie mozemy te same wyniki interpretowaé jako 300-krotne wykona-
nie do$wiadczenia polegajacego na dwukrotnym rzucie kostka;
obserwujemy sumy oczek i sporzadzamy nowy diagram statystyczny.
Jezeli z danych szeéciuset wynikdéw kazdemu zespolowi przydzie-
limy np. 100, to éwiczenie nie bedzie czasochionne. Dla do$-
wiadczeri takich jak rzut pudelkiem zapatek (pudetko moze upa$é
na 3 sposoby) teoretycznych zaleznogci znaleZé sig nie da (na
poziomie elementarnym ) i trzeba zadowolié sie szacowaniem szans
POszczegdlnych wynikéw na podstawie danych statystycznych.

Warto dostarczyé wiecej przykladdw tego typu dodwiadczer, np.:
Obserwacja w ciagu kolejnych dni czestodci wystepowania wybra-
nych marek samochodéw wérdéd wszystkich samochodéw przejezdza-
jacych dana ulica o ustalonej porze, obserwacja diugosci ko-
lejki w kiosku Ruchu o godz. 15 w ciagu kolejnych dni, itp.



94 A. Olecka

Etap III. Szukanie izomorfizmdéw

W zwigzku z dod$wiadczeniami losowymi mozna rozwazaé dwa pozio-
my izomorfizmdéw:

1° Izomor'fizm sposobdw losowania (tzn. izomorfizm przy-
rzaddéw z ustalonym, podstawowym sposobem losowania), np. rzut
kostka K[},1,0,0,2,2] jest w tym sensie izomorficzny z za-

kreceniem ruletki z rysunku 2.5.

Rys. 2.5

20

wiadczen: np. doswiadczenie polegajgce na dwukrotnym zakrece-

Izomorfizm przestrzeni probabilistycznych danych do$-

niu ruletki R3 i obserwacji sumy uzyskanych punktéw jest
izomorficzne z dodéwiadczeniem polegajacym na jednokrotnym za-
kreceniu ruletki R, (rys. 2.6).

. A . . o .
Oczywidcie, doéwiadczenia izomorficzne w sensie 1° s3 tez

. X . o
izomorficzne w sensie 2°.

o
ey
o

Rys. 2.6
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Izomorfizmy pierwszego rodzaju sa tatwiejsze do zaobserwo-
wania (cho¢ nie zawsze sg one oczywiste). W procesie abstraho-
wania pojecia przestrzeni probabilistycznej istotne beda jed-
nak izomorfizmy drugiego rodzaju. W dalszych rozwazaniach przez
izomorfizm do$wiadczenr rozumieé bedziemy izomorfizm w sensie L.

Aby us$wiadomié uczniom izomorfizm dwéch doéwiadczeri (oczy-

‘wiécie bez uzywania terminu), stosowaé bedziemy dwie metody:

W jednych sytuacjach bedziemy rdéwnoczednie wykonywaé dwa dos$-
wiadczenia i pordéwnywadé mozliwos$ci ich przebieqgu, w innych -
kryterium izomorficzno$ci otrzymamy przez pordéwnywanie diagra-
méw teoretycznych.

Przyklady éwiczen:

a) Pionek przesuwa sie po labiryncie L (rys. 2.7) w za-
lezno$ci od wynikdéw rzutu moneta:

Mozna rzucaé dwukrotnie, wykonujqc ruch po kazdym kroku,
mozna tez rzucié dwie monety jednocze$nie i od razu odczytad,
do ktérego z punktéw A, B, C dojdzie pionek. Jezeli nie inte-
resuje nas, ktdéra droga posuwal sie pionek, a tylko w ktérym
Punkcie znalazl sie po wykonaniu dogwiadczenia, to oba powyz-
Sze doswiadczenia sa izomorficzne.

%2 kolei dwukrotne zakrecenie ruletki mozemy trakto-
waé jako sposéb wylosowania drogi w labiryncie L(1 =, 01%)
izomorficzny z dwukrotnym rzutem moneta.

‘Mozna losowaé jeszcze inaczej: Jeden raz zakrecamy rulet-
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ke %b . Wylosowana liczba wskazuje, ile z dwéchvkrokéw nale-
2y wykonaé w prawo ( pozostate musza wigc byé w gére).

b) SprawdZ, czy doswiadczenie polegajace na wylosowaniu
jednej kuli z butelki B jest izomorficzne z losowaniem jed-

1
nej kuli z butelki B, (rys. 2.8).

J

Rys. 2.8

Diagramy teoretyczne tych dos$wiadczer sj identyczne, zatem
dodwiadczenia s izomorficzne.

c¢) ¢wiczenie odwrotne: jak dobraé sktad kulek w butelce,
aby losowanie jednej kuli z tej butelki byto izomorficzne z
rzutem dwiema monetami.

d) Wérdéd ruletek R+ R

pary izomorficzne.

o R4, R5 z rys. 2.1 wskazad dwie

Uczniowie moga najpierw wykonywaé do$wiadczenia (np. zebraé
po 200 wynikéw dla kazdej z ruletek) i sporzadza¢ diagramy
procentowe. Na ogél obserwacja diagraméw statystycznych daje
podstawy do wysuniecia przypuszczenia, ktére ruletki sa izo-
morficzne; jednak ostatecznym kryterium bedzie pordéwnanie dia-
graméw teoretycznych.

e) Czy wylosowanie kostki domina (usuwamy z kompletu kamie-
nie z pustym polem) i obserwowanie sumy punktéw na obu poidéw-

kach jest izomorficzne z rzutem dwiema kostkami?
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W tym przyktadzie przestrzenie pozornie izomorficzne (suma
oczek w obu przypadkach moze byé: 2,3,...,12) okazuja sie nie-
izomorficzne. Jako kryterium nieizomorficznodci wystarcza nie-
zgodno$¢ diagraméw teoretycznych; jednoczeénie jednak kryterium
wystarczajgcym do stwierdzenia braku izomorfizmu moze by¢ duza
rozbiezno$¢ diagraméw statystycznych (procentowych) otrzyma-
nych z dtugich serii dos$wiadczen.

f) Sporzadzié ruletke, ktdrg mozna by nadladowadé obser-
wacje marek samochodéw przejezdzajacych dang ulica o ustalonej
porze. dwiczenie to mozna oprzeé na obserwacjach dokonywanych
przez ucznidéw (np. w ciagu miesigca). Mozna tez dostarczyé
uczniom gotowych danych statystycznych.

Uwaga: W ¢éwiczeniach z uczniami nie musimy uzywaé terminu
"izomorfizm". Mozna méwié np. o mozliwoéciach nagladowania

jednego doéwiadczenia innym.

Etap IV. Wspélna reprezentacja dla doswiadczend izomorficznych

Aby opisaé przestrzed probabilistycznag doéwiadczenia losowego,
trzeba bedzie przede wszystkim opisaé zbidr wszystkich mozli-
wych wynikéw, a nastepnie przyporzadkowaé kazdemu wynikowi
jego prawdopodobienstwo. Na etapie szukania wspdlnej reprezen-
tacji abstrahujemy od réznych szczegéidw poszczegélnych dog-
wiadczen i rozpatrujemy tylko te ich cechy, ktdére sa istotne
ze wzgledu na ksztaltowane pojecie, czyli - w tym przypadku -
Przestrzern probabilistyczna. Dlatego tez wygodna reprezentaciag
doswiadczenia bedzie tabelka

]
wynik l W, | W, ‘ cee W |

prawdopodobieristwo I P, | Py | ce [pn‘1

Mozna przy tym dodatkowo zazadaé np., by plsng... L p,
nie jest to jednak konieczne.
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Przyklady:
wynik 1 2 3
1) kostka k[1,1,1,2,2,3]
prawdopodo-| 1 1 1
bienistwol 2 3 6
, wynik 2 |1 3|
2) Kostka k[1,1,2,2,2,3]
prawdopodo-| 1 1 ll
biedstwol 2. 3 6

Inng reprezentacjg moze by¢é diagram koZowy (teoretyczny).
Zaletg diagramu kolowego jest fakt, 2e sumowanie sig prawdopo-
dobienistw wszystkich wynikéw do jednodci wynika z samej natury
tego diagramu ( dzielimy cato$¢ na czesci).

W pewnych zagadnieniach wygodng reprezentacja beda "roz-
gatezienia" (rys. 2.9).

P3 P3
P1 P2

w3 W3
W,y w;

w, Wy
Rys. 2.9

Dwa rozgatezienia uwazamy za izomorficzne, jezeli maja po
tyle samo gatezi i istnieje wzajemnie Jjednoznaczne przyporzad-
kowanie galezi jednego rozgatezienia gateziom drugiego rozga-
lezienia zachowujace prawdopodobienstwa., Na przykitad, rys. 2.9
przedstawia dwa rozgatezienia izomorficzne.

Jest to przygotowanie do bardziej rozbudowanych drzew przy
dos$wiadczeniach wielostopniowych.
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Etap V. Badanie wtasno$ci prawdopodobierstw

Podstawowag wtasnoscig, ktdéra nalezy zidentyfikowad, jest regu-
ta obliczania prawdopodobienistw zdarzer losowych. Czasem mozZna
je wyznaczy¢ opisujgc inaczej zbidér wynikéw doswiadczenia, tak
by interesujace nas zdarzenie stalo sie - w nowej interpreta-
cji - wynikiem (czyli zdarzeniem elementarnym). Na przyklad,
przy rzucie kostka, jezeli interesuje nas zdarzenie "wypadia
liczba parzysta", mozna zamiast tabelka

4
wynik 1 2 3 4 5 6
11 1) 1 1} 1
p 6| 6| 6| 6| 6| 6
postuzy¢é sie tabelka
wynik parzysta nieparzysta
1 1
P 2 2

W przykladzie tym opisujac na nowo przestrzel - w gruncie rze-
Czy sumujemy prawdopodobienstwa wynikéw sprzyjajacych. Otrzy-
mujemy w ten sposéb regule wyznaczania prawdopodobieristw p(A)
zdarzenia losowego A :

Jezeli zajéciu zdarzenia A sprzyjaja wyniki Wy rWore oo W
(i tylko te wyniki) o prawdopodobiedstwach réwnych odpowiednio
Pl.pz,...,pn,'to R

W rezultacie etapédw IV i V otrzymamy wiec regqute wyznacza-
nia prawdopodobieristw w dwéch krokach: |
=~ najpierw nalezy opisaé zbidr wszystkich mozliwych wynikdéw
i przyporzadkowaé im prawdopodobiefdstwa,
~ nastepnie znaleZé wszystkie wyniki sprzyjajace zajéciu zda-

rzenia A, a ich prawdopodobieristwa zsumowad.



100 A. Olecka

Schemat klasyczny (gdy wszystkim wynikom przypisuje sie
jednakowe prawdopodobienistwa) pojawi sig na etapie V jako
przypadek szczegdlny przestrzeni probabilistycznej.

W ramach badania wtasno$ci prawdopodobieristwa uczniowie
beda badaé i odkrywaé np. wlasnosci zwigzane ze zdarzeniem
przeciwnym, sumg i iloczynem zdarzen itp. Wszystkie wiasnoéci
dadza sie w prosty sposéb wyprowadzi¢ z reguly wyznaczania
prawdopodobieristw zdarzen losowych. Dla pogigbienia zrozumienia
tych wlasnoéci wazna bedzie obserwacja, Ze zachodzg one takze
dla wzglednych czestosci.

7z etapem V moze tez byé zwigzanych wiele ¢éwiczen,w ktdrych
stosuje sie poznane wiadomo$ci. Oto dwa przyklady:

a) Dodwiadczenie polega na rzucie dwiema kostkami; zdarze-
nie A - na kostce I wypadla liczba parzysta. Opisaé zdarze-
nie A’, wyznaczyé p (A) i p(A') .

b} Aby oszacawaé liczebno$é pewnej populacji (np. zwierzat
w lesie), mozna odlowié prdébke, oznakowaé wszystkie osobniki
z tej prébki, wypuscié je z powrotem i odczekawszy, az osobni-
ki oznakowane wymieszaja sie z innymi - obserwowaé czgstosé
pojawiania sie osobnikéw oznakowanych wéréd innych. Uczniowie
moga to postepowanie na$ladowaé, np. szacujac w ten sposéb
liczbe kulek w worku.

Sadze, ze w wyniku opisanych wyzej pieciu etapédw mozna
wstepnie uksztattowad ogdlnie pojecie skoriczonej przestrzeni-
probabilistycznej oraz dostarczy¢ s$rodkéw rachunkowych daja-
cych sie stosowaé w prostych przypadkach. W toku dalszego nau-
czania, pojecie przestrzeni probabilistycznej bedzie pojawia-
to sie wielokrotnie w réznych kontekstach (doéwiadczenia wielo-
stopniowe, bilgdzenie losowe), co da okazje do pogiebienia

rozumienia tego pojecia.
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§ 3. DOSWIADCZENIA WIELOSTOPNIOWE

Etap I. ¢éwiczenia wprowadzajace

Etap ten polegaé bedzie na wykonywaniu rozmaitych doéwiadczen

wielostopniowych, obserwowaniu ich przebiegu i wynikdéw.

Przyktady doswiadczen '

w. 1. Zakrecié najpierw ruletke R, a nastepnie ruletke Ra
lub R w zaleznoéci od wskazania ruletki R (rys. 3.J)

//////;——— 2 0
\ 0 1
R

a Rb

Cw. 2. Trzykrotne losowanie kuli z urny U (rys. 3.2) bez
zwracania (obserwowanie, jakie wypadaja kolory).

Rys. 3.2

Ew. 3. Trzykrotne losowanie kuli z urny U 2ze zwracaniem

(obserwowanie koloréw).
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éw. 4. Losowanie bez zwracania po jednej kuli =z urny U
(rys. 3.2), az do wyciagniecia bialej.

¢w. 5. Dane: 5 zapalek, w tym jedna zlamana. Losowanie kolejno
wszystkich i obserwowanie, za ktérym razem wycigagniemy
ztamang.

dw. 6. Zapytaj 5 przypadkowych oséb o daty urodzenia i stwierd?
w kalendarzu stuletnim, jaki to byt dzienl tygodnia. Czy
prawdopodobieristwo zdarzenia, ze kazda z tych oséb uro-

dzila sie w innym dniu tygodnia, jest duze?

Niektdre z powyzszych dodwiadczerd mogg byé przedstawione
w formie gier czysto losowych. Na przyktad, losujac jak w éw. 1
przyznajemy w kazdej kolejce graczowi tyle punktdéw, ile wska-
zata druga ruletka (Ra lub Rb). Losujac jak w éw. 2, przyzna-
jemy 1 punkt za kazda wylosowang kule czarna, a 2 punkty za
biatag.

Inne gry mogg mieé charakter strategiczno-losowy. Mozemy
np. przyznawaé punkty, gdy wynik dos$wiadczenia okaze sie zgodny
z przewidywaniem gracza. Mozna tez przy z gdéry ustalonym sposo-
bie punktowania daé graczowi mozliwoéé wyboru sposobu losowania.
Ustalamy na przyklad, ze gracz dostaje tyle punktéw, ile czar-
nych kul wylosowal.. Gracz moze wybraé¢ do$wiadczenie losowe
z ¢éwiczenia 2, 3 lub 4.

Etap II. Odkrywanie regularnosci

Podstawowymi umiejetno$ciami ksztalconymi na tym etapie beda:
"rozktadanie" dod$wiadczerl wielostopniowych na poszczegdlne
fazy, opisywanie kazdej z nich jako prostej przestrzeni proba-
bilistycznej, opisywanie mozliwego przebiegu kolejnych faz,
w zaleznodéci od wynikéw faz poprzednich. (Zakiadamy tu, ze
pojecie przestrzeni probabilistycznej zostato wczedniej zaawan-~
sowane co najmniej do etapu wspdlnej reprezentacji).

W przypadku doswiadczen dwustopniowych wygodnym sposobem

opisywania wszystkich mozliwo$ci przebiegu dodwiadczenia bedzie
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Rys. 3.3
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sporzadzany w dwéch krokach diagram kwadratowy (patrz rys. 2.4).

Innym sposobem opisywania wszystkich mozliwo$ci przebiegu
dos$wiadczenia jest konstruowanie drzewa. Jest to sposéb bardzo
wygodny takze, dla dogwiadczen o trzech lub wiecej stopniach.

Na rys. 3.3 przedstawiono drzewo bedace "schematem ideowym"
doéwiadczenia 4. Obserwujemy , za ktdérym razem pojawi sie kula
bia%ta przy losowaniu bez zwracania z urny U.

Oprécz opisywania dodéwiadczerd uczniowie beda tez szacowad
prawdopodobieristwa pojawienia sie poszczegdlnych wynikdéw - wy-
konujac wielokrotnie dodwiadczenia i obserwujac czestodci wyni-
kéw. Na przyktad, aby wielokrotnie oszacowaé prawdopodobieristwo
zdarzenia, ze kazda z 5 oséb urodzita sie w innYm dniu tygodnia,
uczniowie beda sprawdzaé dni urodzin coraz nowych pieciu oséb.
Aby méc ocenié, czy w ¢éw. 4 prawdopodobierstwo wylosowania kuli
biatej w ciggnieniach I, II, III, IV i V sa réwne, uczniowie
beda wykonywaé takie losowanie wielokrotnie i obserwowad, za
ktérym razem pojawi sie biata kula.

Przy organizowaniu takich bada’ moga byé pomocne drzewa.

Na przyktad stawiamy pionek na poczatku drzewa i wykonujac
kolejne losowania przesuwamy go wzdluz gatezi odpowiadajacej
otrzymanemu wynikowi, az dotrze do kolca gatezi. Powtarzajac
te procedure dla kilkudziesieciu piohkéw, obserwujemy, ile
pionkdéw znaidzie sie na konicach poszczegdélnych gatezi.

Nastepnym krokiem bedzie nieco inna, bardziej efektywna
metoda. Na wierzchotku drzewa ustawiamy od razu kilkadziesiat
pionkdéw. Dla kazdego z nich wykonujemy losowanie zgodne z pief—
wszg faza do$wiadczenia, przesuwajac odpowiednio pionek.

Jedli, na przyktad, losujac 50 razy kule z urny U, otrzy-
mali$my 8 razy kule biata, to przy bialym kdéiku znajdzie sie
8 pionkdéw, a przy czarnym kétku 42 (rys. 3.4). .

Teraz 42 razy losujemy kule z urny Ui(rys. 5.5), rozdziela-

jac pionki zgodnie z wynikami peoszczegdlnych . losowar, itd.
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Rys. 3.4 Rys. 3.5

Etap III. Szukanie izomorfizmdéw

Zdarza sie, ze interesujace nas doéwiadczenie jest trudne badZ
niemozliwe do wykonania w danych warunkach. Wéwczas staramy sie
zastgpi¢ je innym. MozZna np. pracochlonne losowanie kulek

z urny zastapi¢ ruletka dbajac, by podzial ruletki byl zgodny

z rozktadem kolordéw kul w urnie.

ZakYadamy tu, Ze uczniowie proste dos$wiadczenia umieja juz
zastepowad¢ izomorficznymi (etap III ksztaltowania pojecia prze-
strzeni probabilistycznej).

Jezeli poszczegélne fazy pewnego dos$wiadczenia wielostopnio~
wego zastapimy dodéwiadczeniami izomorficznymi, to otrzymamy no-
we dodwiadczenie wielostopniowe, izomorficzne z wyj$ciowym.

Na przyklad, do$wiadczenie opisane w éwiczeniu 4 na str. 102
R

moze byé zastapione przez kolejne krecenie ruletek R R

’ ' ’
R4: R5 (rys. 3.6 ) az do wylosowania obszaru bialego.1 2 3
A oto dalsze przykitady:
a) zamiast pytaé pieé oséb o ich dzief urodzin - moZna przy-
gotowaé 7 loséw z nazwami dni tygodnia i pieciokrotnie wyciggad
PO 1 losie (zwracajqc). Mozna tez pieciokrotnie zakrecié rulet-

ke podzielong na 7 réwnych czesci.
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Rys. 3.6

'

b) Pewna firma organizuje kursy maszynopisania w siedmiu
réznych grupach. Przypaakiem zdarzylo sie, ze na te kursy zapi-
sato sie 5 pan Kowalskich (nie znajacych sie wczeéniej). Kazda
z panll wybrata sobie grupeg losowg (jednq z siedmiu). Czy duze
s3 szanse, ze w zadnej grupie nie spotkajg sie dwie z nich?
Préby zastapienia tego do$wiadczenia innym z uzyciem przyrzaddéw
do losowania doprowadza do zrozumienia izomorfizmu tego dodwiad-
czenia ze sprawdzeniem dnia urodzin 5 przypadkowych oséb, bo
obydwa do$wiadczenia mozna symulowaé np. pieciokrotnym zakre-
ceniem ruletki podzielonej na 7 réwnych sektordéw.

c) Losowanie kul z urny zrys. 3.7, az do wyciagniecia bia-
Yej i ciagniecie po 1 z piegciu zapatek,az do wyciagniecia ztama

nej sa izomorficzne.

|
Rys. 3.7 Rys. 3.8

T

d) Losowania 3 'kul z urny z rys. 3.8 ze zwracaniem i bez

zwracania (obserwacja iloéci czarnych) nie sa izomorficzne, bo
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np. wynik 3 czarne nie jest mozliwy przy losowaniu bez zwraca-
nia, a jest mozliwy przy losowaniu ze zwracaniem.

Na omawianym etapie mozna wprowadzié wiele ¢éwiczenl polega-
jacych na opracowywaniu przez ucznidéw konkretnych dodwiadczen
nasladujacych pewne zjawiska losowe. Oto kilka przyktaddéw dEwi-
czerh tego typu.

a) Maszyna sktada sie z trzech niezaleznych mechanizméw.
Mechanizmy te mogg w czasie produkowania jednego wyrobu rozre-
gulowaé sie z prawdopodobienistwami %, %, %. Jedéli choé jeden
mechanizm sie rozreguluje - produkt bedzie wybrakowany. Jakg
czeéé produkcji tej maszyny stanowia braki, jesli zatozyé, ze
przed przystapieniem do produkcji kaédééo wyrobu maszyne regu-
lujemy. Produkcje jednego wyrobu mozemy na$ladowaé np. za pomo-
cq trzech ruletek (rys. 3.9).

Rys. 3.9

Je$li choé jedna z ruletek zatrzyma sie na polu czarnym, wyrdb
bedzie wybrakowany.

b) Trzech korektoréw sprawdza niezaleznie dany tekst.
Pierwszy przepuszcza blad z prawdopodobiefistwem, %, drugi z

Prawdopodobiefistwem 1, trzeci - z prawdopodobienstwem %.

6
Jaka cze$é bteddw nie zostanie wykryta?

Uczniowie moga to dogwiadczenie - podobnie jak poprzednie -
symulowaé za pomoca trzech ruletek. Je$li choé¢ jedna z nich

zatrzyma sie na polu bialym, btad zostanie wykryty.
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c) Urzadzenie moze sig zepsué kazdego dnia z prawdopodo-
bierstwem p = %. Oszacowaé¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A,
ze W ciagu tygodnia maszyna nie zepsuje sie ani razu.

Obserwacje maszyny w ciqéﬁ jednego dnia mozna symulowad
na przykitad rzutem trzema monetami. Je$li wypadna 3 orty - ma-
szyna sie zepsuta. W przeciwnym razie nie zepsula sig. Siedmio-
krotnym rzutem trzema monetami mozna wigc symulowadé obserwacje
maszyny w ciggu tygodnia.

d) Zaobserwowano, 2e dla pewnego gatunku roéliny prawdopo-
dobieristwo niewykietkowania nasienia wynosi %. Oszacowaé praw-
dopodobienstwo, Ze z trzech zasadzonych nasion wyro$énie choé
jedna rodlina.

Nie umiejac jeszcze wyznaczaé¢ prawdopodobierstw w doswiad-
czeniach wielostopniowych, uczniowie bedg mogli szacowaé te
prawdopodobieristwa wykonujac wielokrotnie do$wiadczenia, ktdére
uznaja za izomorficzne z badanym zjawiskiem.

Dwa do$wiadczenia izomorficzne mozna opisaé tym samym drze-
wen\(z doktadnogcig do permutacji gatezi, por. etap IV w § 2).
Drzewa beda wiec dobra reprezentacja dla doswiadczer wielostop-
niowych. Chcielibyémy jeszcze umieé wyznaczaé prawdopodobieristwa
wynikéw tych dodwiadczen. Zakladamy, ze uczniowie nauczyli sie
juz wczedniej opisywad doéwiadczenia za pomoca drzew i szacowaéd
prawdopodobienistwa poszczegdélnych wynikdéw, wykonujac duzg licz-
be dodwiadczenr lub wielokrotnie symulujac doswiadczenie. Poka-
zalidmy juz wczedniej, w jaki sposdéb mozna symulowanie doéwiaq-
czenl uproscié przesuwajac po drzewie pionki zgodnie z otrzyma-
nymi wynikami. Stosunek liczby pionkdéw, ktdére dotarty do korica
gatezi odpowiadajacej pewnemu wynikowi dos$wiadczenia, do liczby
wszystkich pionkéw odpowiada wzglednej czestodci tego wyniku.
Nastepnie, w dazeniu do uzyskania prawdopodobierstwa, czyli
"wyidealizowanej czestos$ci", bedziemy - bez wykonywania dogwiad-
czenia - rozdzielad pionki na kazdym rozgalezieniu zgodnie z
teoretycznymi prawdopodobieristwami na poszczegdlnych gateziach

rozgatezienia. Wykonamy w ten sposdéb.wyidealizowang symulacie

dodéwiadczenia. Stosunek liczby pionkdéw, ktdére dotarty do koirica
gatezi odpowiadajacej dawnemu wynikowi_dodwiadczenia, do liczby

wszystkich pionkdéw jest wyidealizowang czestos$cia, czyli praw-
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dopodobierstwem tego wyniku (dogwiadczenia wielostopniowego).
Ta wyidealizowana symulacja na drzewie jest szczegélnym
przypadkiem abaku probabilistycznego Engla. Engel (1975) stoso~
wat abak do badania %aricuchéw Markowa. Zastosowanie abaku w
przypadku tak prostych graféw jak drzewa wydawaé by sie mogito
jego trywializacja. Sadze jednak, ze jest to $rodek nadajacy
sie znakomicie do wykorzystania jako krok posredni pomiedzy
szacowaniem prawdopodobienstw przez wielokrotne symulowanie
dogwiadczerl a obliczeniem prawdopodobiefstw za pomoca regul

mnozenia i dodawania.
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Prawdopodobieristwa wyznaczone za pomocg abaku mozna bedzie
zapisa¢ np. w tabelce. Przyk*ad drzewa i tabelki dla éwiczenia
1 ze str. 101 podajemy na rys. 3.10.

Etap V. Badanie wlasno$ci reprezentacji

Obserwujac poruszanie sig pionkéw po drzewie przy wyidealizo-
wanej symulacji zauwazymy, ze znajac prawdopodobierstwo wynikéw
w poszczegdélnych fazach dos$wiadczenia .mozemy obliczyé, ile
pionkéw dotrze do konca kazdej gatezi.

Zaiézmy, ze prawdopodobieristwa w poszczegdlnych fazach sg
liczbami wymiernymi. Przeprowadzamy symulacje wyidealizowang
z N pionkami na starcie (gdzie "N jest wielokrotnos$ciag ilo-
czynu wszystkich mianownikéw). Jezeli pewnej galezi odpowiadaja -
prawdopodobieﬁstwa- pl,pz,...,pk (i tylko te), to na koniec
" tej gatezi dotrze P, - Py * +++ =P - N pionkdéw. Stad
prawdopodobienstwo wyniku odpowiadajacego tej galgzi wynosi

L2 SR T T 5 T

Otrzymaliémy w ten sposdéb regute mnozenia wzdluz galezi.

Zauwazmy jeszcze, ze Jjezeli zdarzeniu A sprzyjato kilka
wynikéw, to prawdopodobieristwo zdarzenia A .liczylidmy sumujac
_liczby pionkdéw, ktére dotarty do korica wszystkich gatezi Sprzy<y
jajacych A i dzielac te sume przez liczbe wszystkich pionkdw.
Wobec roztacznoéci wynikéw odpowiadajacych poszczegélnym gale-
ziom drzewa, jest to réwnoznaczne z obliczeniem prawdopodobie-
ristw wszystkich wynikéw sprzyjajacych i zsumowaniem ich. Otrzy-
mamy w ten sposéb regule dodawania prawdopodobiefistw wynikdéw
sprzyjajacych.

) (W pracy z uczniami wprowadzamy powyzsze reguly na konkret-

nych przykladach). .
Badajac wlasnoéci doswiadczed dwustopniowych zwrdcimy tez

uwage, Ze reguly mnozenia i dodawania majj zastosowanie przy
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'opisywaniu doéwiadczenia dwustopniowego przez podziat kwadratu
jednostkowego (diagram kwadratowy).

Rozpatrzmy na przyktad doéwiadczenie nastepujace: gracz A
rzuca dwie zlotdéwki i zbiera wszystkie, na ktérych wypadl orzel.
Gracz B rzuca wszystkie pozostale i zbiera ority (rys. 3.11).

rzut B
1 1 1
3 2 4
S S
)
O g0 (01 10,2) }‘;
< 1 )
2) (1,0 {1,0) 1
a4 | (20) 7
.

Rys. 3.11
\ .
Prawdopodobiefistwa poszczegélnych wynikéw mozna tu obliczyé
jako pola prostokatéw zawartych w kwadracié jednostkowym.
Na przykztad,

P(0,0) = % . % (zaden gracz nie weZmie zadnej monety)y
p(0,2) = % . % (obie weZmie B),
P(2,0) = % | (obie weZmie A).
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§ 4. WARTOS¢ OCZEKIWANA

Etap I. ¢wiczenia wprowadzajace

.

Na tym etapie uczniowie bedg zapoznawadé sie wstepnie z czestos-
ciowym aspektem pojecia wartos$ci oczekiwanej, obserwujac w wy-
konywanych dos$wiadczeniach $rednia wygrang, $redni czas trwania
gry itp. Przykiady déwiczen:

1) Gra "Inny Chifczyk". W kazdej kolejce gracz A posuwa
swéj pionek do przodu o tyle pél, ile wskaze  kostka, a gracz B
- stale o 4 pola. Czy obaj gracze maja réwne szanse wygranej?

2) Gra "Ruletka" (rys. 4.1)

z

Rys. 4.1

Jeden z grajacych jest bankierem, a drugi graczem. Za mozliwosé
zakrecenia ruletki gracz wptaca bankierowi 5 zZetondw. Po zakre-
ceniu ruletki bankier wyptaca graczowi wygrang - tyle zetondw,
ile wskaze ruletka.

3) Gra "Ile czerwonych". W urnie sg 4 kule czerwone i 1
zielona. Gracz ciggnie kolejno po 1 kuli bez zwracania, az do
wyciggniecia zielonej. W wyniku tego dos$wiadczenia otrzymuje
tyle punktdéw, ile wyciagnat czerwonych kul przed wyciagnieciem
zielonej. Wygrywa ten, kto w 20 kolejkach zgromadzit najwiecej
punktdw.

4) "Wybrakowany towar" - symulacja. Stawiamy przed uczniami
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konkretny problem: Wiadomo, Ze w partii 50 sztuk jest 5 wyrobdw
wybrakowanych. Potrzebujemy 10 sztuk dobrych. Ciagniemy po jed-
nej, z¥e sztuki wyrzucajac, az do wyciagniecia 10 sztuk dobrych.
Jaka liczba ciagnienfl bedzie potrzebna? Uczniowie prébujg osza-
cowaé potrzebna liczbe ciggnien symulujgc wielokrotnie opisane
dos$wiadczenie \np. ciggnac losy, kulki z urny czy zapakki).

5) "Czekanie na autobus" - symulacja. Autobus odchodzi
z przystanku regularnie co 10 minut. Chwile odej$cia autobusu
oznaczamy przez 0. Czas czekania na autobus zaokraglamy w gére
do peinych minut. Zakladajac losowy wybdér chwili przyj$cia na
przystanek, czas oczekiwania na autobus mozna symulowaé rulet-
kg T. Na tarczy ruletki narysowane jest koto podzielone na
sektory. Po zakreceniu ruletki odczytujemy na obwodzie kola,
w ktdérej chwili po odej$ciu autobusu zjawiamy sie na przystan-
ku; liczby na tarczy ruletki oznaczaja odpowiadajacy dane]
chwili przyjscia czas oczekiwania na autobus (rys. 4.2).

Rys., 4.2

Jezeli np. strzatka ruletki zatrzyma sie tak jak na rys. 4.2,
to odczytamy, ze przyszliémy w czwartej minucie po odjeZdzie
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autobusu i1 bedziemy czekaé¢ 7 minut (zaoquglajqc czas w gdére

do peinych minut).

Etap II. Odkrywanie regularnoéci

Zatézmy np., ze wyniki rzutdéw kostka w grze "Inny Chirczyk"

uktadaty sie tak, jak w ponizszej tabelce:

wynik l 1 2 3 4 5 6

ile razy 10 3 8 9 9

Analizujac przebieg gry, uczniowie obliczaja, ze w 48 ruchach

gracz A przesungl swéj pionek o 175 pola, czyli érednio

w kazdym ruchu przesuwal sie o 3,6 pola, czyli mniej niz gracz

B.

Uczniowie mogg graé dalej, aby przekonaé sig, czy w wiekszej

liczbie prdéb tendencja ta bedzie sie utrzymywad.

i

W podobny sposdéb analizuje sie rozktad wynikéw innych gier

wyznacza $redni uzyskany wynik (tzn. $rednia wygrang w rulet-

ce, $rednig liczbe czerwonych kul wyciagnietych przed zielona,

$redni czas czekania na autobus itd.).

Nauczyciel powinien zorganizowaé dyskusje {dla kazdego

do$wiadczenia osobno), w trakcie ktdérej uczniowie, korzystajac

z

uzyskanych wynikéw, stwierdza, ze:
$redni uzyskany wynik nie musi nalezeé do zbioru wszystkich
mozliwych wynikdéw dos$wiadczenia,
ze jesli dredni wynik nalezy do zbioru wszystkich mozliwych
wynikéw doswiadczenia, to nie musi byé wynikiem najbardziej
prawdopodobnym,
ze przy wydiuzaniu serii do$wiadczen (np. podsumowujac wyniki
gier catej klasy) $rednie wyniki w serii stabilizuja sie
wokdét pewnej liczby.

Aby dostrzec pewne dalsze prawidlowodéci zwiazane z wyzna-

czonym dos$wiadczalnie $rednim wynikiem, omawiaé bedziemy z ucz-

niami nowe warianty poznanych wcze$niej gier. Oto ich przykla-

dy.
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1) "Inny Chiﬁczyk‘wl". Je$li na kostce wypadnie wynik w,

to gracz A posuwa swéj pionek o 2w pdl, a gracz B - stale
o 8 pdl (qué tez uczniowie ustalaja, o ile gracz B powinien
sie posuwaé). Uczniowie powinni obliczy¢ $rednia liczbe pdl,
o ktdérg posuwaitby sie A wediug nowej reguly przy wynikach rzu
tu kostka otrzymanych poprzednio. Zauwazg wtedy, Ze zamiast wy-
konywaé obliczenia na nowo mozna byto pomnozyé przez 2 poprzed-
nio obliczony $redni wynik.

"Inny Chirnczyk Wz“. Przy wyniku w na kostce, gracz A
posuwa swéj pionek o 2w + 3. Analiza jak poprzednio.

"Inny Chinczyk W3". Gracze rzucaja kostka i monetsa.
Przyjmujac orta za 0 punktdw, a reszke za 1 punkt, gracz A
przesuwa swéj pionek o sume punktéw otrzymanych na kostce i mo-
necie. Analiza jak poprzednio.

"Inny Chifdczyk W4". Gracze rzucajg kostka i monetga.
Gracz A przesuwa swéj pionek o iloczyn oczek na kostce i mo-

necie.

2) "Ruletka Wl". Gracz moze oplacié wielokrotna stawke
zamiast 5 np. 10, 15, 20 zetonami. Bankier wyplaca wéwczas
odpowiednio zwielokrotniong wygranag.

"Ruletka WZ“. Przy stawce np. 13 pkt (2 -5+ 3 = 13)
wydrana 2w + 3.

"Ruletka podwéjna w3“. Tarcza ruletki podzielona jest
na 8 sektordw jak na rysunku 4.3. Mozna obstawiaé liczbe wew-
netrzng lub zewnetrzna, mozna tez obstawiaé ich sume. Stawka
za pojedynczy numer (wewnetrzny lub zeantrzny) wynosi 30 pkt.
Stawka za sume - wynosi 6C pkt.

"Ruletka podwdjna W4". Bankier zezwolil w podwéijinej
ruletce na obstawianie iloczyndéw i qstalil stawke 900 punktéw
(zakladamy, Ze gracze i bankier maja duzy zapas punktéw do dys-
pozycji). W tej grze okazuje sie, ze bankier szybko sie rujnuje.
Dlaczego?
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&
\J

Rys. 4.3

Etap III. Szukanie izomorfizmdéw

Celem tego etapu bedzie dokonanie nastepujacych spostrzezein:
a) We wszystkich wyzej opisanych éwiczeniach mieliémy do
czynienia z dodwiadczeniami, ktdérych wynikami sg liczby.
b) Niezaleznie od tego, czy chodzito o $rednig wygrana,
dredni czas czy $rednig liczbe wylosowanych kulek - zay
wsze stosowalidmy te samg procedure obliczeniowg.
() £owy + £ow, + oo+ £w,
gdzie fi oznacza uzyskane czestosdci wyﬁiku Wy
c) W przypadku wariantdw Wl, wz, W3 omawianych gier dzia-
tania (mnoienie przez stala, dodawanie statej, sumowanie
wynikdéw dwéch doéwiadczeﬁ) wykonane na wynikach przed
obliczeniem nowej wartos$ci $redniej mozna wykonaé¢ na
starej $redniej i w ten sposdéb obliczy¢ nowa $rednig.
W przypadku wariantu W4 nie zawsze otrzymamy nowg war-
toéé drednig mnozgc stare $rednie.
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Wszystkie powyZsze wnioski dotyczg $rednich wynikéw otrzy-
manych w doswiadczeniach.

Etap IV. Wspdlna reprezentacja

Uczniowie wiedzac juz, ze jes$li wyniki dodwiadczenia sg licz~
bami, to $redni wynik w diugiej serii préb jest wielkodcig

w pewien sposéb charakteryzujaca doswiadczenie losowe. Stawia-
my teraz problem nastepujacy:

- Czy mozna przed wykonaniem dos$wiadczef przewidzieé, jaki
bgdzie $redni wynik w dtugiej serii préb? Jest to wazne np.
dla sprawiedliwego ustalenia stawek w grze.

Poniewaz pojecie prawdopodobieristwa ksztattowaliémy opie-
rajac sig m. in. na stabilizowaniu sie wzglednych czestosci,
wiec zastepujac teraz we wzorze (x) wzgledne czestodci wynikdéw
ich czestos$ciami wyidealizowanymi, czyli prawdopodobieristwami,
otrzymamy wzdr na przewidywana wartogé grednig wynikéw.

Jezeli np. przestrzer doswiadczenia X dana jest tabelka

.

wynik v,y v, coe Wi

prawdopodo-

biefstwo Py P Tt Pn
gdzie wl,wz,...,wneR, to

By S WPy + -0 * WP,

Uwaga: W przedstawionej tu propozycji wprowadzania wartog-
ci oczekiwanej celowo pominieto pojgcie zmiennej losowej. Méwi
sie tu o oczekiwanym $rednim wyniku jedynie w przypadku, gdy
wyniki do$wiadczenia sa liczbami. Dziegki temu uniknelidgmy
trudnego, mato intuicyjnego pojecia zmiennej losowej, niewiele
zmniejszajac ogélno$é pojecia. Mozna bowiem w ten sposéb prze-
dstawié warto$é $rednia dowolnej zmiennej losowe] I:S?-——g R,
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okreglonej na przestrzeni skoniczonej (S?, P). Wystarczy mia-
nowicie wprowadzié nowa przestrzen gzg, Pg), ktérej elementa
mi sg liczby ry = g’(wi) dla wie , a prawdopodobieristwem
- miara przeciwobrazdéw

Pr(ry) = FTNE)) e re QY

Metoda ta zawodzi dopiero wéwczas, gdy zachodzi koniecznoéé
rozpatrywania ciggéw zmiennych losowych na tej samej przestrze-
ni, a wiec dopiero przy bardziej zaawansowanych zagadnieniach
(jak np. prawa wielkich liczb).

Réznice miedzy podej$ciem tradycyjnym a podejéciem tu pro-
ponowanym mozna pogladowo przedstawié na nastepujacym przykita-
dzie. Na ruletce obserwujemy kolor pola, ktére wskaze strzatka
(rys. 4.4a)

Rys. 4.4



STRUKTURALIZACJA NAUCZANIA RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA 119

Przestrzen probabilistyczng g? tego dod$wiadczenia przedstawia
tabelka

wynik biazte czerwone czarne
prawdopodo- 1 1 1
bierstwo 2 4 4

Opisujac liczbami wygrane dla poszczegélnych pél ruletki
(np. tak, jak wskazuje rys. 4.4b) okredlamy zmienng losowa
o) :Q —>R, na przyktad 3(biate) =1, ;(czerwone) = 16.
Gdy zmieniamy wygrane, zmieniamy zmienna losowa okre$lona na
przestrzeni SZ.. W ujeciu proponowanym w tej pracy, opisujac
nowe wygrane okreélamy nowa przestrzen. Dos$wiadczenie bedzie
teraz polegato na obserwowaniu wartog$ci wygranej, a zatem wy-
niki dodwiadczenia bedg liczbami. Przestrzen probabilistyczng
nowego dos$wiadczenia przedstawia tabelka -

wynik 1 4 16
prawdopodo- 1 1 1
Eieﬁstwo 2 4 4

Znaczy to, ze gdy zmieniamy wartos$ci wygranych, zmieniamy
przestrzen probabilistyczna. Jeéli wygrane powtarzaja sie na
kilku polach, to nowa przestrzer powstaje przez "sklejenie"
elementéw. Na przyktad, dla wygranych okreslonych na rys. 4.4c

Przestrzen gz przedstawia tabelka

2
wynik 1 4
prawdopodo- 3 1
biernstwo 4 4

Zaleta proponowanego podejécia jest to, Ze mozna rozpoczaé
ksztattowanie pojecia warto$ci oczekiwanej bardzo wczesnie,

gdy tylko uczniowie naucza sie wyznaczaé prawdopodobiefistwa.
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Ponadto, nawet u starszych ucznidéw, wprowadzenie pojecia zmien-
nej losowej jedynie po to, by okredlaé jej warto$é oczekiwang,
zaciemnia intuicje zwigzane z wartodcia oczekiwang i sprawia,
ze pojecie to wydaje sie uczniom trudniejsze, niz jest istotnie
w bard;iej zaawansowanym kursie, przewidujacym rozwijanie
teorii zmiennych losowych, rozpatrywane tu sytuacje mozna be-
dzie uznaé za przypadek szczegdlny, gdy zmienna losowa jest
identycznogcig. Nie trzeba wiec modyfikowaé przyjetej tu defi-
nicji, lecz tylko rozszerzyé ja na szersza klase sytuacii.

Etap V. Badanie wtasno$ci reprezentacji

Odkrywajac regularnodci w poszczegdélnych grach (etap II),
znaleflidmy szereqg wlasno$ci s$redniego wyniku uzyskanego dog-

wiadczalnie. Celem tego etapu bedzie sprawdzenie, czy wiasnosci
te przysiuguja takze przewidywanej wartodci $redniej. Poprze-

dzone to byé powinno ~ rzecz jasna -~ wyznaczeniem wartoéci
oczekiwanej w rozgrywanych poprzednio grach i ich kolejnych wa-
riantach. Nastepnym krokiem bedzie prdba uzasadnienia tych
wtasnodci. Poziom tego uzasadnienia bedzie zalezal od wieku 1
i mozliwodci ucznidw. Mozna to zrobié bez wprowadzanla termino-
logii zmiennych losowych. Aby uniknaé zapisdéw typu ;E: Py,
lub P,wW; + ... +p n"n’ mozemy ograniczyé sie do prost%ch prze-
strzeni o ustalonej matej liczbie elementdw.

Na przyktad:

wynik W, W, w3
X3 prawdopodo-
biefistwo Py Py P3

Stad Ex = plw1 + p2w2 + p3w3.

Okreélamy nowe przestrzenie Y i 2 (dla a # 0)
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v wynik a v, aw, a w3
prawdopodo-~
biefistwo P Py P3

Stwierdzamy, ze Ey = awlp1 + aw2p2 + aw3 =a - Ex'

7s wynik W, + k W, + k Wa + k
prawdopodo-
bieristwo Py Py P3

Zatem

Ez = (wl + k)p1 + (wz + k)p2 + (w3 + k)p3 =

E_ + k(pl + p, + p3) = E,_ + k.

§ 5. PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE I NIEZALEZNOS¢ ZDARZEN

Kaidelz tych pojeé¢ mozna ksztattowaé w kolejnych etapach.
Poniewaz jednak pojecia te sa ze soba zwigzane i wzajemnie
wzmacniajg sie psychologicznie, opisywanie ich osobno (a tym bar-
dziej odizolowywanie ich w trakcie nauczania) nie bytoby celowe.
W przedstawionej ponizej koncepcji wiodace jest pojecie prawdo-
podobienistwa warunkowego, a pojecie niezalezno$ci, choé $cidle

Z nim zwigzane, jest nieco opéZnione w fazie.

Etap I, i czeéciowo etap II mozna w zasadzie uznaé za wspdél-
ny z doswiadczeniami wielostopniowymi. Opisujac za pomoca drzew
mozliwy przebieg doéwiadczenia, uczniowie de facto wyznaczali
juz prawdopodobienistwa warunkowe, totez déwiczenia te mozemy
Przyjaé za intuicyjne ksztaltowanie tego pojecia.

Jednym z ogdélnych zalozed przedstawionej w tej pracy koncep-
¢ji jest ksztaltowanie pojecia prawdopodobienistwa jako syntezy

ujecia czestoéciowego i a priorycznego . Celowe wigc bedzie
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wprowadzenie dodatkowo w etapie II (odkrywanie regularnoéci)
éwiczenrn uwypuklajacych czestosciowy aspekt pojecia prawdopodo-
bieristwa warunkowego. Wprowadzajac zmodyfikowane pojecie praw-
dopodobiefistwa, chcemy pokaza¢ zmodyfikowany sposéb losowania,
dla ktérego to nowe pojecie stanowié bedzie adekwatny model.

Wszelkie okredélanie prawdopodobierstw warunkowych za pomoca
zwrotdw w rodzaju "B pod warunkiem, ze zaszio A" sa trudne
dla ucznia nie umiejgcego rozumowaé formalnie.,

W ponizszych éwiczeniach zasadniczym modelem prawdopodo-
bienstwa warunkowego pA(B) bedzie model losowania polegajacy
na wykonywaniu pierwotnego doéwiadczenia i ignorowaniu wynikéw

nie nalezacych do A.

Przyktady <¢éwiczen II etapu:

(a) Uczniowie wykonuja dos$wiadczenia z ruletky przedsta-

wiong na rysunku 5.1.

Rys. 5.1

Notuja wyniki uwzgledniajac zardéwno kolor, jak i numer pola.

Na przykitad:

czarne | 2211211222

nieczarne | 1111

Po zanotowaniu np. 100 wynikdéw, uczniowie pomijajg dolna czesdé
tabelki i obliczaja wzgledna czesto$é pojawienia sie jedynki
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przy zatrzymaniu sie ruletki na polu czarnym.
(b) Gra "Wyécig z postojami".

Graja trzy osoby. Kazdy z graczy posuwa swéj pionek
do przodu wedlug innych zasad. Gracz I rzuca kostka jeden raz
i posuwa pionek o 1 pole do przodu, jedli wyrzuci kostka liczbe
ze zbioru B = {1,3,4}, w przeciwnym razie traci kolejke. Gracz
II rzuca kostka az do wyrzucenia liczby ze zbioru A = [1,3,53
i dopiero wtedy sprawdza, czy nalezy ona takze do zbioru B.
Jesli tak - wykonuje ruch, jeéli nie - traci ruch i przeczekuje
kolejke. Gracz III rzuca kostka,az do wyrzucenia liczby ze
zbioru C = [2,3,6} i wtedy sprawdza, czy nalezy ona takze do
zbioru B. Je$li tak - wykonuje ruch, jedli nie ~ przeczekuje
kolejke.

(c) "Losowanie karty". .

Zespél trzech ucznidéw dostaje komplet 20 kart zawiera-

jacy wszystkie pary (5 wartodci w 4 kolorach): {2,3,4,5,6}x
X{A,B,C,03 . Graja oni w wy$cig podobny do poprzedniego, z na-
stepujacymi zasadami poruszania sie:

Gracz I ciagnie jedng karte i sprawdza numer. Jezeli
wylosowat liczbe parzysta - wykonuje ruch, w przeciwnym wypad-
ku - stoi. Po wylosowaniu zwraca sie karte i tasuje talie.

Gracz II ciagnie jednag karte i sprawdza, czy jest ona
koloru A, B 1lub C; je$li nie jest - zwraca karte, tasuje
talie i losuje dalej w ten sam sposdb, az do wyciagniecia kar-
tykdoru A, B 1lub C. Wéwczas dopiero sprawdza, czy wylosowa-
na liczba jest parzysta. Jeéli jest - wykonuje ruch; jeéli nie
jest, stoi.

Gracz III ciagnie po jednej karcie (w ten sam sposdb
co II), az do wylosowania karty koloru D. Dopiero wéwczas
sprawdza, czy wylosowana liczba jest parzysta. Jeéli jest -
wykonuje ruch, je$li nie jest -stoi. .

(d) Do$wiadczenie polega na trzykrotnym rzucie moneta.

Zdarzenie A w tym doéwiadczeniu polega na wyrzuceniu
nieparzystej liczby oritéw. Uczniowie wykonuja to dosdwiadczenie
Wielokrotnie, zapisujac wyniki w tabelce, w rozbiciu na zdarze-
nia A i Aa’.
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A | (orr), (rrO), (0RR), (ORR), (ROR), (000), (RRO),...

A’ | (oor), (oro), (rRR), (OOR), (ROO),...

.

Niech B oznacza zdarzenie "wypadl 1 orzeil". Uczniowie|
Obliczaja: 1° czesto$é wynikdéw sprzyjajacych B wérdéd wszyst-
kich otrzymanych wynikdéw, 2° czestosé B w gérnym wierszu
tabelki, czyli przy zajs$ciu zdarzenia A, 3° czestoéé B w
dolnym wierszu, czyli przy zajs$ciu zdarzenia A’ (jest ona oczy
widcie réwna 0).

W niektdrych z powyzej opisanych gier ukryte bylo - jak
tatwo zauwazyé - pojecie niezaleznoéci. Oprécz tego, dla przy-
gotowania pojecia niezalezno$ci wazne beda te wszystkie sytua-
cje, gdzie dokonuje sie dwukrotnego losowania w sposdéb nieza-
lezny w potocznym sensie tego stowa, to znaczy tam, gdzie loso-
wania badZ nastepuja po sobie w czasie, badZ sa réwnoczesne,
lecz wyniki jednego w sposéb oczywisty nie wpilywaja na wyniki
drugiego (np. rzut dwiema kostkami).

Etap III. Szukanie izomorfizmdw

Wracamy do omawianego wyzej <éwiczenia (d). Chcemy przejsé od
czestosci zdarzen do ich prawdopodobieristw. W tym celu rozpatrw
jemy wszystkie mozliwe wyniki dodwiadczenia i rozbijamy je na

wyniki sprzyjajace A i sprzyjajace A’.

a | (orm) | (rOR) ! (rrOY | (00O)

A’ | (oor) | (oro) | (ROO) | (RRR)

Poniewaz wszystkie te wyniki sa rdéwnoprawdopodobne, prawdopodo~
biendstwo zdarzenia B przy zatozeniu, ze zachodzi A, oblicza~

my z klasycznego wzoru: p(B) = %, pA(B) = %.
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Poznawszy na tym przykladzie metode obliczania prawdopodo-
biefistwa warunkowego i zrozumiawszy, 2ze warunek "zachodzi A"
mozna w praktyce zrealizowaé pomijajgc wszystkie wyniki nie
sprzyjajace A, uczniowie wréca do pozostatych przykitaddw,
gdzie rozumujgc przez analogi€ wyznacza liczbe wszystkich moz-
liwych wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu A 1i liczbe tych sposdrdd
nich, ktére sprzyjaja B, po czym ze wzoru klasycznedgo wyzna-
czaja pA(B).

Okaze sie wéwczas, z2e w niektdrych sytuacjach zajdécie zda-
rzenia A ma wplyw na prawdopodobienstwo zdarzenia B ( zwiek-
sza je lub zmniejsza), a w innych nie ma.

Wracajac do przykiladu (c) zauwazmy jeszcze, wyciaganie 1
karty z kompletu mozna symulowaé¢ dos$wiadczeniem dwustopniowym:

I losowanie koloru: A, B, C 1lub D,

II losowanie wartoscu: 2, 3, 4, 5 lub 6.

Losowanie karty bedzie wiec dogwiadczeniem izomorficznym np.

z zakreceniem dwéch ruletek (rys. 5.2).

D c v
Rys. 5.2

Szukaé bedziemy w innych do$wiadczeniach izomorfizméw tego ro-
dzaju. Dzieki podobnym éwiczeniom uczpiowie z jednej strony
Poglebia zrozumienie niezaleznodci, z drugiej zas$ naucza sie
dostrzegaé wielostopniowa strukture w sytuacjach, w ktdérych nie

jest ona bezpoérednio widoczna.
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Etap IV. Wspélna reprezentacija

Wszystkie omawiane wczeéniej sytuacje dadza sie opisaé klasycz-
nym schematem. Przejdziemy teraz do ich uogélnienia. W tym celu
rozpatrzymy wszystkie N rdéwnoprawdopodobnych wynikéw dowolne-
go dodwiadczenia, w rozbiciu na 4 podzbiory w zaleznoéci od te-
go, czy dany wynik sprzyja A czy A’ i B czy B’'.

Sytuacje te przedstawia tabelka

B B’
@) A k 1 k+1+m+n-=N,
A’ m n

gdzie zdarzeniom ANB, ANB’, A'/~\ B, A’ \ B’ sprzyja odpo-
wiednio k, 1, m, n wynikéw. Powyzsza procedure wraz ze wzorem

| k
(~=) ma(B) - k+1
mozemy na razie uznaé za wspélng reprezentacje pojecia prawdo-
podobieristwa warunkowego, w przypadku jednakowo prawdopodobnych
wynikéw doswiadczenia.

Zamiast tabelki (*) moéémy do opisu tego typu sytuacji
wykorzystaé diagram kwadratowy. Wéwczas zalozenie o réwnym
prawdopodobieristwie wynikéw nie bedzie potrzebne (rys. 5.3).

Jezeli zajs$cie badZ niezaj$cie zdarzer A i B dadza sie
interpretowaé jako kolejne stopnie dodwiadczenia, to wygodng
reprezentacja bedzie drzewo (rys. 5.4).
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palB) pal8')
I
(4*) plA) 3 AnB Ang'
*
L
(
plA}4 AnB Anp'
px(B) px(B')
Rys. 5.3
plA) p(A)
» ¥ A A
(kx
pal8) palB) pxiB) px(8")
B g B g'

Rys. 5.4
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Etap V. Badanie wlasnogci reprezentaciji

Analizujgc podzial diagramu kwadratowego na prostokaty o polach
odpowiadajacych zdarzeniom AN B, AAB', A’'~ B, A’ B’

zauwazmy miedzy innymi, ze
P(Aa B) = P(A) - P,(B).

Daje to mozliwo$é wyrazania prawdopodobiefistwa warunkowego

przez prawdopodobieristwa bezwarunkowe

p,() = HA2 Bl qay  p(a)#o.
P(A)

Pozostatych wlasno$ci prawdopodobieristw warunkowych dowodzidé
bedziemy odwolujac sie do tabelki(# ) { str. 126) wraz ze
wzorem (**) , do diagramu kwadratowego (*K'*) lub drzewka (;’53)
( str. 127).

W dalszym ciggu badania wtasnos$ci reprezentacji uczniowie
stwierdzaja, ze jezeli zajécie zdarzenia A nie ma wpiywu na
PA(B), to takze zajdcie A’ nie ma wplywu na PA’(B) oraz

W takiej sytuacji otrzymamy podzial diagramu kwadratowego
przedstawiony na rysunku 5.5.

Zdarzenia A 1 B nazwiemy niezaleinymi, jezeli dadza sie
reprezentowaé na kwadracie jednostkowym takim jak na rys. 5.5,
odpowiadajacym iloczynowi kartezjariskiemu zbioréw {A,A' X

X{B,B'g. Pokazujemy nastepnie, Ze warunkiem koniecznym i wystar-

czajacym niezaleznosci bedzie rdéwnosé
P(A~B)="Pr(a) - P(B).
Tu spotykamy sie z drugim watkiem tematycznym. Stwierdzimy,

odwolujac sie do omawianych poprzednio przykiaddéw, ze jezeli

zdarzenia A i B pewnego do$wiadczenia dajg sie symulowad
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p(B} piB')
plA) AnB AnB
plA) AnB Ang

Rys. 5.5

za pomoca pary ruletek z rys. 5.6 w taki sposéb, Ze zachowane
sa prawdopodobiefistwa P(A A B), P(Ar\ B’), P(A'~ B),
P(A’r\ B’), to zdarzenia A i B sa niezalezne. Zauwazymy
nastepnie, Ze wystarczy, by byt speiniony jeden z tych warun-
kdéw (Bedzie to zarazem wyj$éciowy model do rozwazania nieza-

Rys. 5.6
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leznosdci doéwiadczer).
Tego sposobu reprezentowania niezalezno$ci zdarzen nie
bedzie jednak mozna uznaé za model uniwersalny, gdyz niektdre

zdarzenia niezalezne nie dadza sie w naturalny sposéb symulowad

za pomocg pary ruletek. Dotyczy to tych wszystkich sytuacji,
w ktérych niezalezno$é nie wynika z ich ogdlnej struktury, lecz
zachodzi niekiedy w szczegélnym przypadku.

Przyklad. Do$wiadczenie polega na dwukrotnym rzucie kostka
i obserwowaniu uporzadkowanych par liczb. Niech A oznacza
zdarzenie "za pierwszym razem wypadto szes$é oczek", B, zas
zdarzenie "suma oczek na obu kostkach jest réwna k". Zdarzenia
Ain
i B s niezalezne. Nie da sie dobraé¢ naturalnego modelu

7
dwéch ruletek dla tego doswiadczenia.

s3 na ogét zalezne, jednak dla k = 7 zdarzenia A

Ten rodzaj niezaleznosci jest dla ucznidéw najtrudniejszy

do zrozumienia i nie powinien pojawié sie przed etapem V.

§ 6. BLADZENIA LOSOWE PROWADZACE DO £ANCUCHOW MARKOWA

A. Engel (1975) pokazal, ze bardzo wczedénie mozna badaélz ucz-
niami skornczone laricuchy Markowa bez korzystania z aparatu teo-
retycznego. Przedstawial on %aricuch Markowa od razu w formie
grafu przeplywu, a prawdopodobienstwa pochtoniecia i czas ocze-
kiwania na pochlonigcie uczniowie wyznaczali stosujac abak pro-
babilistyczny.

Wydaje sie jednak, ze gilebsze zrozumienie procesu Markowa
osiggniemy dajac uczniom mozliwos$é przesledzenia rozwijania sie
tego procesu w czasie. Poczatkowo moze to by¢é badanie czysto
empiryczne (éledzenie wykonywanych doéwiadczer), a péZniej roz-
wazanie wszystkich mozliwodci przebiegu do$wiadczenia w kolej-
nych chwilach. Wéwczas zastosowanie algorytmu wyznaczania praw-
dopodobienistw pochtoniecia i czasu oczekiwania staje sie .ukoro-

nowaniem wielostronnego badania procesu Markowa.
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W paragrafie niniejszym pokaZe, jak moga przebiegadé kolejne
etapy poznawania tych zagadnien.

Etap I. dwiczenia wprowadzajace

Etap ten polega na wykonywaniu dos$wiadczenr. Czeéé z nich przed-
stawione jest w formie gier. Przyktady:

a} "Mysz na drabinie". Mysz wchodzi po drabinie. Z kazdego
szczebelka usituje wskoczyé na nastepny. Udaje sie to jej z
3. Jeéli skok sie nie uda - spada na zie-

4
mie i prébuje wskakiwaé od nowa.

prawdopodobierstwem

‘

Te skoki myszy symuluje sie w nastepujacej grze (rys. 6.1).

wskakuje

Rys. 6.1

Na polu O stoi pionek - mysz. O kolejnych ruchach myszy decy-
dowaé bedzie wskazanie ruletki. Obserwuje sie np. ile ruchéw
potrzebowata za kazdym razem mysz, by dotrzeé na pole 5. Ile

razy mysz spadala?
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b) Gra "Berek" (rys. 6.2).

Rys. 6.2

Kazdy z graczy ustawia swéj pionek na planszy na polu oznaczo-
nym jego literg. W kazdej kolejce o tym, kto wykona ruch, decy-
duje wynik losowania sprawiedliwym przyrzadenx(np.: orzetl - po-
suwa sie A, reszka - posuwa sie B). Wygrywa ten, kto dogoni
przeciwnika. Dodatkowo obserwujemy czas trwania kazdej gry
(tzn. ilo$é rzutéw wykonanych od poczatku do korica gry).

c) "Mecz pitkarski" (dwaj gracze A i B, przyrzad do loso-
wania jak w grze "Berek", rys. 6.3). Na $rodku planszy ustawio-

ny jest pionek - pitka.

orzet —
A ‘ B reszka-—

Rys. 6.3

Wynik losowania wskazuje, w ktérym kierunku przesuwa sie pilka.
Gra konczy sie, gdy pitka wpadnie do bramki ktéregoé z graczy.
d) "Ruina gracza". Dwaj gracze A i B otrzymuja odpo-

wiednio a 1 b zetondw. Neutralny sedzia rzuca monetgs.
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B daje 1 zeton graczowi A,
A oddaje 1 zeton graczowi B. Gra
toczy sie do momentu, w ktérym jednemu z graczy zabraknie ze-
tonéw. Obserwujemy czas trwania gry.
puste i

e) "Wedrujgce kulki". Kazdy 2z uczniéw ma dwa pudetka: P -

K - z czterema kulkami w 4 réznych kolorach oraz ru-
letke (rys. 6.4). W kazdym ruchu jedna kulka o wylosowanym

kolorze zmienia pudetko ( tzn. niezaleznie od tego, w ktdrym

pudetku aktualnie sie znajduje, przechodzi do sasiedniego).

==
—
A —
_—

\ =
S

= ::

Rys.

Do sektora

moze trafié do sektora

A
tek umieszczonych w poszczegélnych sektorach.

Labirynt sktada sie z trzech sektoréw: S, A

(lub B) trafi z powrotem do S lub do wyjscia Wy ( 1ub WB).
Pionek-szczur krazy po.labiryncie zgodnie ze wskazaniami'rule-

6.4

Gra koficzy sie, gdy wszystkie kulki znajda sie w pudeiku
f) "Szczur w labiryncie"” - symulacja.

P.
i B (rys. 6.5).
S wpuszczamy szczura, ktdéry bladzac po labiryncie

A 1lub B. Bladzac po sektorze
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————

Do
1

8 L

wn

Rys. 6.5

Etap II. Badanie poszczegdlnych sytuacji i odkrywanie regular-

nosci
o
Punktem wyjécia do badania powyzszych dodéwiadczed bedzie zapi-
sywanie przebiegu wykonanego do$wiadczenia w uktadzie wspéi-
rzednych, gdzie na jednej osi wskazuje sie czas {dyskretny),
a na drugiej - mozliwe wyniki.

Rysunek 6.6 przedstawia przebieg pewnej wedrdwki po drabi-
nie myszy z przyktadu a).
Mozemy tez badaé¢ "lokalnie" sytuacje. Na przyklad, znajac polo-
zenie myszy w chwili n (czyli po n-tym rzucie), mozemy obli-
czaé prawdopodobiefistwo zakoficzenia btgdzenia w chwili n + 1,
w chwili n + 2 itd. Mozna to np. obliczyé za pomoca drzewa

(rys. 6.7).
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META

2 ° .
11~ [} ° °
START ¢ [ . ° °
1 1 1 1 1 I 1 1 11 .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

numer rzutu

Rys. 6.6

n ——— stan 3

n+t —

3
L

n+2 —» stan 5 | I stanOl rsth] rstonﬂ

Rys. 6.7

Kolejny rysunek 6.8 przedstawia pewien fragment gry "Berek",
gdy na jednej z osi wskazujemy czas, a na drugiej stan przewagi
A nad B.
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WYGr A B

przewaga A

0 i | 1 1 ] 1 1 -
1 2 3 4 5 6 7 8
numer rzutu

Wygr B =3 e e s

Rys. 6.8

ruch A

g yonu

Rys. 6.9
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Inny sposéb opisu tej gry przedstawiony zostal na rys, 6.9.

Na sieci kwadratowej krok w gére ( f) oznacza, ze ruch wyko-
nywat A, a krok w prawo (-—b) oznacza, ze ruch wykonywal B.
Rysunki 6.10 i 6.11 przeds-awiajg obydwa sposoby opisu
przebiegu do$wiadczenia dla gry "Wedrujace kulki": Na rysunku

6.11 zaznaczone sa kolejne stany pudetka P, przy czym krok
w gére oznacza, ze przybyia 1 kulka, a krok w prawo - ze jedna
kulka uby?a.

+1
4 3 2 1
3l 2
2 2 !
1+ 1
I 1 1 1 1 ] 1 0
0 1 2 3 4 5 6 7 czas stan pudetka P -1
Rys. 6.10 Rys. 6.11

Badajac te gre "lokalnie", w zaleznod$ci od jej chwilowego stanu,
uczniowie powinni zauwazyé, Ze - w odréznieniu od gier poprzed-
nich - prawdopodobieristwa na wyj$ciach z poszczegdélnych standw
sa rézne dla réznych stanéw; powinni tez wyznaczy¢é te prawdo-
podobieristwa. Rysunek 6.12 przedstawia drzewo stuzace do wyzna-
czania prawdopodobiefistwa zakoficzenia gry w chwili n + 2,
jezeli w chwili n stan gry jest 2 /dwie kulki w pudeiku P).
Oczekujemy, 2e wykonujac ¢éwiczenia etapu II uczniowie
naucza sie opisywaé przebieg gry w postaci bladzenia losowego
i wyznaczaé zbidér wszystkich mozliwych standw (powinni przy
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kazdej z gier zauwazyé, Ze choé proces moze ciagnaé sie nie-
skoiczenie, to zbidr wszystkich mozliwych standw jest skoriczo-
ny); beda rozwigzywali "lokalne" problemy za pomocg drzew oraz

KONIEC
Rys. 6.12

prowadzili obserwacje na temat czasu trwania gry, chwilowej
przewagi, zmian w prowadzeniu i innych, tym podobnych proble-
méw dotyczacych biadzen losowych.

Etap III

Kolejnym krokiem jest préba globalnego opisywania mozliwosci
przebiegu dod$wiadczeri. Drzewa nie sg tu wygodnym narzedziem,
gdyz rozrastajg sie zbyt szybko i przestajg byé ekonomiczne.
Jako jedna z regularnosdci odkrytych na §oprzednim etapie
zauwazono, ze w kazdej z omawianych sytuacji jest skoficzona
liczba réznych stanéw mozliwych do osiagniecia z danego stanu.
Analizujac kolejno wszystkie mozliwe przejscia w kolejnych
chwilach, otrzymamy w rezultacie rozwijajacy sie w czasie graf,

przedstawiajacy wszystkie mozliwodci przebiegu doéwiadczenia.
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Rysunek 6.13 przedstawia taki graf dla gry "Berek".

wygr.

czas

wygr.

Rys. 6.13

Kazdej rozgrywanej grze odpowiada tu jedna droga na grafie.
Grubg linia zaznaczono droge z rysunku 6.8.

Umiejetno$é opisania wszystkich mozliwo$ci przebiegu dos-
wiadczenia pozwoli odkry¢ dos$wiadczenia izomorficzne, mianowi-
cie takie, ktérych grafy sg izomorficzne (por. etap IV w § 3).
Na przyktad, gry "Berek" i "Mecz pitkarski" sa izomorficzne,

a "Mysz na drabinie" nie jest izomorficzna z 2zadng z pozosta-
iych gier.

Graf "Wedrujgacych kulek" (rys. 6.14) wyglada podobnie jak
graf "Berka", mimo to jednak gry te nie sa izomorficzne, gdyz
réznig sie prawdopodobienstwami przejscia.

Niekiedy w dos$wiadczeniach, ktére nie sg izomorficzne,
odnajdziemy tyle analogii, ze po niewielkich zmianach danych
stang sie one izomorficzne. Oto przyklad dotyczacy zadania
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~—

i

stan pudetka P
i

~w
(I
~lw

GIBY

czas

Rys. 6.14

0 ruinie gracza: "z jakim kapitatem majg rozpoczynaé gre gra-
cze A i B, by zadanie o ruinie gracza byto izomorficzne
z gra "Mecz pitkarski"?"
Czasem tez na odwrét, korekta sprawia, Ze nowa sytuacja
nie jest izomorficzna z poprzednig. Oto przykiad takiej zmiary.
W grze "Szczur w labiryncie" zak*adalid$my, ze szczur jest
tak zagubiony w labiryntach A, B i S, Ze nie pamieta, kté-
redy wszedl i kazde wyjdcie moze wybraé z tym samym prawdopo-
dobieristwem. Prowadzi to do grafu na rysunku 6.15.
Zmierimy teraz to zalozenie. Przyjmijmy, 2Ze prawdopodobienstwo
wyboru drogi, ktéra przyszedi, jest mniejszé (np. stale réwne
%). Otrzymamy w ten sposdéb inne dos$wiadczenie, nie bedace pro-
cesem Markowa. Aby to naprawié¢, trzeba zamiast jednego stanu
S rozpatrywaé trzy rézne stany: stan poczatkowy S, stan S

A

kiedy szczur jest w S, a uprzednio byt w A i stan SB -

kiedy szczur do S przyszedl z B. Teraz nasze dos$wiadczenie
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Rys. 6.15

win

N

~ij=

win

Rys. 6.16

W 2 W
3
1
3 S,
1 S,
1 8
2

W, 3 A
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jest juz tarcuchem Markowa, ale nie izomorficznym z wyj-
$ciowym (patrz rysunek 6.16).

Podsumowujac wtasnodéci wszystkich omawianych dogwiadczen
zauwazymy, 2e charakteryzuja sie one skonczonym zbiorem standw

i statymi prawdopodobienstwami przej$cia pomiedzy stanami.

Etap IV. Wspdlna reprezentacja

Za wspdlna reprezentacje mozna w zasadzie przyjaé opisane
w poprzednim etapie grafy rozwijajace sie w czasie. Jednak
ze wzgledu na mozliwo$é wyznaczania prawdopodobieristw pochio-
niecia i $redniego czasu oczekiwania na pochloniecie za pomoca
abaku Engla, celowe bedzie wprowadzenie jeszcze jednej repre-
zentacji - grafu przepiywu.

W tym celu zauwazymy, Ze na grafach, ktdére rozwijaja sie
w czasie, drogi nieskoniczone rozwijajg sie cyklicznie (wynika
to z faktu, ze zbidr standéw jest skoriczony, a prawdopodobieri-
stwa przejdcia stale). Jezeli wyznaczymy wszystkie mozliwe
stany, wyrdznimy stan poczatkowy i dopuscimy mozliwo$é powra-
cania strzalek do standéw poprzednich, to drogi nieskoriczone
"zwing sie" w cykle. Rysunki 6.17 - 6.19 przedstawiajg grafy
przeptywu dla gier "Berek", "Mysz na drabinie" i "Wedrujace
kulki"; grubgq linig zaznaczono stan poczatkowy.

Uwaga: Wspdélna reprezentacjg moze byé macierz prawdopodo-
bieristw przejs$cia %acznie 2z poczatkowym rozktadem prawdopodo-
bieristw w momencie 0. Konieczne bedzie wéwczas wprowadzenie
algebraicznych metod badania tarncuchéw Markowa. Nie jest to
jednak celowe ani mozliwe w ksztalceniu ogélnym, lecz ewentu-

alnie w klasach licealnych ukierunkowanych matematycznie.
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Rys. 6.17 Rys. 6.18

1 1 3

4 2 &

1 3 1 . 1
4 2 ¢

Rys. 6.19

Etap V. Badanie wtasnogci reprezentacji

Za pomoca abaku Engla badaé bedziemy: prawdcpodobiefistwa przej-
Scia w n krokach ze stanu poczatkowego do dowolnego ustalonego
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stanu, $redni czas oczekiwania na osiagniecie ustalonego stanu
itp. Dzia%alno$é tego rodzaju zostala opisana przez Engla
(1975). ’

§ 7. KONSTRUKCJA CALOSCIOWEGO SYSTEMU NAUCZANIA RACHUNKU
PRAWDOPODOBIENSTWA W KSZTALCENIU OGCLNYM

W pracy tej ograniczytam sie do przedstawienia koncepcji ksztat-
towania kilku kluczowych pojeé rachunku prawdopodobiefristwa.

W podobny sposéb proces ksztaltowania innych waznych pojeé

(np. prawdopodobiendstwa geometrycznego) da sie takze opisaé

w szedciu etapach Dienesa.

Schemat Bernoulliego moze by¢é przedstawiony w jezyku blg-
dzer losowych; etapy jego ksztaltowania bedg wéwczas analogicz-
ne do opisanych w § 6. Schemat Bernoulliego mozna ksztaltowadé
niezaleznie od lancuchdéw Markowa, ale mozna tez etapy I - III
przerobié¢ wspdélnie i dopiero péZniej oddzielié klase dodwiad-
czenl prowadzacych do schematu Bernoulli’ego. Jezeli ograniczymy
sie do matych liczb, to dla obliczenia prawdopodobieristw w sche-
macie Bernoulliego wystarczy poczatkowo abak, ktéry nastepnie
mozemy stopniowo zastapié prostymi, bezpodrednimi rozumowaniami
kombinatorycznymi. }

W paragrafach 2 - 6 przedstawilam propozycje takiego orga-
nizowania procesu dydaktycznego, aby kazde z najwazniejszych
pojeé rachunku prawdopodobienstwa ksztaltowane bylo zgodnie
z etapami Dienesa. Dla jasno$ci opisu staratam sig celowo wyiéo‘
lowaé¢ kazde z tych pojeé od reszty, po to, by wyraZniej przed-
stawié¢ proces ksztattowania sie go w umy$le ucznia. W rzeczy-
wistod$ci jednak pojecia te nalezy ksztaltowaé uwzgledniajac ich
rozliczne wzajemne zwigzki.

Celem tego paragrafu jest powigzanie w jedna catos$é roz-
patrywanych uprzednio proceséw dydaktycznych.

Teoretycznie mozliwe sa rézne sposoby uporzadkowania mate-
riatu, zachowujace - dla kazdego z poszczegélnych pojeé - kolej
no$é etapédw I - V. MozZna by na przyklad przerabiaé kolejno, od
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poczatku do konca: przestrzen probabilistyczna( zgodnie z § 2),
dod$wiadczenia wielostopniowe (zgodnie z § 3), prawdopodobieristwa
warunkowe i niezalezno$é, wartos$é oczekiwang, schemat Bernoulli-
ego i wreszcie taricuchy Markowa.

Mozna by tez zorganizowaé najpierw zajecia etapu I i II dla
wszystkich pojeé, nastepnie etapy III - V dla pojgcia przestrze-
ni probabilistycznej, dalej etap III dla wszystkich pojeé itd.

Pierwszy z tych sposobdéw uporzadkowania wydaje sie jednak
troche sztuczny, a drugi - mato efektywny. Préba wypos$rodkowa-
nia pomiedzy tymi dwiema skrajnymi propozycjami sprowadza sie
do przyjecia rozsadnego kompromisu pomiedzy nastepujacymi dwoma-
Jpostulatami:

1° Najwazniejsze pojecia nalezy zaczynaé ksztaltowaé mozliwie
wczednie, aby byl czas na gruntowne ich opanowanie.

2° Etapy I - IV danego pojecia nie powinny by¢ zhyt odlegite
od siebie, gdyz jest to mato efektywne.

W swojej prébie wyposrodkowania przyjelam zamiast 2° po-
stulat stabszy:

2% Etapy I i II powinny nastgpowaé bezposdrednio po sobie,
etapy II, III, IV, V moga byé oddzielone od siebie, o ile
ich rezultaty beda wykorzystywane na tyle, by nie ulegiy

zapomnieniu.

Wiaze sie to z ogdélnym postulatem, aby wszelkie wprowadzane
pPojecia czy metody byly wykorzystywane w trakcie dalszej nauki.

W paragrafach 2 - 6 podane zostaly tylko nieliczne przykla-
dy ¢éwiczenr i zadan. Byly one ukierunkowane gidéwnie na wprowadze-
nie pojeé. Nalezatoby, byé moze, dla kazdego pojecia dodaé nowy
etap: zaétosowania. Mozna. by tam umies$cié na przyklad zadania
dotyczace badania rzeczy&istych sytuacji za pomocg poznanych
pojeé czy metod. Wymagatoby to jednak dodania catego zbioru za-
dari, wiec ograniczam sie tylko do zasygnalizowania, ze przykia-
dy déwiczend i zadan zamieszczone w tej pracy sa, z zalozenia,
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ukierunkowane gidéwnie na wprowadzanie pojeé.

Dobrym przyktadem mozliwodci realizacji postulatu 29 jest
pojecie wartodci oczekiwanej. Nic nie stoi na przeszkodzie, by
omawiajac rézne wykonane dogwiadczenia wyznaczaé $redni uzyska-
ny wynik. Podobnie jest z prawdopodobienstwem warunkowym. '
W dod$wiadczeniach wielostopniowych wyznacza si¢ je wielokrotnie
- niekoniecznie uzywajac tego terminu. Wprowadzajac pdZniej
okreg$lenie tego pojecia mozZna sie odwoiywaé do stosowanej wcze$-
niej procedury.

Jedna z mozliwych propozycji ustalenia kolejnodci etapdw
poszczegdlnych pojeé,.zostala érzedstawiona w tabeli I.

Nie jest to = rzecz jasna - jedyna mozliwo$é.

W zaleznodci od wieku ucznidw i innych czynnikéw dydaktycz-
nie istotnych mozna modyfikowaé te propozycje.

Uwzgledniajac powyzszy schemat oraz pewne tematy nie omawia-
ne w § 2 - 7 otrzymamy podziat materiatu na bloki tematyczne
przerabiane kolejno:

I. Odréznianie 2zjawisk losowych od zdeterminowanych. Przykiady
zjawisk losowych w zyciu codziennym.
I1I. Jako$ciowe badanie zjawisk losowych
A. Przez rozumowania logiczne, np.:
- zdarzenie pewne, zdarzenie niemozliwe,
- zdarzenia bardziej (mniej) prawdopodobne(.w przypadku,
gdy zajscie zdarzenia A pocigga za soba zaj$cie zda-
rzenia B). .
B. Przez oblserwacje wzglednych czestodci:
- czedciej (rzadziej), wiegksze (mniejsze) szanse,
~ - mato prawdopodobne, bardzo prawdopodobne,
- diagramy statystyczne.
C. Przez proste rozumowania kombinatoryczne:
- zbidr wszystkich mozliwych wynikdéw dos$wiadczenia,
- diagramy teoretyczne.
D. Symulowanie dos$wiadczefi:
- szukanie do$wiadczenl izomorficznych,

- empiryczne szacowanie prawdopodobieristw oparte na



Tabela I

Pojecia

Kolejnos$é poszczegdlnych etapédw w czasie

Przestrzenl probabilis-
tyczna

Wartoéé oczekiwana

Doéwiadczenia wielo-
stopniowe

Prawdopodobienstwo wa-
runkowe i niezalezno$é

Schemat Bernoulliego

Laricuchy Markowa

I|II

II

v

v

III

IV

II

[II

v

II

III

18Y

II

III

v

I1

IIT

LV
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III.

Iv.

E.

F.

A. Olecka

wzglednych czeétoéciach (przy wielokrotnych prdébach).
Wyznaczanie $redniego wyniku uzyskanego przy wielu
powtdérzeniach do$wiadczenia.

Wykonywanie i obserwowanie dog$wiadczer wielostopniowych
(etan 1)

Badanie zjawisk losowych z wykorzystaniem prawdopodobien-

stwa jako miary liczbowej.

Intuicyjny opis prawdopodobieristw wynikéw dodwiadczenia
za pomoca ulamkéw.

Przestrzerd probabilistyczna prostych dos$wiadczen.
Przedstawianie do$wiadczen wielostopniowych za pomocag
drzew.

Wyznaczanie prawdopodobieristw zdarzend losowych (dodawa—
nie prawdopodobienstw wynikdw sprzyjajqcych).
Czestodciowy aspekt prawdopodobieristw warunkowych.
Symulacje zwigzane z do$wiadczeniami wielostopniowymi.
Prawdopodobienistwa warunkowe i niezalezno$¢ zdarzen
(etap III).

Wyidealizowana symulacja na drzewie. .

Reguty mnozenia i dodawania prawdopodobieristw na drzewie.
Zastosowanie w zagadnieniach praktycznych (np. do gene-
tyki).

Reguly mnozenia i dodawania prawdopodobienstw na diagra-
mie kwadratowym (dla dogwiadczen dwustopniowych).
Prawdopodobienistwo warunkowe i niezaleznoéé zdarzen
(reprezentacja i wlasnosci) .

Doéwiadczenia niezalezne. .
Zastosowanie w zagadnieniach praktycznych (np. dziata-
jace niezaleznie urzadzenie).

Warto$é oczekiwana (izomorfizmy i Feprezentacja).
Zastosowanie warto$ci oczekiwanej w zagadnieniach prak-

tycznych.

Biadzenia losowe

Przyktady btadzer losowych i ich badanie (etapy I - III)
Schemat Bernoulliego (etapy v - V).
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- Obliczanie wartod$ci oczekiwanej liczby sukceséw_w sche-
macie Bernoulliego.
~ Bladzenia losowe prowadzace do Iaﬁcuchéd Markowa (etapy
IV i v).
V. Prawdopodobieristwo geometryczne.
VI. Zasada praktycznej pewnosci.
- Informacyjnie o prawie wielkich liczb Bernoulliego.
- Zastosowania: np. przyktady testowania hipotez.

Ewentualnie jeszcze:

VII. (dla klas ukierunkowanych np. starszych klas matematyczno-
~-fizycznych liceum).
- Aksjomaty rachunku prawdopodobieristwa.
~ Powrét do poznanych pojeé w ramach teorii aksjomatycznej
(z rozszerzeniem materialu np. o wzory ogdélne zwigzane
ze schematem Bernoulliego, dowéd prawa wielkich liczb

itp.) .

Bloki IV, V, VI sj od siebie niezaleine i moga byé¢ ustawio-
ne w dowolnym porzadku.

Powyzszy program powinien byé realizowany od poczatku,
lecz niekoniecznie do korca. Realizacja jego moze byé przerwa-

na, a mimo to przerobiony fragment bedzie ksztaicacy.

PODSUMOWANIE

Na podstawie opisanych powyzej analiz teoretycznych oraz prze-
biegu wstepnych badar prowadzonych z uczniami formuluje naste-
Pujace wnioski i postulaty:

1. Istnieje mozliwo$é doéﬁ wczesnego (orientacyjnie biorac:
juz od klasy V lub nawet IV) wprowadzania rachunku prawdopodo—
biefstwa do nauczania masowego. Wymaga to jednak spelnienia

m. in. nastepujacych warunkéw:
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a) rezygnacja z teorio-miarowego ujecia oraz z dominujacej
roli kombinatoryki,

b) rezygnacja ze zbyt precyzyjnego jezyka i wprowadzenie
na to miejsce terminologii nieformalnej, zbliZonej do natural-
nego jezyka dzieci,

c) ksztaltowanie pojeé przed ich definiowaniem ("najpierw
zrozumienie, potem definicja"), ’

d) przeznaczenie duzej ilo$ci czasu na wykonywanie przez
dzieci liczby dos$wiadczenr losowych,

e) nalezyte przygotowanie nauczycieli.

2. Opisany w pracy systeh moze stanowié podstawe prac
zmierzajacych do utozenia programu nauczania rachunku prawdo-
podobieristwa w szkole ogdlnoksztatcacej. Program taki wymagaiby
dalszej weryfikacji eksperymentalnej. .

3. Z punktu widzenia ogdlnego rozwoju uczniéw i ksztaltowa-
nia ich intuicji probabilistycznych, juz realizacja stosunkowo
matego fragmentu opisanego tu programu miataby istotne walory
ksztatcace. Wazniejsze wydaje sie spokojne, bez pod$piechu prze-
robienie mniejszego fragmentu materialu niz dazenie do reali-
zacji obszerniejszego programu w zbyt krétkim czasie, co z ko-
niecznodci zwiekszyloby werbalizacje nauczania.

Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa powinny =
przynajmniej w poczatkowej fazie - ksztattowaé sie na gruncie
samodzielnych eksperymentdw ucznia. 2,dotychczasowych dodwiad-
cze’ szkolnych wynika, Ze przecietny uczer nie rozumie wtasno$-
ci pojeé probabilistycznych nie odkrytych samodzielnie (przez
siebie lub kolegéw) i nie potrafi zrozumieé ich na podstawie
objas$nien nauczyciela.

4. Etapy ksztaltowania pojeé matematycznych proponowane
przez Dienesa stanowiag dobry drogowskaz, pozwalajacy tak zorga-
nizowaé proces nauczania rachunku prawdopodobienstwa, by byl on
zgodny z psychologicznymi prawidlowoéciami ksztattowania pojeé.

5.Ksztattujac pojecia prawdopodobieristwa nalezy dbaé o to,
by uczef rozumiat rézne jego aspekty. W szczegdlnos$ci, aby nie
dopus$cié do wytworzenia sie falszywych intuicji dotyczacych
prawa wielkich liczb, nalezy przez caty czas dbaé o to, by =
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obok wielokrotnego operowania'prawdopodobieﬁstwami obliczonymi

za pomocg wzordw — mieli réwniez okazje wracaé do obserwowania

rozrzutu wynikéw w konkretnych do$wiadczeniach.
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AN APPROACH TO STRUCTURING THE ELEMENTARY
PROBABILITY TEACHING

Summary

The authoress proposes a certain approach to a global
organization od probability teaching in school, It is
based of the six stages of passing from the concrete to
abstract mathematical concepts (Z,P, Dienes, 1970). Each
of the basic probabilistic notions (e.g., sample space,
probability, expectation, conditional probability with
independence) is to develop from free play through play
with certain rules, observation of regularities, search
for isomorphisms, looking for common representations of
isomorphic situations, and exploring properties of
representations, The sixth stage (deductive theory)
is not considered here. Examples are given for each

stage of each of the notions listed above,



