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Niniejszy wybór obejmuje krótkie notki o artykułach i książkach z nu-
merów 4-6 (tom 39, 2007) oraz z numerów 1-6 (tom 40, 2008), oraz dłuższe
artykuły z tomu 43. (nr 2 oraz nr 3, rok 2011). Te dłuższe artykuły (ZDM,
The International Journal on Mathematics Education) poświęcone są przykła-
dom i kontrprzykładom, których tworzenie jest koniecznym elementem kształ-
towania matematycznego myślenia (nr 2) oraz nauczaniu geometrii w sposób
interaktywny (nr 3). Math Educ, International Reviews on Mathematical Edu-
cation zawiera przegląd artykułów i książek.

1. Artykuły

M a s o n, J.: 2011, Phenomenology of example construction, ZDM, 43(2),
195-204.

Autor zwraca uwagę na silną wzajemną relację między teorią i przykładami; przy-

kład dotyczący jakiegoś zagadnienia, jakiejś teorii wymaga jej znajomości, teoria bez

przykładów jest nic nie warta. Mason w swojej pracy zajmuje się pytaniem: Co jest po-

trzebne do konstruowania przykładów? Odpowiedź na to pytanie jest zawarta w ana-

lizie pięciu przykładów. Pierwszy przykład dotyczy skonstruowania funkcji, dla której

całki oznaczone po dwóch różnych przedziałach różnią się o 2. Autor analizuje swoją

metodę tworzenia przykładu takiej funkcji. Zauważa, że rozpoczął od dość skompli-

kowanych funkcji, by szybko przejść do funkcji stałej, następnie zastanawiał się nad

uogólnieniami. Ta droga konstruowania przykładów wydaje się dość typowa. Kolej-

ny przykład dotyczy rozmieszczenia w czterech torbach kul w różnych kolorach tak,

aby dla dowolnych dwóch toreb istniał kolor kul taki, że różnica liczby kul w tym

kolorze w tych torbach wynosiła 1. Najciekawsze w tym przykładzie jest to, że pro-

wadzi on do znanych liczb Catalana. Tematy kolejnych przykładów to: wielomiany,

ciągi i szeregi. Autor podkreśla, że kluczowej w uczeniu się i nauczaniu matematy-

ki umiejętności tworzenia przykładów musi towarzyszyć kształtowanie umiejętności

tworzenia kontrprzykładów.
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A n t o n i n i, S.: 2011, Generating examples: focus on processes, ZDM,
43(2), 205-217.
Autor analizuje procesy zachodzące w umyśle człowieka podczas tworzenia przy-

kładów. Badania przeprowadzono na „próbce” złożonej z 14 studentów matematyki i 7

doktorantów kontynuujących matematyczne studia. Przykłady, które zaproponowano

badanym były dość złożone i dotyczyły funkcji. Studenci i doktoranci prezentowali

różne strategie tworzenia przykładów, np. metodę prób i błędów.

F u r i n g h e t t i, F., M o r s e l l i, F., A n t o n i n i, S.: 2011, To exist
or not to exist: example generation in Real Analysis, ZDM, 43(2), 219-232.
Rozwiązywanie zadań może polegać na konstruowaniu przykładów lub kontrprzy-

kładów. Autorzy w artykule zajmują się właśnie tego typu aktywnością na zajęciach
z matematyki (studenci uniwersytetu). Prace studentów zostały poddane szczegółowej
analizie. Na jej podstawie autorzy wyodrębnili i scharakteryzowali etapy w rozwiązy-
waniu zadań polegających na szukaniu przykładów obiektów o określonych własno-
ściach.

B u c h b i n d e r, O., Z a s l a v s k y, O.: 2011, Is this a coincidence? The
role of examples in fostering a need for proof, ZDM, 43(2), 269-281.
W artykule podkreśla się rolę przykładów w konstruowaniu dowodów. Punktem

wyjścia są przykłady, które prowokują do zadania pytania: Czy to przypadek, że tak
jest? Autorzy twierdzą, że tak postawione pytanie może sprowokować ucznia do poszu-
kiwań prawidłowości, co ma szansę zakończyć się próbą znalezienia dowodu. W pracy
analizuje się dwa przykłady (zadania) z geometrii, które prowokują do znalezienia
dowodu bądź kontrprzykładu.

H o f f k a m p, A.: 2011, The use of interactive visualizations to foster the
understanding of concepts of calculus: design principles and empirical results,
ZDM, 43(3), 359-372.
O wykorzystaniu DGS (dynamic geometry software) do pokazania, że funkcje to

obiekty „dynamiczne”. Badania te przeprowadzono na niedużej grupie 15-16-latków
w Berlinie, w czasie zajęć używano programu Cinderella. Uczniowie pracując nad
zadaniami, odkrywali ważne pojęcia dotyczące funkcji, np. „pochyłość” wykresu, mo-
notoniczność funkcji, ciągłość funkcji.

G u e u d e t, G., T r o u c h e, L.: 2011, Mathematics teacher education
advanced methods: an example in dynamic geometry, ZDM, 43(3), 399-411.
Autorzy słusznie zauważają, że wszechobecność technologii wcale nie czyni na-

uczania matematyki łatwiejszym. Technologie używane są głównie do wizualizacji,
a nie jako dobre narzędzie do rozwiązywania matematycznych zadań. Autorzy poka-
zują na znanym przykładzie optymalizacyjnym, w jaki sposób DGS (tutaj program
GeoGebra) wykorzystać do kreatywnego rozwiązania zadania matematycznego. Ar-
tykuł nafaszerowany dość niestrawnym dydaktycznym żargonem zawiera tylko jeden
przykład (zresztą dość banalny), co niestety obniża wartość tego artykułu.
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2. Krótkie notki o artykułach i książkach

A: Zagadnienia ogólne

K a t z, V. J., B a r t o n, B.: 2007, Stages in the history of algebra with
implications for teaching, Educational Studies in Mathematics, 66, no. 2, 185-
201.
Autorzy podają krótki rys historyczny rozwoju algebry, przekonując, że znajomość

historii tej dziedziny matematyki jest ważna w nauczaniu, szczególnie na poziomie
szkoły średniej i szkoły wyższej. W pracy wyróżnia się kilka etapów nauczania algebry
w szkole w aspekcie historycznym.

B: Polityka edukacyjna i systemy edukacyjne

K r e b s, A. S.: 2005, Analyzing student work as a professional development
activity, School Science and Mathematics, 105, no. 8, 402.
Raport z zajęć nauczycieli, w czasie których uczestnicy uczyli się, jak rozpozna-

wać, czy uczniowie „dobrze myślą”. Dzięki takim zajęciom nauczyciele pogłębiali nie
tylko swoją wiedzę dydaktyczną, ale także matematyczną; mieli oni również okazję
wymienićz innymi nauczycielami doświadczenia związane z ocenianiem.

C r e s p o, S., N i c o l, C.: 2006: Challenging preservice teachers’ ma-
thematical understanding: the case of division by zero, School Science and
Mathematics, 106, no. 2, 84.
Zadaniem badanych przez autorów przyszłych nauczycieli matematyki było zna-

lezienie odpowiednich argumentów, aby wyjaśnić uczniom, że nie można dzielić przez
zero. Te wyjaśnienia pokazały słabe przygotowanie matematyczne badanych do przy-
szłej pracy w szkole.

G l i d d e n, P. L.: 2008, Prospective elementary teachers’ understanding of
order of operations, School Science and Mathematics, 108, no.4, 130-136.
Raport z badań przeprowadzonych wśród 381 przyszłych nauczycieli nauczania

początkowego (USA) na temat kolejności wykonywania działań arytmetycznych. Wy-
niki tych badań nie świadczą dobrze o matematycznym przygotowaniu do pracy z naj-
młodszymi – procent błędnie rozwiązanych zadań wahał się od 22% do 78%.

C: Psychologia nauczania matematyki

V a n O e r s, B., P o l a n d, M.: 2007, Schematising activities as a means
for encouraging young children to think abstractly, Mathematical Education
Research Journal, 19, no. 2, 10-22.
Autorzy przeprowadzili badania potwierdzające, że dzieci już na początku edu-

kacji są w stanie myśleć abstrakcyjnie, ponadto dobór odpowiednich ćwiczeń może
znacznie podnieść umiejętność abstrakcyjnego myślenia, co ma fundamentalne zna-
czenie dla późniejszej edukacji matematycznej.

H ä h k i ö n i e m i, M.: 2007, How the derivative becomes visible: the case
of Daniel, Teaching Mathematics and Computer Science, 5, no. 1, 81-97.
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Opis ciekawego eksperymentu: tytułowy bohater – uczeń liceum na podstawie
krótkiego wprowadzenia odkrył szereg własności pochodnej.

L e i k i n, R., R o t a, S.: 2006, Learning through teaching: A case study
on the development of a mathematics teacher’s proficiency in managing an
inquiry-based classroom, Mathematical Education Research Journal, 18, no.
3, 44-68.
Czy nauczyciele matematyki potrafią w czasie lekcji prowadzić dyskusję z całą

klasą? Analizie poddano trzy lekcje właśnie pod kątem umiejętności prowadzenia
dyskusji. Na tej podstawie sformułowano kryteria oceny tej umiejętności.

F l o r e s, A.: 2006, How do students know what they learn in middle school
mathematics is true?, School Science and Mathematics, 106, 3, 124.

Skąd uczniowie gimnazjum wiedzą, że to, czego ich nauczono na lekcji matematyki
jest prawdą? Autor wyróżnia trzy typy odpowiedzi: na podstawie czynników zewnętrz-
nych (podręcznik, nauczyciel), na podstawie doświadczeń i na podstawie własnych
analiz. Dla każdego typu podano przykłady uczniowskich uzasadnień.

S c h e n z, Ch.: 2007, Identifizierung von hochbegabten Schülerinnen und
Schülern in der Schule, Karlsruher Päd. Beitr., 66, 49-60.
Problem wyławiania uzdolnionych uczniów; przegląd metod diagnozowania zdol-

ności.

M a r t i n i e, S.: 2006, Some students do not like mathematics, Mathematics
Teaching in the Middle School, 11, no. 6, 274-275.
W artykule omawia się zauważalną u sporej części uczniów niechęć do matematyki.

Autor podaje kilka sugestii, jak zmienić ten negatywny stosunek.

T a l l, D., T h o m a s, M.: 2002, Intelligence, learning and understanding
in mathematics. A tribute to Richard Skemp, Post Pressed, Flaxon, 296 stron.

Zbiór artykułów poświęconych Skempowi, w którego pracach uczenie się matema-
tyki rozpatruje z trzech perspektyw: psychologicznej, matematycznej i edukacyjnej.
Wśród autorów artykułów można znaleźć m.in. Dienesa, van Hiele, Sfard i Pimma.

L e i k i n, R., D i n u r, S.: 2007, Teacher flexibility in mathematical di-
scussion, Journal of Mathematical Behavior, 26, no. 4, 328-347.
Autorzy zajmują się umiejętnością prowadzenia dyskusji przez nauczyciela w cza-

sie lekcji matematyki. Wprowadzają cztery wzorce umiejętności prowadzenia dyskusji
i zastanawiają się, jak kształtować tę umiejętność.

S t y l i a n i d e s, G. J., S t y l i a n i d e s, A. J.: 2008, Proof in school
mathematics: Insights from psychological research into students’ ability for
deductive reasoning, Mathematical Thinking and Learning, 10, no. 2, 103-
133.

Autorzy słusznie zauważają, że nadanie dowodowi w szkolnej matematyce więk-
szej rangi jest bardzo trudnym zadaniem. W swoich badaniach skoncentrowali się na
rozumowaniu dedukcyjnym, szczególnie zaś na rozwijaniu umiejętności takiego wła-
śnie rozumowania.



Wybrane z Math. Educ. i z ZDM, część XVII 121

D: Nauczanie matematyki
T o u m a s i s, C.: 2006, Expanding in-service mathematics teachers’ hori-
zons in creative work using technology, International Journal of Mathematical
Education in Science and Technology, 37, no. 8, 901-912.
Autor opisuje doświadczenia z seminarium dla pracujących w szkołach nauczycieli;

celem seminarium było przygotowanie nauczycieli do prowadzenia lekcji za pomocą
oprogramowania DGS (Geometer’s Sketchpad). Zajęcia miały charakter badawczy,
pierwszy etap polegał na eksperymentach z programem, drugi to dowód odkrytych
prawidłowości.

A n d r e w s, P., S a y e r s, J.: 2006, Mathematics teaching in four Euro-
pean countries, Mathematics Teaching Incorporating Micromath, 196, 34-38.
Studia porównawcze dotyczące nauczania matematyki w Anglii i w czterech in-

nych europejskich krajach: Finlandii, Hiszpanii, Belgii (Flandria) i na Węgrzech. Ana-
liza czterech kolejnych sfilmowanych lekcji przeprowadzonych w tych krajach (ucznio-
wie w wieku 10-14 lat) dostarczyła wiele materiału; wyniki analizy ze szczególnym
uwzględnieniem różnic w stylu nauczania zamieszczono w artykule.

T a n n e r, H., J o n e s, S.: 2007, How interactive is your whiteboard?,
Mathematics Teaching Incorporating Micromath, no. 200, 37-41.
W artykule autorzy poddają w wątpliwość, czy rzeczywiście używanie tablic inte-

raktywnych oznacza interaktywne nauczanie. Zauważają, że potencjał tablic interak-
tywnych ciągle nie jest w pełni wykorzystany i przygotowanie dydaktyczne nauczycieli
do ich używania nadal jest niewystarczające.

D o n g s h e n g, Z., S e n g, L. C.: 2006, Some strategies of mathematics
problems, Menemui Matematik, 28, no. 1, 9-14.
Autorzy analizują szereg strategii dotyczących tworzenia zadań matematycznych;

strategie te ilustrowane są przykładami z różnych dziedzin matematyki.

F a r m a k i, V., P a s c h o s, T.: 2007, Employing genetic ‘moments’ in
the history of mathematics in classroom activities, Educational Studies in Ma-
thematics, 66, no. 1, 83-106.
Autorzy pokazują, jak wpleść w zajęcia z matematyki ważne „momenty” z historii

matematyki. W artykule korzysta się z czternastowiecznych pomysłów Oresme, które
dotyczyły graficznej reprezentacji zależności prędkości od czasu.

L a v y, I.: 2007, A case study of dynamic visualization and problem solving,
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology,
38, no. 8, 1075-1092.
Opis zajęć z dwiema grupami studentów; zadaniem jednej grupy było rozwią-

zywanie geometrycznych zadań za pomocą komputerowego środowiska MicroWorlds
Project Builder, druga grupa też zajmowała się tymi zadaniami, ale nie używała
żadnego oprogramowania. Autorka wyróżnia dziesięć strategii rozwiązywania zadań.
Liczby studentów w obu grupach, którzy poprawnie rozwiązali przedstawione zadania
były zbliżone do siebie.
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V a n i č e k, J.: 2007, Dynamical geometry: analysis of mistakes in students
constructions, International Journal for Technology in Mathematics Educa-
tion, 14, no. 4, 197-203.
W początkowej fazie uczenia się geometrii za pomocą programów typu CABRI

uczniowie popełniają znacznie więcej błędów w konstrukcjach geometrycznych niż
w takich konstrukcjach wykonywanych tradycyjnie w zeszytach (np. za pomocą cyr-
kla i linijki). Artykuł przeznaczony jest głównie dla nauczycieli matematyki, którzy
zdecydowali się na pracę z programem CABRI i którzy mogliby uchronić uczniów
przed błędami. Ponadto autor podaje klasyfikację takich błędów.

E: Podstawy matematyki
C o x, R. L.: 2004, Using conjectures to teach students the role of proof, Ma-
thematics Teacher, 97, no. 2, 114-119.
Uczniowie powinni sobie zdawać sprawę, że istotą matematyki jest dowodzenie.

Autor słusznie konstatuje, że najlepiej dowodzi się fakty odkryte samodzielnie, bo
wtedy uczeń czuje, że „tworzy matematykę”.

H u n t l e y, M., M a r c u s, R., K a h a n, J., L i n c o l n M i l l e r, J.:
2007, Investigating high-school students’ reasoning strategies when they solve
linear equations, Journal of Mathematical Behavior, 26, no.2, 115-139.
Wyniki badań przeprowadzonych wśród 88 uczniów szkoły średniej. Zadaniem

uczniów pracujących w parach było rozwiązanie trzech równań liniowych postaci
ax ± b = cx ± d. Okazało się, że większość uczniów poradziła sobie z równaniem
o jednoznacznym rozwiązaniu (algebraicznie lub graficznie), natomiast równanie nie-
oznaczone i równanie sprzeczne sprawiły wielu uczniom kłopot. Uczniowie radzili sobie
z algebraicznymi manipulacjami, ale nie potrafili zinterpretować otrzymanego wyniku.

W a r e s, A.: 2007, Using dynamic geometry to stimulate students to pro-
vide proofs, International Journal of Mathematical Education in Science and
Technology, 38, no. 5, 599-608.
W artykule podano szereg niekonwencjonalnych hipotez do badania za pomo-

cą programów DGS (dynamic geometry software); badania te powinny stymulować
uczniów do znalezienia dowodów tych hipotez. Autorzy wierzą, że taki sposób prowa-
dzenia lekcji jest możliwy.

R o n, G., D r e y f u s, T.: 2004, The use of models in teaching proof by ma-
thematical induction, Proceedings of the 28th international conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education (Bergen),
part IV, 113-120.
Dowody indukcyjne są trudne dla uczniów szkół średnich (w Polsce indukcja ma-

tematyczna zniknęła z matematyki szkolnej). Autorzy przeprowadzili wywiady z sze-
ścioma doświadczonymi nauczycielami matematyki ze szkół średnich. Wnioski z tych
wywiadów zamieszczono w artykule.



Wybrane z Math. Educ. i z ZDM, część XVII 123

F: Arytmetyka. Teoria liczb. Wielkości
L e v e n s o n, E., T s a m i r, P., T i r o s h a, D.: 2007, Neither even
nor odd: Sixth grade students’ dilemmas regarding the parity of zero, Journal
of Mathematical Behavior, 26, no.2, 83-95.
Dwóch uczniów szóstej klasy zapytano o parzystość liczby 0. Obydwaj twierdzili,

że zero nie jest ani liczbą parzystą, ani nieparzystą. Autorzy analizują konflikt między
formalną definicją a wyobrażeniem sobie parzystości czy nieparzystości.

N: Metody numeryczne. Matematyczny software
P a i g e, R., S e s h a i y e r, P., T o d a, M.: 2007, Student misconcep-
tion cause by misuse of technology, International Journal for Technology in
Mathematics Education, 14, no. 4, 189-195.
Kalkulatory są używane w coraz większym zakresie przez uczniów, studentów,

nauczycieli, naukowców, inżynierów i wielu innych. Pełnią one nie tylko rolę maszynek
do obliczeń, ale pozwalają na przykład wizualizować rozwiązania zadań. Wiele badań
pokazuje jednak, że błędy i nieporozumienia mogą być generowane przez niewłaściwe
używanie kalkulatorów. Autorzy przedstawiają wyniki swoich badań na ten temat
przeprowadzone wśród 215 studentów Texas Tech University.

U: Materiały edukacyjne i media
T h o m a s, M. O. J.: 2006, Teachers using computers in mathematics: a lon-
gitudinal study, Proceedings of the 30th international conference of the Inter-
national Group for the Psychology of Mathematics Education (Prague), part
5, 265-272.
Komputery używane są w nauczaniu matematyki od ponad 20 lat, ale ciągle

wydaje się, że jest jeszcze dużo do zrobienia, aby lepiej je wykorzystywać w procesie
nauczania. W czasie 10 lat badań sprawdzono, w jaki sposób nauczyciele szkół średnich
używają komputerów na lekcjach matematyki, jakie są ograniczenia i przeszkody.
Autor stwierdza, że chociaż liczba komputerów w szkołach znacznie wzrosła, to jednak
dostępność do nich w szkole ciągle jest ograniczona, a stosunek nauczycieli do ich
używania nadal pozostaje daleki od entuzjazmu.


