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1 Wprowadzenie

,Przedmiotem zainteresowania tradycyjnego nauczania matematyki sa
przede wszystkim pojeciowe treSci matematyczne: tréjkaty, liczby, wektory
itp. oraz ich wlasnos$ci. Absorbuja one niemal bez reszty uwage nauczyciela,
uczniéw i autora podrecznika. Te pojecia oraz wlasnosci ksztaltuje sie i opraco-
wuje, natomiast liter (zmiennych) po prostu sie uzywa” (Konior, 2002). Litery
traktowane sa jakby byly juz w posiadaniu uczniéw i stanowity cze$é znanego
im weze$niej alfabetu. Jednak nie jest latwym zadaniem dla ucznia zrozumienie
i odpowiednia ich interpretacja. Méwi o tym S. Turnau (1990): ,,Bez zrozumie-
nia znaczenia poszczegdlnych liter w zadaniu nie mozna jasno rozumieé¢ celu
wykonywanych operacji, nie mozna wiec tych operacji racjonalnie planowac,
nie mozna tez skutecznie kontrolowaé¢ wynikéw”. Na podstawie literatury wy-
réznitam nastepujace znaczenia liter, ktére przedstawiam na rysunku ponizej

(rys. 1):
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— state
—— nazwy ogolne
—— niewiadome

—— zmienne w zaleznos$ci funkcyjnej

state wielkosci
litery l—— parametry

~ zbiory wartosci

Zmienne Wielkoéci\% Zmienne \

niewiadome w zaleznosci funkcyjnej|

—— zmienne w procesie uogolniania

—— zmienne w obliczeniach komputerowych
Rysunek 1.

W tej czesci artykutu podam przyktady wymienionych powyzej znaczen
liter ze szczegblnym podkresleniem zaleznosci tych znaczen od (kontekstu)
sytuacji:

a) Litery w znaczeniu stalych

Stala to (wg J. Koniora) na przyklad: e, g, 7. Aby przedstawi¢ znaczenie
litery jako stalej (wg S. Turnaua), postuze sie przykladem w postaci zadania
(jako stale traktowane sg litery a oraz m):

Narysuj w ukladzie wspélrzednych wektory u = [a, 2a—1], w = [2m, 3m+1]
dla a = 3, m = 1. Ile jest takich wektoréw u, w spetniajacych warunki zdania?

b) Litery w znaczeniu nazw ogdlnych (jako nazwy ogdlne traktowane sa
litery x oraz y):

Przyktad. Korzystajac z rysunku uzupelnij zapis (rys.2):

rTt+y=...

prel

Rysunek 2.
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c) Litery w znaczeniu niewiadomych (jako niewiadoma traktowana jest
litera P):

Przyktad. Oblicz pole P prostokata, majac dane dtugosci jego bokéow a =
12cm oraz b =7 cm.

d) Litery w znaczeniu zmiennych w zaleznoSci funkcyjnej

Przyktad 1. (jako zmienne traktowane sa litery a oraz b): Rozstrzygnij, czy
wielkosci a oraz b, spelniajace zaleznos¢ P = a-b, gdzie P jest wielko$cia stala,
sg wprost, czy odwrotnie proporcjonalne?

Przyklad 2. Jako zmienne traktowane sa litery = i y, gdzie zmienna x
wystepuje jako argument funkcji f zadanej wzorem y = f(x).

e) Litery w znaczeniu parametréw (jako parametr traktowana jest litera
a):

W tej sytuacji rozrézniam pie¢ przypadkéw:

— parameltr w znaczeniu stalej wielkosci
Przyktad. Dana jest funkcja wzorem y = ax + 1. Narysuj wykres tej
funkcji dla a = 2.

— parametr w znaczeniu zbioru wartosci
Przyktad. Dana jest funkcja wzorem y = ax + 1. Narysuj wykres tej
funkcji dla kilku réznych wartosci parametru a.

— parametr w znaczeniu zmiennej wielkosci
Przyktad. Dana jest funkcja wzoremy = ax + 1. Jak zmieni sie¢ wykres
funkcji dla réznych wartosci parametru a, gdy —1 < a < 37

— parametr joko zmienna
Przyklad. Funkcje f dana wzorem f(a,x) = ax+ 1 mozna rozumie¢ jako
funkcje dwoch zmiennych.

— parametr w znaczeniu niewiadomej w zaleznosci funkcyjnej

Przyktad. Dana jest funkcja wzorem y = ax + 1. Dla jakich wartosci

parametru a prosta, bedaca wykresem tej funkcji przechodzi przez punkt
(—1,-3)7?

Doktadniej: jezeli parametr pokazuje pewna klase sytuacji, to uzyskuje
on znaczenie niewiadomej w zaleznosci funkcyjnej poprzez wybranie pod-
zbioru tych sytuacji, ktore spelniaja pewien zadany warunek.
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f) Litery w znaczeniu zmiennych w procesie uogélniania

Przyktad. Dane sg zbiory prostych réwnoleglych. Sasiednie proste sa odle-
gle od siebie 0 1 cm. W kazdym przypadku znajdz odlegltos¢ pierwszej prostej
od ostatniej, gdy:

— dane sa 3 proste,
— danych jest 7 prostych,
— danych jest n prostych. Odpowiedz uzasadnij.

g) Litery w znaczeniu zmiennych w obliczeniach komputerowych

W programie komputerowym mozemy méwié¢ o nazwie zmiennej jako o ad-
resie pewnego wpisu do pamieci, natomiast o wartosci zmiennej jako o zawar-
tosci tego wpisu do pamieci.

Trzeba réwniez zwrocié¢ uwage na fakt, ze ,,0 znaczeniu litery w tekscie
algebraicznym decyduje kontekst, faza rozumowania, subiektywna interpreta-
cja, ale takze zwyczaje odnoszace sie do rodzaju uzytych liter” (Turnau, 1990).
L. Bills pokazata w swoim artykule przyktady na to, jak znaczenie symboli li-
terowych moze sie zmienia¢ podczas rozwiazywania danego matematycznego
problemu (2001). L. Kusion natomiast przedstawila propozycje dydaktyczna
opracowania symbolu literowego w czterech aspektach: nazwy ogdlnej, wielko-
$ci zmiennej, niewiadomej i stalej (1996). Opiera sie ona na koncepcji czynno-
Sciowego nauczania matematyki.

2 Problem badawczy

Semadeni (2002a) pisze o idei glebokiej jakiego$ pojecia lub innego tworu
matematycznego, okreslajac ja jako ,idee tego tworu, jego (szeroko inter-
pretowany) sens — taki, jaki przypisuja mu osoby, u ktérych ten twoér jest
wystarczajaco uksztaltowany (to znaczy nie jest chwiejny ani uzalezniony od
kontekstu) — oraz cel, dla ktérego 6w twor sie rozwaza’”.

Z. Semadeni stwierdza w swoim artykule, ze podstawowym kryterium ,,czy
jakie$ pojecie matematyczne uksztaltowalo sie juz u danej osoby jako
idea gleboka, jest to, czy do prawidtowego rozumowania potrzebuje ona od-
wolywac sie do definicji tego pojecia. Jesli osoba rozumie je tak dobrze,
ze potrafi je sensownie wykorzystaé¢ w rozmaitych sytuacjach, nie korzystajac
z definicji, lecz z szerokokontekstowego znaczenia, mozemy uznac, ze odpo-
wiednia idea gleboka jest juz uksztaltowana” (2002a).
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Autor, na ktérego sie powoluje, wyrédznia trzy kategorie idei glebokich.
Do pierwszej nalezg idee tych pojeé, ktére ksztaltuja sie zazwyczaj najpierw,
a ich definicje poznaje sie pdzniej. (...) Do drugiej kategorii naleza idee gle-
bokie tych pojeé, ktére zazwyczaj poznaje sie najpierw poprzez definicje, wy-
slowiong za pomoca form powierzchniowych. (...) Trzecia kategoria obejmuje
idee glebokie tych pojeé, ktérych definicji nie ma w powszechnie do-
stepnych ksiagzkach, bowiem z jednej strony mozna sie doskonale obej$¢ bez
definicji (wystarczy praktyka w stosowaniu tych poje¢ i ich intuicyjne rozu-
mienie), a z drugiej strony — sformulowanie adekwatnej definicji jest trudne
lub efekty takiego definiowania sg na tyle zawile i oderwane od konkretnych
zastosowan, ze zaciemniaja dane pojecie zamiast je wyjasniaé¢. Przykladami sg
tu pojecia: ,zmienna” i ,parametr” oraz czynnosci ,,podstawianie do wzoru”
i ,wykonywanie obliczen” (Semadeni, 2002a). Szczegélna uwage zdecydowatam
sie po$wiecic literze oznaczajacej parametr, starajac sie odnalezé w literaturze
dotyczacej nauczania matematyki definicje tego pojecia. Znalaztam jedynie
jego okreslenia, np. ,Parametr to litera wystepujaca w wyrazeniu algebraicz-
nym, ktéra mozna zastapi¢ dowolna konkretna liczba” (Paczesna, Mostow-
ski, 2003). Przyjmuje wiec, ze ,definicje niektérych podstawowych pojeé alge-
bry szkolnej nie sa wlasciwie $cistymi definicjami matematycznymi, ale mniej
lub bardziej pogladowymi opisami” (Krygowska, 2000). Wynikaé¢ z nich moga
pewne nieporozumienia. , Takie trudnosci powstaja na przyktad, gdy w wy-
razeniach algebraicznych wystepuja parametry” (Krygowska, 2000). W toku
czescl rozumowania uczen ma pojmowaé parametr jako stala, w dalszej — jako
zmienna. Dlatego interpretacja przez ucznia litery oznaczajacej parametr cze-
sto nie odbywa sie na drodze przeprowadzania pewnego rozumowania. Zna on,
co prawda, takie pojecie jak parametr, jednak nie zawsze postuguje sie nim do
konca swiadomie, nie jest ono catkowicie przez niego rozumiane.

Wedtug Stownika wspélczesnego jezyka polskiego pod red. Anny Sikorskiej-
Michalak i Olgi Wojnitko czasownik rozumieé oznacza przypisywac cze-
mus jaki$ sens, wnioskowaé o czyms$ na podstawie czegos$ (2000). Nato-
miast wegtug Encyklopedii powszechnej PWN rozumienie to ,forma mys$lenia
polegajaca na uchwyceniu sensu zjawisk, dzieki poznaniu zasad ich funkcjono-
wania oraz i przyswojeniu znaczen jezykowych” (1987).

Z. Semadeni uznaje, ze ,najwlasciwszym podejsciem do ujmowania znacze-
nia pojecia matematycznego jest: kiedy, po co, do czego i w jaki sposdb
sie je stosuje, w matematyce i poza nia. W nauczaniu szkolnym wiekszos¢
pojeé (zwlaszcza arytmetyki i algebry) jest ksztaltowana wladnie przez ich
wykorzystywanie (w rozmaitych zadaniach, rachunkach itp.), a nie przez de-
finiowanie. Znaczenie poznaje sie w trakcie aktywnosci matematycznych (...).
Wittgengenstein stwierdzil, iz znaczenie danego znaku lub wyrazenia jest
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okreslone przez sposéb poslugiwania si¢ nim (...). Rozumienie jakie-
go$ pojecia lub nazwy w matematyce wymaga swiadomosci celu, dla ktérego
jest wprowadzane (...) Thurston uzyt (w kontekscie przyktadowego pojecia po-
chodnej) kilku okreslen: rozumienie, pomyslane jako myslenie o, pojmowanie.
Mozna przyjacé, ze rozumienie jakiego$ pojecia to rozumienie jego znaczenia”
(2002b). Natomiast Z. Krygowska rozréznia trzy rodzaje rozumienia, jednym
z nich jest rozumienie operatywne. Rozumienie to oznacza umieé¢ cos zrobié
zachowujac pewien tad, umieé¢ wykonaé¢ pewien przepis z dobrym skutkiem,
umieé¢ wykonaé pewien algorytm bez przywolywania jego definicji (1980).

Z. Semadeni (2002b) opisuje osiem interpretacji stowa ,znaczenie”. Zdecy-
dowalam sie skupi¢ na jednym z nich — ,znaczeniu proceduralnym nazwy,
symbolu lub wyrazenia (w przypadku moich badan pojecia parametru). Zna-
czenie proceduralne jest to ciag okreslonych czynnosci (lub zbiér wielu moz-
liwych ciagéw czynnodci), ktére nalezy wykonaé zgodnie z tym, co przekazuje
nam ta nazwa lub znak”. Analize rozwigzan zadan prowadzilam w kierunku
ustalenia rodzajow dzialan podejmowanych przez uczniéw w celu roz-
wigzania zadania z parametrem. W oparciu o te dziatania formutowalam
wnioski na temat stanu (Z. Semadeni, 2004) rozumienia pojecia parame-
tru przez ucznia w réznych znaczeniach:

a) Jezeli dominujagcym dzialaniem w rozwiazaniu zadania bylo ustalenie
przez ucznia dowolnej liczby w miejsce parametru i rozwiazanie zadania
jedynie dla tej wartosci parametru, to przyjmowatam, ze uczen jest w
stanie rozumienia pojecia parametru w znaczeniu stalej wiel-
kosci.

b) Jezeli dominujacym dzialaniem w rozwigzaniu zadania bylo ustalenie
przez ucznia dowolnej liczby w miejsce parametru i rozwiazanie zada-
nia dla tej wartosci parametru oraz dodatkowo zmiana biezacej wartosci
parametru na:

— kilka innych wartosci i przeanalizowanie rozwiazania dla kazdej z nich,

— wiele innych wartosci (praktycznie do wykonania jedynie za pomoca
technologii informacyjnej), gdzie ich przyjmowanie nastepowalo w wy-
raznych odstepach, a nastepnie przeanalizowanie rozwigzania dla tych
wartosci,

to oznaczalo, zeuczen jest w stanie rozumienia pojecia parametru
w znaczeniu zbioru wartoS$ci.

c¢) Jezeli dominujacym dzialaniem w rozwiazaniu zadania byla zmiana bie-
zacej wartosci parametru na wiele innych przy bardzo malym kroku
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przyjmowania kolejnych wartosci tak, ze obraz zmienial sie dla oka w spo-
séb ciagly, co sugerowalo, ze warto$ci parametru réwniez zmieniaja sie
w sposob ciagly, (praktycznie do wykonania jedynie za pomoca techno-
logii informacyjnej), a nastepnie przeanalizowanie rozwiazania dla tych
wartosci, to oznaczalo, ze uczen jest w stanie rozumienia pojecia
parametru w znaczeniu zmiennej wielko$ci. Jezeli uczen nie przyj-
mowal zadnej warto$ci w miejsce parametru, a jedynie rozwiazal zada-
nie w przypadku ogélnym, traktujac parametr jako dowolng wielko$é¢, to
takze oznaczalo, ze uczen jest w stanie rozumienia pojecia parametru w
znaczeniu zmiennej wielkosci.

d) Jezeli dominujacym dzialaniem w rozwiazaniu zadania bylo spostrzeze-
nie, ze parametr moze przyjmowaé wiele wartosci, lecz by spelnione byly
warunki zadania uczen wybiera jedynie te, ktore te warunki spelniaja, to
oznaczalo, ze uczen jest w stanie rozumienia pojecia parametru
w znaczeniu niewiadomej.

W ramach prowadzonego w Instytucie Matematyki Akademii Pedagogicz-
nej (obecnie Uniwersytetu Pedagogicznego) w Krakowie Seminarium z Tech-
nologii Informacyjnej w Nauczaniu Matematyki, podjete zostaly przeze mnie
badania nad ksztaltowaniem pojecia parametru wsréd ucznidéw gimnazjum i
nad zrozumieniem przez nich tego pojecia. W trakcie badan zdecydowatam
sie wykorzysta¢ nowoczesne srodki dydaktyczne, takie jak programy kompu-
terowe. Obratlam nastepujacy problem badawczy:

Czy i w jakim stopniu programy komputerowe moga by¢ przy-
datne w procesie ksztaltowania pojecia parametru?

W swoich badaniach zdecydowalam postuzy¢ sie technologia informacyjna.
Uzasadnieniem tego wyboru moégtby by¢ jeden z wnioskéow koncowych badan
przeprowadzonych przez T. Ratusinskiego: ,komputer moze pomédc w zrozu-
mieniu poje¢ matematycznych wystepujacych w rozwiazywanym zadaniu, ilu-
strujac na przyklad obrazy tych pojeé” (Kakol, Ratusinski, 2004). Takie spo-
strzezenie zostalo w tych badaniach odniesione takze do pojecia parametru.

Zaznajomilam sie z pracami badawczymi, poruszajacymi problem rozu-
mienia pojecia parametru. W Polsce, jak dotad, nie prowadzono badan na
ten temat. Natomiast przeprowadzono je za granicg z wykorzystaniem tech-
nologii informacyjnej. Jednym z badaczy byl C. van de Giessen (2001), ktéry
opisuje do$wiadczenia uczniéw 16-17-letnich, zwiazane z wizualizacja réznych
znaczen pojecia parametru w trakcie rozwigzywania zadan dotyczacych funkcji
z uzyciem programu Graphic Calculus. Znaczenia te wraz z opisem przyblize
postugujac sie ponizsza tabela:
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Znaczenia parametru

Aspekt algebraiczny para-
metru

Aspekt graficzny parame-
tru

stala wielkosé¢ (place-
holder)

stala, konkretna wartos¢,
jedna w okreslonym czasie

— jeden wykres funkcji w
okreslonym czasie

— parametr ma charakter
statyczny

zbiér wartosci (gene-
ralizer) ,rodzina” roz-
wiazan (,,family” para-
meter)

parametr ma przypisany
pewien zbior wartosci

wiazka wykresow funkcji

zmienna wielkosé
(changing quantity)
Lprzesuwny’ parametr
(,,sliding” parameter)

zmieniajaca sie w sposéb
ciagly wartosé

— wykres funkcji zmienia
sie w sposéb ciagly wraz
ze zmiana parametru

— parametr ma charakter

dynamiczny

Tabela 1.

Ponadto w Holandii, na Uniwersytecie w Utrechcie, w 2003 r. powstata
praca autorstwa P. Drijvers, opisujaca badania nad zrozumieniem przez uczniéow
pojecia parametru. Uczniowie rozwiazywali zadania z zastosowaniem techno-
logii informacyjnej. Badania P. Drijvers ujawnily cztery znaczenia pojecia pa-
rametru: stata wielkosé, zbiér wartosci, zmienna wielko$é oraz niewiadoma,
gdzie ostatnie wymienione znaczenie opisuje on nastepujaco w kontekscie za-
dan dotyczacych funkcji:

Znaczenia parametru Aspekt  algebraiczny | Aspekt graficzny parame-
parametru tru
niewiadoma w zalezno$ci | pewien podzbiér war- | pewien podzbior wykre-
funkcyjnej tosci sow funkcji w wiazce
(unknown — to-be-found)
Tabela 2.

Badania wspomnianych wyzej badaczy réznig sie od moich, nie mialy one
bowiem charakteru ciagglego i nie zostaly zaplanowane na kilka lat, podczas
gdy moje obserwacje prowadzone sg w toku trzyletniej pracy uczniéw w gim-
nazjum. Realizuje przy tym koncepcje dydaktyczna wspomagana technologia
informacyjna, dotyczaca ksztaltowania pojecia parametru, dokonujac réwniez
jej weryfikacji w warunkach szkolnych. Poniewaz sa to badania ciggte, opano-
wanie podstawowych zasad dziatania programu komputerowego miato wptyw
na rozwiazanie zadan z jego wykorzystaniem tylko w poczatkowym okresie
moich badan. Ponadto, holenderska grupa przeprowadzajaca badania nie skta-
dala sie z nauczycieli badanej grupy mtodziezy. W odréznieniu od nich, ja ucze
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moja grupe uczniow matematyki oraz informatyki. W grupie tej znajduja sie
réwniez uczniowie mtodsi od tych z grupy badanej zza granicy. W trakcie reali-
zacji mojej koncepcji uczniowie, w poréwnaniu do tych z Holandii, rozwiazuja
duzo wiecej zadan zwiazanych z pojeciem parametru, pochodzacych z réz-
nych dziatéw matematyki, dlatego po pewnym czasie trwania badan, zadania
z parametrem nie sa postrzegane przez nich jako zadania ,nowego typu”.

3 Organizacja i metodologia badan

Badania moje maja charakter ciagly i zostaly zaprojektowane na okres
trzech lat. Grupy, w ktérych prowadzone sg badania stanowia uczniowie dwoch
klas Gimnazjum nr 2 im. Jana Pawtla II w Ketach, w ktérych realizowany jest
Program nauczania matematyki z elementami informatyki w gimnazjum (Ka-
kol, 1999). W jednej starszej klasie ,d” przeprowadzilam trzyletnie badania
wstepne, natomiast w mtodszej klasie ,b” jestem w trakcie przeprowadzania
badan wlasciwych, ktorym réwniez poswiecam trzy lata. Te sytuacje przed-
stawia rysunek ponizej (rys. 3).

Klasa
Id

Klasa
ImId

Badania
wstepne

Rok szkolny 200412005 Rok szkolny 2005/2006 Rok szkolhy 2006/2007 Rok szkolhy 2007/2008

o O ( ! 1
c % Klasa Klasa
g | mb I b
mE \ o

Rysunek 3.

Praca uczniéw tych klas, szczegélnie nie wyselekcjonowanych pod katem
tych badan podlega monitorowaniu przeze mnie, nauczyciela-badacza. Jestem
nauczycielem matematyki i informatyki w obu tych klasach. Lekcje matema-
tyki prowadze w sposéb tak tradycyjny, jak i z uzyciem programu kompu-
terowego. Uczniowie na tych lekcjach przyzwyczajeni sa do rozwiazywania
réznorodnych zadan matematycznych z wykorzystaniem programéw kompu-
terowych.

Prowadzone przeze mnie badania sa zgodne z ideg eksperymentu natu-
ralnego. W trakcie badan stosuje rowniez metode design research, wspierang
obserwacjg oraz analiza dokumentéw. Metoda badawcza design research zo-
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stala zastosowana réwniez w badaniach nad zrozumieniem pojecia parametru
,Design research on the understanding of the concept of parameter” przepro-
wadzonych przez P. Drijvers w 2003 r. Metoda ta ma cykliczny charakter. Roz-
rézniamy dla tej metody makrocykle i mikrocykle. Przebieg badan przedsta-
wiam za pomoca wladnie takich makrocykli i mikrocykli. Jeden makrocykl to
badanie roczne w jednej klasie obejmujace fazy: planowanie dzialania, przepro-
wadzenie eksperymentu, analiza rezultatéw badania obejmujaca poréwnanie
ze stanem poczatkowym. Natomiast mikrocykl dotyczy mniejszego badania
przeprowadzonego w ramach jednego dzialu matematyki. Kazdy mikrocykl
sktada sie z takich samych faz jak wymienione powyzej dla makrocykli. Na
planowanie dzialania w ramach jednego mikrocyklu sktada sie przygotowanie
projektu badania, czyli listy zawierajacej zadania do rozwigzania dla ucznia,

zwigzanego z jednym dzialem matematyki. Mikrocykle dla klasy I przedsta-
wiam na rysunku ponizej (rys. 4):
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geometria wyrazenia funkcje réwnania
algebraiczne
Rysunek 4.

Charakterystyczng cechg metody design research jest to, iz ukierunkowana
jest ona na $ledzenie postepu w rozumieniu przez uczniéw danego pojecia. Po-
wtarzalnosé¢ wyzej wymienionych cykli umozliwia refleksje nad zrozumieniem
pojecia, dokonywang po kazdym cyklu oraz dostosowanie dziatlan w ramach

kolejnego cyklu do uzyskanego wczesniej poziomu rozumienia pojecia przez
uczniéw.

W trakcie badan wstepnych w klasie I ,,d” utworzylam cztery projekty
badan (listy zadan ukierunkowanych na poznanie réznych znaczen pojecia pa-
rametru). Zadania z tych list pochodzily z podrecznika i zbioru zadan Matema-
tyka z elementami informatyki w gimnazjum (red. H. Kakol, 2000) dla klasy 1,
jak rowniez zostaly one przeze mnie sformutowane na potrzeby prowadzonych
badan. Podczas badan wstepnych weryfikowatam listy zadan z parametrem,
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ktore nastepnie zostaly przeznaczone do badan wlasciwych w klasie I | b”.
Kazda lista zadan zwigzana byla z innym dzialem matematyki, ktéry zapla-
nowany jest na realizacje w tej klasie i zawierala réwniez zadanie z parame-
trem, ktére uczniowie rozwiazywali w trakcie sprawdzianu, konczacego dany
dzial. Przyktadowa lista zadan zwiazana z dzialem funkcje stanowi zatacznik
1. W trakcie catego roku szkolnego analizowalam rozwiazania zadan (z utwo-
rzonych przeze mnie list) z lekeji i sprawdzianu, w trakcie ktérego uczniowie
réwniez mogli postuzy¢ sie programem komputerowym. Plan rocznej pracy w
klasie pierwszej przedstawiam na ponizszym schemacie (rys. 5):

Sprawdzian Sprawdzian Sprawdzian Sprawdzian
dotyczacy dotyczacy dotyczacy dotyczacy
geam etrii; wyrazen: funkeji: rivwnan:
zadanie zadanie zadanie zadanie
dotyczace dotyczace dotyczace dotyczace
o parametru parametru parametru parametru
wstepne i l l l
List 8 Lista Lista Lista
zadaf zadaf radafi radafh
Geometria Wyrazenia Funkcje Réwnania

algebraiczne

Rysunek 5.

Na lekcjach informatyki uczniowie zaznajamiani byli z obstuga réznych
programoéw komputerowych m. in. TI InterActive!. Walory dydaktyczne i
techniczne tego programu opisalam w artykule w czasopi$émie MiK (Wadon,
2004). Umiejetnosci obstugi przez uczniéw tego programu odgrywaly role przy
rozwigzywaniu matematycznych zadan jedynie w poczatkowej fazie ekspery-
mentu. Do rozwiazania zadan przy pomocy tego programu uczniowie nie uzy-
wali wcale kartek papieru, dlatego iz program ten po uruchomieniu wyglada
jak edytor tekstu — mozna w nim wpisywaé tekst oraz wstawiaé obiekty, przy-
ktadowo SliderContol (suwak), Graph (obiekt stuzacy m. in. do sporzadzania
wykresu funkcji), MathBox (obiekt stuzacy m. in. do obliczen symbolicznych).
Uczniowie, rozpoczynajac prace z tym programem, nie mieli do dyspozycji
utworzonego przez nauczyciela dla nich pliku z umieszczonymi obiektami, ma-
jacymi decydujace znaczenie w danym do rozwigzania zadaniu. Mieli do dys-
pozycji jedynie sam program i sami decydowali, jaki zastosowaé obiekt oraz w
ktérym momencie rozwigzywania zadania go uzy¢. W tym programie ma zna-
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czenie kolejnos¢ definiowania obiektéw, poniewaz zmiennych utworzonych za
pomoca jednego obiektu w kolejno tworzonym obiekcie nie trzeba juz deklaro-
wac. Mozna zatem stwierdzi¢, ze zmienne i ich wartosci sa uwzglednione przez
kolejny obiekt. Plik programu TI InterActive!, zawierajacy tekst i obiekty
utworzone w tym programie przez uczniéw, zapisywali oni na dysku kompu-
tera. Zatem plik tego programu jest dla mnie narzedziem badawczym tworzo-
nym samodzielnie przez uczniéw w trakcie ich pracy. W programie Camtasia
Studio rejestruje rozwiazywane przez kazdego ucznia klasy I ,b” zadanie, co
daje mi mozliwo$¢ obejrzenia filmu, przedstawiajacego ich prace w programie
TT InterActivel. Jako narzedzia badawcze stuzy mi zatem plik programu TI
InterActive! oraz film z rejestracja jego pracy.

Na poczatku pracy w gimnazjum w klasie objetej badaniami wstepnymi
oraz badaniami wlasciwymi zebratam informacje o wynikach osiagnietych przez
badanych uczniéw na podstawie:

— wynikéw punktowych sprawdzianu w klasie VI szkoty podstawowej opra-
cowanego przez OKE w Krakowie,

— $wiadectw ukonczenia szkoly podstawowej — ocena koncowa z matema-
tyki i informatyki,

— sprawdzianu skonstruowanego przez nauczycieli uczacych matematyki w
Gimnazjum nr 2 w Ketach przeprowadzonego wsrdéd wszystkich klas 1,

— skonstruowanego przez siebie sprawdzianu zlozonego z trzech zadan wstep-
nych (tresci zadan przytoczone zostaly w punkcie 4). Celem przeprowa-
dzenia tego sprawdzianu bylto okreslenie, w jakim znaczeniu uczniowie
rozumieja pojecie parametru. Uczniowie badanych klas nie byli wcze-
$niej przeze mnie przygotowywani do rozwiazywania zadan z tego spraw-
dzianu oraz tres¢ tych zadan réwniez nie byla im przeze mnie wyjasniana.
Uczniowie rozwiagzywali wyzej wspomniane zadania na kartce papieru
bez wykorzystania programéw komputerowych.

4 Analiza rozwigzan zadan

W trakcie badan wstepnych okazalo sie, ze utworzone przeze mnie listy
zawieraly duza liczbe zadan, ukierunkowanych bardziej na zrozumienie po-
jecia parametru w znaczeniu zmiennej wielkosci niz w innych znaczeniach.
Dlatego do badan wtasciwych wybratam tylko niektére z nich. Podczas badan
wstepnych przegladatam rowniez listy zadan pod katem mozliwosci zauwaze-
nia wiecej niz jednego znaczenia parametru w jednym zadaniu. Takie zadania



ROZNE SPOSOBY ROZUMIENIA POJECIA PARAMETRU PRZEZ UCZNIOW 43

byty dla mnie tym cenniejsze, gdyz nie sugerowaly, ze parametr ma jedno zna-
czenie przypisane do jednego zadania, lecz w trakcie rozwiazywania danego
zadania moze zmienia¢ swe znaczenie z jednego w drugie. Trudnym okazat
sie rowniez wybor zadania z parametrem na sprawdzian podsumowujacy dany
dzial. Uczniowie w niektoérych wybranych zadaniach napotykali w trakcie ich
rozwigzania na przeszkode, ktéra uniemozliwila im dalsze rozwigzanie zada-
nia, a w rezultacie nie pokazane zostalo, w jakim znaczeniu opanowali oni
pojecie parametru. W tej sytuacji wybrane zadanie na sprawdzian zmienia-
tam na inne. Zmieniona zostala réwniez po badaniach wstepnych kolejnosé
zadan analizowanych na lekcjach. Ostatecznie ustalone do badan wtasciwych
listy nie traktowane byly w trakcie tych badan bardzo sztywno. Po kazdym za-
konczonym dziale matematyki dokonywalam analizy rozwiazan zadan uczniow
ze sprawdzianu. Jezeli okazywalo sie, ze jedno ze znaczen jest lepiej rozumiane
przez wiekszos$¢ uczniow niz inne, wtedy w kolejnym dziale omawiane na lekcji
byly w wiekszosci zadania, ktére zwracaly uwage na stabiej zrozumiane zna-
czenie. Ponadto niektérzy uczniowie rozwiazywali wiecej zadan z parametrem
niz pozostata cze$¢ kasy. Rozwiazywali je szybciej niz reszta i wykazywali sie
lepszym ich zrozumieniem. Jako nauczyciel-badacz moglam sobie pozwoli¢ na
taka indywidualizacje nauczania.

W dalszej czesci artykutu skupie sie na rocznej pracy Karoliny, uczennicy
klasy I ,b”, ktéra w szkole podstawowe]j osiagata bardzo dobre wyniki. Jest
0sobg pracowita i sumienng, chetnie rozwigzujaca zadania dodatkowe. Analize
rozwigzan zadan, dokonanych przez te uczennice w czasie lekcji w klasie I
opisywalam w czasopi$émie MiK (Wadon, 2006). Natomiast w ramach tego
artykutu przedstawie rozwigzania wykonanych przez nig trzech zadan w czasie
sprawdzianu wstepnego oraz pieciu zadan z parametrem, ktére pochodzity z
czterech sprawdzianéw pisanych przez uczniow w klasie I ,b”. Prezentacja
rozwiazania kazdego z zadan zawiera¢ bedzie:

e opis pracy uczennicy nad zadaniem (na podstawie rejestracji kompute-
rowej),

e wyniki w zakresie postepéw w rozumieniu przez uczennice pojecia para-
metru.

Ponizej przedstawiam zadania ze sprawdzianu wstepnego:

Zadanie 1.
a) Jaka jest wartosé¢ liczbowa wyrazenia a? —4b dlaa =41ib= —2?

b) Obierz kilka innych wartosci za a i b oraz podaj wartosé¢ liczbowa tych
wyrazen.
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c¢) Czy kazda liczbe mozna podstawié¢ za a i b?
Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 2.
Dla jakiej wartosci m réwnanie mx — 3 = 0 ma rozwiazanie x = 67

Zadanie 3.
a) Wyraz kat o w zaleznosci od pozostalych katéw (rys. 6).
b) Oblicz miare kata « dla kilku réznych wartosci p.

4p 6p
Rysunek 6.

Karolina rozwigzata zadanie pierwsze poprawnie. Najpierw obliczyta war-
tos¢ danego wyrazenia dla danych w zadaniu wartosci a i b. Pdzniej obrata
za a 1 b kilka innych wartosci liczbowych, podstawita je do wyrazenia alge-
braicznego, a nastepnie obliczyla jego wartosé. Powinna zauwazy¢, iz wartosé
liczbowa wyrazenia moze sie zmieniaé¢ ze wzgledu na wartoé¢ parametru a lub
b. Niektorzy uczniowie tej klasy podstawili tylko jedna warto$é liczbowa za a
oraz b, a nastepnie obliczyli warto$¢ wyrazenia. Najprawdopodobniej uznali, ze
dane wyrazenie przyjmuje zawsze tylko jedna wartosé liczbowa lub tez sadzili,
iz a i b moga przyjmowac tylko jedna stalg wartosc.

Gimnazjalistka rozwigzala zadanie drugie poprawnie. Skoro rozwigzanie
rownania ma by¢ réwne 6, to Karolina podstawita za x liczbe 6 i obliczyta
szukana wartos¢ parametru m jako 0,5.

Trzecie zadanie Karolina réwniez rozwiagzala poprawnie. Zapisata prawi-
dlowa zalezno$é, podstawita kilka wartosci dla parametru p, jak réwniez obli-
czyta stosowne wartosci kata a.

Wyniki

Podsumowujac analize rozwiazan pierwszego i drugiego zadania tej uczen-
nicy ze wstepnego sprawdzianu, mozna bylto przypuscié, iz dostrzezonym przez
gimnazjalistke znaczeniem parametru byla woéwczas nie tylko stata wielkosé,
ale réwniez skonczony zbiér wartosci. Fakt ten sprawil, iz Karolina znalazta
sie w wyzszym stanie rozumienia pojecia parametru niz reszta klasy I ,b”.
Natomiast w trzecim zadaniu parametr wystapil w znaczeniu jednej wartosci
do odszukania. Jednak trudno stwierdzi¢, czy Karolina patrzyta na dane w
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tym zadaniu rownanie w taki sposob, ze parametr m moze przyjmowac nie-
skonczenie wiele réznych wartosci oraz ze dla kazdej wartosci tego parametru
otrzymujemy inne rozwiazanie danego réwnania. Mozna przypuscié, iz uczen-
nica nie zdawala sobie jeszcze sprawy z tego faktu, tym samym nie widziala, ze
parametr moze przyjmowaé znaczenie zmiennej wielkosci. Analiza rozwigzan
zadan przez uczniéw tej klasy pochodzacych z tego sprawdzianu wstepnego po-
zwala stwierdzi¢, iz wieksza ich cze$¢ dostrzega jedynie znaczenie parametru
jako statej wielkosci.

Jednak w klasie tej znalazta sie réwniez cze$é uczniow, ktorzy nie rozwia-
zali zadnego z tych trzech zadan. W tym przypadku istotne bylo przyjrzenie
sie, jak wtadnie ci uczniowie rozumieja pojedyncza litere wystepujaca w za-
daniu. W trakcie rocznej pracy Karoliny w klasie I dazytam do tego, aby nie
tylko upewni¢ sie, czy moja wstepna diagnoza co do rozumienia przez nia po-
jecia parametru byta poprawna. Chcialam réwniez poglebi¢ rozumienie przez
nia tego pojecia w znaczeniach: stalej wielkosci i zbioru wartosci w kontekscie
zadan z klasy I gimnazjum. Dazytam takze do tego, by rozwiazywanie zadan
z parametrem przyczynilto sie do rozumienia przez nig pojecia parametru w
wyzszym stanie (tzn. parametru jako zmiennej wielkosci czy niewiadomej).
Trudno byloby ksztaltowaé to pojecie w znaczeniu zmiennej wielkosci, wyko-
rzystujac jedynie do tego celu kartke papieru. Dlatego do badan zdecydowatam
sie wprowadzi¢ program komputerowy.

Pierwszym sprawdzianem, jaki pisali uczniowie klasy I, byl sprawdzian z
geometrii, na ktérym znalazlo sie nastepujace zadanie z tego dzialu zwiazane
7 pojeciem parametru:

Dane sq punkty A = (-1,1), B=(5,1), C = (p,q). Dla jakich wartosci p
i q trojkgt o wierzchotkach w tych punktach jest trojkgtem réwnoramiennym?
Czy istniejg takie wartosci p i q, dla ktorych z podanych punktéow nie da sie
otrzymac tréjkgta?

Karolina zdecydowala sie do rozwigzania tego zadania wykorzystaé¢ pro-
gram komputerowy T1I InterActive!. Po jego uruchomieniu postuzyla sie dwu-
krotnie obiektem SliderControl, jednemu z nich przypisata litere p oznacza-
jaca parametr, a drugiemu takiemu obiektowi przypisata litere q. Kolejnym
obiektem, ktéry utworzyta, byt obiekt Graph, za pomoca ktérego w uktadzie
wspolrzednych zaznaczyla punkty A, B oraz C, gdzie punkt C zostal zazna-
czony z uwzglednieniem biezacych warto$ci parametréw p i g na wczedniej
zdefiniowanych suwakach (rys. 7).

Wybierajac na pierwszym suwaku kolejne wartosci parametru p (przy kroku
zmian tych wartosci ustalonym domyg$lnie w tym programie jako 0,1) uczen-
nica starata si¢ obserwowaé¢ zmiany potozenia punktu C. Odbywaly sie one w
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tym wypadku w kierunku poziomym. Karolina zauwazyla, iz aby tréjkat ABC
byl réwnoramienny, punkt C' musiatby by¢ jednakowo oddalony od punktéw
Ai B, zatem konfrontujac rézne wartosci parametru p z potozeniem punktu
C wzgledem punktéw A i B, ustalila, ze parametr p musi przyjmowaé jedna
warto$¢ rowna 2.

© sprawdzian geometria - Tl InterActive! D@@
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Rysunek 7.

Pézniej zajeta sie wyznaczeniem wartosci parametru ¢. Zmieniajac na dru-
gim suwaku jego warto$¢ (réwniez dla kroku 0,1) zauwazyla, iz punkt C' prze-
suwa sie¢ w tym wypadku jedynie w kierunku pionowym. W tym przypadku
wartos¢ tego parametru mogta by¢ dowolna liczba, zatem otrzymala rézne troj-
katy réwnoramienne. Nie wyszczegdlnila tutaj, ze dla ¢ = 1 nie otrzymamy
tréjkata, lecz trzy wspotliniowe punkty. Jednak ten fakt zauwazyla przy szu-
kaniu odpowiedzi na drugie zawarte w tym zadaniu pytanie, gdyz zapisala,
ze nie jesteSmy w stanie otrzymac trdjkata dla parametru ¢ = 1 i parametru
p przyjmujacego w tym wypadku dowolna warto$é. Karolina w swoim roz-
wigzaniu tego zadania wziela jedynie pod uwage przypadek, iz punkt C jest
wierzchotkiem kata miedzy ramionami w tréjkacie ABC.

Wyniki

Analizujac rozwiazanie tego zadania mozna stwierdzi¢, iz zostalo przez Ka-
roline poglebione zrozumienie pojecia parametru jako zbioru wartosci. Zmie-
niata ona wartosci obu parametréw na suwakach, przyjmujac kolejne wartosci
dla tych parametréw jedna po drugiej. Co prawda, zapisala odpowiedz do
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pierwszej czedci zadania, ze parametr ¢ mogl przyjmowaé nieskonczenie wiele
wartosci (réznych od 1), ale sprawdzila ten fakt jedynie przy kroku przyjmowa-
nia przez parametr kolejnych wartosci rownym 0,1. Kroku tego nie zmienialta,
a zatem zmiane wartosci dla tego parametru obserwowalta skokowo. Taka sko-
kowa zmiana jest charakterystyczna dla parametru w znaczeniu skonczonego
zbioru wartosci.

W rozwigzaniu tego zadania nie da sie, uwzgledniajac otrzymane wartosci
parametréw, podaé jednego lub skonczonej ilosci punktéw C' z konkretnymi
wartosciami przypisanymi parametrom p i q. Pojecie parametru w tym znacze-
niu odpowiada za myslenie o pewnej rodzinie rozwiazan, dlatego bez pomocy
programu komputerowego trudno bytoby Karolinie wyobrazi¢ sobie graficzna
analize tego zadania.

Drugim sprawdzianem, jaki pisali uczniowie klasy I, byl sprawdzian z
wyrazen algebraicznych, na ktérym znalazlo sie nastepujace zadanie z tego
dziatu, zwigzane z pojeciem parametru:

Dla jakiej wartosci x warto$é liczbowa wyrazenia x> wynosi odpowiednio:
a) 4

b) 81

c) 10

d) a. Jakiej wartosci a nie moze przyjmowac?

Jak poprzednio, Karolina zdecydowala sie wykorzysta¢ program kompute-
rowy TI InterActive! do rozwigzania tego zadania. Wartosé liczbowa wyrazenia
22 wynosi 4 dla z réwnego 2 lub x réwnego —2. Karolina weryfikowata ten fakt
poprzez uzycie obiektu MathBox postugujac sie opcja solve. Wowczas wpisata
solve (2 =4, 1) i otrzymala powyzsze rozwiazanie réwnania. Podobnie posta-
pita z wartosciami 81 oraz 10. Natomiast w przypadku, gdy w tym poleceniu
Karolina uzyla litery a zamiast danej liczby czyli solve (22 =a, x), wtedy jako
rozwigzanie réwnania otrzymala x = /a lub = —y/a. Ten podpunkt za-
dania, z dobrze znanym z poprzednich podpunktéw schematem rozwiazania,
wzbogacony jedynie o dodatkows litere a stanowit jednak bariere dla uczen-
nicy, gdyz nie uznata ona tego ostatniego wyniku za rozwiazanie zadania. Na-
wet zdecydowala sie rozwiaza¢ zadanie inaczej. W tym momencie zastosowata
obiekt suwak przypisujac mu litere a i umiescita go przed obiektem MathBox,
w ktérym wpisane bylo ostatnio wspomniane réwnanie z parametrem a. Przy
pomocy suwaka przy kroku zmian wartoéci parametru réwnym 0,1 dla kolej-
nych wartoéci parametru a Karolina obserwowala, jak zmienia sie rozwiazanie
réwnania (rys. 8).
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Rysunek 8.

W tej sytuacji zauwazyta, ze nie istnieje rozwigzanie rownania dla a z prze-
dzialu (—oo, —0,1). Niestety, w zadaniu tym nie skorzystala ze zmiany kroku
przyjmowania kolejnych wartosci przez parametr a i zostawila to zadanie z
takim rozwigzaniem.

Wyniki

Analizujac rozwigzanie tego zadania przez Karoline mozna stwierdzié, iz
rozumienie przez nig parametru jako zbioru wartosci doprowadzilo do sfor-
mulowania niepelnej odpowiedzi. Nie zastanowita sie, jakie jest rozwiazanie
réwnania dla liczb miedzy —0,1 oraz liczbg 0. Jednak bez zmiany kroku przyj-
mowania kolejnych wartoéci przez parametr Karolina nie zauwazyla, ze jego
wartosci moga sie zmienia¢ w sposéb ciagly. Zatem uczennica pozostata w dal-
szym ciggu w stanie rozumienia pojecia parametru w znaczeniu zbioru warto-
$ci.

Atutem wymienionego programu komputerowego jest to, ze daje on mozli-
wos¢ samodzielnego podejmowania decyzji o zastosowaniu obiektoéw potrzeb-
nych w zadaniu oraz, co wazne, zmusza do dbaloéci o umieszczenie ich w od-
powiedniej kolejnosci. Kolejnoéé obiektéw w tym programie komputerowym
odgrywa znaczenie; na przyktad deklaracja litery a jako parametru, dokonana
za pomocg suwaka, musi poprzedzac¢ obiekt, w ktorym rozwigzujemy réwnanie
z tym parametrem. W tym przypadku ,wiedza matematyczna potrzebna do
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rozwiazania zadania przeplata sie z wiedza instrumentalng (dotyczaca uzywa-
nia programu komputerowego)” (Laborde, 2005). Schemat uzycia tego pro-
gramu do rozwiazania zadan z parametrem wymaga funkcjonalnego widzenia
obiektéw matematycznych; na przyklad, aby otrzymaé szczegdlne rozwigza-
nie rownania z parametrem nalezy najpierw ustali¢ wartos¢ tego parametru
(obiekt suwak), nastepnie rozwiaza¢ to réwnanie dla biezacej wartosci tego
parametru (obiekt MathBox). Umieszczenie tych obiektéw w odwrotnej ko-
lejnosci sprawi, iz otrzymamy ogdlne rozwigzanie réwnania z parametrem a,
natomiast umieszczony obiekt suwak ponizej obiektu MathBox nie bedzie juz
mial dla tego réwnania zadnego znaczenia.

Wystepowanie dwdéch liter w rownaniu sprawilo, ze Karolina nie potra-
fita zinterpretowaé rezultatu wpisania polecenia solve (22 = a, ), sprawiajac
wrazenie osoby nie uéwiadamiajacej sobie sensu wykonywanych w zadaniu ob-
liczen. Najczestszym schematem postepowania uczennicy w odniesieniu do pa-
rametru bylo wstawienie w miejsce parametru konkretnej wartosci liczbowe;j.
W przypadku, gdy zamiast liczby wystepowala litera oznaczajaca parametr,
Karolina nie potrafita zinterpretowaé¢ go jako pewne uogolnienie. Do tego po-
trzebne bylo w tym momencie zrozumienie pojecia parametru w wyzszym sta-
nie. Swiadczylo to o braku doswiadczenia w zmaganiu z zadaniami, w ktérych
rozwigzaniu wymagane jest stosowanie jezyka symbolicznego.

Trzecim sprawdzianem, jaki pisali uczniowie klasy I ,b”, byl sprawdzian
z rownan, na ktéorym znalazly sie nastepujace dwa zadania z parametrem:

Zadanie 1. Jak zmienia sie rozwigzanie rownania 2mx + 3m = 4x + 9, gdy
m nalezy do przedzialu (1, 3) 7

Karolina zdecydowala sie wykorzysta¢ do rozwiazania obu tych zadan pro-
gram komputerowy TI InterActive!l. Utworzyta obiekt SliderControl, ustalita
za jego pomoca litere oznaczajacg parametr jako m oraz przypisata zakres
zmiennosci tego parametru jako przedzial (1, 3). Kolejny obiekt, jaki utwo-
rzyta, to MathBox, w ktérym wpisala dane w zadaniu réwnanie. Karolina
przygladnela sie rozwiazaniom réwnania na krancach przedziatu; dla parame-
tru m = 1 rozwiazanie réwnania jest réwne x = —3, z kolei dla parametru
m = 3 rozwigzanie rownania to z = 0. Zwiekszala na suwaku wartos¢ parame-
tru m przy kroku zmian jego wartosci réwnym 0, 1. Zauwazyta, iz dlam = 1 do
wartosci 1,9 rozwiazanie réwnania maleje poczawszy od wartosci —3. Z kolei
dla m = 1,9 wynosi ono —16,5. Dla m = 2 rozwiazanie réwnania nie istnieje,
natomiast dla wartosci m = 2,1 rozwigzanie rownania wynosi 13,5, i dalej
wraz ze wzrostem wartosci tego parametru do wartoéci 3 rozwiazanie réw-
nania maleje do 0. Zmniejszyta krok przyjmowania kolejnych wartosci przez
parametr jako 0,01 i pdzniej jeszcze jako 0,001. Dla kazdego z tych krokéw
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obserwowala, jak parametr m dynamicznie przechodzil przez zbiér wartosci z
przedziatu (1, 3). Najprawdopodobniej dostrzegla, iz ciaglo$é zmian wartosci
parametru powodowala ciagla zmiane rozwiazania rownania. Wéwczas okazato
sie, iz rozwiazanie réwnania dla lewostronnego otoczenia warto$ci parametru
m = 2 czyli dla 1,9; 1,99 oraz 1,999 jest coraz mniejsza liczba ujemna. Nato-
miast dla prawostronnego otoczenia wartosci m réwnej 2 czyli 2,1; 2,01; 2,001
rozwiazanie réwnania jest coraz wieksza dodatnia liczba (rys. 9).
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Wyniki

Analizujac rozwiazanie tego zadania mozna stwierdzié¢, iz Karolina byla
Swiadoma cigglosci zmian parametru i adekwatnych do tych zmian modyfika-
¢ji postaci réwnania. Dostrzezenie tego faktu pozwala stwierdzié¢, iz zaczynala
zauwazac kolejne znaczenie parametru w sensie zmiennej wielkosci, znajdujace
sie juz w wyzszym stanie w poréwnaniu ze znaczeniami: stala wielkoscia i zbio-
rem wartoéci. Co wiecej, przy kazdym kroku przyjmowania kolejnych wartosci
parametru w poblizu granicznej wartosci tego parametru, tzn. 1,9; 1,99; 1,999
oraz 2,1; 2,01; 2,001 Karolina nie uzywata suwaka w sposéb pozwalajacy zmie-
nia¢ wartos$ci w sposéb ciggly, ale wartos¢ po wartosci rozpatrywata spelnienie
warunkéw zadania. W tej sytuacji suwak pozwolil na wzmocnienie u Karoliny
pojecia parametru jako zbioru wartosci.

Zadanie 2. ZnajdZz takq warto$é parametru a, aby rozwigzaniem rownania
a(zr —1) —a =2z 45 byla liczba —2.

Na poczatku rozwigzywania réwnania Karolina przypisata literze = war-
tos¢ rowna —2, deklarujac w obiekcie MathBox z := —2. Wéwczas po wpisaniu
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w kolejnym obiekcie MathBox danego w zadaniu réwnania, przyjeto ono po
uwzglednieniu wartosci zmiennej x posta¢ —4a = 1. Dodatkowa litera a, ktora
wystepowala na poczatku rozwiazywanego zadania w znaczeniu parametru, w
tym momencie przyjeta role niewiadomej, ktéra nalezy wyliczy¢. Ten program
komputerowy umozliwia rozwigzanie réwnania krok po kroku, tzn. jesli te-
raz w kolejnym oknie MathBox wpiszemy jedynie: ,:(—4)”, to wtedy ostatnio
wpisane réwnanie zostaje obustronnie podzielone przez te liczbe. Po tak wyko-
nanym dziataniu, Karolina otrzymata wartosé, jaka powinien przyjaé¢ parametr
a. Zapisata odpowiedz, iz dla a = —% rozwigzaniem réwnania jest liczba —2

(rys. 10).
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Wyniki

Karolina juz po przeczytaniu tresci zadania miata pomyst na jego rozwiaza-
nie. Otrzymane réwnanie, w ktérym danej w réwnaniu zmiennej x przypisana
jest okreslona stata wartosé¢, nie budzito zastrzezen co do dalszego rozwiazania.
Jest to pewien szczegdlny przypadek zadania z parametrem, w ktérym wybie-
ramy te jego wartosci, ktore spelniaja pewien zadany warunek w zadaniu,
jakim w tym wypadku byto to, iz rozwiazanie ma by¢ rowne —2. Rozwiaza-
nie tego zadania z parametrem, w ktérym przyjmowal on w pewnym etapie
rozwigzywania zadania znaczenie niewiadomej, nie sprawito uczennicy zadnej
trudnoéci.
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Czwartym sprawdzianem, jaki pisali uczniowie klasy I ,b”, byl spraw-
dzian z funkcji, na ktorym znalazto sie nastepujace zadanie z tego dziatu
zwigzane z pojeciem parametru:

Dla jakich dodatnich wartosci parametru m funkcja y = (2m —4)x + 1 jest
malejgca?

W trakcie rozwiazywania tego zadania uczennica zdecydowata sie postu-
zy¢ programem komputerowym TI InterActive!l. Uczennica na poczatku roz-
wiazywania zadania utworzyta obiekt SliderControl reprezentujacy wartosci
parametru m oraz obiekt Graph, za pomocsg ktérego sporzadzita wykres funk-
cji danej w zadaniu. Przypuszczam, iz uczennica wiedziala, ze w trakcie roz-
wigzywania tego zadania nalezy skorzystaé¢ z twierdzenia o monotonicznosci
funkcji liniowej. Analizujac dynamicznie zmieniajacy sie wykres funkcji po-
przez ustalanie na suwaku kolejnych warto$ci parametru latwo zauwazylta ze
dana funkcja jest malejaca nie tylko dla ujemnych wartosci parametru m,
lecz tez dla niektorych dodatnich wartodci tego parametru. Spostrzegla, ze
wazna role w zadaniu odgrywa wartos¢ parametru réwna 2. Dla tej wartosci
wykres funkcji byl réwnolegly do osi x. Poprzez zmiany wartosci parametru
na suwaku przy domyslnym kroku tych zmian réwnym 0,1, stwierdzita, iz
funkcja jest malejaca, gdy wartosci m beda z przedzialu (—oo;1,9). Karolina
zmienita krok przyjmowania kolejnych wartosci przez parametr z 0,1 na 0,01.
W tym przypadku zdecydowala sie na kolejne modyfikacje wartosci parame-
tru na suwaku, i wowczas stwierdzila, ze wartosci parametru m spelniajace
warunki zadania beda naleze¢ do przedzialu (—o0;1,99). I kolejno, po zmia-
nie kroku z 0,01 na 0,001 i dokonaniu kolejnych zmian wartosci parametru na
suwaku, wartodci parametru m, spelniajace warunki zadania beda naleze¢ do
przedziatu (—oo; 1,999). Prawdopodobnie w wyobrazni Karoliny odbywala sie
dalsza zmiana kroku przyjmowania kolejnych wartosci przez parametr m i zde-
cydowala ona, ze przedzialem spelniajacym warunki zadania bedzie (—oo, 2)
(rys. 11).

Czytajac ponownie tre$é¢ zadania, gimnazjalistka zauwazyta, iz skoro war-
tos¢ parametru m ma by¢ dodatnia, to przedzialem spelniajacym warunki za-
dania bedzie (0, 1; 2). Stwierdzila to bez odbywania zadnych manipulacji war-
tosciami parametru na suwaku. Jednak po chwili zastanowienia szybko powyz-
szy przedzial zmodyfikowala na (0, 2). Mozna przypuszczaé, iz opisany wcze-
$niej tok postepowania Karoliny zwiazany ze zmniejszaniem wartoéci kroku z
0,1 na 0,01 i 0,001 oraz obserwacja coraz dokladniejszych zakreséw wartosci
parametru, spelniajacych warunki zadania, w tym momencie dokonal sie juz
w wyobrazni Karoliny.
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Wyniki

Po doswiadczeniach zdobytych w czasie rozwiazywania zadan z lekcji uczen-
nica byla juz $wiadoma cigglosci zmian parametru, zwiazanych z réwnocze-
snymi ptynnymi zmianami na wykresie funkcji. Widziata konsekwencje zmniej-
szania kroku zmian wartosci parametru na coraz dokladniejsze zakresy jego
wartosci, spelniajace warunki zadania.

5 Podsumowanie

W Polsce nie prowadzono badan nad zrozumieniem pojecia parametru bez
wykorzystywania technologii informacyjnej. Zatem nie mozna przeprowadzi¢
poréwnania wynikéw przeprowadzonych przeze mnie badan z badaniami nie
uwzgledniajacymi technologii informacyjne;j.

a) Rola programu komputerowego TT InterActive! w rozwiazy-
waniu zadan za jego pomoca

Analiza rejestracji dokonana za pomoca programu CamtasiaStudio oraz
plikéw programu TI InterActive!, zawierajacych rozwiazanie powyzszych za-
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dan przez Karoling ujawnila nastepujace cele zastosowania programu kompu-
terowego w trakcie ich rozwigzywania.

¢ Eksperymentowanie

Dzieki uzyciu obiektu SliderControl w trakcie rozwiazywania zadania za
pomoca programu T1 InterActive! Karolina mogta podstawiaé rézne warto-
$ci dla okreslonego w zadaniu parametru. Mogly nimi by¢ dowolne liczby,
nie tylko calkowite, rowniez nie tylko dodatnie, jak to zwykle przyjmuje sie
rozwiazujac zadanie bez wykorzystania technologii informacyjnej. Uczennica
obserwowatla sytuacje dang w zadaniu przy réznych warto$ciach parametru.
Nastepnie stawiala hipotezy i weryfikowala je.

e Wizualizacja skokowych zmian wartoS$ci parametru

Skokowe zmiany wartosci parametru i ich konsekwencje dla sytuacji w da-
nym zadaniu byloby ciezko zauwazy¢, rozwiazujac je jedynie z wykorzystaniem
okartki i otéwka”. Taka obserwacje mogtby sobie wyobrazi¢ gimnazjalista,
gdyby zmiana miala dotyczyé¢ jedynie skonczonego zbioru wartosci. A prze-
ciez moze rowniez chodzi¢ o nieskoniczony zbiér wartosci, np. o kroku zmian
wartosci parametru réwnym 0,1.

e Wizualizacja cigglo$ci zmian wartos$ci parametru

Zastosowanie obiektu SliderControl w trakcie rozwiazywania zadania nie-
watpliwie pomoglo Karolinie w zrozumieniu, ze parametr jest rodzajem uogol-
nienia, ze zastepuje dowolng liczbe, co oznacza, ze w jego miejsce mozna
wstawi¢ kazda wartos¢ liczbowa. Dzieki temu obiektowi uczennica spostrzegta,
ze parametr przyjmuje okreslone wartosci jedna po drugiej, kazda w okreslo-
nym czasie. Zrozumienie bez uzycia programu komputerowego faktu, ze war-
tosci parametru dynamicznie przechodza przez pewien zbiér wartosci byloby
z pewnoécig trudniejsze do zrozumienia dla uczennicy.

e Animacja sytuacji danej w zadaniu

Dzieki mozliwosci animacji w tym programie komputerowym Karolina mo-
gla zauwazy¢, ze kazdej konkretnej wartosci parametru przypisane jest jedno
rozwigzanie réwnania, jeden przepis funkcji, innymi stowy, tej wartoéci od-
powiada jeden szczegdlny przypadek zadania. Wraz ze zmiang wartodci para-
metru uczennica dostrzegata, ze zmiany te maja konsekwencje we wzorze czy
wykresie funkcji. Fakt ten nie byl tak trudny do zobaczenia, jak bylby bez
uzycia tego programu komputerowego.
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e Obliczenia symboliczne

W programie TT InterActive! mozna rozwigzywaé zadanie z parametrem
bez ustalania jakiejkolwiek dla niego wartosci. Rozwiazujac krok po kroku
rownanie mozna parametr traktowac jako dang ustalong wielko$¢. Jednak Ka-
rolina rzadko korzystata z takiej mozliwosci rozwiazania zadania. Latwiej jej
bylo ustali¢ konkretne wartoéci parametru i wowczas analizowaé rozwigzanie
zadania.

e Skupienie uwagi na zadaniu

Na moja prosbe Karolina napisata kilka zdan o pracy na lekcji matema-
tyki z wykorzystaniem programu komputerowego: ,,Program TI InterActive!
jest bardzo pozyteczny. Moze stuzyé za komputerowy zeszyt. Bardzo dobrze 1
tatwo sie z nim pracuje. Nie trzeba skupiac sie na wyliczeniu wyniku, tylko na
poprawnym. zapisaniu dziatania.” Dosy¢ czesto zdarza sie, iz uczniowie gubig
sie rozwiazujac zadanie z parametrem, nie pamietaja do czego tak naprawde w
zadaniu daza, dlatego program komputerowy, przejmujac cze$é¢ obliczeniowa,
pozwala skupié sie na istocie problemu danego w zadaniu.

b) Aktywnosci matematyczne uczennicy ujawnione w trakcie
rozwigzywania powyzszych zadan

Analiza rozwiazan zadan pozwala na dokonanie spostrzezen na temat ak-
tywnosci matematycznych uczennicy:

e Schematyzowanie

Na poczatku rozwiazywania zadan z parametrem Karolina ustalata pewna
wartos¢ parametru. Nastepnie, albo tworzyta obiekt Graph, by zwizualizowaé
sytuacje w zadaniu, albo tez zamiast tego obiektu postugiwala sie obiektem
MathBox, by otrzymaé algebraiczne rozwiazanie zadania. Nastepnie zmieniala
warto$¢ tego parametru, a wéwczas w obiektach Graph i MathBox uwzgled-
niona zostawala nowa wartos¢ parametru. Uczennica, zmieniajac jedynie jego
wartosé, mogla analizowaé graficzne i algebraiczne rozwigzanie zadania dosto-
sowane do nowej wartosci parametru. W ten sposéb Karolina tworzyta samo-
dzielnie pewien schemat rozwigzywania zadan z parametrem.

e Stawianie i weryfikacja hipotez

Uczennica nie uznawata wyniku prowadzonych przez siebie obserwacji sy-
tuacji danej w zadaniu przy uzyciu programu komputerowego jako ostatecz-
nego rozwiazania zadania. Traktowata je tylko jako hipoteze, ktéra probowalta
zweryfikowaé¢ w drodze obliczen.
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e Dostrzeganie analogii

Poprzez podstawianie réznych wartosci parametru Karolina dostrzegala
analogie miedzy szczegbélnymi przypadkami zadania, otrzymanymi dla kolej-
nych wartosci tego parametru.

e Uogéblnianie

Na podstawie obserwacji prowadzonych dla réznych wartosci parametru
przy dowolnym kroku przyjmowania kolejnych wartosci przez parametr (réw-
nym np. 0,1; 0,01 czy 0,001) Karolina przeprowadzala rozumowanie na temat
ogblnego rozwiazania zadania.

e Stosowanie jezyka symbolicznego

Poczatek rozwiazania zadan z parametrem przez Karoline najczesciej prze-
biegal w ten sposéb, iz przyjmowata ona dla parametru konkretne wartosci.
Nastepnie dla tych ustalonych przez siebie wartosci parametru rozwazata dal-
szg czes¢ zadania. Dlatego mozna stwierdzié, ze uczennica ta w przypadku
rozwigzywania zadan z parametrem rzadko dostrzegata mozliwosé rozwigza-
nia zadania w sytuacji ogélnej, korzystajac w zapisie jego rozwiazania z jezyka
symbolicznego.

e Specyfikacja

Rozwiazanie zadania z parametrem, w ktérym ten parametr jawi sie w
znaczeniu zmiennej wielkosci, daje pewna klase rozwigzan. Przyjecie danych
w zadaniu specyficznych warunkéw do spelnienia sprawiato, ze wowczas pa-
rametr wystepowal w znaczeniu niewiadomej. Rozwiazanie zadania z parame-
trem wystepujacym w tym znaczeniu wymagato od uczennicy analizy pewnej
szczegdbdlnej sytuacji, co nie sprawiato jej trudnosci.

c) Wyniki badai dotyczace rozumienia pojecia parametru

Na poczatku roku szkolnego klasy I Karolina najprawdopodobniej wyka-
zywala rozumienie parametru w dwoch znaczeniach: stalej wielkosci i skonczo-
nego zbioru wartoéci. W trakcie lekcji uczniowie rozwiazywali zadania z para-
metrem, w tym czasie pojecie to bylto przeze mnie ksztaltowane i sprawdzane
byto jego rozumienie pod koniec kazdego dzialu matematyki, omawianego w
klasie I. Analiza rozwigzan zadan przez Karoline dokonana w ramach tego ar-
tykutu pozwolila na wysnucie wnioskdéw, w jakim stanie zrozumienia pojecia
parametru jest Karolina w chwili rozwigzywania przez nia tych zadan:
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e Karolina poglebita rozumienie pojecia parametru w znaczeniu zbioru
wartosci. Zmieniatla ona warto$ci parametru na suwaku, przyjmujac ko-
lejne wartosci dla tego parametru jedna po drugiej. Zmiane jego wartosci
obserwowala skokowo, co jest charakterystyczne dla parametru w zna-
czeniu zbioru wartosci.

e Uczennica przyblizyta sie do rozumienia pojecia parametru w znacze-
niu zmiennej wielkosci. Zmieniata krok przyjmowania kolejnych wartosci
przez parametr na 0,01 oraz 0,001 i zauwazyla, ze jego wartosci moga
sie zmienia¢ w sposo6b ciagly i adekwatnie do tych zmian nastepowala
modyfikacja wzoréw, réwnan czy wykreséw funkcji. W tym przypadku
uczennica analizowala dynamicznie zmieniajacy sie rysunek, bedacy ilu-
stracja zadania.

e Karolina w trakcie rozwiazywania zadan z parametrem przyjmowata w
miejsce parametru konkretna wartosé liczbowa. W przypadku, gdy za-
miast liczby wystepowala litera oznaczajaca parametr, uczennica nie po-
trafita zinterpretowa¢ go jako pewne uogdélnienie.

e Gimnagzjalistka nie miata trudnoéci w rozwigzaniu zadan, w ktérych pa-
rametr przyjmowal na pewnym etapie rozwigzywania znaczenie niewia-
domej. W trakcie rozwigzania takich zadan, wybierala te jego wartosci,
ktore spelniaty pewien podany w zadaniu warunek.

W artykule tym zawartam analize rozwigzan zadan ze sprawdzianéw z wy-
korzystaniem programu komputerowego tylko jednej uczennicy. W dalszych
badaniach bede chciata dowiedzieé¢ sie, jakie sa postepy uczniéw w rozumie-
niu pojecia parametru w kontekscie zadan z parametrem, rozwigzywanych w
drugiej i trzeciej klasie gimnazjalnej.

Na podstawie wynikéw przeprowadzonych badan w klasie pierwszej mozna
stwierdzié¢, ze programy komputerowe umozliwiaja koncentracje na zrozumie-
niu istoty pojecia i strategiach rozwigzywania problemu, uwalniajac od zmud-
nych obliczen. Szczegbtowe konsekwencje dla nauczania wynikajace z wnioskow
przeprowadzonych badan zostana przytoczone po ich zakonczeniu. Ciekawym
byloby rowniez sprawdzenie, jak uczniowie radziliby sobie w zrozumieniu poje-
cia parametru w dziatach matematyki nie uwzglednionych w moich badaniach.
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Zalagcznik 1

Projekt badania (lista zadan) w klasie I w trakcie realizacji dzialu funkcje
z uwzglednieniem pojecia parametru

Zadania rozwigzywane w czasie lekcji:

Zadanie 1.

Dobierz wspotczynniki a i b we wzorze funkcji y = ax + b w taki sposéb, aby
wykresem otrzymanej funkcji byta prosta k. Dla jakich a i b wykresem bedzie
prosta [?

Czy potrafisz dobraé¢ wspoétczynniki a i b w taki sposéb, aby otrzymaé prosta
m?

Czy prosta m jest wykresem funkcji? (rys. 12)

1

0 1 l z

Rysunek 12.

Zadanie 2.
Dla jakich wartosci a punkt A = (1,5) nalezy do wykresu funkcji liniowej
y=ax + 47
Zadanie 3.
Dla jakich wartosci b punkt A = (—1,4) nalezy do wykresu funkcji liniowej
y=u1x+b?
Zadanie 4.
Dla jakich wartoéci a i b wykres funkcji przechodzi przez punkty o wspotrzed-
nych A = (0,3), B=(-6,0)7
Zadanie 5.
Dla jakich wartoéci m wykres funkcji y = —ma bedzie tworzyl z dodatnia
czescig osi odcietych kat:

a) 0°,
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Zadanie 6.

Dla jakich wartosci m wykresy funkcji y = 2ma beda do siebie prostopadte?

Zadanie 7.
Narysuj wykres funkcji y = 2z 4 b. Zmieniajac wartos¢ parametru b dla kazdej
z nich, oblicz miejsce zerowe. Wyniki zapisz w tabeli:

b
miejsce
zZerowe

Czy istnieje jakas zaleznos¢ miedzy wartosciami wspélczynnika b, a odpowied-
nimi wartosciami miejsc zerowych? Czy te wartosci sa wielko$ciami wprost
proporcjonalnymi?
Jakim wzorem wyraza sie ta zalezno$¢? Zapisz ten wzér w postaci funkcji i
narysuj jej wykres.

Zadanie 8.
Narysuj wykres funkcji y = ax +b. Zmieniajac warto$¢ parametru a dla kazdej
z nich, oblicz miejsce zerowe. Wyniki zapisz w tabeli:

a
miejsce
zZerowe

Czy istnieje jakas zaleznos¢ miedzy wartodciami wspoétezynnika a i odpowied-
nimi wartosciami miejsc zerowych? Czy te wartosci sg wielko$ciami wprost
proporcjonalnymi?
Jakim wzorem wyraza sie ta zalezno$é¢? Zapisz ten wzér w postaci funkeji i
narysuj jej wykres.

Zadanie 9.

Narysuj wykres funkcji y = ax + b dla a = —1 oraz b = 4.

Oblicz pole tréjkata ograniczonego wykresem funkcji oraz osiami uktadu wspot-
rzednych. Dla jakich wartosci parametrow a i b pola otrzymywanych trojkatow
beda réwne polu pierwszego tréjkata? Co powiesz o zaleznosci miedzy wspot-
czynnikami a i b? Zapisz te zalezno$¢ wzorem i narysuj jej wykres.

Zadanie 10.

Narysuj wykres funkcji y = ax + b dla réznych wartosci wspotczynnikéow a i
b. W kazdym przypadku oblicz miejsce zerowe tej funkcji, okresl przedzial, w
ktorym funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, oraz przedzial, w ktérym funkcja
przyjmuje wartosci ujemne.
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Dobierz wartosci wspétczynnikéw w taki sposéb, aby funkcja liniowa przyjmo-
wala wartosci dodatnie dla liczb rzeczywistych ujemnych. Dla jakich wspot-
czynnikéw funkcja liniowa bedzie przyjmowata wartoéci dodatnie dla wszyst-
kich liczb rzeczywistych? Dla jakich wspoétczynnikéw bedzie przjmowata war-
tosci ujemne?

Zadanie 11.

Dana jest prosta o réwnaniu y = ax. Narysuj proste o réwnaniach y = axz + 1,
y=ax+5,y=axr—3 (rys. 13). Co powiesz o polozeniu prostej y = ax + b,
gdy:

a) b >0,
b) b <0,
c) b=0.
Y
Y=ax
a
1 T
Rysunek 13.

Zadanie 12.

Dane sg dwie funkcje f(z) = |z + 2| orz funkcja g(x) = m. Dobierz tak war-
tos¢ m, aby pole trdjkata ograniczonego wykresem funkcji f i funkcji g byto
réwne 4.

Zadanie 13.
Narysuj wykresy funkcji:
a)y = |z +0bl,
b) y = |z|+b.
Zbadaj zaleznos¢ miedzy wartosciami wspélczynnika b, a odpowiednimi war-
tosciami miejsc zerowych.
Zadanie 14.

Dla jakiej wartosci parametru m funkcja dana wzorem y = (2m — 3)x + 3
przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla xz < 37

Zadanie 15.

Dla kazdej wartosci a réwnanie y = ax — 5a + 2 jest wzorem funkcji liniowej.
1. Narysuj wykres funkcji liniowej dla przynajmniej czterech wartosci a.

2. Co obserwujesz na wykresach, gdy wartosci a rosna?
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3. Jaki punkt nalezy do wykresu powyzszej funkcji dla kazdej wartosci a? Jak
sprawdzié¢ ten fakt obliczeniowo?

4. Wyznacz te warto$ci parametru a, dla ktérych miejscem zerowym powyzszej
funkcji jest liczba wieksza od 1 oraz mniejsza od 4.

Zadanie 16.
Dla jakich wartos$ci parametréw a i b funkcja y = (2a + 1)x + (b — 1) jest
rosnaca oraz przecina o$ y w punkcie (0, —2)?

Zadanie rozwigzywane w czasie sprawdzianu:

Dla jakich dodatnich wartosci parametru m funkcja y = (2m — 4)x + 1 jest
malejaca?
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Different kinds of the understanding
of the concept of parameter

Summary

The object of interest in traditional mathematics teaching are first of all con-
tents connected with concepts like triangles, numbers, vectors etc. and their
properties. A teacher focuses pupils’ attention mainly on these concepts. Let-
ters (variables) are simply used (Konior, 2002) and treated as if they were
already known by pupils and represented the part of alphabet earlier known
to them. It is clear that the assumption that pupils will use mathematical
alphabet symbols in a conscious manner is wrong as long as nobody has fami-
liarized them with this alphabet.

It is necessary to ask a question how algebra looks in pupils’ the eyes.
According to Turnau (1990) it is not possible to specify a purpose of executable
operation without understanding particular letters in a task clearly, and it is
not possible to plan this operation rationally.

Understanding and proper interpretation of a letter is not an easy task for
pupils. A context decides about its meaning in the algebraic text, phase of
reasoning, subjective interpretation, as well as customs concerning the kind
of used letters (Turnau, 1990). Proper interpretation of a letter in a given
algebraic structure is a task often overgrowing pupils. Feeling and intuitive
recognition turns out to be more popular strategy than interpreting of a letter
in way of certain reasoning. Pupils know concepts like variable, unknown, or
parameter, however, they do not always use them consciously, and therefore
they are not understood by them entirely.

I specify different meanings of letters on the base of literature (Turnau,
1990; Konior, 2002; Giessen van de, 2001; Drijvers, 2003) and I present them
on the drawing below (fig. 14):

I have decided to devote a particular attention to the letter standing for
parameter. After the review of literature I state, that there has been in Poland
no research concerning understanding by pupils of the concept of parameter
. However there are such researches abroad. Firs was led by Carel van de
Giessen (2001) who described classroom experiences of 16-17 years old pupils
connected with visualization of different meanings of the concept of parameter
during solving tasks with the use of Graphic Calculus program. The second ap-
peared in Holland, at the University of Utrecht, where Paulus Drijvers (2003)
described research on the understanding of the concept of parameter using
information technology. In the experiment of the mentioned author there were
four meanings of the concept of parameter classified: placeholder, generalizer,
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changing quantity and unknown. In my research I have investigated different
kinds of understanding of the concept of parameter by students at the age of
thirteen durine their three-vear learnine at school.

constants
symbols in algebraical language

letters | = unknows

variables in a functional relationship

placeholders
pu—

F:hanging quantities‘ |variab|es

unknows to be found

variables in computer programs

general numbers

Figure 14.

Research of Drijvers differs with mine because it did not have a continuous
character and it was not planned on several years, while my observation is led
in a course of three-year work with pupils in secondary school (13-16 years
old children). In my research I implement a didactical conception supported
by information technology, concerning the understanding of the concept of
parameter, performing also its verification in school conditions. Because of
the fact, that my research is continuous, information techniques and interface
problems have an influence on solving mathematical tasks by pupils only in
initial period of my research. Besides, a Dutch group carrying the research
did not consist of teachers of the investigated groups of students. Contrary to
that, I do teach mathematics and informatics, and my group is also younger.
Pupils, during realization of my conception, in comparison with those from
Holland, solve many more tasks from different sections of mathematics, which
contain parameter. After some time, my research tasks with parameters did
not seem as new type of tasks to the pupils.

Investigated problem: If and in what degree computer programs can be
helpful in the process of forming the concept of parameter?

I have carried three-year preliminary research in the oldest class, and pro-
per research in the youngest one, which also lasted three years. The described
groups have not been selected by no means. Besides, mathematics lessons are
led by me in both classes both in the traditional manner, and by means of
software.
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My research is consistent with the idea of natural experiment. I have also
used designed research method in my investigations, leaned observation and
analysis of documents. Due to the use of Camtasia Studio program, I have
registered solving of tasks by some pupils, that gives capability of observing
the movie of their work. As a research tool also serves me TTI InterActive!,
which includes texts and objects created in this program by pupils, which they
recorded on the disk of their computer. This investigative tool is created by
pupils independently in the course of solving a task.

Presently I am in the course of proper research in third class of secon-
dary school. During preliminary research, I created lists of tasks related to
the concept of parameter, concerning different sections of mathematics, which
are solved by pupils in the first, second and third class of secondary school.
Each list includes also the task with parameter, which pupils solve during the
posttest, which finishes the realization of some section of mathematics. Preli-
minary research served also for the verification of these lists. The analysis of
solutions of problems from lessons and from the posttest supplies information
of pupils’ progress in the understanding of different meanings of the concept of
parameter in different mathematical contexts. For me, as a teacher-researcher
it is a situation, which gives me full image of effects of the process concerning
forming the concept of parameter.

I have conducted pretest at the beginning of the first secondary class, which
allowed me to find out, which meaning of the concept of parameter pupils
understand. The analysis of solutions of this test by Karolina, a female pupil of
class I b, in which I carried my proper research, has supplied information, that
the meanings of parameter she was aware of are placeholder and generalizer.
In this article I present analysis of solutions of problems from four posttests
during the first class of secondary school, which supplies information of her
progress in the understanding of different meanings of the concept of parameter
in contexts of: geometry, algebra, equations and functions.
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