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Ewolucja znaczenia stowa w matematyce

jako problem dydaktyczny?

Wstep

Komunikowanie si¢ miedzy nauczycielem i uczniem jest podstawowym srod-
kiem interakcji na lekcji matematyki. Moze ono przybieraé¢ rézne formy, ale
niezmiennie najwazniejsza z nich jest stosowanie jezyka. Podczas lekcji wypo-
wiada sie zaréwno nauczyciel, jak i uczen. Czasami podczas takiej rozmowy
dochodzi do nieporozumien.

Wezedniejsze nasze badania doprowadzily do wyrdznienia czterech réznych
typéw przeszkdd kognitywnych w komunikowaniu sie na lekcji matematyki.
Byty to:

1. Rézne rozumienie kontekstu sytuacji/zadania.
2. Skupienie si¢ na wtasnych celach.

3.
4

. Rézne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu stowu (Slezakové-

Skupienie uwagi na réznych fragmentach informacji.

Kratochvilovéd, Swoboda, 2006)2.

'Praca byla czesciowo realizowana w ramach grantu VZ MSM 002 162 0862.
20to krétka charakterystyka tych przeszkéd:

A

Rézne rozumienie kontekstu sytuacji/zadania. Nauczyciel, planujac zadanie lub sytu-
acje kontekstowa, ktéra ma przyblizy¢ ucznia do rozumienia pojecia - potrafi to pojecie
wytluskaé z kontekstu, wie, co jest wazne, a co nie. Funkcjonuje u niego projekcja: po-
jecie matematyczne — sytuacja kontekstowa. Uczen rozwiazujacy zaplanowane przez
nauczyciela zadanie bedzie staral sie¢ wykorzysta¢ cala swoja wiedze szkolng i po-
zaszkolna. Skojarzone do$wiadczenia moga mieé¢ zwiazek z réznymi matematycznymi
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W tym artykule zechcemy pokazaé, ze w komunikowaniu sie w matematyce
szczegblne znaczenie ma jedna z nich, mianowicie ta, ktéra wiaze sie ze zmiang
znaczenia stow.

1 Odwotlania do teorii

Przeglad literatury dotyczacej funkcjonowania jezyka pokazuje, ze opis
analogicznych do wyrdznionych przez nas kategorii mozna wyczyta¢ miedzy
wierszami klasycznych dziet dotyczacych psychologicznych aspektéw komuni-
kacji jezykowej. Miedzy innymi, w pracy L.Wygotskiego ,Myé$lenie i mowa”
znajduje sie wiele opinii i uwag majacych wspélna charakterystyke z katego-
riami przez nas wyréznionymi>.

Za podstawowy wynik swoich badan nad zwiazkami miedzy mysleniem
a mowa Wygotski uznal fakt, ze znaczenia stéw zmieniaja sie. Pisze o tym
w sposOb nastepujacy:

Odkrycie zmiennosci znaczen stow i ich rozwoju jest odkryciem podsta-
wowym i tylko ono moze wyprowadzi¢ z impasu calg teori¢ myslenia

pojeciami, jak i moga w ogdle nie mie¢ zwigzku z matematyka. Wiedza matematyczna
moze okazaé sie inna niz ta, ktora zaktadal nauczyciel, a uzyta wiedza pozamatema-
tyczna moze spowodowad, ze pewne aspekty sytuacji, nieistotne dla nauczyciela, stang
sie dominujace.

B Skupienie sie na wlasnych celach. Nauczyciel wie, co zamierza osiagnaé¢ proponujac
uczniowi rozwiazanie danego zadania. Moze to by¢ wycéwiczenie pewnej sprawnoéci lub
odkrycie okreslonych wlasnosci czy zwiazkéw, waznych z punktu widzenia matematyki
jako nauki. Te cele czesto determinuja sposéb pracy nad zadaniem, a odstepstwo od
oczekiwanych sposobéw pracy jest oceniane jako dziatanie bledne. Uczen podejmujac
zadanie chce je przede wszystkim rozwigzad, i to na ogét w najltatwiejszy dla siebie spo-
s6b, stosujac znane mu (lub oceniane przez niego jako najbardziej skuteczne) sposoby
postepowania. Moze sie réwniez zdarzy¢, ze rozwiazywanie zadania bedzie interpreto-
wal w $wietle pewnych uméw spotecznych, zupelnie nieczytelnych dla nauczyciela.

C Skupienie uvwagi na rézZnych fragmentach informacji. Sens catej wypowiedzi rozumiany
jest dzieki temu, ze zachowujemy w pamieci brzmienie wczesniej wypowiadanych stow;
znaczenia pojedynczych stéw umieszczamy wtedy w szerszym kontekscie. W zalezno$ci
od tego, ktéry fragment wypowiedzi zostanie uwypuklony, cala wypowiedZ nabiera
odmiennego znaczenia.

D Rézne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu stowu. Budowanie wlasnej ma-
tematyki jest dlugotrwalym procesem, w trakcie ktérego moze nastepowaé zmiana
znaczenia pewnych stéw. Rézne znaczenie nadawane tym samym stowom stymuluje do
wykonywania réznych procedur i operacji zwigzanych z danym pojeciem; powoduje, ze
to samo stowo wywotuje inne wlasnosci, budzi inne powigzania i relacje.

3Zestawienie wyréznionych przez nas kategorii z pogladami Wygotskiego znajduje sie
w pracy Slezdkova, Swoboda 2007.



EWOLUCJA ZNACZEN SEOW W MATEMATYCE JAKO PROBLEM 7

i mowy. Znaczenie stowa zmienia si¢ wraz z rozwojem dziecka, zmienia
si¢ przy réznych sposobach funkcjonowania mysli. Jest struktura raczej
dynamiczna, niz statyczna (Wygotski, 1989, s. 329).

Na znaczenie stowa sktada sie wiele powigzan, jest ono nasycone rézno-
rodnymi doswiadczeniami. Zdaniem Wygotskiego te powiazania tworza struk-
ture, ktora nie jest niezmienna, wprost przeciwnie — podlega stalym zmianom,
zwlaszcza w okresie ksztaltowania sie pojeé kryjacych sie za stowami, ktére
je reprezentuja. Jest to zwiazane ze stale zmieniajacym sie zakresem doswiad-
czen, ale nie tylko. W teorii Wygotskiego stowo jest odbiciem mysli, odbiciem
bardzo mocno zwiazanym ze Swiadomoscig tej rzeczywistosci, ktéra reprezen-
tuje i w ktorej funkcjonuje. Nie tylko tres¢ przedmiotowa stowa, ale réwniez
charakter uogélnienia i odbicia rzeczywistosci ulegaja zmianie w toku rozwoju.

[..] gléwna charakterystyczna cecha stowa jest uogdlnione odbicie rzeczy-
wistoéci. Tym samym dotknalem takiego aspektu natury stowa, ktérego
znaczenie wykracza poza granice myslenia jako takiego i ktéry w pelni
mozna zbadac tylko w kontekscie problemu bardziej ogélnego — problemu
stowa i $wiadomosci. Jezeli swiadomos¢ odbierajaca wrazenie i myslaca
dysponuje réznymi sposobami odbijania rzeczywistosci, to sposoby te re-
prezentuja tez rézne typy $wiadomosci. (Wygotski, 1989, s. 408).

Wiedza matematyczna ucznia i wiedza nauczyciela dotyczaca tego samego
pojecia nie sg takie same. Inaczej méwiac, Swiadomosé matematyczna zwia-
zana z danym pojeciem (faktem, algorytmem, wlasnoscia ... ) u ucznia i na-
uczyciela istotnie sie réznig. Nie chodzi o to, ze nauczyciel wie wiecej. Podsta-
wowa rdéznica zwigzana jest ze sposobem budowania wiedzy matematycznej.
W rozwoju umystowym kazdego cztowieka struktura ta zmienia sie i rozbudo-
wuje. Opis tego sposobu podaje na przyktad M, Hejny, (Hejny, Littler, 2006)
piszac o procesie zdobywania wiedzy przechodzacym poprzez 5 poziomdow. Roz-
poczyna sie on od motywacji, a jego istota sa dwa przejscia na wyzsze poziomy
umystowe (mental lifts): od wiedzy konkretnej do wiedzy ogdlnej i od wiedzy
ogolnej do abstrakcyjnej. Proces ten przedstawia nastepujacy schemat:

wiedza abstrakcyjna —  krystalizacja
T abstrahowanie
model(e) ogdlny (e)
T wogdlnienie
motywacja —  modele izolowane

Jezyk zmienia si¢ wraz z rozwojem struktury umysltowej. Stowa wypo-
wiadane zaréwno przez nauczyciela, jak i ucznia sa powiazane ze struktura
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umystowa, ktérg reprezentuja. Struktura umystowa, zwlaszcza w okresie bu-
dowania, czyli w okresie uczenia sie, jest tworem szczegdlnie dynamicznym,
stale zmieniajacym sie. Wtedy slowa nie zawsze podazaja za adekwatnym po-
ziomem umystowym.

...jedna z typowych cech budowania struktury kognitywnej jest jej hierar-
chiczna natura. Struktura istnieje na wielu réznych poziomach abstrak-
cji. Stad, poza powigzaniami horyzontalnymi czyli powiazaniami pomie-
dzy elementami tego samego poziomu abstrakcji, powigzane sa réwniez
struktury istniejace na réznych poziomach abstrakcji. (Kvasz, 2005)

W $wiadomosci nauczycieli, jak i naukowcéw, matematyka jest postrze-
gana jako nauka Scista, i na ogdt nie dopuszcza sie przyjecia zmiennosci zna-
czenia pojeé. Z tego powodu jezyk nauczyciela i jezyk ucznia (czyli partneréw
o réznym poziomie uksztaltowanej struktury kognitywnej) moga sie istotnie
rézni¢ w swoich znaczeniach. Rodzi to istotne problemy w komunikowaniu sie.
W momencie przechodzenia na wyzszy poziom abstrakcji, adekwatny dla tego
poziomu jezyk dziecka moze nie by¢ jeszcze uksztaltowany. Nauczyciel nie-
swiadomy tego faktu moze wiec operowaé takimi sformutowaniami (dla siebie
oczywistymi), ktérych sens jest dla dziecka zawezony do wczedniejszego po-
ziomu rozumienia. Jest mozliwe réwniez, ze uczen, stykajac sie z problemem
zbyt skomplikowanym i nowym, moze go interpretowa¢ w ramach znanego
sobie, ustabilizowanego modelu. Wtedy réwniez jego wypowiedzi beda sie od-
nosity do znaczen z poziomu nizszego, czego nauczyciel na ogdt nie wie.

To krotkie zestawienie wybranych pogladéw psychologicznych i dydaktycz-
nych uzmystawia, ze prowadzenie rozmowy na lekcji matematyki nie moze by¢
tatwe, a osoba odpowiedzialna za jakos¢ tej rozmowy, czyli nauczyciel, po-
winien bra¢ pod uwage wiele aspektow. Mowiac ogdlnie, nauczyciel rozma-
wiajacy o matematyce w klasie, prowadzi te rozmowe na dwdoch poziomach:
poziomie matematycznym dotyczacym przedmiotu rozmowy (obiekty mate-
matyczne, relacje, procedury, algorytmy, fakty, ... ) oraz na poziomie meta-
dyskursywnym, odnoszacym sie do sztuki komunikowania sie. Pierwszej war-
stwy nauczyciel jest Swiadomy, i stara sie ja realizowaé¢ podczas lekcji. O drugiej
zazwyczaj nie my$li, jesli nie jest na nia wyczulony:

...Meta-reguly funkcjonuja w dyskursie w sposéb niejawny, a uczenie sie
tych regul odbywa sie spontanicznie, bez Swiadomych, planowych zabie-
gow ze strony nauczyciela, bez wyraznego zamiaru nauczenia sig ich przez
ucznioéw, i czesto bez Swiadomego zwracania na nie uwagi przez kogokol-
wiek. A te niejawne reguly sa réwniez odpowiedzialne nie tylko za sposéb,
w jaki robimy cokolwiek, lecz réwniez za sam fakt, ze jesteSmy w stanie
w ogdle cos zrobié. (Sfard, 2000, s. 161)
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O ile w przygotowaniu zawodowym nauczycieli w bardzo wyrazny sposéb
zwraca sie uwage na pierwsza warstwe (bardzo dokladnie realizujac warstwe
przedmiotowa, dbajac o zapobieganie btedom merytorycznym w prowadzeniu
lekcji), to druga warstwa bywa w istotny sposéb zaniedbywana.

2 Metodologia prowadzonych badan

Naszym problemem badawczym sa nieporozumienia, ktére w spontaniczny
sposéb pojawiaja sie w trakcie matematycznego dyskursu. Problem ten nie
moze by¢ badany w ramach odpowiednio zaplanowanego eksperymentu; kazdy
taki eksperyment musialby z gory zaktadaé, ze rzeczywiscie dojdzie do niepo-
rozumienia, co zupelnie przeczyloby jego wartosci badawczej. Material do na-
szych analiz zbierany byl podczas uczestniczacych obserwacji w klasie, w trak-
cie lekcji matematyki. Obserwacje byly ukierunkowane na rejestrowanie ta-
kich momentéw, w ktérych nastepowato nieporozumienie miedzy nauczycielem
i uczniem.

Po przeanalizowaniu wielu réznych przyktadéw nieporozumien i opisaniu
ich przyczyn (Kratochvilovd, Swoboda, 2003, Slezdkova-Kratochvilovd, Swo-
boda, 2006, Slezikovd, Swoboda, 2007) postanowily$émy dokonaé pewnego
typu podsumowania dotychczasowych wynikéw. Wezesniejsze badania pozwo-
lity na wyrd6znienie czterech kategorii przyczyn majacych istotne znaczenie dla
powstania nieporozumienia miedzy nauczycielem i uczniem. Teraz doszly$my
do wniosku, ze wyrdznienie i rozdzial tych kategorii wprawdzie porzadkuje
zjawisko nieporozumien, ale moze nie charakteryzowa¢ dobrze obserwowanych
sytuacji. Na tym etapie badan staramy sie patrze¢ na zebrane nieporozumie-
nia biorgc pod uwage wszystkie kategorie réwnoczesnie. Dlatego analizujemy
te sytuacje z punktu widzenia wyrdznionych przez nas czterech typoéw prze-
szkdd kognitywnych. Jednym z celéw takiego podejscia jest szukanie zwigz-
kéw pomiedzy wyrdznionymi kategoriami. Checemy réowniez sprébowaé ocenié
znaczenie (wage) poszczegélnych kategorii dla porozumiewania sie miedzy na-
uczycielem i uczniem na lekcji matematyki.

3 Analiza dydaktyczna obserwowanych sytuacji kla-
sowych

W prezentowanym opracowaniu przedstawimy kilka przykladow rzeczywi-
stych sytuacji lekcyjnych, w ktérych miato miejsce wzajemne nieporozumie-
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nie* (miedzy nauczycielem i uczniem jak i miedzy nauczycielem i cata klasa).
Podamy réwniez analize dydaktyczna tych sytuacji.

3.1 Przyktad 1

Lekcja w klasie I gimnazjum.
Temat lekcji: Katy przylegte i katy wierzchotkowe.
Nauczyciel podaje zadanie: Jaka jest rozwartos¢ katéw a, 57

a 470 138° B

Uczniowie niemal chérem od razu odpowiadaja, ze o = 133°.
Nauczycielka: A 57
Prawie wszyscy zgodnie méwia: Ale to nie jest kgt rozwarty.

3.1.1 Robézne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu stowu

Stowo, ktore byto réznie interpretowane, to ,rozwartos$é”. Bylo ono klu-
czowe dla calego zadania. To stlowo bylo réwniez przyczyng zaistnialego nie-
porozumienia, gdyz przez obie strony byto inaczej rozumiane.

Rozwartosé jest sformulowaniem uzywanymi w jezyku potocznym, choé juz
doé¢ archaizujacym: ,, rozwarte wrota”, ,szeroko rozwarte usta”, ,rozwarte
ramiona” itd. Stowo budzi skojarzenia z ruchem, ktory sprawia przejécie od
sytuacji, kiedy cos$ bylto zamkniete, do sytuacji, kiedy to ,,co8” jest otwarte. Na
przyktad wrota zwykle sg zamkniete; jezeli sa rozwarte, to znaczy mieszkancy
domu zapraszaja gosci. To stowo z jezyka potocznego przeszto do terminéw
matematycznych, konkretnie, do charakterystyki kata. Pozostalo tam w dwoéch
réznych znaczeniach. Jednym z nich jest nazwa kata wiekszego od kata pro-
stego i mniejszego od kata pétpelnego; drugie rozumienie jest zwigzane z miara
kata.

— Kaqt ostry swoim wygladem przypomina szpic; im mniejsza jego miara,
tym bardziej ksztalt ten méglby (réwniez w jezyku potocznym) byé¢ opisany

‘Prezentowane przyklady zostaly zaobserwowane podczas praktyk pedagogicznych,
w roku akademickim 2006/2007. Staly si¢ one pdzniej podstawa prac licencjackich Justyny
Lis-Gubernat oraz Anety Skorupy, studentek Uniwersytetu Rzeszowskiego, napisanych w ra-
mach seminarium dyplomowego pod kierunkiem jednej z autorek.
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jako ostry” (,ostro zastrugany oléwek”, ,ostry koniec szpilki” ... ). Kqt roz-
warty, ze wzgledu na swa wizualna reprezentacje (wiekszy niz kat prosty) na-
wigzuje w nazwie do wszystkiego, co w jezyku potocznym jest szeroko otwarte.

— Drugie rozumienie potocznego stowa ,rozwartos¢” jest zwiazane z ru-
chem. Sg rézne okreslenia kata, jednym z nich jest kat jako miara obrotu. Sa-
dzimy, ze rozwarto$¢ w odniesieniu do kata moze by¢ zwiazana z ta koncepcja
kata — w ujeciu dynamicznym, zwigzanym z obrotem. Miara obrotu jednego
ramienia (czy tez wielkoSci obszaru zakreslanego przez to ramie) nazywana
jest miarg rozwartosci, skrétowo: rozwartoécig.’

Polska nazwa ,rozwarty” dla kata, ktérego miara jest wieksza niz 90 stopni, ksztatto-
wala sie dtugo, i przebiegala inaczej niz w wiekszosci krajéw europejskich. W nazewnictwie
stosowanym w wigkszosci innych jezykéw istnieje silny zwiazek miedzy nazwami dla katdéw
o mierze mniejszej niz kat prosty i wiekszej niz kat prosty. Jest to spowodowane tradycja
uksztaltowana poprzez ltacinskie przektady Elementow Euklidesa. W jezyku tym obowiazuja
nazwy, angulus — kat, rectus — prosty, (potocznie: wlasciwy, stuszny) obtuse — tepy (potocz-
nie: glupi, tepy), acutus — ostry (potocznie: zaostrzony, przenikliwy). Laciniskie nazewnictwo
w bezposredni sposéb ksztaltowalo nazewnictwo w jezyku angielskim (right angle, obtuse
angle, acute angle). Ale nie tylko — podobne przyktady mozna znalezé w nazwach katéw
w wielu jezykach europejskich. Stad kat rozwarty nazywa sie: obtus — w francuskim, obtuse
(stumpfwinklichtes) — w niemieckim, tupy - w czeskim, tupoj - w rosyjskim.

Przeciwstawienie jezykowe: ostry (acutus) — tepy (obtuse) wskazuje od razu na zwiazek
tych dwdch katow. Byé moze — taki jak w katach dopelniajacych, lub ze wzgledu na prze-
ciwstawna zalezno$¢ od kata prostego.

We wspétczesnym polskim nazewnictwie nie ma przeciwstawienia: ostry — tepy. Od czasu,
kiedy zaczely powstawaé podreczniki pisane w jezyku polskim, nazwy katow czesto ulegaty
zmianie. W propozycjach stownictwa mozna si¢ czasami dopatrze¢ wplywéw laciny, ale sa
tez wplywy koncepcji dydaktycznej podrecznikdéw, czy nazewnictwa z jezyka potocznego.
W podreczniku Grzepskiego z 1566 r. kat ostry nazywa sie koriczasty, zas kat rozwarty —
tepy (wg. (Pawlikowska, 1964); w rekopisach Jézefa Noronowicza-Naronskiego (1600 — 1678)
pojawiaja si¢ nazwy kat ostry lub kat spiczasty oraz kat tepy. W dziele ,Geometra Polski..”
Stanistawa Solskiego z 1683 pojawiaja sie po raz pierwszy nazwy angul ostry i angul rozwarty,
co wcale nie oznacza, ze te nazwy zaczely obowiazywaé w podrecznikach polskojezycznych
na dobre. Wiek XVII byt powrotem do piSmiennictwa tacinskiego, stad propozycje polskiego
nazewnictwa nie mogty sie¢ utrwali¢. Reformy Konarskiego doprowadzity miedzy innymi do
napisania przez Skaradkiewicza podrecznika Geometrya czyli nauka o ziemi i miernictwie
ku snadniejszemu wyzszej matematyki poznaniu sluzgca (wyd. 1774 1 1776). Ale tam mamy
znowu kat ostry (lub spiczasty) i kat tepy (lub wklesly). Powolanie w 1775 przez Komi-
sje Edukacji Narodowej Towarzystwa do Ksigg Elementarnych jest wyrazem troski zaréwno
o ujednolicenie i (lub) stworzenie czytelnej i odpowiedniej terminologii matematycznej, jak
i o poziom merytoryczny i dydaktyczny podrecznikéw matematycznych. O tym, ze Towa-
rzystwo zamierzato czuwaé nad terminologia, $wiadcza ,Przestrogi potrzebne do pisania
wszystkich ksiazek elementarnych”, a zwlaszcza punkty 4 i 7 po$wiecone terminologii (Bak,
1984, s. 85). Towarzystwo zaakceptowato podreczniki Szymona Lhuiliera, ktére z jezyka fran-
cuskiego ttumaczyt Jedrzej Gawronski. Zostaty tam zaproponowane obowigzujace do dzisiaj
nazwy katow: prosty, ostry, rozwarty. Nie znaczy to, ze termin kgt rozwarty nie budzit juz
wiecej kontrowersji. Na prztyklad, w podreczniku Antoniego Wyrwicza, ttumaczonym z je-
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W analizowanej przez nas sytuacji nauczyciel staral sie zastosowaé jezyk,
do ktérego przywykl podczas studiéw. Stosowal jezyk typowy dla poziomu for-
malnego. W podrecznikach akademickich® oraz w niektérych wypowiedziach
matematycznych uzywa sie sformutowan podobnych do tych, ktérych uzyl na-
uczyciel. Nauczyciel nie musial analizowa¢ rodowodu stowa, wystarczy, ze spo-
tkal sie juz z koncepcja kata jako miary obrotu oraz zaakceptowal sama nazwe
,rozwartosé”.

Uczniowie nie rozumieli stowa ,rozwartos¢”. Starali sie zbudowaé jego sens.
Mogtlo to przebiega¢ w sposéb nastepujacy: W stosunku do zaistnialej sytu-
acji wiedzieli, ze istnieje ,miara kata” — a nie ,rozwartos¢ kata”. Katy sie
mierzylo, a miara byla wynikiem mierzenia. Taki zwiazek semantyczny z ma-
tematycznym pojeciem byt dla nich oczywisty, wskazywal na zwiazek procesu
wymierzania z wynikiem tego pomiaru. Stad kat mial swoja miare, wyrazang
w stopniach, a typowe pytanie zwigzane z pomiarami brzmialo: ile stopni ma
dany kqt.

Do tej pory uczen znal nazwy katéw: ostry, rozwarty. Stowo wypowiedziane
przez nauczycielke ma ten sam rodowdd, co stowo ,rozwarty”. Dokonal jezy-
kowej analizy i szukal odniesien do stowa z tym samym rdzeniem, i tez od-
noszacego sie do kata. Mogt stowo ,rozwarto$é”, ktére bylo dla niego nowe,
wytlumaczy¢ nastepujaco: nauczycielka w nowy dla nas sposéb moéwi o katach
rozwartych, pytanie ,jaka jest rozwarto$¢ kata” nalezy rozumieé ”ile wynosi
miara kata rozwartego”. Postapil tak, jak osoba stabo znajaca obcy jezyk:
gdy z calej wypowiedzi rozumie poszczegdlne stowa, szuka wtedy powiazan
pomiedzy nimi i na tej podstawie buduje znaczenie catej wypowiedzi.

3.1.2 Roézne rozumienie kontekstu sytuacji

Zadanie przedstawione zostato w dwu warstwach: stownej i graficznej. Nie-
porozumienie stato sie oczywiste dopiero przy drugim obrazku. Pierwszy obra-
zek nie wyjawia konfliktu — wiecej, moze utwierdzaé¢ dziecko w przekonaniu, ze
jego interpretacja wypowiedzi nauczycielki byta stuszna. Jezeli pytanie ,jaka
jest rozwarto$¢ kata” zinterpretowali ”ile wynosi miara kata rozwartego”, to
odpowiedz: 133 stopnie satysfakcjonuje zaréwno nauczycielke jak i uczniéw.
Ale pytanie zadane przez nauczycielke ich zdaniem nie odnosilo si¢ juz do

zyka francuskiego Poczqtki Geometryi podiug Legendre z 1825 roku pojawia sie termin kgt
wyskakujgcy (za W. Wigstaw, 1998, s. 116). Wydaje si¢, ze o przyjeciu nazwy ,kat roz-
warty” zadecydowaly koncepcje dydaktyczne, w ktorych kat bywatl przedstawiany w ujeciu
dynamicznym, z jednym ruchomym ramieniem.

67. Krygowska wyraznie wiaze rozwartosé z dynamicznym ujeciem kata. W podreczniku
geometrii z 1975 r. s. 219 znajduje si¢ definicja: Rozwartoscia kqta skierowanego niezero-
wego nazywamy miare kgta wypuklego, ktdrego ramionami sq ramiona kgta skierowanego.



EWOLUCJA ZNACZEN SEOW W MATEMATYCE JAKO PROBLEM 13

kata 8. (N: A B2 U: Ale to nie jest kqt rozwarty.) W ten sposéb pokazali, ze
zupelnie inaczej zrozumieli zadanie, niz to byto w zamierzeniach nauczycielki.

W sytuacji bezposredniej rozmowy nauczyciel moze tatwo zorientowaé sie,
gdzie lezy problem, i go rozwiazaé. Gorzej, gdyby uczniowie taki problem napo-
tkali w czasie rozwigzywania pisemnego testu. Brak ,poprawnej” odpowiedzi
z pewnoscia wplynalby na ogélna ocene.

3.1.3 Skupienie sie na wlasnych celach

Celem dziecka bylo zrozumienie zadania i poszukiwanie jego rozwiazania.
W tym kontekscie stowo ,rozwartosé” dalo sie interpretowaé¢ w odniesieniu do
procedur i kontekstéw poprzedzajacych opisywana aktywnosé. Uczniowie sta-
rali sie spelnia¢ polecenia nauczyciela, ktéry zwykle decyduje o przebiegu lekcji
(cel: czego oczekuje nauczyciel?). Dlatego mozliwe jest, ze intencje nauczyciela,
ktéry pyta o kat 8 oceniali réznorodnie. Uczniowie mogli mieé¢ $wiadomosé,
ze nowa nauczycielka méwi inaczej niz ich dawna, ze szkoly podstawowej.
W zwiazku z tym sensu wypowiedzi trzeba sie troche domyslacé.

Tutaj moga by¢ dwie interpretacje:

1. Drugi obrazek wywotuje kognitywno-lingwistyczny konflikt: pierwsza in-
terpretacja, ze rozwarto$é dotyczy jedynie kata rozwartego, nie ma sensu.
Wielkos¢é 138 jest wpisana przy kacie rozpoznawanym jako rozwarty, a to,
czego szukamy, to wielkos¢ kata 8. Mogto to stworzy¢ socjalne napiecie.
Uczen stowa nauczyciela ttumaczy sobie jako niepoprawne — nauczyciel
sie pomylil, mial powiedzie¢ ,jaka jest ostro$¢”. Sugeruje wiec nauczy-
cielowi, by inaczej sformutowal pytanie.

2. Uczen mogt juz mie¢ dodwiadczenie z sytuacjami, gdy nauczyciel daje
zadania nie posiadajace rozwigzania. Wtedy te sytuacje moégl rozpoznaé
jako zadanie bez rozwiazania, dlatego méwi o tym nauczycielowi.

3.2 Przyklad 2

Lekcja w klasie VI szkoly podstawowe;j.

Zadanie polegalo na skonstruowaniu odcinka danego w oparciu o dany
odcinek AB.
N.01: Prosze zwiekszy¢ dtugo$é danego odcinka pottora raza.
U.01:  Uczennica na tablicy przedtuzyta odcinek AB poza jego koniec B,
odtozyla go od tego konica raz, a potem jeszcze pot raza, otrzymujgc
punkt C.
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] ] ]
T T 1

A B C
N.02: (zdziwienie w glosie) Co ty zrobitas?

3.2.1 Rodézne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu slowu

Rézne rozumienie stowa zwieksz wywotuje inna procedure i inny wynik
rozwiazana.

W geometrii przeksztalcanie w skali wiekszej od 1 popularnie nazywane
jest powiekszaniem odcinka; przeksztalcanie, gdzie skala jest ulamkiem mniej-
szym od 1, jest pomniejszaniem. Jest to zwiazane z faktem, ze rozumiejac
przeksztalcenie nie jako proces, ale jako relacje, wypowiedz odnosimy do ob-
razu. Nauczyciel moze to zadanie kojarzy¢ z podobienstwem, gdzie sformuto-
wanie ,péltora raza” odnosi sie do skali podobienstwa. Poniewaz skala k > 1,
wiec w wyniku dokonanej operacji dtugo$¢ odcinka zostanie zwiekszona. Moze
tez nieSwiadomie uzywaé tego sformulowania w sensie przyjetym w tego typu
zadaniach. (Jak byloby rozumiane zadanie: powieksz odcinek pét raza?)

W wypowiedzi nauczyciela polecenie ,zwieksz” mialo nastepujace znacze-
nie: jezeli dokonasz operacji na odcinku, to odcinek bedzie wigkszy. Podat
wiec od razu wlasna interpretacje rozwigzania zadania, mimo ze wyptywata
ona z konwencjonalnych sformutowan dotyczacych tego typu zadan geome-
trycznych.

Jezyk nauczycielskiej wypowiedzi jest daleki od precyzji formalnego jezyka
matematyki. W opisywanym przypadku jest raczej splotem znaczen pochodza-
cych z matematyki jako gotowego produktu i jezyka potocznego. Jest pewnym
geometrycznym ,slangiem”, zrozumialym dla tych, ktérzy sa obeznani z po-
jeciem.

Nieswiadoma interpretacja ukryta w stowie ,zwicksz” spowodowala zupel-
nie inne skojarzenia u ucznia niz te, ktérych oczekiwal nauczyciel. Dla uczniéow
na tym poziomie matematycznych kompetencji stowo ,,powieksz” wciaz naj-
czesciej kojarzy sie z dodawaniem, i to o warto$é¢ dodatnia. Powieksz = dodaj,
dotoz, daj jeszcze troche do tego co jest funkcjonuje od pierwszego kontaktu
z dzialaniami arytmetycznymi.

3.2.2 Skupienie uwagi na réznych fragmentach informacji

W tresci zadania wspélezynnik powiekszenia jest liczba mieszana (1,5), co
spowodowalo wyrdznienie dwoch stéw: powieksz” oraz ,,poéttora raza”. Kazda
ze stron uczestniczacych w tej sytuacji wybrata inne stowo jako to, ktére niesie
podstawowsg informacje.
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Sformutowanie ,,pottora” jest typowe dla jezyka potocznego. Oznacza ono
wielko$¢ i pél, ale wyraza to tylko jednym stowem. Na ogél jest ono uzywane
przy zakupach, w sytuacjach odmierzania wielkosci: pdttora kilograma jablek,
pottora kilometra, pottora litra soku ... , nawet pottora tysigca ztotych. Przej-
Scie od wyrazenia stownego do symbolicznego jest naturalne: pottora — 1%,
ale przejscie odwrotne nie jest juz takie oczywiste, gdyz na ogdt symbol 1%
bedzie odczytany jeden i pol. To moglo powodowaé, ze informacja stowna
niosta dwa rézne sygnaly, w nieréwnym stopniu skojarzone z matematyka;
jeden dotyczacy operacji powiekszania, a drugi méwiacy o wielkodci tego ope-
ratora. ,,Powieksz” wielokrotnie dziecko odkodowywalo jako dodawanie, i to
polaczenie w oczywisty sposéb otwieralo $wiat matematyki. By¢ moze pierw-
sze skojarzenie spowodowalo, ze dla ucznia wiodacym stowem bylo polecenie:
powieksz. Dlatego potem cala sytuacje rozumial inaczej.

Nauczyciel wiedzial, ze dtugos¢ nowego odcinak bedzie wieksza niz dtugosé
odcinka AB, stad sformulowanie: ,powieksz” nie miato nieé¢ istotnej tresci.
Najwazniejsze byto podanie wielkosci operatora, bo ta wielko$¢ réznicowala
kolejne zadania dotyczace konstruowania odcinkdw.

3.2.3 Roézne rozumienie kontekstu sytuacji/zadania

Zadanie bylo rozumiane zgodnie z dwoma réznymi modelami, innym dla
nauczyciela, i innym dla ucznia.

Model nauczyciela (MN):

Zdaniem nauczyciela, zadanie posiada jeden poziom.

Jego rozwiazane polega na dolozeniu do odcinka danego (lub do odcinka
réwnego danemu) polowy odcinka danego. W ten sposéb odcinek traktowany
jako rozwigzanie zadania bedzie mial péttora dlugosci odcinka wyjéciowego.
Sama konstrukcja jest tylko narzedziem, podporzadkowanym uzyskaniu roz-
wigzania:

e to jest dane: 1 |

e to nalezy uzyskaé: A B C"

Procedura zadania polega na wykonywaniu operacji na danym obiekcie,
w wyniku czego obiekt poczatkowy ulega zmianie (odcinek AB przechodzi
w odcinek AC), staje sie wiekszy.

Model ucznia (MU)

Zdaniem ucznia, zadanie posiada dwa poziomy

1. Skonstruowanie odcinka majacego pottora dhugosci odcinka wyjsciowego

2. Potaczenie odcinka wyjsciowego z nowo skonstruowanym odcinkiem.
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Poniewaz te dwa poziomy realizowal jednocze$nie, etapy pracy byly naste-
pujace:

to mam: [ |
mam dodac: | |

[ ]
[ ]
e co mam dodac: A B C’
° :

kuj ik: |
uzyskuje wyni N N &

Dla ucznia wazny jest proces, co wplywa na rozumienie zadania. W tym
procesie obiekt wyjéciowy bierze udzial, ale sam si¢ nie zmienia (odcinek AB
jest fragmentem odcinka AC'). Procedura do wykonania to dziatanie na danym
obiekcie.

3.3 Przyklad 3

Lekcja matematyki w klasie IV.

Temat lekcji: Pojecie ara i hektara.

W ramach tematu ,pole figury” znajdowalo sie¢ wprowadzenie pojeé¢ ara
i hektara. Nauczycielka powiedziala dzieciom, ze ar jest to pole kwadratu
o boku 10 metréw (taka definicja jest w podreczniku). Dzieci policzyly, ze jest
to 100 metréw kwadratowych.

Kolejne zadanie polega na obliczeniu pola prostokata o bokach 20 m na 5 m.

N.01: Ile wam wyszto?

U.01: 100 m2.

N.02: Widzicie ten prostokat ma powierzchnie jednego ara.

U.02: Jak to? Przeciez to nie jest kwadrat...

3.3.1 Skupienie uwagi na réznych fragmentach informacji

W tej sytuacji uczniowie skupili uwage na fakcie, ze ar to kwadrat. Sa co
najmniej dwa powody, dla ktérych nazwa ar zostata skojarzona z kwadratem,
a nie z jednostkami pola:

1. Kwadrat ma swoja bardzo oczywista reprezentacje wizualna; od przed-
szkola uczniowie manipulowali kwadratami. Nie dziwi ich, ze dowiaduja
sie o kwadracie czego$ nowego, bo przeciez kwadrat najpierw jedynie
nazywali i manipulowali nim, potem zaczynali opisywac, kolejno méwiac
o bokach i katach, potem o przekatnych, a potem o jego polu i obwodzie.

2. Pewng przeszkoda w budowaniu skojarzen z jednostkami pola moze by¢

fakt, ze kwadrat obrany jako jednostka nie ma boku réwnego 1. Jed-
nostka dlugosci byly centymetr (1 cm), metr (1 m), kilometr (1km), jed-



EWOLUCJA ZNACZEN SEOW W MATEMATYCE JAKO PROBLEM 17

nostka pola byly kwadraty o okreslonej dtugosci bokéw ale zawsze zwia-
zanej z jedynka, jednostka objetosci analogiczne szesciany. Na tym etapie
ksztalcenia dzieci spotkaly sie po raz pierwszy z jednostka nie podpada-
jaca pod ten schemat (jednostka jest kwadrat o boku 10 m).

Dla nauczycielki stowem, ktéremu nalezalo poswieci¢ uwage, byto stowo ar
i pojecie ara. Wiedziala, ze jest to nowy termin, i nowe pojecie matematyczne,
ale chyba nie sadzila, ze uczniom bedzie trudno je zrozumieé. Dla niej linia
skojarzeniowa byta prawdopodobnie jasna. Poniewaz lekcja, na ktorej pojecie
ara byto wprowadzone, umieszczona bylta w cyklu lekcji o polach figur, wiec
bylo oczywiste, ze nalezy ,oméwi¢” rozne jednostki pola. Ar w jej umysle
byt prawdopodobnie rozumiany tak, jak i inne jednostki, nie wyréznial sie ni-
czym specjalnym. Poniewaz dzieci juz wezedniej obliczaly pola figur i wyniki
podawaly w takich jednostkach jak m? czy cm?, wiec pewnie sadzila, ze po-
jecie jednostki pola jest dzieciom dostatecznie dobrze znane i na skojarzenia
zwiazane z polem figury nie warto po$wieca¢ wiele czasu.

3.3.2 Roézne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu stowu

Lekcja byta po$wiecona wprowadzeniu nowego pojecia, skrywajacego sie
pod stowem ,ar”. W opisywanym momencie lekcji dla nauczycielki i dla ucz-
niow to stowo bylo wypelnione zupelnie inng trescia.

Nauczycielka (co widaé z protokotu) nie zasugerowata zadnych zadan, ktére
umozliwityby dzieciom intuicyjne zapoznanie sie z nowa jednostka. Szybko
przeszta na poziom abstrakcji, chcac, by to pojecie funkcjonowato jako model
ogolny. Widocznie nawet nie przypuszczala, ze to pojecie moze powodowaé
jakies problemy. W jej strukturze umystowej istnialy juz silne kognitywne po-
wiazania pomiedzy takimi pojeciami jak figura (i jej ksztalt), jednostka miary,
procedura dokonywanie pomiaréw (prawdopodobnie widziana juz jako poje-
cie), pole. Miedzy innymi byto dla niej oczywiste, ze ar i hektar moga dotyczy¢
figur o roznych ksztaltach. Dlatego pewnie nie zdawala sobie sprawy, ze dla
nowej jednostki takie powiazania nie powstaja automatycznie. Nie zwrécita
uwagi na niezreczno$¢ definicji. Jest jednak godne podkredlenia, ze na mozli-
wos¢ btednej dzieciecej interpretacji nie zwroécili uwagi autorzy podrecznika,
podajac wlasnie taka a nie inng definicje ara.

Dzieci umiescity aktywnos¢ o przeliczeniu pola ara pomiedzy tymi, ktére
robily wczesniej — liczyly pola réznych figur, mogly wiec policzyé pole ara.
W trakcie tej aktywnosci mogly nie byé¢ $wiadome, ze jest to najwazniejsze
stowo na tej lekcji. Stowo ,ar”, ktérym postugiwata si¢ tylko nauczycielka, ze-
szto do cienia, przyttumione procedurami liczenia p6l znanych im figur: kwa-
dratu i prostokata.
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Ar to nowe pojecie dla dzieci. W prezentowanej sytuacji zwiazek pomie-
dzy pojeciem ,ar” i pojeciem ,kwadrat” jest jednostronny: ar jest rozumiany
jedynie w zwigzku z kwadratem: jezeli mam kwadrat o boku 10 m, to mam ar.
Definicja ara istnieje dla dziecka na poziomie izolowanego modelu, i dotyczy je-
dynie figur zwiazanych z kwadratami (niektére kwadraty

sa arami, i to jest zwiazane z ich wielkoscia; ar to taki I
kwadrat, ktorego bok ma 10 m). W ramach takiej inter-
pretacji mozna zalozy¢, ze bylyby w stanie stwierdzic, Rysunek 1.

iz dwa kwadraty o bokach po 10 m daja dwa ary. By¢

moze powiedzialyby, ze trzy ary to takie figury, ktére dadza sie rozlozyé na
trzy kwadraty, czyli takie figury, jak na rys. 2; ogdlnie, majac ary mozna z nich
zbudowaé pewne figury. Ale przy takim rozumieniu ar jest obiektem sztyw-
nym (jak klocek w dzieciecej ukladance), nie da si¢ go przecia¢ i uzyskanych
z przeciecia czesci posktada¢ w dowolny sposob.

] ] ]
RN | RN

Rysunek 2.

W tej szczegdlnej sytuacji nastapito bardzo specyficzne pomieszanie zna-
czen: jeden ar jako figura — kwadrat o okredlonych wymiarach, i jeden ar jako
liczba — pole dowolnej figury. Jest to niejako sytuacja graniczna dla pojecia
figury jak i dla pojecia jednostki pola. W tej mieszance przewaza jednak zna-
czenie nadane przez kwadrat jako figure geometryczna. W takiej interpretacji
nie majg zastosowania wtasnosci jednostki miary: kwadrat przetransponowany
na prostokat o réznej dtugosci bokéw juz nie jest kwadratem!

3.3.3 Roézne rozumienie kontekstu sytuacji/zadania

W tym przykltadzie uczniowie i nauczyciel réznie rozumieja problem wy-
mierzania pola prostokata jednostka ar. Dla nauczycielki zwiazki sg oczywiste:
wynik 100 m? znaczy, ze pole prostokata jest réwne 1 ar. Dla dzieci jest to za-
danie niewykonalne, gdyz ar jest zwigzany jedynie z kwadratem. Jak widaé
z przyktadu, uczniowie nie majg problemu ze znajomoscia odpowiednich wzo-
row na pola figur, ani z wykonywaniem standardowych rachunkéw. Wiedza
rowniez, ze liczac pole figury, ktorej wymiary podane sa w metrach, otrzy-
maja jej pole wyrazone w metrach kwadratowych. Ale na tym sie konczg ich
umiejetnosci zwigzane z opisywanym zadaniem.
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3.3.4 Skupienie sie na wlasnych celach

Celem nauczycielki jest wypracowanie ptynnych powigzan miedzy réznymi
jednostkami pola. Widaé to ze sposobu organizowania zaje¢ (przeliczanie pél
figur i wyrazanie ich w m?) i wypowiedzi: widzicie, ten prostokqt ma powierzch-
nie jednego ara. Robi to jednak w sposéb bardzo formalny, bez umozliwienia
uczniom samodzielnego odkrycia tych powiazan.

Aktywnosé uczniéw na tej lekcji sprowadza sie do wykonywania obliczen,
dlatego moga odnies¢ wrazenie, ze jest to lekcja ¢wiczeniowa na obliczanie pol
roznych figur. W tej sytuacji cele dziecka ograniczaja sie jedynie do wyko-
nywania polecen nauczycielki, bez §wiadomosci, po co wykonuja te wszystkie
zabiegi i przeliczenia.

3.4 Przyktad 4

Klasa IT gimnazjum.

Temat lekcji: Przeksztalcanie wyrazen algebraicznych z zastosowaniem
wzoréw skréconego mnozenia.

Nauczycielka méwi tres¢ zadania: Przedstaw wyrazenie w postaci sumy al-
gebraicznej, i zapisuje na tablicy nastepujace wyrazenie:

(z +3)% 4 (22 + 5)(2z — 5).

NO1: Kto podejdzie do tego przyktadu?

U01: (z tawki) Ale tu juz przeciez jest suma.

N02: Kto? No chodZ, chodz.

U02: Ale tu nie ma co robié.

NO03: Jak to? Nie da sie tu nic przeksztalci¢?

U03: No da sie, ale suma juZ jest.

NO04: To jak sie da, to licz.

Uo4: Ale...

NO05:  Prosze do tablicy.

U05:  (z ociaganiem) (z+43)2+(22+5)(20—5) = (22+6x+9)+ (42> —25).
N06:  Zwawiej, usuwaj te nawiasy.

U06: 2%+ 6z + 9+ 4z — 25.

NO7:  Co dalej?

U07: podkresla wyrazy podobne.

N08: To jak sie to nazywa? Redu ...

U08:  Redukujemy wyrazy podobne. 5z + 6x — 16.

N09: Dziekuje, siadaj.

U09: (wracajac do tawki) No i wychodzi réznica, a nie suma ...
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3.4.1 Robzne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu stowu

Przyczyna zaistnialego nieporozumienia jest rézne rozumienie stowa ,,suma
algebraiczna” wystepujacego w poleceniu zadania.

Suma algebraiczna dla nauczycielki to jeden termin, jedna nazwa. W trady-
cji polskiej szkoly istnieja synonimy tego samego pojecia, chociaz réznigce sie
pewnymi odcieniami: wielomian, wyrazenie algebraiczne, suma algebraiczna.

Suma algebraiczna (ktérej oczekuje nauczycielka) winna sie sktadaé z jed-
nomianow potaczonych znakiem +. Jest to rozumienie sumy algebraicznej jako
obiektu, niekiedy reprezentowanego symbolem » .

Uczen rozumial to stowo zgodnie z najbardziej pierwotnym jego sensem,
jako operacje dodawania, kodowana znakiem +. Poniewaz na tablicy wypisane
byty liczby i litery, czyli pojawita si¢ symbolika stosowana w algebrze, zrozu-
mial, ze wyrazenie ,,suma algebraiczna” odnosi sie do zapisu, w ktérym znak +
istnieje pomiedzy wyrazeniami typowymi dla zapisow algebraicznych. W ten
sposob interpretuje on znaczenie dwéch stéow: ,suma” i ,algebraiczna” — suma,
bo jest znak +, a algebraiczna, bo w wyrazeniu wystepuja liczby i litery.

Pierwsza reakcja ucznia: ,ale tu juz przeciez jest suma” powinna wyczuli¢
nauczycielke na mozliwos¢ wystapienia nieporozumienia. Uczen sygnalizowal,
ze przedstawione wyrazenie algebraiczne interpretuje jako sume. Moglo to by¢
zwiazane z jego wczesniejszymi doswiadczeniami. Stosuje stowa, ktére miaty
sens na poziomie arytmetycznym, i ten sens stara sie przenies¢ do Swiata
algebry.

3.4.2 Roézne rozumienie kontekstu sytuacji/zadania

Na wczesniejszych lekcjach uczniowie ¢wiczyli nazywanie wyrazen algebra-
icznych, w ktorych stosowano wiele dziatan. Bylo to wiec ¢wiczenie jezykowe
w przekladaniu jezyka méwionego na jezyk symboliczny i odwrotnie. Rozwia-
zywali zadania typu: Zapisz symbolicznie iloraz, w ktérym dzielna jest sumg
wyrazenia 2x 1 liczby 5, a dzielnik jest rozinicg liczb a © b. Byly tez ¢éwicze-
nia odwrotne, gdzie od zapisu symbolicznego nalezato przejs¢ do wyrazenia
stownego. Zapoznali sie z zasada, ze nazwa wyrazenia jest wyznaczona przez
to dzialanie, ktore jest wykonywane jako ostatnie. Z nauki w klasach szkoly
podstawowej wyniesli regutke, ze kolejnosé dzialan jest nastepujaca: 1. po-
tegowanie, 2. mnozenie i dzielenie, 3. dodawanie i odejmowanie. Te regutke
uczniowie czesto ,nad-interpretuja”’, w ich rozumieniu kolejno$é dziatan dla
sumy i réznicy jest taka: najpierw dodawanie, potem odejmowanie.

Uczen najwidoczniej powigzal obecna lekcje z lekcjami wcezedniejszymi.
Wyrazenie napisane na tablicy kilka lekcji wczesniej nazwaltby suma i wtedy
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uzyskalby pochwale nauczycielki. Stad jego natychmiastowa reakcja: Ale tu
Juz przeciez jest suma.

Nauczyciel o wyksztatceniu matematycznym w trakcie swoich studiéw spo-
tkat sie z nazwa "suma” w wielu réznych kontekstach. Jeden z podstawowych
zwiazany byl z wykorzystaniem symbolu >, jego nazwa i jego znaczeniem.
Stowo suma moze tez odnosi¢ si¢ np. do dzialan na zbiorach (suma zbioréw A
i B), do szeregéw funkcyjnych (suma szeregu), a nawet do alternatywy (suma
logiczna). Tak réznorodne wykorzystanie tego samego stowa jest dla nauczy-
cielki oczywiste. W swojej wypowiedzi korzysta z jednego z kolejnych znaczen
stowa suma. Jego aktualne znaczenie jest dla niej czytelne poprzez aktualny
kontekst. Nauczycielka ani nie mysli o powiazaniu tej lekcji z wezesniejsza.

3.4.3 Skupienie uwagi na réznych fragmentach informacji

Dla nauczycielki najwazniejsze bylo sformulowanie przedstaw wyrazenie.
Byta nastawiona na proces przeksztalcania wyjsciowego wyrazenia. Uczen ,,po-
winien” wykazaé sie umiejetnoscia zastosowaniu wzoréw skrdéconego mnozenia,
dokonania stosownych redukcji wyrazéw podobnych, zapisania wyniku tych
przeksztalcen ,w najprostszej postaci”.

Dla ucznia najwazniejsze bylo stowo suma. W tej sytuacji zadne dziatanie
nie bylo potrzebne, gdyz wyrazenie juz spetnialo wymogi, by nazwaé je suma.

3.4.4 Skupienie sie na wlasnych celach

Przebieg calego zdarzenia pokazal, ze nauczycielka wymusita na uczniu
dziatanie. Uczen dlugo nie moégt zrozumieé, o co nauczycielce chodzi. Dzia-
tal pod presja jej oczekiwan, ale wciaz wlasne rozumienie celu zadania nie
pasowato mu do wykonywanych przeksztalcen.

Nauczycielka oczekiwala dziatania wedlug okreslonego algorytmu, wyka-
zania sie sprawno$cia rachunkowsa, a réwniez zaprezentowania wiedzy teore-
tycznej. Jej styl pracy nauczycielskiej powodowat, ze byla bardzo skupiona na
realizacji wlasnych celéw. Nie reagowala na sygnaly pochodzace od ucznia.
W niektérych sytuacjach te sygnaly ignorowata (NO1: Kto podejdzie do tego
przyktadu? UO01: (z tawki) Ale tu juz przeciez jest suma. N02: Kto? No chodZ,
chodZ).W innych sytuacjach z calej wypowiedzi wybierala tylko te fragmenty,
ktore pasowaly do jej planéw. (NO3: Jak to? Nie da sie tu nic przeksztat-
cié? U03: No da sie, ale suma juz jest. NO4: To jak sie da, to licz).

Cel ucznia byl catkiem inny: sprawdzi¢, czy wyrazenie napisane na tablicy
jest suma. W jego ocenie wyjSciowe wyrazenie algebraiczne spelniato juz wy-
mogi zadania, i stwierdzajac ten fakt zadanie rozwigzal.
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Gdyby polecenie brzmiato: doprowad? wyrazenie do majprostszej postaci,
uczen wiedzialby, jak postepowaé. Z protokotu widaé, ze prezentuje on duza
sprawno$¢ w przeksztalcaniu wyrazen algebraicznych, zna stosowne wzory
i procedury.

4 Nieporozumienia a ewolucja znaczen w matema-
tyce

Nieporozumienia miedzy dwiema osobami sg zjawiskiem powszednim, i nie
powinny nikogo dziwi¢. Jednak w sytuacji, kiedy zachodzi nieporozumienie,
zupelnie naturalne powinno by¢ dazenie do jego wyjasnienia. Taka tez po-
winna by¢ postawa nauczyciela na lekcji: w momencie, kiedy uczen sygnalizuje
rozumienie inne niz oczekiwane, nauczyciel powinien daé¢ szanse uczniowi na
przedstawienie wlasnego rozumienia, a nastepnie zdiagnozowac, skad sie wzieta
réznica rozumien. Daje to szanse nauczycielowi na lepsze poznanie uczniow-
skich rozumowan oraz sposobéw budowania jego wlasnej matematyki. Czasami
wybrniecie z nieporozumienia jest sprawsg bardzo tatwa, czasami odkrywa gle-
bokie bledy w rozumieniu poje¢ i procedur matematycznych.

Podane przyktady pochodza z typowych lekcji matematyki. Jak widac,
nauczyciel nie zawsze korzysta z szansy, jaka daje nieporozumienie miedzy
nim a uczniem. A przeciez, prowadzac z uczniem rozmowe, mbglby sie tak
wiele od ucznia dowiedzie¢ o dzieciecym my$leniu i rozumowaniu! Zbyt czesto
ignoruje uczniowskie uwagi, narzucajac wlasny tok postepowania z zadaniem,
nie zastanawia si¢ nad glebokim sensem dyskusji, ktéra moze sie toczyé na
lekcji. Dyskusji ksztatcacej dla obu stron w niej uczestniczacych.

Analizy, ktére przeprowadzitySmy, ukazuja, ze nieporozumienie jest zjawi-
skiem mocno skomplikowanym. Staraly$my sie wykorzystaé¢ wczesniejsze wy-
niki badan, w trakcie ktorych wyrdzniltyémy cztery kategorie nieporozumien.
Wprawdzie mialy$my poczucie, ze nie sa one roztaczne, ale nie wiedzialy$my,
jakie relacje miedzy nimi rzeczywiscie zachodza. Ponizsze diagramy pokazuja
wyniki przeprowadzonych analiz i zwigzki pomiedzy kategoriami. W tabeli 1
pod numerkami 1, 2, 3, 4 znajduja sie wyrdznione przez nas kategorie przyczyn,
czyli:

1. Rézne rozumienie kontekstu sytuacji/zadania.
2. Skupienie si¢ na wtasnych celach.

3. Skupienie uwagi na réznych fragmentach informacji.

4. Rozne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu stowu.
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Wystepowanie tych kategorii w opisywanych przez nas czterech przykta-
dach zaznaczamy koéteczkiem, a odcien szarosci wskazuje na jego znaczenie
w analizowane] sytuacji (oceniane przez nas subiektywnie). Dodatkowo poka-
zujemy za pomoca strzalek, w jaki sposéb wystepowanie tych kategorii byto
od siebie zalezne. Taki przebieg jest rowniez wynikiem naszych analiz i naszej
interpretacji opisywanych sytuacji.

Przyktad 1| Przyktad 2 | Przyktad 3 | Przyktad 4
112314 (1(2(3|4(1(2]3|4|1|2|3|4
O Q Q o
'® o ®-0 O
O o O O

Rysunek 3.

Przyktad |1 2 3 4
Kolejnosé 2|4|1|— 3|4|1|— 2|3|4|1 4|1|3|2
Tabela 1. Obserwowane zwiazki miedzy kategoriami przy-

czyn nieporozumien

Okazuje sig, ze w niektérych sytuacjach mozna wyrdznié wszystkie opisy-
wane przez nas kategorie, w innych tylko niektére. Chyba najbardziej nieza-
lezng jest kategoria 2 — skupienie sie na wlasnych celach. Takie usytuowanie
tej kategorii wydaje sie by¢ oczywiste; $wiadczy bowiem o malej elastycz-
nosci oséb (osoby) uczestniczacej w rozmowie, nie zwracanie uwagi na racje
partnera. Moze by¢ to spowodowane silnym przekonaniem o swojej racji, ale
czesto jest raczej wynikiem ignorowania ($wiadomego lub nie) stanowiska dru-
giej osoby. Ta kategoria moze by¢ punktem wyjscia dla nieporozumienia, jak
i moze powodowad, ze nieporozumienie nie ma szansy na rozwigzanie. Wspot-
czedni nauczyciele raczej sa otwarci na prowadzenie dialogu z uczniem, wiec
sytuacje, w ktorych za wszelka cene forsuja swoje racje, sg rzadkie.

Druga, dosé luzna kategoria jest 3 — skupienie uwagi na rézZnych fragmen-
tach informacji. Nie zawsze wystepowala ona podczas nieporozumienia, ale
jezeli wystapila, mogta nies¢ za sobg istotne konsekwencje. Jezeli osoba mo-
wigca i osoba stuchajaca zwracaly uwage na rozne fragmenty wypowiedzi, to
na ogdl wiazalto sie to z inna ocena waznosci stéw skladajacych sie na calg
wypowiedZ, a co za tym idzie — inny odbidr informacji. Nadawalo inny sens
calej wypowiedzi, w tym — wplywalo réwniez na rozumienie stowa kluczowego.

7 analizy widaé¢, ze w opisywanych sytuacjach najistotniejsza i najtrud-
niejsza do wykrycia przyczyna nieporozumienia tkwita w réznym rozumieniu
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stowa kluczowego (kategoria 4). To nieporozumienie zawsze pociagalo za soba
rézne rozumienie kontekstu sytuacji (kategoria 1). W rezultacie uczen i na-
uczyciel przenosili sie do innej rzeczywistosci, rozmawiali o innym zadaniu,
lub starali sie realizowaé inne cele.

Dlatego wydaje sie, ze fakt postugiwania sie stowami o réznym znaczeniu
dla obu stron uczestniczacych w dialogu byt najbardziej brzemienny w skutki.
Owo kluczowe stowo zawsze bylo najpierw wypowiedziane przez nauczy-
ciela. To nauczyciel uzywal takich sformutowan, ktére nie byly przez uczniow
rozumiane, albo takich stéw, ktoérych znaczenie dla ucznia byto inne niz dla
niego. Mozna wskaza¢ co najmniej dwa nastepujace powody, dla ktorych stowo
kluczowe wypowiadane przez nauczyciela nie byto odbierane zgodnie z intencja
osoby je wypowiadajacej.

1. Nauczyciel stosowal jezyk, do ktérego dziecko jeszcze nie przywykto. Byt
to jezyk bliski formalnemu, a przez to dla dziecka sztuczny i zmuszajacy do
szukania wlasnych interpretacji. Méwienie, nawet o rzeczach bliskich dziecku,
odbywalo si¢ w ‘obcym dla niego jezyku. Formalny jezyk dla nauczyciela nie
byl czyms$ nadzwyczajnym, byl czesto norma wypowiedzi o matematyce. Wy-
nikato to z funkcjonowania nauczyciela na innej plaszczyznie rozumienia ma-
tematyki, poruszania si¢ po matematyce jako nauce o okreslonych zasadach
budowania wypowiedzi. Jego matematyczna ,$wiadomo$é” (w sensie Wygot-
skiego) bywa na ogo6l blizsza matematyce jako nauce, niz jako twérczosci. Stad
jednym z celéw, ktore nauczyciele staraja sie realizowaé na lekcjach matema-
tyki, jest dbatosé o precyzje wypowiedzi, o wprowadzanie w kulture matema-
tycznego jezyka. Jezeli robione jest to w taki sposéb, jak zostalo to pokazane
na przyktadach, czyli przez moéwienie w tym jezyku bez troski o to, jak on
jest odbierany, przynosi to skutki takie, jak opisywane.

Specyficzna odmiang formalnego jezyka jest swoisty ,slang” matematycz-
ny. Wypowiedzi moga by¢ dalekie od precyzji, ale sa dobrze rozumiane przez
osoby z danego $rodowiska. Niestety, najczesciej jedyna osoba w klasie rozu-
miejacg matematyczny slang jest nauczyciel.

2. Inny powdd, naszym zdaniem bardziej istotny, to ewolucja znaczen stéow
w matematyce. Pod tym samym stowem kryja sie rézne obrazy. To samo stowo
swoim znaczeniem obejmuje coraz rozleglejszy zakres, i pojecie w pierwot-
nym sensie jest tylko jego specyficznym przypadkiem. Nauczyciel ma te poje-
cia juz uksztaltowane jako niezalezne twory na wysokim poziomie abstrakcji,
a zwigzek pojecia ogdlnego z poszczegdlnymi przypadkami szczegdlnymi jest
zwigzkiem czysto logicznym. Zapomina, ze dziecko jest jeszcze na poziomie
wczesniejszym, i ze odnosi stowo do szczegdlnego przypadku pojecia.

W tej sytuacji dziecko, jako odbiorca komunikatu wystanego przez nauczy-
ciela, nadaje stowom dostepne sobie znaczenie. Interpretuje ustyszane stowa
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w Swietle swojej poprzedniej wiedzy, zwiazanej zar6wno ze znaczeniem pojec,
jak i procedurami. W relacji do wczesniej opisanych dwéch powodéw nieporo-
zumien (formalizm wypowiedzi nauczyciela i ewolucja znaczen), jego interpre-
tacje moga iS¢ w nastepujacych kierunkach.

1. Jezeli nauczyciel uzywa stylu, do ktérego uczen nie przywykl, to uczen
kazda wypowiedz bedzie staral si¢ interpretowaé, a nie odbiera¢ dostownie.
Styszac nowe stowo, ktére ma rodowdd podobny do stowa sobie znanego, bedzie
je odbieral w znaczeniu okreslonym przez stowo znane. Jak widaé z przyktadu
1, dotyczacego zwiagzku miedzy stowami rozwarty i rozwartodé, te interpretacje
nie zawsze sa trafione.

2. Stowo jest zwiazane ze $wiadomoscia matematyczna i kryje znaczenie,
ktore jest okredlone przez te swiadomos$é. U dziecka rozumienie poje¢ ksztat-
towalo sie na ogdl w jego umysle bez definicji, dlatego znaczenie stowa wypel-
nione jest bogata trescig empiryczng (Wygotski, s. 268). Dodatkowo, specyfika
tworzenia matematycznej struktury jest to, ze pojecia nowe sa odnoszone do
znanych pojeé i procedur. Zanim stang sie one osobnymi, niezaleznymi bytami,
karmia sie wlasnosciami obiektéw znanych. To jest podstawowy powdd, ze dla
dziecka kluczowe stowo moze réznié¢ sie znaczeniem w stosunku do znaczenia
posiadanego przez nauczyciela. Dzieje sie to w wyniku:

e skojarzenia z procedura, a nie z pojeciem (,,powieksz” rozumiane poprzez
pryzmat dodawania),

e skojarzenia z innym pojeciem, dobrze znanym i funkcjonujacym w danej
sytuacji, przesuniecia znaczenia z innego stowa (ar widziany z perspek-
tywy kwadratu),

e odnoszenia stowa do jednego izolowanego modelu, wraz ze specyficznymi
wlasnosciami tego modelu (suma rozumiana jedynie jako dodawanie).

Mozna wiec powiedzie¢, ze nieporozumienia na lekcjach matematyki maja
swoja specyfike zwigzang zaroéwno ze sposobem tworzenia wiedzy matema-
tycznej, jak i z ewolucja znaczen stéw (ewolucja pojeé kryjacych sie pod tym
samym stowem). Czasami dodatkowo zamieniaja sie stowa zwiazane z pojeciem
(to samo pojecie zmienia swéj kod stowny), i ten fakt staje sie dodatkowym
utrudnieniem dla dziecka. W przedstawionych sytuacjach obserwowalysmy ta-
kie przypadki.

Refleksja na zakonczenie

Wspélne prowadzenie badan, a gtéwnie wspdlne analizy w kierunku poszu-
kiwania korzeni nieporozumien pokazato nam dodatkowo, w jak duzym stopniu
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sokoto-formalny” jezyk, ktérym postuguja sie nauczyciele, jest uwarunkowany
kulturowo. Fakt, ze autorki pochodzg z réznych krajow, pomégt ulepszyé me-
todologie badawczg. Prowadzac wspélne dyskusje i analizy przekonaty$my sie,
jak silny jest wplyw kontekstu na wzajemne porozumienie, a z drugiej strony,
jak skryty jest to czynnik. Uswiadomilto to nam przepasé kulturows widoczna
w klasie, oczywista ale czesto ignorowang. Kultura matematyczna nauczyciela
i ucznia jest nieporéwnywalna, zwlaszcza jezeli nauczyciel ma pelne matema-
tyczne wyksztalcenie, a uczen jest uczniem szkoly podstawowej.
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Varying meaning of words in a mathematical discourse
Summary

The research problem of this investigation is what are the sources of misunder-
standings between the teacher and a student that spontaneously occur during
a mathematical discourse. Several episodes of mathematics classes are here
analyzed, in which the meaning of a word or expression was different for the
teacher and a student. They are analyzed with respect to four kinds of cogni-
tive obstacles identified previously:

A. Different understanding of the context of a situation or a problem. The
teacher while designing a problem or a context situation, which aims at
bringing a concept closer to the student, is able to extract the concept out
of the context, knows what is important and what is not. A projection
concept — context situation is functioning in her thinking. A student so-
lving the problem designed by the teacher will try to exploit all his school
and out-of-school knowledge. Associating experience may be linked with
different mathematical concepts or be detached from mathematics. The
students’ mathematical knowledge may prove to be different from that
expected by the teacher, and the out-of-mathematics knowledge may
cause some aspects of the situation, for the teacher unimportant, to do-
minate.

B. Focusing on own goals. The teacher knows what she intends to achieve
when proposing to solve a certain problem. It can be getting a skill or
discovering some property or connections, important for the science of
mathematics. Those objectives often determine the desired way of han-
dling the problem, deviations of it being considered faulty. The student
is focused on finding the solution and doing it with least effort. So she/he
will apply approaches that she/he knows and thinks to be most efficient.

C. Focusing on different pieces of information. Understanding of an utte-
rance is possible because of all words being kept in memory, so that the
meaning of each can be located in a context. The sense of the whole
utterance depends on which part of it has been highlighted.

D. Different meanings assigned to the same key word. Building once own
mathematics is a long-lasting process, in the course of which some words
may change their meanings. Different meanings assigned to the same
words stimulate enacting different procedures and operations attached to
the given concept. As a result, the same word evokes different properties,
connections, and relations.
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Example

2nd

A mathematics class, year of junior secondary school (17-year-old stu-

dents).
The topic: Transforming algebraic expressions with the use of formulas.

Teacher: Represent the given expression in the form of an algebraic sum:
(z +3)% + (2¢ 4 5)(2z — 5)

Teacher 01: Who would come to do this example?
Student 01: (sitting) But there is a sum here already, though.

T02: Who? Come, come.

S02: But there is nothing to do here.

TO03: Why? Nothing can be transformed?

S03: Well, one could, but a sum is there already.

T04: So, if one could then calculate.

S04: But...

T05: Please come to the blackboard.

S05: (reluctantly): (z + 3)2 + (22 + 5)(2z — 5) = (2® + 62+ 9) +
(422 — 25).

TO06: Speed up, remove those brackets.

S06: 22 + 6z + 9 + 42?2 — 25.

TO7: What next?

S07: underlines similar terms.

TO8: How is it called? Redu ...

S08: Reducing similar terms. 5z + 6z — 16.

T09: Thank you, sit down please.

S09: (returning to his chair) Ha, and it is a difference coming

out, not a sum...

Different meanings assigned to the same key word

For the teacher, an algebraic sum should be composed of monomials with
the plus signs between them. The student associated with the word sum its ori-
ginal meaning: the adding operation, usually coded with +. On the blackboard
he saw numbers and letters: symbols used in algebra. To him, an ,algebraic
sum” referred to a situation where the plus sign occurred in-between algebraic
symbols.
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Different understanding of the context of a situation or a pro-
blem

In previous lessons students practiced translation of a verbal formula to the
symbolic one and inversely. The student may have associated the present task
with the former one where calling a sum the expression (z-+3)2+4(22+5)(22—5)
would be approved. Hence his reaction But there is a sum here already, though.

Focusing on different pieces of information

To the teacher, importance of the task was in Represent the given expres-
sion. Representing (transforming) an expression is meant as a process, in which
the student should show her /his ability to use the (a + b)? formula, to reduce
similar terms, and to get the ,simplest form”. To the student, the most im-
portant was the word sum. In the given situation no action was needed as the
expression was a sum already.

Focusing on own objectives

The event shows that the student’s action was forced by the teacher. The
former for long could not catch the teacher’s intention. She/he worked under
the pressure of the teacher’s expectations, yet her/his own understanding of
the objective did not fit her/his action. The teacher on her part expected
executing an algorithm, showing skill, as well as theoretical knowledge.

In further analysis the authors show that the dominant reason of a misun-
derstanding is the difference of meanings assigned to words by the teacher and
the student. There are two causes of this phenomenon:

e the teacher uses words, common to her, to which the student is not
accustomed,

e in the course of learning meanings of mathematical words evolve.

The research has made the authors aware of a cultural gap, which exists
in the mathematics classroom. The teacher’s mathematical culture in incom-
parable with that of a student.



