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Zjawisko zastepowania obiektow
matematycznych
przez inne obiekty o tej samej nazwie

1. Wstep. Celem tej pracy! jest systematyczna analiza waznego i sto-
sunkowo czestego zjawiska (w nauczaniu uniwersyteckim, a posrednio takze
i w szkolnym) polegajacego na tym, ze zastepuje si¢ jakies podstawowe pojecie
przez nowe pojecie o tej samej nazwie, utozisamiane z poprzednim, choc¢
jest to juz inny obiekt matematyczny, inny w tym sensie, ze jest okreslony przez
nieré6wnowaznga definicje. Czasem towarzyszy temu jawne zadeklarowanie
tej zmiany, a czasem przeciwnie, nie ma zadnej wzmianki ani wyjasnienia.

Tak wiec np. punkt moze zosta¢ zastapiony ciggiem liczb; w innej sytuacji
punkt staje sie wektorem (lub, odwrotnie, wektor staje sie punktem); sinus
kgta staje sie sinusem jego miary (by z kolei zostaé zastapionym przez sinus
liczby rzeczywistej). Bywa to zwiazane z przechodzeniem do ujecia bardziej za-
awansowanego, w szczegolnosci od szkolnego do uniwersyteckiego, ale moze to
byé tez jedynie wyrazem réznic miedzy koncepcjami autoréw poszczegdlnych
podrecznikéw. Wprawne oko osoby, ktéra sie z tym juz wielokrotnie spotykata,
szybko wylowi te réznice miedzy definicjami, z gory wiedzac, gdzie mozna sie
ich spodziewaé, ale student (lub uczefi) nic nie zauwaza lub stwierdza zmiane,
ktorej sensu nie rozumie.

Nalezy podkredli¢, ze nie chodzi tu bynajmniej o przeoczenia czy usterki,
lecz o zmiany dokonywane przez wybitnych autoréw, ktérych zamierzeniem
bylo bardziej nowoczesne ujecie materiatu, trafniejsza, dojrzalsza jego pre-
zentacja lub ulepszenie dydaktyczne, a efektem jest zamiana jednego obiektu
matematycznego na inny o tej samej nazwie, ktéry ma go teraz zastapic.

! Praca naukowa wykonana w ramach projektu badawczego finansowanego ze $rodkéw
Komitetu Badan Naukowych w latach 2003—2006.
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Tego typu zastapien nie nalezy traktowaé jako anomalii. Sa wazng cecha
matematyki, cho¢ nie odpowiada to stereotypowi matematycznej Scistosci. Po-
dejmowano wprawdzie proby takiej modyfikacji okreslen, aby odpowiednios¢
(1) ( pojecie matematyczne ) «— (nazwa )

byta zawsze wzajemnie jednoznaczna, ale pelnej zgodnosci nie ma i nie nalezy
jej oczekiwac. Propozycje bardziej precyzyjnej terminologii nieraz okazywaty
sie w efekcie sztuczne, niezreczne i utrudniaty postugiwanie sie tymi pojeciami,
zamiast je ulatwia¢. Co wiecej, w wielu przypadkach mozliwos¢ elastycznej
zmiany zakresu nazwy lub symbolu dobrze funkcjonuje w praktyce (aby jednak
méc czynié z tego uzytek, trzeba wlasciwie rozumieé¢ zwiazane z tym pojecia).

Praca dotyczy pewnych trudnosci majacych swe zrédto w niejednoznacz-
nosciach (1) specyficznych typéw, ktére opiszemy ponizej. Tematyka ta znaj-
duje sie na styku kilku dziedzin: matematyki, filozofii, lingwistyki i dydaktyki
matematyki.

Obiekty matematyczne, ktérymi bedziemy sie zajmowaé w tej pracy, sa
badz (a) zdefiniowane w terminach teorii mnogosci, badz (b) sa pojeciami
takimi jak: punkt i prosta (przyklad 1), kat (przyklad 2), liczba naturalna,
suma i iloczyn liczb naturalnych (przyklady 4a, 4b, 5), liczba rzeczywista
(przyklad 6), zbiér, para uporzadkowana (przyklady 1, 10, 11), przyporzad-
kowanie, odpowiednio$é, relacja (przyktady 1, 8b, 9, 11). Nie wnikajac w for-
malny status obiektéw typu (b), ograniczamy sie do stwierdzenia, ze sa one
powszechnie przyjetym przedmiotem rozwazan matematykiZ.

Ponadto w rozwoju historycznym obiekty te osiagnely poziom epistemicz-
nych idei glebokich (Semadeni, 2002a, s. 80). W przypadkach wymienionych
w (b) idea gleboka epistemiczna jest zgodna z tym, co zwyczajowo w tym
konteks$cie matematycy nazywaja intuicjg : intuicja liczby naturalnej, intui-
cja punktu, intuicjg pary uporzadkowanej itd. Stowo ,,intuicja” uzywane w tej
pracy nalezy rozumie¢ w tym wlasdnie sensie (por. Semadeni, 2002a, s. 71-77).

Przyjmujemy, ze jezeli obiekty Xi i Xs sg zbiorami, to zwrot typu ,rézne
obiekty” lub ,, X5 jest innym obiektem niz X;” znaczy, ze zbiory Xi, Xo sa
rézne w zwyklym sensie (tzn. X7 C X9 i X9 C X;). W pozostalych przypad-
kach réwnosé/réznosé rozumiemy zgodnie z kryterium Leibniza: dwa obiekty
nazywamy rownymi, jesli kazda wtasnosé, przystugujaca jednemu z nich, przy-
shuguje tez drugiemu i na odwrét (Mostowski, 1948, s. 110; por. Quine, 1999,
s.138).

W 2.1-2.7 wprowadzimy kluczowe pojecia pracy, mianowicie wyjasnimy,
co rozumiemy przez zastgpienie ontyczne typu («), typu (5) i typu (), obja-

2 Nalezy podkreslié, ze nie traktujemy tu obiektu matematycznego jako tworu psychicz-
nego, obrazu pojecia czy reprezentacji pojecia w umysle jakiejs indywidualnej osoby.
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$niajac je na przykitadach rozmaitych obiektéw matematycznych. W 3.1-3.5
i w 4.1-4.3 analizujemy rozmaite przykltady takich zastapien.

W 5.1-5.6 pokazemy zwiazki zastapienia ontycznego z lingwistycznym po-
jeciem metonimii i naszkicujemy kryteria stuzace odréznianiu tych zjawisk.
Podejmiemy tam tez probe ukazania, gdzie w praktyce w takich sytuacjach
przebiega granica miedzy:

(i) zmiang polegajaca jedynie na uzywaniu innego wyrazenia jezykowego,

(ii) zmiana obiektu matematycznego na inny.

Dotyczy to wiec szeroko dyskutowanego zwiazku miedzy pojeciami matema-
tycznymi a uzywanymi formami jezykowymi.

Omoéwimy tez krétko zwiazki zastapien ontycznych z pewnymi kwestiami
na styku filozofii i dydaktyki matematyki, a mianowicie z tendencjami reduk-
cjonistycznymi w nauczaniu (6.1-6.2), z platonizmem w matematyce (7.1-7.2),
a wczesniej nawigzemy tez do postulatu naiwnego platonizmu dydaktycznego
(3.2-3.5).

Zwroécimy ponadto uwage, ze pewne zastapienia ontyczne wiaza sie z istot-
na zmiang samego pojecia, podczas gdy inne polegaja jedynie na zmianie mode-
lu formalnego tego pojecia (w sensie omawianym w Semadeni, 2002a).

2. Pojecie zastgpienia ontycznego. Aby pojecie to przyblizyé czytel-
nikowi, wprowadzimy je teraz etapami — stopniowo i spiralnie.

2.1. Jako przygotowanie ogélnych okreslen, ktére sformutujemy i rozwi-
niemy w 2.3-2.7, rozpatrzymy najpierw nastepujacy przyklad.

PrzYKEAD 1. Kazdy punkt P na plaszczyznie kartezjanskiej jest jedno-
znacznie wyznaczony przez pare swoich wspoétrzednych (z,y). Takie stwierdze-
nie ujmuje P i (z,y) jako dwa rézne obiekty: punkt P (twér geometryczny, po-
jecie pierwotne, niedefiniowane) i twér arytmetyczno-algebraiczny (x,y). Dla
celéw naszych rozwazan bardzo wazne jest wyrazne podkreslenie zasadniczej
réznicy miedzy dwoma nastepujacymi ujeciami tej metody.

Ujecie klasyczne (od ktérego z reguly rozpoczyna sie nauczanie, a cze-
sto tez sie do niego ogranicza): obiekty geometryczne (punkty, proste
() itp.) traktuje sie jako odmienne od obiektéw algebraicznych (kté-

rymi sa pary liczb, réwnania itp.); méwi sie jedynie o istnieniu bardzo
waznej odpowiednio$ci wzajemnie jednoznacznej miedzy jednymi
a drugimi.

(+4) Deklaruje sie wyraznie, jednoznacznie, ze punkt P jest para (z,v),
i zapisuje sie to w postaci réwnosci P = (x,y).
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Metoda geometrii analitycznej, ktéra wyraza (*), polega na tym, ze pojecia
geometryczne (punkt, prosta, przynalezenie punktu do prostej itd.) sa prze-
ttumaczone na jezyk algebry i w rozwazaniach mozna wykorzystywaé zaréwno
argumenty czysto geometryczne, jak i rachunek algebraiczny. Natomiast w (**)
punkt staje sie parg liczb. Nazwa ,,punkt” jest nadal uzywana, ale oznacza juz
inny obiekt niz w (*). Chodzi tu nie tylko o to, ze zbiér par (z,y) repre-
zentuje nie plaszczyzne euklidesowa, lecz plaszczyzne z wyréinionym ukladem
wspolrzednych. Istotne teraz dla nas jest to, ze podstawowe intuicje zwiazane
z euklidesowym pojeciem ,,punkt” sg zasadniczo odmienne od algebraicznego
znaczenia pojecia ,,para liczb” (na przyklad punkt to obiekt geometryczny ma-
jacy szeroko$é 0, natomiast algebraiczna para liczb (z,y) nie ma szerokosci).

Mamy tu przyktad zmiany pojecia na inne przy zachowaniu dotychczasowej
nazwy. Takie zjawisko bedziemy nazywaé zastgpieniem ontycznym; uzywac
bedziemy symbolicznego zapisu P~ (x,y).

Opisana tu zmiana pojecia ma powazne konsekwencje dydaktyczne. W
szkole $redniej dominuje (*), natomiast w szkole wyzszej na ogél mamy do
czynienia z czestym przechodzeniem od (*) do (**), a pojecia: punktu, pro-
stej i inne staja sie stopniowo swoista synteza obu ujeé: geometrycznego
i algebraicznego. Przy wlasciwym nauczaniu student powoli wchodzi w ten
dwoisty swiat pojeé, ktéry staje sie dlan zrozumialy i swojski; oba ujecia po-
jecia punktu dojrzewaja w jego umysle jako pojedyncza idea gleboka. Proces
ten bywa tak naturalny, ze student moze nie by¢ nawet $wiadomy dokonujacej
sie zmiany w jego mys$leniu. Wrécimy do tej kwestii przyktadzie 12 w 5.5.

Dodajmy, ze bywa tez niestety réwniez tak, ze w umysle wyktadowcy alge-
bry liniowej omawiane pojecia maja dwoisty charakter geometryczno-alge-
braiczny, ale u czeSci studentéw aspekt geometryczny bywa niezauwazony
lub zapomniany, pozostaja tylko fragmenty algebry?®, a oczekiwane zastgpienie
ontyczne nie uksztaltuje sie¢ w umysle studenta.

2.2. Gdy bedziemy opisywa¢ w 2.4 jeden z wyrdznionych typow zasta-
pien ontycznych, uzyjemy pojecia konglomeratu. Termin ten dotyczy niejed-
noznacznosci (1) pewnego specjalnego typu (Semadeni, 2002a, s. 70). Dobrym
przyktadem konglomeratu jest kgt. Ta wspdlna nazwa obejmuje wiele rodzajow
katéw. Rozrozniamy kgty postaciowe, tzn. katy zdefiniowane jako pewne figu-
ry geometryczne, oraz kqty miarowe, ktére liczbowo (w stopniach lub
radianach) okreslaja miary rozwarcia (okreslone w réznorodnych sytuacjach
geometrycznych). Miara kata postaciowego jest oczywiscie katem miarowym,
ale rozwaza si¢ rowniez takie katy miarowe, ktérym nie odpowiadaja zadne
wyraznie okreslone katy postaciowe (np. kat miedzy dwoma wektorami swo-

3 Sugestywnie obrazuja to wyniki badan (Bugajska-Jaszczott i Drygata, 2006).



ZJAWISKO ZASTEPOWANIA OBIEKTOW MATEMATYCZNYCH PRZEZ INNE 11

bodnymi lub kat miedzy wektorami w przestrzeni liniowej z aksjomatycznie
okreslonym iloczynem skalarnym). Ponadto kazdy z tych rodzajéow katéw moze
by¢ zdefiniowany w przerdznych sytuacjach geometrycznych, ptaskich i prze-
strzennych, w tym np. kat dwuscienny, kat miedzy krzywa a powierzchnia
lub katy w przestrzeniach o wiekszej liczbie wymiaréw. Rozrézniamy wreszcie
katy skierowane i kqty nieskierowane. Kombinujac te rodzaje, otrzymujemy
kilkanascie czy nawet kilkadziesiat réznych pojeé¢ kata, jednakze wszystkie je
wyraznie taczy jedna wspélna idea.

Ogdlnie méwimy o konglomeracie wowczas, gdy rozpatrujemy pojecie zto-
zone, ktére cechuje: blisko$¢é sensu pojeé sktadowych, uzywanie tej samej
(lub niewiele rézniacej sie) nazwy oraz brak jednej definicji, ktéra obej-
mowalaby wszystkie pojecia sktadowe?.

PrzykrAD 2. Kilkadziesiat lat temu powszechne bylo (w szkole éredniej
i w nauczaniu uniwersyteckim) zastapienie ontyczne
(kat )~ (miara kata ).
Zarowno kat jak i jego miara oznaczane byly tym samym symbolem ¢. Od
czasu reformy programu liceum w 1967 r. w polskiej szkole $redniej starannie
rozréznia sie kat i jego miare. Podkresla sie, ze sg to rozne obiekty. Jednakze
w praktyce bywaja nieraz uzywane zamiennie przez matematykoéw. Przykla-
dem tego jest wyraZne zastapienie ontyczne w zaawansowanym podreczniku
akademickim:

Oznaczajqc przez o kat miedzy dodatnlm kierunkiem osi x a wektorem
OP mamy w mierze lukowej a=| P0P|/r wiec w=a/t, astad a=wt.
(H. i J. Musielakowie, 1993, tom I, cze$¢ 2, s. 18).

Najpierw « oznacza tu kat, a potem — w tym samym zdaniu — symbol «
oznacza miare tego kata. Kat jest wiec badz zdefiniowany jako liczba, badz
utozsamiony z liczba. Nieraz tez okreslenia np. , kat prosty”, ,kat §” oraz ,,5”
sa uzywane zamiennie, traktowane jak synonimy.

Rozpatrzmy dla przykladu funkcje sinus (por. notke 23). Przejscie
(2) (funkcja sinus na zbiorze katow) ~~- (funkcja sinus na zbiorze miar katéw)

jest zastapieniem ontycznym. W Encyklopedii Szkolnej (Brynski et al., 1997)
znajduja sie nawet dwa osobne hasta: ,funkcje trygonometryczne kata skiero-
wanego” 1 ,,funkcje trygonometryczne liczby rzeczywistej”, co nie wyczerpuje

4 Przykladami konglomeratéw sa tez wieloscian oraz szyk szeregowo-kolumnowy (Sema-
deni, 2002a, s. 78). Innego typu niejednoznacznoscia (1) jest agregat (Semadeni, 2002a, s. 68)
— ogdlne pojecie okreslone wspdlna definicja, obejmujaca pojecia wywodzace si¢ z bardzo
réznych intuicji (a nawet z réznych $wiatéw w sensie Talla, 2004); typowym przykladem
agregatu jest ogdlne pojecie funkcji ze zbioru w zbior.
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wszystkich takich pojeé, jak choéby ,funkcje trygonometryczne kata nieskie-
rowanego”; ponadto mozna by jeszcze uwzglednié inne typy katow.

Nie ma wprawdzie potrzeby nadmiernego rozmnazania pojeé¢ i nazw, ale
warto by¢ §wiadomym tego, ze jest tu wiele mozliwych zastapien ontycznych,
mniej lub bardziej subtelnych. Niektére z nich prowadza do trudnosci poznaw-
czych i te warto analizowa¢. (Do funkcji sinus, jako wygodnego reprezentanta
szerszej klasy funkcji, wrécimy jeszcze parokrotnie. )

2.3. Przez zastgpienie ontyczne® lub krotko zastgpienie rozumiemy za-
miane obiektu matematycznego o nazwie X na jaki$ inny obiekt, ktéry réw-
niez nazywany jest X (a wiec jest to zmiana bytu przy zachowaniu
nazwy). Nowy obiekt ma przy tym pelnié¢ role poprzedniego. Eliminuje to
m. in. typowe uogélnienia (por. 2.6).

Uzycie stowa ,,ontyczny” ma podkresli¢ kluczows ceche takiego zastapienia,
a mianowicie to, ze istotna jest tu zmiana obiektu, a nie zmiana opisujacych
go wyrazen jezykowych.

5 W pierwotnej wersji tej pracy uzytem tu stowa ,ontologiczne”. Ontologia to dziedzina
filozofii — teoria bytu (greckie stowo on, w dopelniaczu ontos, znaczy: byt). Byty rozwazane
w tej pracy to obiekty matematyczne. Sa to byty idealne czy tez rozumowe (entia rationis),
ograniczone tu do pojec oraz ich reprezentacji i ich modeli.

Po namysdle uznatem jednak, ze trafniejsza od przymiotnika , ontologiczny” jest tu jego
modyfikacja ,ontyczny”, coraz czesciej pojawiajaca sie w publikacjach filozoféw. Zgodnie z
okreSleniami stownikowymi, ontyczny — to odnoszacy sie do bytu (Aduszkiewicz, 2004),
badz zwiazany z bytem (Hartman, 2004). W tym drugim stowniku znajduje si¢ uwaga: Jako
ze teoriqg bytu jest ontologia, to ,,ontologiczny” znaczy: odnoszgcy sie do ontologii; czesto
jednak ,,ontologiczny” uzywany jest w znaczeniu ,,ontyczny”, choé nie odwrotnie.

Opozycja ,,ontologiczny—ontyczny” jest podobna do opozycji ,epistemologiczny—episte-
miczny” oraz , psychologiczny—psychiczny”, co wskazuje, ze stowo ,ontyczny” odnosi si¢ do
pojedynczych bytéw, a stowo ,,ontologiczny” — do calej dziedziny filozofii. Termin ,ontycz-
ny” ma podkreslaé, ze chodzi o pojedyncze zastgpienia.

W gre wchodzi tez termin ,przesuniecie ontyczne”, utworzony analogicznie do zwrotéw
,Przesuniecie znaczenia”, ,przesuniecie referencji”, uzytych w (Polanski, 1993, s. 331); bylby
jednak trudny do zaakceptowania w przypadku stosowania go w odniesieniu do matema-
tycznego pojecia przesuniecia (przyklad 8b). W angielskim streszczeniu uzywam terminu
ontic shift; stowo ,shift” mozna ttumaczy¢ zaréwno jako ,zmiana”, jak i , przesuniecie”, np.
a shift in meaning to zmiana znaczenia, a w analizie funkcjonalnej shift operator to operator
taki jak np. przyporzadkowanie ciagowi (a1, as,...) ciagu przesunietego (0,a1,az,...). Ter-
min reference shift uzywany jest w wielu znaczeniach. W lingwistyce oznacza przesuniecie
odniesienia referencyjnego (por. notke 22). Wprawdzie zastapienie X'~ X" jest zmiang
referencji, jednak przyjecie terminu ,,zmiana referencji” i zwigzanego z nim lingwistycznego
punktu widzenia nie bytoby zgodne z podstawows, tezg tej pracy, ze istoty zastapienia on-
tycznego jest zmiana obiektu matematycznego, a nie zjawisko jezykowe. Dodajmy, ze Pautz
(2007) przez reference shift rozumie zmiane odniesienia zdania z przedmiotéw na pojecia,
a wiec zupelnie inne zjawisko. W technice reference shift to przesunigcie punktu referencyj-
nego (np. punktu zerowego urzadzenia).



ZJAWISKO ZASTEPOWANIA OBIEKTOW MATEMATYCZNYCH PRZEZ INNE 13

Rozrézniamy nastepujace trzy typy zastapien ontycznych.

(o) Obiekt X’ o nazwie X zostaje zastapiony przez rézny od niego obiekt
X" o tej samej nazwie X; wigze sie z tym domniemanie, ze to nowe X" bedzie
lepsze (w jakim$ istotnym sensie) od poprzedniego X',

(8) Obiekt X’ o nazwie X zostaje zastapiony przez konglomerat X'11 X",
bedacy para dwoch réznych, alternatywnie uzywanych obiektéw X' i X",
nazywanych rowniez X.

(v) Obiekt X' 0 nazwie X zostaje zastapiony przez synteze X' & X" obiek-
tu X’ i utozsamionego z nim obiektu X", ktéra tez nazywamy X, choé¢ X' & X"
rézni sie istotnie od kazdego z obiektéw wyjsciowych X', X” i od X'LIX".

Warunki te bedziemy uszczegdétowiaé i objasniaé na przyktadach w 2.4-2.7.

2.4. Zachowanie nazwy jest istotnym warunkiem uznania jakiejs zmiany
za zastgpienie ontyczne; bez tego mamy po prostu zwykla zmiane jednego
obiektu na inny. Jednakze rozrézni¢ nalezy zastapienia jawne i ukryte.

Zastapienie ontyczne nazywamy jawnym, gdy fakt zmiany obiektu na inny
jest oczywisty, rzuca sie w oczy, w szczegdlnosci, gdy explicite zadeklarowana
jest zmiana definicji na nieréwnowazna.

W przeciwnym przypadku zastapienie jest ukryte czyli niejawne. Moze ono
wynika¢ ze zmiany sposobu ujmowania danego obiektu, ktora wykrywa
sie, doktadnie analizujac sens tekstéw i wypowiedzi oraz stosowane przy tym
wyrazenia jezykowe. Osoby postugujace sie zmodyfikowanym obiektem moga
by¢ nieSwiadome tego faktu.

Zdarzaja sie tez zastgpienia cze$ciowo jawne. Sa one jawne lub ukryte,
zaleznie od sytuacji. Wigkszosé zastapien ontycznych (ukrytych lub jawnych)
pozostaje niezauwazona lub jest na tyle nieistotna, ze nie warto sie nimi zajmo-
wac. Istotne sa tylko te, ktére moga prowadzi¢ do dysonanséw poznawczych.

2.5. Nawiazujac do przykladu 1, zauwazmy, ze jezeli punkt P i pare (x,y)
traktujemy tak, jak w (%), tzn. jako rézne obiekty, to zadnego zastapienia
ontycznego nie ma.

W przypadku jawnym zastapienie P~~~ (x,y) jest typu («), gdy ograni-
czamy sie wylacznie do par liczb, formalnie uznajac pare (z,y) za punkt
i odrzucajac lub pomijajac jej euklidesowy pierwowzor P.

Druga mozliwoscia jest sytuacja typu (), w ktérej uzywa sie obu obiektéw,
tworzac konglomerat X' X" bedacy badZ alternatywa logiczng V obiek-
tow skltadowych X’ i X7 badz ich sumg U, badz tez jakim$ wariantem V i U,
zaleznie od okolicznosci i jezyka uzytego do opisania danej sytuacji. Prowadzi
to do zastapienia X' ~» X'UX" typu (3). Przykladem tego jest modyfikacja
zastapienia (2) prowadzaca od funkcji sinus na zbiorze katéw (obiekt X') do
funkcji sinus interpretowanej rozmaicie: raz na zbiorze katéw, innym razem na
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zbiorze liczb (obiekt X'), elastycznie, zaleznie od potrzebyS. Obiekty X’ i X"
sa ujmowane lacznie jako ,funkcja sinus”, ale kazdy z osobna nie ulega przy
tym zmianie i w razie potrzeby sa wyraznie rozrézniane.

Trzecig mozliwoscia jest sytuacja typu (), w ktérej utozsamiamy X’
z X". Powstaje wowczas nowy, bardziej ztozony obiekt X'& X" bedacy syn-
tezg obiektow X’ i X”. Przykladem jest pojecie: ,punkt & para”, laczace
w sobie geometryczne intuicje punktu z formalizmem par, przy zachowaniu
nazwy ,,punkt”. Nie jest to po prostu para alternatywnie uzywanych pierwot-
nych obiektéw jak w (3), bowiem sens poje¢ wyjsciowych X' i X” wzbogaca sie
istotnie pod wplywem tej syntezy. Punkt zyskuje interpretacje arytmetyczna,
para liczb zyskuje interpretacje geometryczna; taczy je teraz bogatsza sieé¢
wiezO6w w innymi pojeciami. Oczywiscie granica miedzy () i () jest bardzo
delikatna i trudna do doprecyzowania.

7 kolei tendencja redukcjonistyczna moze prowadzi¢ do zastapienia od-
wrotnego: od obiektu X’'& X" do jednego z jego skladnikéw z jednoczesnym
zadeklarowaniem, ze odtad przez X rozumie sie tylko ten skladnik, a pomija
sie drugi.

2.6. Zastapienia ontyczne mogg mie¢ rozny charakter i roznym celom moga
stuzy¢, zaleznie od pojeé, ktorych dotycza, i okolicznoéci, w jakich sie pojawia-
ja. Pewne zastapienia sprawiaja trudnos¢ osobom uczacym sie i warto je badac.
Inne za$ nie sa zauwazane i wéwczas préby zwracania uwagi na dokonang zmia-
ne moga by¢ bezcelowe. Swiadomosé zastapienia ontycznego i jego znaczenia
wymaga do$wiadczenia i dojrzatosci.

W pewnych sytuacjach zastapienie ontyczne polaczone jest z przejsciem
od jednej idei glebokiej do idei uwazanej za réozna, w innych zas sytuacjach
idea gleboka zachowuje swa tozsamosé (pomimo wzbogacenia jej o nowe wie-
zy 1 znaczenia), zmianie za$ ulega jej model formalny (w sensie przedstawio-
nym w Semadeni, 2002a). Na przyklad, zmiany mnogo$ciowych modeli liczby
naturalnej na inne (a takze modeli liczby rzeczywistej) to zastapienia ontyczne,
ale idea glteboka liczby nie ulega przy tym zmianie.

Nalezy jeszcze podkreslié, ze jakkolwiek zastapienie ontyczne X' ~~» X"
dotyczy pojedynczych obiektéw X', X", jednakze ma charakter systemowy.
Wedtug tej samej zasady zmianie ulegaja wszystkie obiekty pewnego typu.

2.7. Wspomnimy teraz o kwestii ewentualnych zastapien ontycznych w
przypadku uogélniania poje¢. Wnikliwe studium (Lubomirski, 1983) ujawnia

6 Gray i Tall (1994) podkreslaja znaczenie elastycznosci zwigzanej z dwuznacznoscia sym-
boli takich, jak np. 745, oznaczajacych: (a) proces lub (b) obiekt bedacym wynikiem tego
procesu. Jednakze przejscie proces — obiekt nie jest zastapieniem ontycznym, bowiem za-
stapienie musi mie¢ postaé¢ obiekt — obiekt.
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wielkie bogactwo mozliwych typow uogdlnien w rozmaitych sytuacjach mate-
matycznych. Najprostszy typ polega na zwyklym rozszerzeniu (w sensie re-
lacji C) klasy rozpatrywanych obiektéw, np. przy przejsciu od trojkatéw do
wielokatéw. Nazwa ,,tréjkat” nie jest tu zachowana, nie ma wiec zastapienia
ontycznego. Przyjrzyjmy sie innej, réwnie typowej sytuacji.

PrzYKEAD 3. Gdy przechodzimy od pojecia ,,punkt w przestrzeni trdj-
wymiarowej” do pojecia ,,punkt w przestrzeni n-wymiarowej”, rozszerza sie
zakres ogélnego pojecia ,punkt”. Pojecie ,punkt w przestrzeni R3” jest
istotnie rézne od pojecia ,,punkt w R™”, bowiem inny jest zbiér desygnatéw
tego pojecia. To szersze pojecie obejmuje m.in. punkty (z,y) w R? i punk-
ty (z,9,2,t) w R% Dowolny konkretny punkt, bedacy obiektem jednostko-
wym, indywiduum, np. punkt (3,0, —2) w R3, zachowuje tu swa tozsamos¢ i
pozostaje tym samym obiektem réwniez w kontekscie nowej, szerszej klasy, ale
samo pojecie ,punkt” ulega zmianie, zostaje zastapione przez inne, nieréwno-
wazne, o szerszym zakresie i o tej samej nazwie. Nie ma tu jednak zadnej préby
utozsamiania pojeé¢ ,punkt w R3” i  punkt w R™”, nie ma wiec zastapienia
ontycznego.

Natomiast ponizej w 3.1-3.5 (w przykladach od 4a do 7b, dotyczacych aryt-
metyki teoretycznej) za kazdym razem idea gleboka rozpatrywanego pojecia
zachowuje swa tozsamosé (jakkolwiek ulega istotnemu wzbogaceniu). Przy za-
stapieniu n~~»n w przykladzie 4b i w przykladzie 5 stabilnoéé calej formalnej
konstrukeji opiera sie wlasnie na stalosci idei gltebokiej liczby naturalnej (badz
calkowitej). Zastapienie ontyczne polega tam na zmianie modelu formalnego
na inny.

3. Konstrukcje arytmetyki teoretycznej. Znane, stale cytowane po-
wiedzenie L. Kroneckera glosi, ze ,liczby naturalne stworzyl Pan Bég, wszys-
tkie zas pozostalte liczby sa dzietem czlowieka”. Istotg tego aforyzmu jest po-
stulat, by liczby naturalne traktowaé jako pojecia pierwotne, nie wymagajace
definicji, wszystkie za$ pozostale typy liczb powinny by¢ definiowane, a ich
wlasnosci dowodzone.

3.1. Kronecker i jego nastepcy szukali sposobéw, aby w drodze formalnej
konstrukeji’ okre§lié wszystkie typy liczb, wychodzac od liczb naturalnych.
Obejmuje to formalne konstrukcje coraz bardziej zaawansowanych typdéw liczb
(catkowitych, wymiernych, rzeczywistych, zespolonych), za kazdym razem wy-

" Stowo , konstrukcja” uzywane jest w dydaktyce matematyki w dwéch sensach. Moze to
by¢ konstrukcja obiektywistyczna (wyrazona wylacznie w terminach matematyczno-logicz-
nych) lub konstrukcja mentalistyczna, umystowa, czyli pewien wytwér aktu myslowego. To
pierwsze rozumienie jest blizsze platonizmowi, drugie za$ jest blizsze konceptualizmowi (por.
Murawski, 2001, s. 123). W pracy tej uzywamy stowa ,konstrukcja” w pierwszym sensie.
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razanych w terminach liczb poprzedniego etapu. Kompletny, pedantycznie dro-
biazgowy opis takiego przejscia od aksjomatéw Peano az do liczb zespolonych
zawiera ksiazka (Landau, 1930); sa tam 73 definicje, 301 twierdzen i tylez do-
wodéw podstawowych (szkolnych) wlasnosci czterech dzialan arytmetycznych
i poteg o wyktadnikach catkowitych. Kiedy$ wierzono, ze tego typu wiedza jest
niezbedna dla przysztego nauczyciela; arytmetyka teoretyczna byta obowiaz-
kowa na studiach.

Obecnie panuje raczej przekonanie, ze ksztalttowanie poje¢ arytmetycznych
u ucznia powinno wywodzi¢ sie z konkretéw, z wykonywanych czynnosci i z
refleksji nad nimi. Znajomos¢ konstrukcji arytmetyki teoretycznej nie tylko
nie pomaga nauczycielowi w doborze wlasciwych metod, ale moze by¢ wrecz
szkodliwa, bowiem naturalny rozwdj tych poje¢ u dzieci wcale nie jest zgodny
z formalnymi konstrukcjami, ktore naszkicujemy ponizej.

Liczby naturalne od pozostalych typéw liczb odréznia to, ze sa to liczby
kardynalne zbioréw skonczonych (a w kazdym razie jest to ich najwazniejsza
interpretacja, nie majaca bezposredniego odpowiednika ani dla liczb ujemnych,
ani dla ulamkéw). Ponadto w rozwoju umystowym dziecka, liczby natural-
ne wywodzg sie z procedury liczenia przedmiotéw, a utamki — z procedury
mierzenia.

PrzZYKEAD 4a. Ongi$ w polskiej tradycji wprowadzania liczb ujemnych
(siegajacej czaséw przed I Wojna Swiatovv@ i trwajaca co najmniej do reformy
z roku 1946) nauczyciele na poczatku kursu algebry odrézniali dwa rodzaje
liczb: liczby bezwzgledne (np. liczba 5), nie majace znaku, oraz liczby wzgled-
ne®, opatrzone znakiem + lub —. Liczby wzgledne dzielily sie na liczby doda-
tnie (np.+5) i ujemne (np. —5); ponadto byla jeszcze liczba 0.

Zgodnie z ta koncepcja, przez kilka pierwszych tygodni nauki w II klasie
gimnazjum liczby 5 i +5 byly uwazane za rdézne obiekty. Pamietam, ze
po opanowaniu przez nasza klase dodawania i odejmowania liczb wzglednych,
pewnego dnia nauczycielka o$wiadczylta, ze skoro dziatania na liczbach dodat-

8 Fukasz Bottcher, docent c.k. Szkoly Politechnicznej we Lwowie, pisal tak: Zasadni-
czy materyal Arytmetyki stanowiq liczby: 1,2,3,4,5, .... Liczby te nazywamy liczbami be z-

wzglednemi. Utwérzmy sobie sumy 0+1, 04+2, 043, 0+4, 0+5, ..... znaczone krétko:
+1, +2, +3, +4, +5, ..... oraz roznice: 0—1, 0—2, 0—3, 0—4, 0—5, ... znaczone krétko:
-1, =2, =3, —4, =5, ... Liczby te nazywamy liczbami wzglednems. (...) Poniewaz suma

0+4a znaczy to samo, co liczba a, przeto nie odrézniamy liczby dodatniej od jej bezwzglednej
wartodci. Przed pojedynczq liczbg dodatnig nie stawiamy znaku + (lecz go domyslamy sie)
(Bottcher, 1911, s. 66-67). Wcezesniej (str. 55) pisal: Liczby zatem a 1 b tylko wtedy posiadaja
arytmetyczng roznice a—b, gdy odjemna a jest wieksza niz odjemnik b. Algebra tem zastrze-
zeniem sie nie krepuge. (...) Analiza tekstu pokazuje wyraznie, ze w obu tych wypowiedziach
Bottcher stara sie uniknaé zastapienia ontycznego typu +5~~5 i stara sie¢ od razu przyjaé,
ze N CZ. Ponadto liczby ujemne zaliczal on do algebry, a nie do arytmetyki.
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nich i dzialania na liczbach bezwzglednych sa w pelni zgodne, mozna utozsamic
te dwa rodzaje liczb. Zamiast +5 mozna pisa¢ 5 i odwrotnie. Po latach, juz
jako student, zrozumialem lepiej, o co jej chodzilo. Starala sie ona (zapewne
opierajac sie na standardowym woéwczas podejsciu metodycznym) w jakis po-
gladowy sposéb wytlumaczyé nam to, co w jezyku uniwersyteckim mozna dzis
ujaé¢ tak: poniewaz istnieje naturalne zanurzenie izomorficzne (homomorfizm
iniektywny) i : N—Z potgrupy N liczb naturalnych w grupe Z liczb catko-
witych, deklaruje sie zawieranie zamiast uprzedniego zanurzenia, tzn.

(3) zastepujemy i :N—Z przez NCZ.

Istotne w tym podejéciu bylo poczatkowe traktowanie liczb wzglednych do-
datnich i liczb bezwzglednych jako réznych obiektéow, aby po jakims$ czasie
zadeklarowaé, ze bedzie sie je uwazaé za tozsame. Pdzniej na szczeScie wy-
cofano sie z tego zbednego zastapienia ontycznego i dzisiejsi matematycy sa
zdziwieni, gdy stysza o owym starannym odréznianiu liczb wzglednych doda-
tnich od liczb bezwzglednych przed laty w szkole.

3.2. Obecne nastawienie polskich dydaktykéw jest bliskie koncepcji przed-
stawionej przez Vinnera (1975), ktéra okreslit on jako naiwny platonizm.

Nie angazujac sie w spory filozoficzne, proponowal on, parafrazujac Kro-
neckera, by w nauczaniu szkolnym oprzeé¢ sie na zmodyfikowanym aforyzmie:
»,Pan Bog stworzyl wszystkie liczby”, tzn. by podchodzi¢ do sprawy nastepuja-
co: wszystkie szkolne liczby istnieja, a dzieci poznaja stopniowo coraz to nowe
ich typy.

Nowe liczby nalezy wiec wprowadzac, zachowujgc bez zmiany liczby dotych-
czasowe. Aby to bylo skuteczne, nie nalezy, zdaniem Vinnera, méwié¢ uczniom,
ze nie wolno odejmowaé liczby wiekszej od mniejszej (np. 5—7) lub Ze niemoz-
liwe jest podzielenie np. 5 przez 3; lepiej powiedzieé, ze takiego odejmowania
czy dzielenia beda uczyé sie pézniej”. Vinner postulowal tez, by nie méwié
uczniom, ze nie istnieje v/—1; wrécimy do tego w przykladzie 7b.

3.3. Niektore dawniejsze zastapienia ontyczne — ktoére byly zbednym, nie-
zrozumialym utrudnieniem — braly sie stad, ze probowano jakos dostosowaé
szkolna prezentacje poje¢ do postulatu, by wszystkie typy liczb (précz natu-
ralnych) byly definiowane.

9 Kwestia, ze np. liczbe 18 mozna podzielié przez 3, a liczby 19 nie mozna, musi wyplynaé
w klasie II przy nauce dzielenia. Z drugiej strony, gdy pojawi sie kwestia dzielenia z reszta
(ktérej nie da sie uniknaé, jesli chce sie wprowadzié algorytm dzielenia pisemnego), nalezy
daé¢ uczniom przyktady, w ktorych utamki w oczywisty sposéb nie wchodza w gre, np. gdy
zadanie dotyczy pewnej liczby zaréwek, samochodéw czy oséb. Pézniej — w odpowiednich
momentach — nalezy dbaé o to, by kazdorazowo uczniowie byli $wiadomi, czy oczekujemy w
danym zadaniu dzielenia z reszta czy wyniku utamkowego. Najlepiej, gdy wynika to niejako
automatycznie z kontekstu odpowiednio dobieranych zadan.
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PRZYKEAD 4b. Liczby calkowite mozna zdefiniowaé jako klasy réwno-
waznosci par (a,b) liczb naturalnych wzgledem relacji (a,b) ~ (a’,b’) okreslo-
nej warunkiem a+ b’ =a’ +b. Na takich obiektach nalezy zdefiniowa¢ dzialania
arytmetyczne i relacje < oraz udowodnié¢ ich podstawowe wlasnosci (Birkhoff
i Mac Lane, 1963, s. 62).

Kryje sie za tym intuicyjne tlo: rozumuje sie wprawdzie czysto formalnie
o parach, ale zarazem taka pare (a,b) interpretuje sie po cichu jako réznice
a—b, ktéra moze by¢ ujemna (gdy a<b). Definicja relacji ~ jest formal-
nie poprawna, gdyz jest wyrazona jedynie za pomoca dodawania liczb natu-
ralnych; po cichu myslimy (lub glosno wyjasniamy studentom), ze warunek
a+b =a' +b powstal przez przeksztalcenie intuicyjnie pojmowanej réwnosci
a—b=a —b'. Bylo to standardowe podejscie w arytmetyce teoretycznej pier-
wszej poltowy XX wieku.

Przy tej konstrukcji liczba naturalna n odpowiada klasie réwnowaznosci n
par (a,b) takich, ze a=0b+n. Liczba n jest oczywiscie innym obiektem niz ta
klasa, bowiem n to pojedyncza liczba, a n to zbidr par liczb, totez identy-
fikujac n z n dokonujemy tu wyraznego zastapienia ontycznego n~~»n lub
zastgpienia odwrotnego n~n, zaleznie od punktu widzenia.

Rezygnacja z arytmetyki teoretycznej jako osobnego przedmiotu studiéw
spowodowata umieszczenie powyzszej konstrukeji tam, gdzie jest jej wlasciwe
miejsce: w kursie algebry (Lang, 1984, s. 49). Formuluje sie to jako ogélna kon-
strukcje zanurzenia pétgrupy przemiennej z elementem neutralnym 0, spetnia-
jacej warunek redukowania (a+b=a+c) = (b=c), w grupe abelowa; bywa
to dawane studentom jako zadanie.

Pomimo nieprzydatnosci tej abstrakcyjnej konstrukeji do celéw szkolnych,
w latach 1960-1980 dydaktycy opracowywali bardziej pogladowe jej wersje.
Jedna z nich byto tzw. ujecie operatorowe, druga traktowanie liczb catkowitych
jako wektordéw na pédlosi dodatniej. Wigzato sie z tym zastapienie ontyczne,
w ktorym liczbe naturalna n utozsamiano z wektorami o poczatku a i koficu
a+n, w szczegdlnosci z wektorem od 0 do n.

Wdrazanie tych koncepcji dydaktycznych w szkole skonczyto sie fiaskiem.
Prébowano bowiem wyjasni¢ uczniom pojecie liczby ujemnej, odwolujac sie
nie do intuicji zwigzanych z konkretami, lecz do matematycznie znacznie trud-
niejszych (nawet w wersji intuicyjnej) pojeé: funkcji lub wektora.

3.4. Najogélniej mozna stwierdzi¢, ze podstawowym bledem owych kon-
cepcji bylo redukcjonistyczne dazenie do opracowania takiego ujecia nowego
typu liczb, ktore byloby logicznie spdjna propozycja dydaktyczna, oparta na
jednej tylko zasadzie; co wiecej, miata to by¢ zarazem jakas edukacyjna na-
miastka konstrukcji z arytmetyki teoretycznej (w owych czasach stabo prze-
bijala sie swiadomo$¢, ze wlasciwa droga jest stopniowe ksztaltowanie pojec
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zwiazanych z tymi liczbami jako syntezy rozmaitych ich aspektéw, w caltym
ich bogactwie sytuacyjnym).

Chciano przy tym okresli¢ liczby (ktére maja przeciez charakter statycz-
nych standw) jako twory o zupelnie innym charakterze: jako dynamiczne dzia-
{ania lub jako wektory (por. Semadeni, 2004b). Powolywano sie blednie na
ustalenia psychologii, Zze dzieci przyswajaja pojecia arytmetyczne najpierw
na poziomie czynnosci, a dopiero potem na poziomie statycznych obiektow.
Zgodnie z teoria Piageta jest tak istotnie, ale pod warunkiem, ze czynnosci te
wykonywane sg na konkretach. Niewtasciwo$é dydaktyczna owych koncepcji
polegala wiec na tym, ze rozwazane dzialania (operatory) byly czynnosciami
wykonywanymi na obiektach abstrakcyjnych, jakimi sg liczby naturalne.
Operatory sg obiektami na istotnie bardziej zaawansowanym poziomie poje-
ciowym niz liczby, ktére miano w ten sposéb uczniom objagniaé!C.

PrzYKEAD 5. Konstrukcja utamkoéw jako klas réwnowaznosci par (n, m)
liczb naturalnych (m # 0) wzgledem relacji (n,m) ~ (n’,m’) okreslonej wa-
runkiem nm’ =n'm, oparta jest tej samej ogdlnej mysli co w przykladzie 4b.

Jesli za n dopuscimy dowolne liczby catkowite, konstrukcja ta daje wszys-
tkie liczby wymierne; opis jej mozna znalezé w wielu podrecznikach (np. Birk-
hoff i Mac Lane, 1963, s. 50). Jest to szczegdlny przypadek ogdlnej algebraicz-
nej konstrukcji zanurzania pierscienia przemiennego z jedynka i bez dzielnikéw
zera (zwanego tez pierscieniem calkowitym lub dziedzing) w ciato. W obu przy-
padkach zastapienie ontyczne polega na identyfikacji liczby naturalnej n (lub,
odpowiednio, catkowitej) z klasa réwnowaznosci n pary (n,1).

Niezaleznie jednak od przyjetej koncepcji dydaktycznej pojecia utamka
i od drobnych klopotéw terminologicznych (typu ,czy 7 jest ulamkiem?”),
w samym pojeciu ,utamek” tkwi nieusuwalna dwuznacznos¢. Nie ma pros-
tej odpowiedzi na pytanie: czy ulamek (taki jak g) to pojedyncza liczba, czy
para liczb? W zapisie np. g+\/§ symbol g niewatpliwie oznacza liczbe rze-
czywista!'!, bowiem znak + musi odnosi¢ sie tu do liczb, nie do par. Nato-

bo»

miast w okresleniu ,licznik utamka g” symbol g oznacza pare liczb, bowiem

zachodzi rownosé g:% i liczba wymierna okreslona tymi utamkami nie ma

jednoznacznie okreslonego licznika (z pewnoscia nie jest nim liczba 8; jedynym

10 Zaleznie od sytuacji operatory mozna zaliczyé do poziom inter lub do poziomu trans
w sensie Piageta i Garcii (1989), oméwionym w (Semadeni, 2005, s.163-167), a wiec na
drugim lub trzecim poziomie rozwojowym. Oczywiscie nowe, trudne pojecie utamka nalezy
wprowadzaé na poziomie pierwszym, infra.

"W przyktadzie tym celowo napisany zostat v/2 (choé¢ mogtaby tez byé np. liczba ),
nie méglby natomiast by¢ inny utamek, bowiem wyrazenie np. g+% moze odnosié si¢ za-
réwno do dodawania liczb rzeczywistych, jak i do dodawania ulamkéw-par; bardziej szcze-
gotowo omawia te kwestie Mac Lane (1950); por. (Semadeni, 2002b, s.102).
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ewentualnym kandydatem jest mianownik nieskracalnego utamka %) Préby

systematycznego, starannego odrézniania pojeé¢ ,utamek” (para) i, liczba wy-
mierna dodatnia” nie mogly sie uda¢ nawet na zajeciach uniwersyteckich!?.
W kontekscie utamkéw mamy stale do czynienia z zastgpieniami ontycznymi
typu («): (liczba )~ (para) lub (para)~~» (liczba) lub tez — zaleznie
od sytuacji — z zastapieniami typu (3) lub (7).

PRzZYKEAD 6. Przy konstrukcji Dedekinda liczb rzeczywistych zastapie-
nie ontyczne polega na identyfikacji liczby wymiernej w z odpowiadajacym jej
przekrojem, np. z para zbioréw {zx:z € Q, z<w}, {z:2 € Q, z>w}. Inte-
resujace jest przesledzenie zabiegéw dydaktycznych, jakie czynili doswiadczeni
autorzy, aby zminimalizowa¢ negatywny efekt tego zastapienia.

Fichtenholz (1978, s.5 i s.10-12) pisze o ,,dotaczeniu liczb niewymiernych
do liczb wymiernych”. Liczby wymierne sa u niego dotychczasowymi liczbami.
Jedynie liczby niewymierne sg przekrojami, pdzniej jednak pisze on, ze ,,dla
jednolitosci” odpowiednie przekroje beda tez wyznaczaé liczby wymierne.

Rudin (1982, s.7-23) definiuje R aksjomatycznie, zakladajac, ze Q C R.
Problem zastapienia ontycznego w ogdle sie tam nie pojawia, zostal bowiem
wlaczony w szczegbly dowodu istnienia takiego ciala R (ponadto dowdd ten
umieszczony zostal w specjalnym dodatku i w ten sposdb odsuniety od gtow-
nego tekstu).

Druga standardowa metoda konstruowania liczb rzeczywistych z ciala Q,
alternatywna wobec metody Dedekinda, jest metoda Cantora. W zbiorze
wszystkich ciagéw (w,,) liczb wymiernych, spelniajacych warunek Cauchy’e-
go, wprowadza sie relacje réwnowaznosci (wy) ~ (v,) okreslona warunkiem
lim(w,, — v, ) = 0; szczegbély mozna znalezé np. w (H. i J. Musielakowie, 1993).
Zastapienie ontyczne pojawia sie¢ w momencie utozsamiania liczby wymiernej
w z klasa réwnowaznosci ciagu stalego (w,w,...).

Przejscie od intuicyjnego pojecia mintuic liczby rzeczywistej x do ktore-
gokolwiek z jej formalnych modeli: do zbioru xp (czyli liczby = w modelu
Dedekinda) i do zbioru x¢ (liczby & w modelu Cantora) jest zastapieniem
ontycznym, bowiem z, xp i x¢ to trzy rézne obiekty!3.

PrzYKEAD 7a. Liczby zespolone wprowadza sie jako pary uporzadko-
wane (z,y) liczb rzeczywistych, z odpowiednimi definicjami relacji réwnosci,

12 Kwestie te komplikuje jeszcze klasyczna konstrukcja arytmetyki teoretycznej, przy ktorej
liczba wymierna odpowiadajaca utamkowi % to nieskonczony zbiér {%, g, ... }. Aby uniknaé
nonsensownego zwigzku % € %, trzeba by uzywaé réznych symboli na oznaczenie pary %
i odpowiadajace]j jej liczby wymiernej, co byloby niecelowe i praktycznie niewykonalne.

13 Aby pokazaé, ze np. Tintuic r0zni sie¢ od 7p i od 7c wystarczy zastosowaé kryterium
Leibniza z 2.1, piszac warunek typu z € X, ktéry spelnia jeden ze zbioréw 7p i 7c, a ktérego
nie spelnia ani Tintuic ani drugi z tych zbioréw.
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dodawania i mnozenia. Dowodzi sie wszystkich wtasnosci ciata C liczb zespo-
lonych!*. W pewnym momencie konieczne staje si¢ utozsamienie liczby rze-
czywiste] x z liczba zespolona (z,0). Motywacja jest analogiczna do (3): ze
wzgledow praktycznych zanurzenie izomorficzne R — C trzeba zastapié¢ przez
inkluzje R C C. Oto przyktad takiego ujecia:

Wzory te dowodza, ze zbiér wszystkich liczb zespolonych typu (a, 0) jest
ze wzgledu na cztery dziatania arytmetyczne izomorficzny ze zbiorem
wszystkich liczb rzeczywistych. Wobec tego kwestja znakowania tylko
bedzie, jezeli liczby zespolone (a,0) bedziemy oznaczali wszedzie temi
samemi symbolami, co odpowiednie liczby rzeczywiste a. Uméwimy sie
wiec pisa¢ poprostu a zamiast (a,0), czyli ktadziemy

(a,0)=a

przy wszelkiem rzeczywistem a (Sierpinski, 1948, s. 181).

W (Sierpinski, 1951, s.84) tekst jest niemal taki sam. Jednakze powyzsza
réwnosé jest formalnie falszywa; liczba a nie moze byé réwna parze (a,0). Nie-
zbedne jest wiec tu zadeklarowanie zastapienia ontycznego. Zapis (a,0)=a
nalezy tu interpretowaé jako (a,0)~3a. Symbole a i (a,0) stosuje sie za-
miennie, zaleznie od kontekstu, chociaz oznaczaja rézne obiekty.

Zauwazmy, ze opisane w powyzszym cytacie utozsamianie jest bardzo po-
dobne do szkolnego zastapienia ontycznego (zg,0)~xy prowadzacego od
punktu (zg,0) przeciecia wykresu funkcji rzeczywistej z osia x do miejsca
zerowego xg tej funkcji (kwestia ta byla omawiana, z innego punktu widze-
nia, w Semadeni, 2002d, s.155). Gdy my$limy o miejscu zerowym funkcji,
nasuwaja sie pytania: Czy o8, na ktérej lezy ten punkt, to samodzielna, jed-
nowymiarowa o$ liczbowa, czy tez 0§ x w prostokatnym uktadzie wspdirzed-
nych? Innymi stowy, czy o8, na ktorej lezy miejsce zerowe funkcji, jest zawarta
w plaszczyznie? Jezeli uznamy, ze ta oS jest czescia plaszczyzny, to miejscem
zerowym funkcji jest para (xg,0). Jezeli uznamy, ze miejscem zerowym funk-
c¢ji jest pojedyncza liczba xg, to musimy traktowaé te os jako roztaczng z
plaszczyzna, jest to bowiem konsekwencja tego, ze formalnie g i (xg,0) sa
réznymi obiektami.

MW podreczniku (Sierpinski, 1951, s.81-91) prezentacja tego jest czysto formalna, w
stylu DTD (Definicja, Twierdzenie, Dowdd), bez najmniejszej nawet wzmianki dotyczacej
celu wprowadzania takich liczb i bez zadnych uwag historycznych. Zdarzalo, ze réwnie for-
malnie, opierajac sie na tej ksiazce, wyktadano to poczatkujacym studentom. Natomiast w
(Sierpinski, 1948, s.175-186) ponad trzy strony poswigcone sa heurystycznym przygotowa-
niom wprowadzenia tej definicji. By¢é moze w tej pézniejszej ksiazce autor zaktadal znajomosé
wczedniejszej ksiazki, ale nic o tym nie wspomniat. Dodajmy, ze dydaktycznie bardzo poucza-
jace sa rézne sposoby ujecia tego zagadnienia w podrecznikach (Mostowski i Stark, 1955)
i (Birkhoff i Mac Lane, 1963).
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PRzZYKEAD 7b. W wielu podrecznikach liczby zespolone wprowadza sie od
poczatku w postaci a+bi. Jest to wprawdzie czesto uwazane przez matema-
tykow za niewystarczajaco Sciste, ale ma istotng zalete: nie ma wtedy potrzeby
zastgpienia ontycznego, bowiem z warunku b=0 wynika, ze a+0-i=aqa.

Taka wtasnie droge proponuje Vinner (1975) w duchu naiwnego platoniz-
mu (wspomnianego w 3.2). Postuluje, by o$wiadczy¢ uczniom lub studentom,
ze dotad uczyli sie tylko czesci pelnego systemu liczbowego: tylko liczb rze-
czywistych. Teraz poznaja dalsze liczby. Wsréd nich jest pierwiastek z liczby
—1, oznaczany symbolem i. Tak wiec i2=—1. Oczywiécie i nie jest liczba
rzeczywista. Kazda z liczb, o ktérych teraz beda sie uczyé, powstaje przez
pomnozenie ¢ przez liczbe rzeczywista b i dodanie tego do liczby rzeczywistej a;
daje to liczbe postaci a+b-i. Na tych nowych liczbach rachuje sie analogicznie
do tego, co znamy juz z rachunkéw na liczbach rzeczywistych. Z tego wynikaja
wzory na dodawanie liczb zespolonych, mnozenie itd.

Nasuwa sie naturalne pytanie, jak uzasadnié te obecno$é v/—1 w pelnym
systemie liczbowym. Uczniowie zapewne styszeli wielokrotnie, ze takiej licz-
by nie ma, nawet jesli ich nauczyciel przestrzegal rady Vinnera (por. 3.2).
Co wazniejsze, nie jest mozliwe pokazanie im przyktadu, w ktérym liczba i
ma jakie$ realne, codzienne, praktyczne znaczenie, a nie jest jedynie formal-
nym narzedziem zaawansowanych obliczen. Jezeli wiec liczby zespolone mia-
tyby byé wprowadzane w szkole, najwltasciwsze byloby ograniczenie sie¢ do
poinformowania uczniéw, ze liczby zespolone sg bardzo wazne w zaawansowa-
nej matematyce i w zastosowaniach do fizyki'®. Jednakze, aby méc zrozumieé
te zastosowania, trzeba wpierw opanowaé podstawowe dzialania na liczbach
zespolonych.

Mozliwe jest wprowadzenie liczb zespolonych jako wektoréw i zdefiniowanie
ich mnozenia za pomoca jednokladnosci i obrotéw, ale takie podejécie ma te
sama wade co konstrukcje wspomniane powyzej: definiowanie nowych poje¢
za pomoca pojeé bardziej zaawansowanych.

3.5. Paradoksalnie z czterech teoretycznych, klasycznych konstrukeji: liczb
catkowitych, wymiernych, rzeczywistych i zespolonych (z przyktadéw 4b, 5a,
6b i 7a), ta ostatnia jest formalnie najprostsza. Jest jedyna (oprécz konstruk-

5 Jedynymi szkolami érednimi, w ktérych stale uczono liczb zespolonych (zapisywanych
a+bj), byly technika elektryczne, bowiem wyrazenia typu I(t)=1Io(acoswt+ jbsinwt)
i Ipe’*' sa bardzo uzyteczne we wzorach m.in. na natezenie I i napiecie U pradu prze-
miennego w obwodzie, w ktérym szeregowo wlaczone sa: opér R (zwany rezystancja lub
oporem omowym), pojemno$¢ C' i samoindukcja L. We wzorze U=1I1Z (ktéry dla pradu
stalego staje si¢ prawem Ohma U =IR) mamy zespolona impedancje (zwana tez zawada)

Z=R+j(lw—o=) i |Z]|=/R?+(Lw—2=)?. Wielkoé¢ Lw— 4= to opér urojony w obu

sensach tego slowa: jako fizyczny opor pozorny i jako czesé urojona impedancji.
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cji Dedekinda), ktora nie wymaga klas réwnowaznoséci. Nowo wprowadzane
liczby (a,b) nie sa zbiorami nieskonczonymi, wystarcza pojecie pary uporzad-
kowanej. Gléwng natomiast trudnoécia zwigzang z liczbami zespolonymi jest
brak uksztaltowanej bezposredniej intuicji tych liczb wywodzacej sie z jakichs
znanych zjawisk przyrodniczych lub spotecznych.

Ta sama trudnosé¢ wiazala sie dawniej z liczbami ujemnymi (numeri ficti
infra nihil, ,liczby fikcyjne nizsze niz nic”), ktére nie mialy zrozumialych
odpowiednikéw w przyrodzie (por. Freudenthal, 1985, s.9), jakkolwiek miaty
interpretacje ekonomiczng jako opis dlugéw. Dzisiaj, z uwagi na silny wplyw
sytuacji zyciowych, samo pojecie liczby ujemnej nie wywotuje juz oporéw
u dzieci (choé maja trudnosci z dzialaniami na takich liczbach). Widza ujemne
temperatury w TV, ujemne poziomy w windach (historycznie zapewne naj-
wczedniejszym publicznym ich uzyciem bylo u nas numerowanie poziomoéw:
0, —1, —2 na makiecie Dworca Centralnego w Warszawie w 1972r.).

Natomiast w powszechnej $§wiadomosci liczby zespolone pozostaja nadal
odlegte od codziennego zycia i stosuje sie je wylacznie na poziomie uniwersy-
teckim i w zastosowaniach technicznych. Piekne zastosowania geometryczne
liczb zespolonych rzadko moga pojawié¢ sie w szkole $redniej i to raczej jedynie
dla wybranych grup uczniow.

Zgodnie z postulatem Vinnera naiwnego platonizmu (por. 3.2) nauczanie
szkolne powinno byé¢ tak pomyslane, aby kolejne uogélnienia nie zmienialy
liczb jako obiektow, tj. by zachodzilty inkluzje
4) NCcZcQcRcC.

Gdy wiec rozszerza sie w szkole pojecie liczby, wprowadzajac nowy typ liczb,
niepozadane sg zastapienia ontyczne, o ktérych byta mowa w 3.1-3.4. W szcze-
g6lnosci, zamiast deklarowania przechodzenia do klas abstrakeji (np. przy
réwnosci utamkéw) powinno dazy¢ sie do tego, by to w umys§le ucznia — ja-
ko czesé procesu ksztaltowania sie nowo wprowadzanych poje¢ — dokonywalta
sie synteza pojeciowa, wiodaca do przekonania, ze np. %, %, 8 to rézne za-
pisy tej samej liczby; podobnie % i 1—20 to dotychczasowa liczba 5, nie ulegajaca
zadnej zmianie.

4. Skladanie zastgpien ontycznych. Przypusémy, ze mamy pare zasta-
pient X'~ X" 1 X"~ X"". Czy stad wynika X'~ X""?7

4.1. Pokazemy przyktady sktadania dwdch kolejnych zastgpien ontycznych,
z ktérych kazde jest naturalne i nieraz stosowane, a mimo to zlozone razem
okazujg sie nieakceptowalne.

PRzZYKLAD 8a. Pokazemy, jak wzajemny stosunek pojeé: punkt i wektor
ujeto w waznych podrecznikach. W (Banach, 1949) punkty odréznia sie od
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wektorow, ale polozenie poruszajacego sie punktu M opisuje sie za pomoca
wektora wodzacego OM, umiejscowionego w poczatku ukladu O. Wspdt-
rzedne x,y,z punktu M wyznaczaja skladowe i, yj, zk odpowiadajacego
wektora. Punkt (z,y, z) i wektor wodzacy wi+vyi+2zi sa uzywane zamiennie.

W (Borsuk, 1964) punkt (w R™) okreéla sie jako ciag p=(x1,x2,... ,xy).
Wektor umiejscowiony to uporzadkowana para punktéw p,q, a wektor swo-
bodny to klasa réwnowaznosci pg wektoréw umiejscowionych, reprezentowana
przez ciag wspélrzednych [aq,... ,a,]. Borsuk traktuje punkt i wektor swo-
bodny jako rézne obiekty.

Nastepujacy cytat jest charakterystyczny dla wielu wyktadowcéw analizy,
nastawionych na przygotowanie studenta do kursu analizy funkcjonalnej:

Uporzadkowany zbiér n liczb rzeczywistych (x1,xa,... ,z,) nazywamy
n-wymiarowym punktem lub wektorem o n skladowych (Apostol, 1957).

Kryje sie za tym watek myslowy, ktéry strescimy nastepujaco: (a) przestrzen
euklidesowa to R™; (b) R™ to szczegdlny przypadek przestrzeni Banacha;
(c) przestrzen Banacha jest okreslona jako przestrzen liniowa, a wiec jej ele-
menty sa wektorami; (d) elementy przestrzeni Banacha sa jej punktami.

Utozsamianie punktéow i wektoréow swobodnych opiera sie na dwoch wza-
jemnie odwrotnych zastapieniach ontycznych:

(5)  (punkt ~» wektor swobodny) i (wektor swobodny ~~ punkt ).

Mamy tu sytuacje typu () opisana w 2.1 i 2.3. Efektem tych dwéch zastapien
jest synteza pojeciowa: punkt & wektor!©.

PrzYKEAD 8b. Kontynuujac powyzsze rozwazania, zajmiemy sie pojeciami:
wektor i translacja (przesuniecie). W polskich podrecznikach znajdujemy
terminy: wektor zwigzany, wektor zaczepiony i wektor umiejscowiony bedace
synonimami. Wektor swobodny to klasa réwnowaznosci, tj. rodzina wszystkich
wektoréw zwiazanych (A, B') réwnych (réwnowaznych) wektorowi (A, B).

W podreczniku (Krygowska i Maroszkowa, 1974) jednowyrazowy termin
,wektor” oznacza wektor zaczepiony, zdefiniowany jako uporzadkowana para
punktéw, a wektor swobodny to translacja, a wiec przeksztalcenie geometrycz-
ne. Podana tam argumentacja jest mnogosciowa. Wektor swobodny i od-
powiadajaca mu translacja to zbiér tych samych par punktéw; co wiecej, chwila
zastanowienia wystarczy, by stwierdzié¢, ze réwnos¢ wektoréw zaczepionych
jest dokladnie ta sama relacja, ktéra zachodzi miedzy parami sktadajacymi

16 Bugajska-Jaszczolt i Drygata (2006) proponuja, by na wczesnym etapie kursu algebry
liniowej wyraznie przedstawi¢ studentom trzy interpretacje geometryczne elementéw prze-
strzeni R3: jako punktéw, jako wektoréw zaczepionych i jako wektoréw swobodnych. Innymi
stowy, proponuja, by zastapienia (5) byly wyraznie wyjasnione i ugruntowane w R® przed
przejsciem do pojeé ogdlniejszych.
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sie na translacje. Ta formalna, mnogo$ciowa argumentacja staje sie bardziej
przekonujaca, gdy uswiadomimy sobie blisko$¢ znaczenia pojeé: ,,wektor” i
ytranslacja o ten wektor”. Nie usuwa to jednak w pelni watpliwosci dotycza-
cych tego utozsamienia.

W ksiazce (Bialynicki-Birula, 1976, s. 32-36) wyraznie odréznia sie punk-
ty w przestrzeni euklidesowej E" (n=1,2,3) od wektoréw, jednakze wektory
zwigzane nie sa zdefiniowane jako pary punktéw (por. 6.2). Kazdej parze punk-
téw (p,q) przyporzadkowany jest wektor zwigzany pq o poczatku w p
i o konicu w q. To, ze kazdy wektor swobodny wyznacza pewng translacje
przestrzeni E™, pozwala utozsami¢ wektory swobodne w E" z translacjami
i zdefiniowaé¢ wektor swobodny jako translacje.

Utozsamianie wektora swobodnego z translacja opiera sie na parze zasta-
pien ontycznych:

(6) (wektor swobodny ~~translacja) i (translacja~~-wektor swobodny).

Powstaje nowe pojecie: wektor & translacja, synteza typu () (por. 2.3) dwéch
utozsamionych poje¢. To, ktorej z dwdch nazw uzyjemy, zalezy od kontekstu.

Poréwnujac przyklady 8a i 8b, widzimy, ze mozliwe sa badz zastapienia (5)
badz zastapienia (6). Nie jest jednak mozliwe réwnoczesne przyjecie zastapien
ontycznych (5) i (6), bowiem wzajemnie si¢ one wykluczaja 7.

Wynika to stad, ze wprawdzie punkt (np. w R3) moze by¢ utozsamiony z
odpowiadajacym mu wektorem swobodnym (czyli punkt i wektor moga by¢
uwazane za ten sam obiekt) i réwniez wektor swobodny moze byé¢ uznany za
tozsamy z odpowiadajacg mu translacja, gdybyémy jednak zadeklarowali réw-
noczesnie oba utozsamienia: ,,punkt=wektor” i , wektor=translacja’, prowa-
dziloby to do konkluzji: ,punkt i translacja sa tym samym” (Semadeni,
2002b, s. 96).

Aby uzmystowié sobie to, ze takie stwierdzenie jest nieakceptowal-
ne, warto zastanowi¢ sie nad hipotetyczna sytuacja, w ktorej egzaminator
pyta: Jak definiuje sie translacje na plaszczyznie?, student zas odpowiada:
Translacja to dowolny punkt plaszczyzny.

Ten przyktad uwypukla fundamentalng réznice miedzy sformutowaniami:
»,X mozna utozsami¢ z Y7 i ,X jest tym samym co Y. Slowa ,,mozna utoz-
sami¢” znacza, ze w pewnych sytuacjach mozna zastapi¢ X przez Y.

17 Scidlej méwiac, mozliwe sa zastapienia (5) i (6), jesli interpretowane sa w sensie (3), tzn.
jako konglomeraty; obiekty X', X" X"’ uwaza si¢ wtedy za rézne (lub dwa z nich uwaza sie
za tozsame, a trzeci za rézny), ale uzywa sie elastycznie tej samej nazwy na oznaczenie do-
wolnego z nich. Natomiast zastgpienia polegajace na réwnoczesnych deklaracjach: X' = X"
i X”=X"" bylyby za daleko idace.
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Nie znacza jednak, ze zawsze, w kazdej sytuacji zamiast X mozna wstawi¢ Y.
Utozsamienia dokonuje sie lokalnie, w pewnym obrebie zagadnieri. Natomiast
zastapienie ontyczne, jesli jest jawne, jest zadeklarowane globalnie i ma obej-
mowacé cala okreslong dziedzine matematyki.

4.2. Pokazemy teraz nastepne przykltady konfliktu kolejnych zastgpien.

PRzZYKEAD 9. Rozwazymy ogdlne pojecie funkcji (przeksztalcenia, odwzo-
rowania) f:X —Y. Od czaséw Weierstrassa i Dedekinda opieralo sie ono na
idei gtebokiej przyporzadkowania, ktéra funkcjonowata jako pojecie pierwotne,
zrozumiale, cho¢ niezdefiniowane (podobnie jak pojecie zbioru).

Hausdorff (1914, s. 33) napisal, ze jesli A, B sa zbiorami niepustymi i jesli
P jest zbiorem par (a,b) takich, ze kazdy element a € A jest potaczony w pare
z jednym i tylko jednym elementem b& B i 6w jedyny element oznaczymy
b= f(a), to w ten sposob definiuje sie pewna funkcje. Ponadto réznym zbiorom
par P, P’ odpowiadaja rézne funkcje f, f’ (i na odwrét).

W ten sposéb Hausdorff ustalil wazng odpowiedniosé P +— f. PéZniej w

teorii mnogosci dokonano redukcji liczby pojeé, zastepujac ,,odpo-
wiada” przez ,jest tym samym” i przyjmujac, ze f = P. Innymi stowy przyjeto,
ze funkcja f jest tym samym co jej wykres {(z,y): y= f(x)}. To zas$ pozwolilo
zdefiniowaé funkcje jako zbior par spetniajacych znane warunki i wyeliminowadé
pojecie przyporzadkowania. Efektem tego bylo zastapienie ontyczne
(7) ( przyporzadkowanie ) ~» ( odpowiedni zbiér par ).
Aby przeanalizowaé¢ to zastapienie, dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze roz-
wazana funkcja jest f(x)=sinz na R. Zbiér par {(z,y): x€R, y=sinz} to
wykres funkcji. Wykresem funkcji sinus jest sinusoida. Sinusoida jest figura
geometryczng.

Mamy tu tancuch identyfikacji, wiodacych do konkluzji: funkcja =+ sinx
to figura geometryczna. Jezeli czytelnik nie zaakceptowalby takiej odpowiedzi
studenta na pytanie o definicje funkcji sinus, powinien sprébowaé ustalié¢, ktére
ogniwo powyzszego wnioskowania nalezy zakwestionowac.

Podobne uwagi dotycza pojecia relacji, rozumianej w tradycyjnej logice
jako pozostawanie w pewnym stosunku, ktéry moze zachodzi¢ lub nie. W przy-
padku np. relacji < nieréwnosci liczb (np. rzeczywistych) istota tej relacji jest
to, ze dla kazdej pary liczb (a,b) na pytanie: ,Czy a < b?” mozliwa jest
tylko jedna z odpowiedzi: tak lub nie. Relacja ta kazdej parze (a,b) przy-
porzadkowuje wiec element zbioru {0,1}, symbolizujacy prawde badz falsz.
Zastapieniem ontycznym jest tu

(relacja )~ (jej ekstensja ),
czyli
(relacja jako pozostawanie w pewnym stosunku )~ (zbiér par ).
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PrzykKrAD 10. Idea gleboka pary uporzadkowanej (a,b)intuic wywodzi
sie z syntezy nastepstwa czasowego'®: ,najpierw a, potem b’ i nastepstwa
przestrzennego: ,na pierwszym miejscu a, na drugim b”. Nie istnieje natu-
ralna definicja pojecia pary (a,b). Model mnogosciowy Wienera, zdefiniowany
jako (a,b)w ={{a},{b,0}}, jest jedna z wielu opublikowanych definicji, od po-
zostalych rézni sie drugorzednymi szczegétami konstrukeji (rozmaite aspekty
zagadnienia pary omawia Quine, 1999, s.292-297). Najbardziej znanym mo-
delem pary uporzadkowanej jest para Kuratowskiego: (a,b)x ={{a},{a,b}}.
Poniewaz (a,b)intuic 1 oba modele: (a,b)w i (a,b)x — sa trzema réznymi
obiektami'®, mamy zastapienia: (a,b)intuic ~~ (a,b)w i (@, b)intuic ~~ (a, b)k.-

4.3. Zajmiemy sie teraz zastapieniami ontycznymi w osobliwym ,,zapetle-

niu ontycznym”, w specyficznej anomalii analizowanej w (Semadeni, 2002c).

PrzYKEAD 11. Standardowa, oparta na teorii mnogosci, precyzyjnie deduk-
cyjna prezentacja pojec: para, relacja, funkcja, cigg sktada sie z nastepujacych
sze$ciu krokow:

1° para (a,b) jest zdefiniowana sposobem Kuratowskiego jako {{a},{a,b}};
2° dloczyn kartezjaniski jest zdefiniowany jako zbioér wszystkich par (a,b), tj.
AxB=A{(a,y):a€ A, be B};

3° relacja jest zdefiniowana jako zbiér par, tj. podzbiér iloczynu A x B;
4° funkcja jest zdefiniowana jako relacja speilniajaca dwa znane warunki;
5° cigg (a1,...,ay) jest zdefiniowany?? jako funkcja na {1,...,n};
6° iloczyn Ay x...x A, jest zdefiniowany jako

{(al,... san) s aj € Aj dla je {1,...,n}}.

Stwierdzamy tu szereg kolejnych zastapien ontycznych.

18 Tak uwazat Hausdorff (1914, s. 32), ktéry napisal, ze pojecie pary uporzadkowanej jest
psychologicznie pierwotniejsze od pojecia pary nieuporzadkowanej. Ta uwaga, pochodzaca
od autora najstynniejszej ksigzki z teorii mnogosci, jest szczegdlnie znaczaca, gdyz swiadczy
o wyraznej inwersji. Definiuje si¢ pary uporzadkowane za pomocg par nieuporzadkowa-
nych, ktére w aksjomatycznych ujeciach teorii mnogosci sa przyjmowane jako dedukcyjnie
weczesniejsze od par uporzadkowanych, choé sa pézniejsze, zdaniem Hausdorffa, w naturalnym
rozwoju pojec.

19 Aby pokazaé, ze (a,b)intuic r6zni si¢ od (a,b)w iod (a,b)x wystarczy zastosowaé kry-
terium Leibniza z 2.1, rozpatrujac nastepujaca wilasnosé: Czy dany obiekt ma jakas inng
pare jako swoj element?

20 Jest to standardowe ujecie pojecia ciagu jako przyporzadkowania 1— a1, ..., nr an.
Zauwazmy, ze okreslenie Apostola (cytowane w przyktadzie 8a) ciagu jako zbioru uporzad-
kowanego (a1, az2,...,an), choé zrozumiale, jest niezgodne z powszechnie zaakceptowana
definicja zbioru uporzadkowanego, co jest wyraznie widoczne w przypadku, gdy elementy a;
moga sie powtarzad.
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(a) (intuicyjnie rozumiane pojecie pary uporzadkowanej )~
~~-(zbior {{a}, {a,b}} jako jeden z modeli formalnych pojecia pary );
(b) (relacja jako pozostawanie w pewnym stosunku ) ~>
~~>(jej ekstensja wyrazona jako zbiér par );
(¢) (funkcja jako przyporzadkowanie ) ~3- (zbior par (z, f(x)) );

Efektem tych czterech zastapien ontycznych jest konflikt definicyjny, po-
legajacy na tym, ze jesli podstawimy n=2 w iloczynie kartezjanskim zdefi-
niowanym w 6°, to otrzymany w ten sposob zbiér nie jest rowny iloczynowi
kartezjanskiemu zdefiniowanemu w 2° (Kuratowski i Mostowski, 1952, s. 56
is.73). Co wiecej, tej niezgodnosci nie da sie usunaé zadnymi zabiegami for-
malnymi?!. Z koniecznodci trzeba wiec dokonaé jeszcze jednego zastapienia
ontycznego:

(d) (iloczyn kartezjanski zdefiniowany w 6° dla n=2)~~>
~~- (iloczyn kartezjanski zdefiniowany w 2°).

Jest to jednak zastapienie ontyczne innego typu niz poprzednie: uogdlnienie
z 2 na n, ktére miato by¢ prosta inkluzja w sensie 2.7, jest niezgodne z wczes-
niejsza definicja. W praktyce matematycy nie korzystaja nigdy z kroku 1°,
bowiem w ogéle nie korzystaja z zadnej definicji pary uporzadkowanej, ela-
stycznie operujac idea gleboka pojecia pary. Jesli to jest do czegos potrzebne
— dobieraja odpowiedni model formalny, zaleznie od okolicznos$ci.

5. Zastgpienia ontyczne a metafory i metonimie??. Zastapienia roz-
patrywane w tej pracy w naturalny sposéb kojarza sie z przesunieciami znaczen
lub przesunieciami referencji?® wyrazen jezykowych, przeanalizujemy wiec sto-

2! Definicja produktu Xi x ... x X, jako zbioru ciaggéw (z1,...,z,) jest standardowa, jak-
kolwiek nie jest to jedyny mozliwy formalizm. Godel (1940) uzywal definicji rekurencyjne;j:
(z1,...,zn) = (21, (T2,... ,Zn)), skad X1 X...X X, = X1 x(X2x...xX,). Prowadzi to do
innych obiektéw i innych zastapien ontycznych, ale nie usuwa opisanych tu trudnoéci, jedynie
przesuwa je w inne miejsce. Dodajmy, ze utozsamienie R" xR z R"™1 wykorzystywane przy
interpretowaniu wykreséw funkcji R™ —R jako pewnych podzbioréw przestrzeni R™*! nie
jest zastgpieniem ontycznym, jesli nie uzywa sie¢ wspdlnej nazwy na okreslenie obu identyfi-
kowanych obiektéw.

22 Autor pragnie podziekowaé prof. Zygmuntowi Saloniemu za zyczliwe przeczytanie tego
fragmentu pracy i za krytyczne uwagi.

23 Terminologia zwigzana ze stowem referencja nie jest ujednolicona. Zgodnie z (Polanski,
1993) termin referencja w szerszym znaczeniu jest réwnoznaczny z terminem denotacja w
szerszym znaczeniu. Referencja nazwy argumentowej (ktérej najbardziej typowymi przykta-
dami sa imiona wtasne, np. Warszawa) jest indywidualny przedmiot przez nia wskazany.
Referencja wyrazenia predykatywnego jest klasa przedmiotow, o ktérych mozna dane wyra-
zenie orzec zgodnie z prawda. Przy tej interpretacji referencja jednomiejscowego wyrazenia
predykatywnego jest wiec zbidér przedmiotdw; referencja dwumiejscowego wyrazenia
np. rektor jest zbidér par (osoba, uczelnia), o ktérych mozna orzec zgodnie z prawda, ze
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sunek zastapien ontycznych do pewnych podstawowych pojeé¢ lingwistyki i
pokazemy, na czym polegaja réznice.

5.1. Zaczniemy od zacytowania wybranych okreslen dwoch pojeé¢ waznych
dla dydaktyki matematyki.

Metafora (synonim: przenosnia) to wystepowanie wyrazu w nowym zna-
czeniu laczacym sie ze znaczeniem realnym w sposdéb obrazowy, pla-
styczny i rozumianym poprzez odniesienie do znaczenia realnego (Stownik
jezyka polskiego PWN).

Metafora to stowo, wyrazenie, obraz lub opis uzyskujace nowe zna-
czenie przez odniesienie ich do rzeczy, z ktorymi sa kojarzone ze wzgledu
na jakies podobienistwo (Inny stownik jezyka polskiego PWN).

Metafory formalnie definiuje si¢ jako stwierdzenia, ktére w sensie do-
stownym sa falszywe, ale ktére jednak jasno przekazuja zrozumiale zna-
czenie (Gleason i Ratner, 2005, s. 202).

Zwroémy uwage na réznice miedzy powyzszymi okreSleniami: w pierwszym
metafora jest ,, wystepowaniem”, w trzecim jest ,,stwierdzeniem”; drugie okres-
lenie jest najogdlniejsze.

Metonimia (synonim: zamiennia) to figura stylistyczna polegajaca na
oznaczeniu przedmiotu za pomoca nazwy oznaczajacej inny przedmiot
zwigzany z poprzednim stosunkiem przyczyny do skutku, czesci do calo-
§ci, zawartosci do zawierajacego itp. (Stownik jezyka polskiego PWN ).
Metonimia to figura retoryczna tworzona per immutationem, czyli
przez zastapienie. Nie ma wlasciwie Scislej definicji metonimii. Zastapie-
nie nazwy jednego przedmiotu nazwg innego odnosi sie do wszystkich
figur, u ktérych podstawy lezy mechanizm substytucyjny. Metonimia
oparta jest na zaleznosciach miedzy przedmiotami rzeczywistosci poza-
jezykowej, okreslanych jako rézne rodzaje stycznosci. Metonimia w tym

ta relacja zachodzi. Referencje w znaczeniu wezszym ogranicza si¢ do nazw argumentowych
(np. imi¢ wlasne Stefan Jackowski) oraz do wyrazen takich, jak np. Prezes PTM w 2006 .,
tzn. wskazujacych pojedyncza osobe czy wyrézniony przedmiot. Banko (2000, s. XXXVI)
objasnia (w przypadku rzeczownika, np. fajtlapa) referencje jako odniesienie tego rzeczowni-
ka do konkretnej osoby lub rzeczy. W (Blackburn, 2004) znajduja sie hasta: odniesienie
(ang. referent) i odniesienie referencjalne (ang. reference), tam tez wspomniana jest kwestia,
czy odniesienie moze dotyczy¢ przedmiotéw abstrakcyjnych.

Ujmujac rzecz oczyma matematyka, widzimy, ze stosowane sa dwie gtéwne interpretacje:
(a) referencja to pojedynczy desygnat danej nazwy, tzn. dowolna rzecz (osoba, zjawisko
itp.), do ktérej nazwa ta sie stosuje; (b) referencja to zbidr desygnatéw, czyli denotacja,
extensio, zakres, oznaczanie (Bochenski, 1992, s. 61; Semadeni, 2002d, s. 165-167).

Na rozbieznosci terminologiczne naktada si¢ réznorodno$é perspektywy poszczegdlnych
dyscyplin. Filozofowie rozwazaja m.in. kwestie, czy w odniesieniu referencyjnym mozna do-
puscié réwniez przedmioty abstrakcyjne; wéwczas referencja nazwy /2 jest ta liczba. W kon-
tekscie sporu o platonizm pojawia si¢ pytanie, czy owa referencja istnieje i na czym polega
zwigzek odniesienia.
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ujeciu jest uzyciem wyrazenia niezgodnym z jego wtasna referencja. Me-
tonimia nie powoduje zmiany czy przesuniecia znaczenia wyrazen, lecz
modyfikuje ich referencje, co odréznia ja od metafory. Odmiang meto-
nimii jest synekdocha (ogarnienie), polegajaca na zastapieniu wyrazenia
o znaczeniu ogdlniejszym przez mniej ogélne lub odwrotnie, a zwlasz-
cza wyrazenia oznaczajacego calo$¢ przez wyrazenie oznaczajace czesé
(pars pro toto)?* lub odwrotnie (totum pro parte). Metonimia jest od-
chyleniem modyfikujacym strukture ciagu skladniowego. Powstaje ona
w wyniku niewypelnienia pozycji syntaktycznej przez wyrazenie seman-
tyczne zgodne z wyrazeniem pozycje te otwierajacym i przesuniecia do
niej innego wyrazenia. Nastepuje pogwalcenie semantycznych regut selek-
cyjnych: powstaje wyrazenie zlozone, ktérego sktadniki sa semantycznie
niekompatybilne. Metonimia nie tylko nie jest przesunieciem znaczenia,
ale nie jest takze przesunieciem referencji wyrazen. Przesuniecie naste-
puje jedynie w plaszczyznie formalnosyntaktycznej, co w tradycji reto-
rycznej utozsamiano z modyfikacja sensu lub referencji. Metonimia jest
jednym ze sposobéw (obok elipsy i kondensacji) tworzenia wyrazen o nie-
pelnym sensie, a wiec pozostawiajacych pewien luz informacyjny, ktéry
daje mniejsza lub wieksza swobode interpretacji [skrét opiséw zamiesz-
czonych w encyklopedii (Polanski, 1993, s. 330-331 i s. 532)].

Bauersfeld i Zawadowski (1987) podkreslili najwazniejsza réznice miedzy
omawianymi tu dwoma pojeciami (ktérej moze nie u$wiadomié sobie osoba
czytajaca przytoczone powyzej teoretyczne okreslenia, a nawet przyktady po-
dane w owych publikacjach).

Otoéz metafory sqg na ogol tworzone swiadomie; zazwyczaj zaréwno na-
dawca komunikatu, jak i odbiorca odczuwaja, ze tekstu nie nalezy rozumieé
dostownie?>. Metafory sa nieraz tworzone z duzym wysitkiem intelektu (np.
w poezji), ale tez takze — odwrotnie — bywaja tworzone w sytuacji, gdy
nadawcy brak odpowiednich stéw do przekazania swych mysli. Bywaja tez
tworzone woéwczas, gdy rozumienie tekstu u odbiorcy musi byé dopiero budo-
wane i przenosnia ma mu w tym pomébc, a wiec w sytuacji dydaktycznej.

W stynnym zdaniu Galileusza, ze wielka ksiega Wszech$wiata jest napisana
jezykiem matematyki, a jej alfabetem sg tréjkaty, kota i inne figury geome-
tryczne — metaforycznie uzyte sa stowa: , ksiega” i ,,alfabet” 2.

24 W przyktadach 2 i 9 funkcja sinus stuzy (w rozwazanym tam kontekscie) jako pars pro
toto funkcji trygonometrycznych lub funkcji w ogdle.

2 Dotyczy to tzw. metafor sensu stricto, zwanych tez metaforami aktualnymi lub meta-
forami Zywymi. Nalezy od nich odrézni¢ metafory genetyczne, ktére ongi§ powstaly jako
metafory, ale obecnie nie sa metaforami (Polanski, 1993, s. 329).

26 Oczywiscie matematyki nie da sie zredukowaé do roli jezyka nauki. Poglad, ze matema-
tyka to jedynie narzedzie innych nauk, nazywa si¢ instrumentalizmem lub instrumenta-
lizmem matematycznym (por. Wojtowicz, 2003, s. 35).
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Natomiast w przypadku metonimii nie ma na ogot Swiadomosci ich uzycia.
Tworzy si¢ je i odbiera zazwyczaj bezwiednie; zaréwno méwiacy jak stu-
chajacy nie sa $wiadomi, ze gdyby komunikat rozumie¢ dostownie, nie miatby
sensu (lub czasem zupelnie inny sens). Nastepuje przesuniecie referencyi, tj.
uzyty symbol lub nazwa odnoszg sie¢ do innego obiektu; zarazem na ogbt in-
tencja komunikatu jest catkiem jasna jest dla obu oséb. Na przyktad, student
méwi do drugiego: ,,Pozycz mi Bialynickiego” (jest to przesuniecie referencji:
autor—ksiazka).

Bauersfeld i Zawadowski podaja przyktady sytuacji, w ktorych metonimie
okazuja sie skuteczne dla przekazu jakiej$ mysli matematycznej, potwierdzajac
znany fakt, ze nie zawsze precyzyjne sformulowanie utatwia zrozumienie.

5.2. Pojecie metafory jest znane ogdtowi wyksztalconych ludzi. Metafory
czesto maja silne zabarwienie emocjonalne, jak np. przy poréwnaniu kobiety
do kwiatu. Metonimie — to raczej domena specjalistow; sa emocjonalnie obo-
jetne, niezauwazane. We wspolczesnej dydaktyce matematyki roli metafor po-
Swieca sie ogromnie duzo uwagi, metonimiom — stosunkowo niewiele, choé
bywaja zdradliwe — wladnie przez to, ze sg bezwiedne.

Terminologia matematyki zawiera liczne slady wczesniejszego, metaforycz-
nego pochodzenia wielu terminéw.

Kiedy logicy zaczeli badaé¢ status liter, fakt, ze pod taka litere mozna
podstawié¢ co tylko chcemy, mégl zasugerowaé termin zmienna, ale z za-
strzezeniem, ze jest to tylko metafora, poniewaz nie ma w tym nic, co
naprawde sie¢ zmienia. Byta to bardzo sugestywna metafora, jednak —
przywlaszczajac sobie termin ,,zmienna”, logicy poszli jeszcze krok dalej
w odzieraniu go ze znaczenia: zmienna nie jest nawet nazwa, chocby

wielowartosciowa. Jest tylko , pustym miejscem”, miejscem stuzacym do
przechowywania nazw (Freudenthal, 1985, s. 18).

Owe pierwotne metafory czesto byly zwiazane z ruchem lub z czynnosciami,
co wskazuje na ruchowe korzenie poje¢ matematycznych (zgodnie z teoria Pia-
geta) 1 na czynnoSciowe aspekty matematyki (Krygowska, 1977, s.81-128).
Méwimy: ,,funkcja rosnie”, ,,prosta jest styczna do okregu”, , obrét przeksztal-
ca figure A na B”, ciag dgiy do oo”, ,liczby zespolone sprzezone lezg syme-
trycznie wzgledem osi rzeczywistej”, ,,w tej sumie odpadajg wyrazy zawierajace
czynnik aj;”. Réwniez czes¢ terminéw nie wyréznionych w powyzszych przy-
ktadach pochyla czcionka ma podobne zrédlo. Wystarczy zreszta otworzyé
dowolny podrecznik, aby na kazdej niemal stronie znalezé terminy matema-
tyczne, ktére maja zréodlo w dawniejszych okresleniach metaforycznych, na
og6t dzi$ zapomnianych lub niezauwazanych (wywodzacych si¢ nieraz z greki
lub taciny). Wiekszo$é terminéw ma wprawdzie jednoznaczne definicje, ale
sporo zwrotéw spotykanych w publikacjach nie opiera sie zadnej definicji, lecz
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ma charakter zwyczajowy, utarty, sa zrozumiate jedynie dla oséb obytych ze
specyfika jezyka matematycznego?’ .

5.3. Wiadomo, ze na ogdl przy wielokrotnym powtarzaniu tego samego
zwrotu cztowiek ma naturalng tendencje do pomijania stéw bedacych stata
czescia tego zwrotu, jesli nie prowadzi to do nieporozumien. Zjawisko to lingwi-
Sci nazywaja elipsq (czyli, uzywajac polskiego synonimu: wyrzutnig). Polega
ono na opuszczeniu pewnych stéw w zdaniu, ktérego sens pozostaje oczywisty
na podstawie kontekstu (przy zastrzezeniu, ze to niewypelnienie opuszczonej
pozycji ma miejsce w strukturze zdania nie poddanej zadnym dodatkowym
przeksztatceniom). Chodzi o pominiecie elementu, ktéry wystepuje w kontek-
$cie poprzedzajacym (lub w nastepujacym), badZ pominiecie jakiego$ wyklad-
nika tredci, ktére jest oczywiste ze wzgledu na kontekst sytuacyjny. Elipsa jest
wlasciwa strukturze powierzchniowej zdania. Pojawia sie w zdaniach zaleznych
od kontekstu, nie pozostawiajac zadnego luzu informacyjnego.

Operacja odwrotna, stosowang przy analizie takich sytuacji, jest interpola-
cja, polegajaca na uzupelnieniu tekstu eliptycznego sktadnikami pominietymi
w wyniku usytuowania zdania w okre$lonym kontekscie (Polanski, 1993).

Metonimie na ogét sg poreczne, utatwiaja zwiezte komunikowanie sie; cza-
sem sg lepiej rozumiane niz precyzyjne sformutowanie, pod warunkiem jednak,
ze odbiorca zna kontekst. Stysze matematyka méwigcego: ,, Wybieram sig
na Banacha” i odbieram to dwustopniowo: najpierw interpretacja zdania elip-
tycznego: ,, Wybieram sie na ulice Banacha”, a to z kolei jest skrétem myslo-
wym zdania: , Wybieram sie¢ do Instytutu Matematyki Uniwersytetu Warszaw-
skiego, ktéry znajduje sie przy ulicy Banacha”. Jednakze — w innej sytuacji
— dana osoba moglaby mie¢ na mysli IM Uniwersytetu Lodzkiego znajdujacy
sie przy ulicy Banacha w Yodzi. Matematyk, ktéry nie styszal o tych adre-
sach, w ogdle nie zrozumie sensu zdania ,, Wybieram sie na Banacha”. Nalezy
podkresli¢, ze w owym zdaniu skrécenie wypowiedzi nie prowadzi do zadnej
zmiany pojeé; uczestnicy rozmowy Swietnie wiedza, ze ,,Banach”, ,ulica” i
»Instytut” to rozne obiekty. Jest to wiec zjawisko czysto jezykowe.

Kwestia ta nie jest jednak bynajmniej tak jasna w przypadku poje¢ ma-
tematycznych. Nawigzujac do przykladu 1, rozwazmy po kolei wyrazenia:

2TW popularnej prezentacji (Lakoff i Johnson, 1988) przyjeta jest bardzo szeroka
koncepcja metafory, wychodzaca znacznie poza okreslenia podane powyzej. Szczegdlnie pod-
kreslona jest tam rola dawnych metafor w naszym mys$leniu i w tworzeniu wielu pojeé, takich
jak np. ,,w goére”. Wyrodznili oni metafory konwencjonalne, na ogét nie dostrzegane, trakto-
wane jak zwykle zwroty, nadajace strukture systemowi pojeciowemu wlasciwemu naszej kul-
turze, oraz metafory, ktére powstaly jako wytwor wyobrazni i tworczosci. Owo metaforyczne
zrodto wielkiej liczby wyrazen jezykowych, stato sie dla tych autoréw podstawa kwestiono-
wania m.in. ,mitu obiektywnosci nauki”.
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»punkt P, ktérego wspoélrzednymisa (z,y)”, ,,punkt P o wspélrzednych (z,y)”,
,punkt (x,y)”. Pierwsze dwa sa synonimiczne. Trzecie wyrazenie poczatkowo
moze by¢ traktowane jako eliptyczna forma drugiego. Gdy staje sie konstruk-
cja trwala, ma juz wyrazny charakter metonimii. Jednakze tak dlugo, jak
dlugo jest to jedynie forma wypowiedzi osoby $wiadomej, ze P i (x,y) sa
réznymi obiektami, mozna méwié¢ jedynie o metonimii, a wiec o zjawisku je-
zykowym. Natomiast pojawienie si¢ zastapienia ontycznego, tzn. przejécie
od (*) do (**) w przykladzie 1 to zmiana pojeciowa.

Nieporozumieniem byloby wnioskowanie z podanego powyzej opisu, ze za-
stapienie ontyczne jest wynikiem zjawisk jezykowych. Zrédlem tego zasta-
pienia jest doswiadczenie setek (jesli nie tysiecy) przejsé od P do (z,y)
(i odwrotnie) dokonywanych w trakcie najprzer6zniejszych aktywnosci mate-
matycznych, rozwigzywania zadan oraz refleksja nad nimi. Nawyki jezy-
kowe w tym przypadku sprzyjaja zastapieniu ontycznemu, ale nie sa jej
sprawca. Znanych jest zreszta wiele sytuacji, w ktérych nawyki jezykowe
wplywaja hamujaco na przejscie do nowszych poje¢ matematycznych.

Metonimia moze prowadzi¢ do nieporozumien, gdy nadawca komunikatu
nie jest $wiadomy przesuniecia referencji, a odbiorca nie spotkal sie z takim
zastapieniem. W szczegélnosci tak sie zdarza w przypadku poje¢ matematycz-
nych, gdy co$ zostaje okreslone myslowym skrétem uniwersyteckim, oczywi-
stym np. dla studentéw i niezrozumialtym dla uczniéw.

5.4. Typowym przyktadem skrétu eliptycznego byto ongi$ zastapienie wy-
razenia ,, wielko$¢?® niewiadoma” przez pojedyncze stowo ,niewiadoma”:

(8) ,wielko$¢ niewiadoma” —— | niewiadoma”

lub ,,liczba niewiadoma” —— , niewiadoma”. Stowa ,,wielkos¢”, ,liczba” staly
sie domyélne, ich braku nie zauwaza sie?”. Nastapila stopniowa (w rozwoju
historycznym) zmiana sktadniowa i zmiana leksykalna. Stowo ,,niewiadoma”
pojawia sie obecnie jako podmiot zdan matematycznych, takich jak: ,nie-
wiadoma wystepuje po obu stronach réwnania’.

Odwotujemy sie tu do funkcji tego stowaw zdaniu, gdyz kryteria mor-
fologiczne zawodza: cho¢ stowo ,niewiadoma” przeksztalcito sie w rzeczownik,
odmienia sie nadal jak przymiotnik. Zachowany zostal przy tym rodzaj zenski
nawet w zdaniach takich jak ,niewiadoma jest tu wektor”, cho¢ samo stowo

,wektor” jest rodzaju meskiego®’.

28 Por. np. Les grandeurs inconnues u Cramera w 1744 r. (Juszkiewicz, 1977, s. 72).

2% Nie dotyczy to szkoly podstawowej, a zwlaszcza nauczania poczatkowego, gdzie przez
dlugi czas konieczne jest systematyczne uzywanie pelnych wyrazen: ,liczba niewiadoma”,
»linia prosta”. Niestety juz w podrecznikach dla III klasy zdarza si¢ wprowadzanie terminu
»brosta” od razu jako rzeczownika, bez dodania niezbednego dla dziecka stowa ,linia”.

30 W Slowniku jezyka polskiego PWN hasto ,,niewiadoma” jest wlaczone w opis przymiotni-
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Analogicznych terminéw wywodzacych sie z pierwotnej elipsy mozna przy-
toczy¢ wiele: [funkcja] pochodna, [wielko$é] zmienna, [linia] prosta (w nawia-
sach kwadratowych podajemy tu interpolacje, wstawiamy opuszczone stowo).
Stowo ,prosta”, ktore poczatkowo okreslalo pewien typ linii, stalo sie rze-
czownikiem, synonimem wyrazenia ,linia prosta”’. Rzeczownik ,linia” zanikl
tez w innych terminach geometrycznych takich jak ,styczna”, ,,symetralna”,
y,dwusieczna”. O tym, czy takie terminy sa traktowane jako rzeczowniki, jako
przymiotniki czy sa traktowane chwiejnie, Swiadczy ich miejsce w skorowi-
dzu nazw umieszczanych na konicu podrecznika. Na przyklad w (Stark, 1951)
stowo ,,styczna” jest samodzielnym hastem; nie ma go wérdéd rozmaitych przy-
miotnikow towarzyszacych hastu , prosta”. Stowo ,potegowa” nie wystepuje
tam samodzielnie, znajdujemy jedynie hasto ,prosta potegowa” (wynika to
zapewne stad, ze pojecie prostej potegowej jest rzadziej uzywane i matema-
tycy nie czuli potrzeby stalego skracania tego wyrazenia). Natomiast stowo
,biegunowa” wystepuje w owym skorowidzu dwukrotnie: raz samodzielnie,
drugi raz przy hasle , prosta’.

Powyzej opisane zjawisko opuszczenia rzeczownikéw w sytuacjach typu (8)
przeszto do struktury gtebokiej zdania. Stracito swoj eliptyczny charakter, na
co wskazuje fakt, ze wiaze sie¢ z trwala zmiang znaczenia towarzysza-
cego przymiotnika (w okreslonym, specyficznym konteksécie matematycznym).
Wszystko te cechy tego zjawiska razem $wiadcza, ze (8) nie jest metonimia.

Fraz eliptycznych w wypowiedziach matematycznych jest wiele. Rzadziej
spotyka sie je w podrecznikach, gdyz autorzy staraja sie pisa¢ pelnymi zda-
niami. Pojawiaja sie w mowie, na wykltadzie, np. wyrazenie ,funkcja ciagta
na [0,1]” jest skrécona forma wyrazenia ,funkcja ciagta, okreslona na [0, 1]”
(stowo ,,na” nie wiaze sie tu z okredleniem , funkcja z X na Y”).

5.5. Rozwazania z 5.1-5.4 sluza jako wstep do omoéwienia roli metoni-
mii w powstawaniu zastapien ontycznych. Chcemy zarazem uwypukli¢ réznice
miedzy tymi pojeciami i podjaé¢ sie proby wytyczenia delikatnej granicy, po
ktorej przekroczeniu metonimia przeksztalca sie w zastgpienie ontyczne.

ka ,,niewiadomy”, z uwaga: ,,w uzyciu rzeczownikowym”. W Innym stowniku jezyka polskiego
PWN ,niewiadoma” figuruje jako osobne hasto z informacja: rzeczownik zenski, odmienny
jak przymiotnik. Uzycie przymiotnika w funkcji rzeczownika nazywa si¢ substantywizacjq
przymiotnika (Polanski, 1993), od tac. substantivum — rzeczownik.

Stowo ,,niewiadoma” przeszlo z matematyki do jezyka potocznego i jest rodzaju zenskie-
go nawet w zwrotach takich, jak ,,wynik glosowania pozostaje niewiadomsa”, choé¢ ,, wynik”
jest rodzaju meskiego. By¢ moze ma to zwiazek z tym, ze wszystkie trzy stowa: ,,wielkos¢”,
»1l08¢” 1 |liczba” sa rodzaju zenskiego. W jezyku francuskim stowa , grandeur” i ,,quantité”
sa rodzaju zenskiego, a ,nombre” — meskiego; w kontekscie potocznym wystepuja dwa rze-
czowniki: ,inconnu” (meski) i ,inconnue” (zeriski), analogicznie do polskich rzeczownikéw
»chory” i ,chora”, w matematyce za$ uzywa si¢ jedynie zenskiego rzeczownika , inconnue”.
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PRZYKEAD 12. Przeanalizujmy zwrot ,,prosta y=2x+5" i kolejne etapy
zmiany jego sensu, gdy tego typu zdania sa wypowiadane w rozmaitych kon-
tekstach przez dtugi okres czasu, np. przez studenta. Ograniczamy sie do plani-
metrii.

(I) W poczatkowej fazie powyzszy zwrot jest po prostu skrétem jezykowym.
Wynikiem interpolacji powyzszego zdania jest pelne okreslenie np. ,,prosta opi-
sana réwnaniem y=2z+5", powstale przez dodanie domyslnych stéw , opisa-
na réwnaniem” (lub np. , przedstawiona réwnaniem”). W rozwinietym zdaniu
stowa ,,opisana réwnaniem” mozna pominaé, jesli stuchacz jest wystarczajaco
zorientowany. Dodajmy, ze interpolacje nalezy odréznia¢ od merytorycznego
wyjasnienia sensu zdania typu ,, zbior punktow (x,y) spelniajgcych to réwnanie.
Dyskutowane tu opuszczenie dwoch stéw jest wiec poczatkowo zjawiskiem
czysto jezykowym.

(IT) W efekcie systematycznego uzywania opisanej powyzej elipsy pojawia
sie metonimia. Réwnanie staje si¢ jakby nazwa tej prostej.

(ITI) Systematyczne pojawianie sie takiej metonimii moze (ale nie musi)
spowodowaé réwniez modyfikacje pojeé, ktérych dotyczy. Po setkach po-
wtérzen w mysleniu studenta réwnanie moze stopniowo, niezauwazalnie staé
sie tozsame z geometryczng prosta. Wprawdzie gdy przeglada sie polskie pod-
reczniki algebry liniowej i analizy, nie zauwaza sie, by nastapito tu zastapie-
nie ontyczne, nie pojawia sie (zadeklarowana lub ukryta) identyfikacja ,,pros-
ta to réwnanie”, w praktyce tak sie jednak nieraz méwi i zapewne nieraz
tak tez sie¢ (nie w pelni Swiadomie) mysli. Jezyk podrecznikéw jest przeciez
bardziej formalny niz spontaniczne myé$lenie, podlega tez wolniejszym zmia-
nom. 7 drugiej strony, podreczniki algebry liniowej w znacznym wieckszym
stopniu wykorzystuja jezyk podprzestrzeni liniowych i funkcjonatéw.

Tak wiec wyraznemu zastapieniu ontycznemu ,,punkt ~~para liczb” (opi-
sanemu w przykladzie 1) nie towarzyszy réwnie wyrazne zastapienie on-
tyczne ,,prosta~~sréwnanie”’, przynajmniej na poziomie standardowych kur-
sow uniwersyteckich. Wyraznym wyjatkiem jest tradycyjna geometria rzuto-
wa, gdy przedstawiana jest we wspoirzednych jednorodnych?!.

W jakimkolwiek uktadzie wspolrzednych rzutowych na plaszczyznie kaz-
da prosta mozna przedstawi¢ rownaniem

w11 + ugs +uzzs =0, gdzie ), |ui| > 0.

31 Wspétrzednymi jednorodnymi punktu (z,y) w R? sa: (z,y,1) oraz wszystkie tréjki
(Az, Ay, \), gdzie A € R i A#0. Sg to punkty wlasciwe plaszczyzny rzutowej. W innym
ujeciu wspéhrzednymi jednorodnymi nazywamy stosunki z:y:1 (Stark, 1951, s.170). Punk-
ty postaci (Az, Ay, 0) to punkty niewla$ciwe, czyli punkty w nieskoriczonosci, odpowiadajace
stosunkom z:y:0. Tych stosunkéw nie nalezy interpretowaé jako ilorazéw, lecz jako skrét
myslowy, stwierdzenie istnienia niezerowego mnoznika przeprowadzajacego jedna tréjke na
druga.
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Jesli w tym réwnaniu wspélezynniki ug zamienimy na liczby proporcjo-
nalne do nich, to otrzymamy te¢ sama prosta. Rownania tego ksztaltu
okreslaja wiec odpowiednios¢ wzajemnie jednoznaczng miedzy prostymi
na plaszczyznie a stosunkami wj:us:ug. Stosunki te nazywamy wspdl-
rzednymi plickerowskimi prostej (...)

Wobec tego rownanie pierwszego stopnia wzgledem wspoélrzednych
prostej

w11 + ugws +uzxs =0, gdzie ), |ux| >0,

przedstawia zbior prostych przechodzacych przez punkt o wspoélrzed-

nych aj:as:a3. Dlatego nazywamy je réwnaniem punktu (Stark, 1951,
s.423-424).

Jest to punkt wyjscia dualizmu miedzy punktami plaszczyzny rzutowej
o wspélrzednych jednorodnych (z7,z9,23) a prostymi rzutowymi o wspél-
rzednych (uq,ug,us). Réwnanie ujxi+usxs+uszrs=0 ma postaé¢ symetrycz-
na. Spelnienie tego réwnania znaczy, ze punkt (z1,z2,z3) lezy na prostej
(u1,ug,us) iprosta (u,us,us) przechodzi przez punkt (zi,xe,xs). Interpre-
tacja tego réwnania jako réwnania prostej badz jako réwnania punktu zalezy
od tego, ktére z liczb 1, 29,23 iliczb w1, uo, us uwaza sie za stale, a ktore za
zmienne. Dzigki tej symetrii kazdemu twierdzeniu geometrii rzutowej mozna
przypisaé twierdzenie dualne, zastepujac stowo ,,punkt” przez stowo ,prosta”
i odwrotnie, stowo ,,prosta” przez stowo ,,punkt”, oraz dokonujac niezbednych
adiustacji stylistycznych.

Caly powyzszy wywod ma tu jeden cel: pokazanie kontekstu, w ktorym
Stark (1951, s. 432) i Borsuk (1964, s. 281-293) ezplicite uzywali zwrotu ,,pros-
ta (u1,usg,us), naturalnie u nich brzmiacego. Tak wiec zastapienie ontyczne
(prosta rzutowa ) ~~ (ciag (u1,u2,us)) jest potencjalnie mozliwe.

5.6. Podsumowujac powyzsze wywody, mozna stwierdzi¢, ze podstawowe
rozréoznienie miedzy metonimia a zastapieniem ontycznym dotyczy tego, czy
wyrazenie typu ,prosta y=2x+5" jest uwazane przez nadawce (badz od-
biorce) komunikatu za jedynie skrét pelniejszego wyrazenia (wéwczas jest
to elipsa lub metonimia, a wiec zjawisko jezykowe), czy tez jest sklonny
identyfikowaé prosta z jej rownaniem i wtedy mamy zastapienie ontyczne,
a wiec zjawisko dotyczace pojed, a nie tylko sposobu ich werbalizowania.

6. Przesuniecia redukcjonistyczne i zmiana znaczenia. Kwestie do-
tyczace redukcjonizmu w matematyce byly dyskutowane w (Semadeni, 2002b,
s.97-99). Obecnie ujmiemy to z perspektywy zastapien ontycznych.

Przypomnijmy, ze Freudenthal (1991, s, 20) wprowadzil (na przykladzie
czworoscianu) pojecie struktur ubozszych i struktur bogatszych wyrdznionych w
tym samym obiekcie. Ogdlnie biorac, przejscie od struktury ubozszej X’ ziden-
tyfikowanej w obiekcie o nazwie X do struktury bogatszej X” w obiekcie X
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(np. od ,,zbiér Z liczb catkowitych” do ,grupa Z liczb catkowitych” lub do
,Dierscien Z liczb catkowitych”), a takze przej$cie odwrotne — to zastapienia
ontyczne, na ogot ukryte. Wydobycie ich na powierzchnie i zwerbalizowanie
moze niepotrzebnie zagmatwacé sytuacje i ma sens jedynie wtedy, gdy jest to
do czego$ wyraznie potrzebne. Najwlasciwsze jest trzymanie takich zastagpien
gdzies w tle.

6.1. Istota redukcjonizmu jest dazenie do oparcia calej matematyki lub
jakiejs jej czesci na mozliwie malej liczbie pojeé wyjsciowych lub na mozliwie
prostych zasadach ogdlnych3?. Na przyklad idea Kartezjusza pozwolila na zre-
dukowanie geometrii do algebry. Nicig przewodnia konstrukcji opisanych w
3.1-3.5 byto zredukowanie pojecia liczby zespolonej do pojecia liczby rzeczy-
wistej, pojecia liczby rzeczywistej do pojecia liczby wymiernej itd. az do liczb
naturalnych. Z kolei pojecie liczby naturalnej, a posrednio calg klasyczng ma-
tematyke usitowano zredukowaé do teorii mnogosci. Przyktady te pokazuja, ze
jedna z naczelnych zasad redukcjonizmu jest swiadome stosowanie zastapien
ontycznych do pojeé teorii bedacej przedmiotem takich zabiegéw. Za tendencje
redukcjonistyczng mozna tez uznaé dazenie do sprowadzenia calej matematyki
do teorii aksjomatycznych.

Wszystkie te programy badawcze odegraty bardzo pozytywna, fundamen-
talna role w rozwoju matematyki. Jednakze absolutyzowanie takich redukcji
okazatlo sie szkodliwe, zwtaszcza dla nauczania szkolnego.

Szczegbdlng uwage nalezy zwrdcié na te postaé redukcjonizmu, ktéra przyj-
muje formalistyczny postulat pozbawiania poje¢ matematycznych ich znaczenia
i sprowadza je wylacznie do wasko interpretowanych definicji. Dobrym tego
przyktadem jest pojecie liczby naturalnej, bedace synteza wielu réznych jej
aspektéw: kardynalnego, porzadkowego, miarowego i innych (przeglad litera-
tury z tym zwiazanej mozna znalezé w Semadeni, 2004a, s. 151-154). Wszyst-
kie te aspekty nalezy odrzucié, jesli sie chce otrzymac ,czyste”, pozbawio-
ne znaczenia pojecie liczby naturalnej, np. w ramach aksjomatyki Peano.
Nasuwa sie pytanie, czy mozna mowié¢ o zastapieniu ontycznym nyp~~-nqy,
gdzie nieformalny symbol ny, oznacza liczbe naturalna n wraz z jej aspek-
tami, bogata w znaczenie, a ny oznacza te sama liczbe naturalnan uboga,
pozbawiona znaczenia (rozréznienie: bogate—ubogie pochodzi od Freudentha-
la, 1991, s. 20).

6.2. Wroémy do pojecia wektora (przyktad 8a). Bedziemy teraz rozwazaé
wylacznie wektory zwiazane (umiejscowione). Mozna rzec, ze pojecie: ,,wektor”

32 Dydaktycznym odpowiednikiem takich tendencji byty usitowania stworzenia jednolitej
koncepcji, na ktérej opieraloby sie cale nauczanie rozwazanego dziatu (np. utamkéw); prze-
konanie, ze takie eleganckie podejscie jest mozliwe do zrealizowania, bylo iluzja (por. 3.4).
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ma sie tak do pojecia: ,,odcinek”, jak ,,08 liczbowa” do ,,linii prostej”. W stynnej
ksiazce (Courant i Robbins, 1998, s.109) wektor to odcinek skierowany. Stark
(1951) pisze, ze wektor to odcinek PQ z nadanym zwrotem i ze to wymaga
podania, ktéry z punktéw P, ) uwaza sie za poczatek, a ktéry za koniec wek-
tora; podobne okreslenie znajduje sie w encyklopedii (Brynski et al., 1997).

Obiekty: wektor i para punktéw wyznaczaja sie wzajemnie jednoznacznie,
wiec wielu autoréw je utozsamia (jakkolwiek nie wszyscy, por. przyklady 8a—
8b). Chod¢ intuicje geometryczne zwiazane z wektorem nie sa identyczne z intui-
cjami zwigzanymi z para punktoéw, zastapienie pierwszego z tych pojeé drugim
redukuje liczbe rozpatrywanych poje¢. Zamiast dwéch mamy jedno. Stanowi
to zastapienie ontyczne (wektor) ~ (para punktéw ), czesto pomijane mil-
czeniem. Autorzy ograniczaja sie do formalnej deklaracji (bez komentarza,
bez umotywowania), ze wektor to para punktéw (niektérzy przywiazuja przy
tym nadmierng wage do precyzyjnej definicji wektora, nie zauwazajac, ze w
przypadku osi ten sam problem traktuja oni jedynie intuicyjnie).

7. Zastapienia a kwestia platonizmu®?® w matematyce. Nie nalezy

interpretowaé faktu uzywania w tej pracy przymiotnika ,,ontyczny” jako akcep-
tacji jakiego$ okreslonego stanowiska w kwestii natury i istnienia rozwazanych
bytéw matematycznych. Analizujemy jedynie powszechnie przyjeta prakty-
ke matematykow.

7.1. Przedstawione tu wywody majg sens zarowno w przypadku postawy
platonistycznes, jak i innej. Mozna przyjaé, ze owe byty sa niezmienne w cza-
sie i istnieja obiektywnie, niezaleznie od ludzkiej cywilizacji (bez wzgledu na

33 Termin platonizm w odniesieniu do matematyki wprowadzit Bernays (1986); filozofowie
uzywaja raczej terminu realizm. Bernays omoéwil pewne tendencje tego typu. ,,Platonizm”
jest terminem wieloznacznym. Ogdlnie okres$la on koncepcje filozoficzne, ktérych wspdlng
cechg jest to, ze postulujg jakie$ bezczasowe, niezmienne, niezalezne od ludzkiej wiedzy ist-
nienie idealnych obiektéw matematycznych. Wiele oséb zwracalo uwage, ze poglady tego
typu maja ogromny wplyw zaréwno na nauczanie matematyki, jak i na badania z dydaktyki
matematyki (Sfard, 1998). Specyficznie ujal to Thom (1974b, s. 136): Matematyk przypisuje
sens kazdemu zdaniu, co pozwala mu zapomnied, jakie jest miejsce tego zdania w jakiejkolwiek
istniejgcej sformalizowanej teorii. Sens nadaje temu zdaniu status ontologiczny, niezalezny
od jakiejkolwiek formalizacji. Znaczy to, ze sens (meaning) jest zrédlem dla ontologii mate-
matyki. Mac Lane (1986, s. 447) krétko opisal cztery, znaczaco rézniace si¢ wersje platonizmu
(wymienione w Semadeni, 2005, s. 301). Piata, skrajna wersja jest platonizm mmnogosciowy,
zgodnie z ktérym a) cala matematyke mozna sprowadzié¢ do teorii mnogosci, b) wszystkie
zbiory w hierarchii aksjomatycznej teorii Zermelo-Fraenkla istnieja obiektywnie. Mocne ar-
gumenty wskazujace na niewlasciwosé a) i przyktady ktopotéw z b) podal Mac Lane (1981).
Argumenty za realizmem mnogo$ciowym przedstawil Wojtowicz (1999), a Wéjtowicz (2003)
to préba podsumowania sporu realizm-antyrealizm w filozofii matematyki. Kluczowe zna-
czenie platonizmu dla rozwoju matematyki podkresla Krél (2006), ktéry analizuje tez wiele
rodzajéw platonizmu.
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to, czy kto$ je odkryl lub nie). Mozna jednak réwnie dobrze przyjaé sta-
nowisko konceptualistyczne, uwazajac, ze obiekty matematyki sa wylacznie
twory psychiczne i istnieja jedynie w umyslach ludzi (w tym duchu wypo-
wiada sie Biatynicki-Birula, 2007). Mozna wreszcie przyja¢ stanowisko Quine’a
(2000), zwane zobowigzaniem ontologicznym lub zaangazZowaniem ontologicz-
nym, zgodnie z ktérym fakt uzycia kwantyfikatora 3 (lub jakiego$ jego stow-
nego odpowiednika, jak np. w stwierdzeniu: istnieje liczba z taka, ze 22 =2)
to wprowadzenie do ontologii danej teorii postulatu istnienia danego obiektu
(por. Wojtowicz, 1999, s. 22-25).

Analizy prezentowane w tej pracy pokazuja, jak trudna jest obrona kon-
sekwentnego platonizmu, jesli chce si¢ uwzglednié cale bogatwo niuanséw roz-
maitych potencjalnych bytéw w szeroko rozumianej matematyce. Pomy$lmy
o przykladzie 1 i zalézmy, ze X' oznacza dowolny punkt P na plaszczyz-
nie, a X” — odpowiajaca mu pare (z,y). Czy kazdy z trzech obiektéw: X',
X'UuX" X'&X"w (a), (8), (7) (w 2.1) ma mie¢ osobne, obiektywne istnie-
nie? Pomnoézmy to przez liczbe sposob6éw konstruowania liczb rzeczywistych z
liczb naturalnych oraz liczb naturalnych w jezyku teorii mnogosci! Czy obiekty
Tintuic, 7D 1 m¢ (rozwazane w notce 14) istnieja jako trzy rézne byty? Czy w
tym platonskim $wiecie istnieje tylko jedna liczba m, czy jest ich wiele, m. in.
powyzsze trzy?

7.2. W tych samych jednak wywodach platonicy moga znalezé argumenty
za swoimi racjami, za potwierdzeniem istnienia abstrakcyjnych obiektéw ma-
tematycznych, nie majacych lokalizacji czasoprzestrzennej, nie oddziatujacych
przyczynowo, niezaleznych od $wiata fizycznego i od dziatalnosci poznawczej
ludzi. Coz bowiem nadawatoby jednos$é tylu wariantom pojeé i modeli dotycza-
cych tego samego, waznego pojecia (np. liczby rzeczywistej =) i skad bralaby
sie pewno$¢, ze owe utozsamienia sa stuszne, pomimo wszystkich meandréw
jezykowych i definicyjnych, jesli za tym nie stalby idealny, obiektywny, dosko-
naly byt: ,liczba rzeczywista”, ktérych ziemskimi reprezentacjami i modelami
zajmuja sie matematycy?

Przedstawione w tej pracy rozwazania nie pozwalaja na wyciggniecie wy-
raznych wnioskow za lub przeciw platonizmowi w matematyce. Trafniejsze
wydaje sie wyjasnienie wspomnianej wyzej jednodci pojeciowej w inny spo-
sob: wszelkie utozsamienie dwoch formalnie réznych obiektéw i przekonanie o
stusznosci tego utozsamienia ma swe oparcie we wspolnej idei glebokiej, ktérej
one odpowiadaja.

8. Podsumowanie. Stynny, wielokrotnie cytowany aforyzm: Matematyka
jest sztukq nadawania tej samej nazwy réznym rzeczom (Poincaré, 1911, s. 20)
podkresla jedna z najwazniejszych cech matematyki. Jej sita, jej uniwersalnosé
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biora sie stad, ze jedno i to samo pojecie moze by¢ stosowane w bardzo rézno-
rodnych sytuacjach. Jednakze aforyzm Poincarégo bywa rozumiany w sposéb
nadmiernie uproszczony, znieksztatcajacy jego sens.
W zblizonym kontekscie Freudenthal podkreslit negatywne strony forma-
listycznej sztywnosci myslenia w zastosowaniach pozamatematycznych.
Wrzucanie do jednego worka pojeé¢ réznego pochodzenia, uzywanie jed-
nej nazwy dla rzeczy, ktore, pozbawione falbanek. okazuja sie niczym sie
od siebie nie réznié, jest jedna z waznych wlasciwosci naszej dziatalno-
$ci matematycznej. (...) wicksze ujednolicenie jest pierwszym warunkiem
glebszego zrozumienia i ciaglego postepu (...) Matematyczny puryzm —
wielce wartosciowy w matematyce — jest wymuszonym i niezbyt zado-
walajacym jezykiem z chwila, gdy wychodzimy poza matematyke (Freu-
denthal, 1985, s.19-20).

Zastapienia ontyczne mogag wystapi¢ zaréwno w sytuacjach, w ktorych dys-
tans semantyczny®* miedzy X’ and X” jest znikomy, np. przy przejéciu od
miejsca zerowego funkcji f (rozumianego jako pojedyncza liczba xg) do punktu
(0, 0) przeciecia wykresu tej funkcji z osia = (druga cze$é przyktadu 7a), jak
i w sytuacjach, w ktérych ten dystans jest bardzo duzy, np. w zastapieniu
P~y (z,y) (przyklad 1). Ciekawym zjawiskiem jest to, ze niektérzy auto-
rzy bardzo starannie odrézniaja np. obiekty (z¢,0) i xg, ktérych dystans se-
mantyczny jest zaniedbywalny, i jednoczesnie traktuja punkt P za tozsamy z
para (x,y), chociaz dystans semantyczny miedzy tymi obiektami jest olbrzy-
mi: P nalezy do geometrycznego continuum (i zarazem do $wiata conceptual-
embodied w sensie Talla, 2004), natomiast para (z,y) wywodzi sie ze Swiata
wielkosci dyskretnych i ich zbioréw (i zarazem ze $wiata proceptual-symbolic
w sensie Talla).

W pracy staraliémy sie podkresli¢ zasadnicza réznice miedzy podejéciem:
obiekt X’ mozna utozsamié¢ z obiektem X” a podejSciem: obiekt X'
jest identyczny z obiektem X" (p. 4.1-4.2). ZwracaliSmy zarazem uwage
na lokalny charakter zastapien ontycznych; dotycza one na ogdt pewnej czesci
matematyki. Trudnosci dydaktyczne nieraz wynikajg z absolutyzowania takiej
konstatacji ,,jest identyczny”, ze zbyt schematycznej, sztywnej interpretacji
tego, ze X' =X".

Zastapienia ontyczne sa wazna cecha matematyki, Zrodlem jej sity i sku-
tecznosci. Czeéé z nich jest tak spontaniczna i naturalna, ze jest niezauwazalna,
totez fakt pojawienia sie ich w rozwoju historycznym mozna stwierdzi¢ dopiero
z odpowiednio dtugiej perspektywy. Inne zas moga jawi¢ sie — zwlaszcza w
przypadku rozwoju indywidualnego dziecka — jako co$ sztucznego czy nawet
jako przeszkoda poznawcza.

34 Metaforycznego okredlenia ,,dystans semantyczny” uzyt Thom (1974a, s.123).
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Wiadomo, ze wszelka zmiana sposobu reprezentacji pojecia matematyczne-
go na ogot sprawia osobom uczacym sie¢ powazne trudnosci. Podobne, a moze
jeszcze wigksze trudnosci mogg sprawiaé zastapienia ontyczne.

Nie nalezy jednak przywiazywaé nadmiernej wagi do kwestii tych zasta-
pien. Nieunikniona w matematyce jest wieloznacznosé¢ pewnych terminéw i
symboli. Gdyby bylo to Zrédlem rzeczywistych trudnosci, wprowadzono by
nieodzowne zmiany. Dzieki takim zastapieniom pojecia i twierdzenia moga by¢
elastycznie stosowane w roznorodnych kontekstach. Trzeba tylko zrewidowacé
mit, ze w matematyce wszystko da sie okresli¢ jednoznacznie i precyzyjnie,
czego — szczegdbdlnie w odniesieniu do materiatu szkolnego — domaga sie wiele
0s6b.

Nie wynika stad bynajmniej jakas zawodno$é¢ czy niepewno$é¢ matematyki.
Znaczy to tylko tyle, ze jej obraz jest bardziej zawiklany, niz to, co prezentowali
ongis reformatorzy nauczania szkolnego i co silnie tkwi w $wiadomosci wielu
nauczycieli akademickich. Sztywne formalizmy nie usuwaja trudnosci, nieraz
pietrza nowe. Jedynie nalezyte rozumienie wlasciwego sensu pojeé i operacji
matematycznych pozwala na swobodne ich stosowanie pomimo niejednoznacz-
nosci i ujawiajacych sie zastapien ontycznych (a moze wlasnie dzigki nim).
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Replacing objects of mathematics by other objects
with the same name

Summary

The purpose of the paper is to introduce and analyse the following conception: by
an ontic shift X'~~~ X" we mean an (explicit or hidden) replacement of a mathe-
matical object X’ called X by a different object X” which is also called X and is to
play the role of X’. If X’ and X" are sets, then X’'# X" means that these sets are
different in the usual sense. Otherwise X’ and X" may stand for basic concepts of
mathematics such as, e.g., point, straight line, natural number, addition of natural
numbers, (standard) real number, set, ordered pair, and then X’'#X" is interpreted
in terms of the Leibniz principle of indiscernibility.

Several examples from secondary and college mathematics are discussed starting
with the ontic shift P~ (z,y), where a point P of the plane is replaced by a pair
(x,y) of real numbers, also called a point; an angle ¢ (thought of as a geometric
figure) is replaced by its measure which is also denoted by ¢; a number (natural,
integer, etc.) is replaced by a sophisticated set; a real number a is replaced by the
complex number (a,0), and so on.

We distinguish three types of ontic shifts: («) object X' is replaced by X", and X’
is discarded; () object X’ is replaced by a conglomerate X' UX" of two alternatively
and flexibly used objects X’ and X"; () object X’ is replaced by a new object which
is a mental synthesis X’& X" integrating features of X’ and X".

What is crucial in ontic shifts is the change of approach: X’ may be identified
with X" by declaring that: X’ is the same as X"”. For example, “a function may be
identified with a set of pairs” is replaced by “a function is the same as its graph”,
i.e., a function becomes a set of pairs. In turn, a set of pairs of real numbers may be
identified with a geometric figure. If such ontic shifts were composed, a function such
as, say, x+sinz would be the same as a geometric figure.

Such arguments show that ontic shifts are often local in the sense that they apply
only to a certain part of mathematics and composition of two identifications may
be unacceptable. A point in R? may be replaced by the corresponding vector and
one may say: “A point is the same as a vector”. Also a vector may be replaced
by the corresponding translation and then we may say that “A vector is the same as
a translation”. This identification, however, is not transitive. To see that the statement
“point is the same as translation” is unacceptable imagine a student who is asked
“How do we define a translation of 3D-space?” and answers: “A translation is an
arbitrary point of the space”.

The paper also deals with distinguishing between ontic shifts and metonymies and
with the delicate border between two phenomena: (a) a change of the linguistic form,
and (b) replacing one mathematical object by another.

Although labelling different objects with the same name does not fit the stereo-
typical image of mathematics, ontic shifts are its significant feature. They should be
used in an elastic way, with proper understanding of the concepts involved. However,
if such shifts are introduced prematurely, they cause serious didactical troubles.
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nalezy dolaczy¢ zaswiadczenie dziekana, potwierdzajace fakty, o kto-
rych mowa w punkcie 2, oraz o$wiadczenie autora pracy o zgloszeniu
jej na konkurs. W o$wiadczeniu nalezy tez podaé¢ adres, umozliwia-
jacy Jury skontaktowanie sie z autorem po rozstrzygnieciu kon-
kursu.

5. Nagrody przyznaje Jury Konkursu, powolywane przez Komitet Redak-
cyjny Dydaktyki Matematyki na okres dwuletni. Jury moze opierac sie
na opiniach zaproszonych do wspoélpracy specjalistow.

6. Jury moze zaprosi¢ autora ztozonej pracy do wygloszenia 30—minutowego
referatu na jej temat i udzialu w dyskusji.

7. Jury przyznaje nagrody ufundowane przez PTM oraz przez stowarzysze-
nia naukowe, instytucje i osoby prywatne.



