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Warszawa
Liczydla planszowe — analiza struktury matematycznej
i propozycja dydaktyczna
| 4
WSTEP

Liczydia planszowe robia w ostatnich 15 latach biyskotliwg ka-
riere w nauczaniu dzieci. Dydaktyéy matematyki posdwiecajg im
wiele uwagi, mozna by rzec, ze temat stal sie modny. Prowadzone
s liczne badania, zmierzajace zazwyczaj w jednym z dwdch kie-
runkéw: badZ to - opracowywania nowych, coraz bardziej wyrafino-
wanych w formie, typéw liczydei, badZ to - wynajdowania metod
wykonywania skomplikowanych obliczed (np. pierwiastkowania) 1lub
rozwazania wymy$lnych probleméw arytmetycznych (np. rachunkdéw
W systemie pozycyjnym o podstawie -2). Zaniedbywane sg natomiast
watki bardziej elementarne, byé moze uwazane - jak sadze, nie-
siusznie - za mniej wazne lub matematycznie nieinteresujace.
Podejmujgc jeden z takich watkéw chciatabym na wstepie pod-
kre$lié, ze - moim zdaniem - najbardziej wartos$ciowe dydaktycz-
nie sj liczyda najprostsze, édyé na nich doskonale uwidacznia-
Ja sie pewne prawidiowosdci arytmetyczne, zaciemniane w przypadku
bardziej skomplikowanych liczydet przez ich specjalng strukture.
Z kolei, wéréd rozmaitych obliczed mozliwych do wykonania na
liczydtach planszowych, za najbardziej istotne z punktu widzenia
.pPotrzeb matematycznego ksztaXcenia dzieci uwazam proste rachunki
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7
na matych liczbach. Sadze, ze liczydta - wbrew skojarzeniom,

jakie budzi ta nazwa - nie powinny byé w dydaktyce matematyki
traktowane jako przyrzad do ulatwiania liczenia. Trzeba na nie
spojrzeé zvzupelnie innej strony i to wtadnie prdébujeg zrobié
w niniejszym artykule. .

Ponizej przedstawiam teoretyczna analize liczydei plangzo-
wych pewnego typu oraz przykladowa propozycje wykorzystania ich
w pracy z dziedmi.

Rozwazania teoretytzne zawieraja:

- opis rdéznych sposobéw przedstawiania liczb i wykonywania
czterech dziatan aryLmetycznych na liczydtach wraz z
analiza arytmetycznych i algebraicznych aspektéw tych
obliczer, ‘ '

- zmatematyzowany model psychologicznego systemu Operacji
my$lowych odpowiadajgcych obliczeniom wykonywanym przez
dzieci na liczydtach,

- interpretacje ”inform@tyczna" liczydia jako abstrakcyj-
nej maszyny wykonujacej obliczenia.

Natomiast propozycja dydaktyczna dotyczy pigcioetapowego
ciagu éwiczer, ktéry wiedzie od uczenia sie "zwyklych" obliczen
arytmetycznych na liczydtach, poprzez kodowanie ruchu pionkéw
za pomocg umownych symboli (ustalanych wspdlnie z dziedmi) _
i protokolowanie (w sposéb analogiczny do protokotowania partii
szachéw), do przewidywania i "programowania" przebiegu obliczen
dla konkretnych liczb (np. dodawania 5+ 7) oraz préb ukiadania
ogblnego algorytmu dla danego typu obliczed (np. dodawania dwu
dowolnych liczb).
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1. ARYTMETYKA LICZB- NATURALNYCH NA LICZYDLE PLANSZOWYM
"DZIESIATKOWYM"

l.1. Liczydto Hasslera Whitneya

Liczydiem nazwiemy kazde urzadzenie stuzace do przedstawiania
liczb w umowny sposdéb za pomoca kamieni (kulek, koralikéw, pion-
kéw itp.) oraz do wykonywania dziaad (co najmniej dodawania

i odejmowania) na tak przedstawionych liczbach za pomocg mani-

pulacji tymi kamieniami. Termin liczyd}o planszowe oznacza li-

czydto majace postaé planszy, na ktdrej ustawia sie guziczki
lub pionki.

Istnieje wiele rodzajéw liczydel planszowych (por. Puchal-
ska, Semadeni 1976). Najpopularniejszym z nich, rozpowszechnionym
takze w polskiej szkole, jest liczydio opisane przez Papy’ego
(1968), znane pod nazwg minikomputera Papy’ego.
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90000 [9000 {900 |90 ]

80000 {8000 {800 (80 8

70000 (7000 (700 |70 7

60000 [6000 [600 (60 |6
50000 (5000 (500 [SO |5

40000 {4000 |400 |40 4

30000 |3000 (300 30 3

20000 {2000 }200 {20 2

10000 [1000 (100 |10 1

Rys. 1

Nieco mniej u nas znane, choé niewgtpliwie warte rozpropa-
gowania, jest liczydlo wprowadzone do nauczania dzieci przez
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Hasslera Whitneya (1970), ktdre bede dalej nazywadé liczydlem
Whitneya. Jego zalete stanowi matematyczna przejrzystod$é i pros-
tota budowy planszy, ktdrg jest po prostu pokratkowana kartka
papieru (rys. 1).

Liczby wpisane w kratkach, czyli na polach planszy, ozna-
czaja przypisane tym polom warto$ci. Plansze mozna w razie po-
trzeby rozszerzadé zardéwno w lewo, dodajac kolumny: setek tysiecy,
miliondéw itd., jak i w prawo o kolumny utamkowe: czedci dziesig-
tych, czedci setnych itd. - zaleznie od tego, jaki zakres licz-
bowy chcemy objaé.

Liczydio Whitneya jest typu addytywnego, tzn. pionki usta-

wiane na planszy reprezentujg liczby w nastepujacy sposéb:

1° pojedynczy pionek stojacy na polu o wartodci "i" przed-

stawia liczbe "i"; .

2° jezeli na planszy stoi wiecej niz 1 pionek, to liczbg
reprezentowang przez te wszystkie pionki razem jest suma liczb

przedstawianych przez poszczegélne pionki.

W pracy tej rozpatruje liczydla planszowe oparte na nieco
zmody fikowanej idei H.Whitneya, a przede wszystkim liczydio zwa-
ne umownie licéydlem dziesigtkowym, ktdére stanowi wariant addy-

tywno-pozycyjny liczydia Whitneya.

1.2. Budowa liczydla dziesigtkowego. Przedstawianie liczb na

liczydle
Liczydto dziesigtkowe, ktdre dalej bede nazywaé po prostu liczyd-

¥em, stanowi polaczenie idei Papy'’ego z idea Whitneya: z Papy'ego
wzieta jest koncepcja oddzielnych tabliczek odpowiadajacych rze-
dom systemu dziesigtkowego, a z Whitney- - wartodéci liczbowe
przypisane polom na tabliczce.

Pojedyncza tabliczka liczydta dziesigtkowego ma ksztait
wydiuzonego prostokata podzielonego na dziesieé jednakowych pdl
oznaczonych liczbami od 1 do 10 (rys. 2). Liczby te, zwane
wartodciami pdl, bede tez czasem traktowaé jako numery, uzywa-

jac okreglenia "i-te pole" zamiast "pole o wartogci i". Pola
tabliczki moga byé - tak, jak to jest na minikomputerze Papy’ego
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Wf(s | 87615143 ]2]1

Rys. 2

- pomalowane na kolory klockdéw Cuisenaire’a odpowiadajace przy-
jetym wartos$ciom liczbowym. UXatwia to w pewnej mierze orientac-
je, ale nie jest konieczne; zupeinie dobrze petnig swojg role
tabliczki jednobarwne. Na kazdym polu tabliczki teoretycznie
mozna postawié dowolnie duzo pionkéw; w praktyce liczba tych
pionkdéw jest oczywidcie ograniczona rozmiarami planszy. Nie wol-
no natomiast stawiadé pionkdéw na liniach oddzielajacych poszcze-
gélne pola.

Rozstawiajac pewng liczbe pionkdéw na tabliczce liczydla
z zachowaniem powyzZszej zasady otrzymujemy uklad pionkéw na tab-

liczce. Dopuszcza sig tez uktad pusty.

Matematyzacja pojecia ukladu pionkdw jest pojecie stanu
tabliczki, zdefiniowane nastepujgco: Stanem pola nazwiemy liczbe
pionkéw stojacych na tym polu. Stan tabliczki jest wyznaczony

przez stany jej wszystkich pdél i moze byé rozumiany jako ciag
dziesieciowyrazowy (ai), i=1,...,10, gdzie a; oznacza licz-
be pionkéw na i-tym polu. Stan tabliczki przy pustym ukiadzie
ptonkdéw nazywamy stanem zerowym.

Z kazdym stanem tabliczki zwigzana jest liczba zwana zawar-
togcia tabliczki lub wartogcig ukladu pionkdéw na tej tabliczce.
Liczbe te dla stanu s =(ai), i=1,...,10, okreslamy nastepu-

jaco:

1° Zawarto$cia i~tego pola jest iloczyn jego stanu przez jego

wartosdé, tj. liczba i-ai;

Zawartogcig tabliczki jest suma zawartos$ci wszystkich pdl,

10
i=1

tj. liczba E iai.
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Innymi siowy, przyporzadkowanie ukladowi pionkdéw jego war-
tosci odbywa sie w nastepujacy sposdb:

1° kazdy pionek potozony na i-tym polu przyjmuje wartodé i;

2° wartogé ukiadu pionkéw jest sumg wartodci wszystkich pionkdéw
nalezacych do uktadu;
3° wartogé ukiadu pustego jest rdéwna zero.

Zamiast "wartos$¢ ukladu pionkéw" bede tez czasem méwid
"liczba przedstawiana (lub: reprezentowana) przez uktad pionkéw".

Umawiamy sie (podobnie jak w przypadku minikomputera
Papy’ego), ze wprowadzajac druga tabliczke liczydta traktujemy
ja jako tabliczke dziesigtek, tzn. pionek na jej i-tym polu
przyjmuje warto$é 10i (i dziesiatek). Tabliczke dziesigtek
ktadzie sig na lewo od tabliczki jednodci lub nieco powyzej.
Analogicznie wprowadza sie w razie potrzeby tabliczke setek,
tysiecy itd. Liczydlo dziesigtkower ma wigc charakter addytywno-
-pozycyjny. '

Rozszerzajgc w naturalny sposdéb pojecie uktadu pionkéwfﬁa
wiekszg liczbg tabliczek mozna w ogélnym przypadku zdefiniowad
stan liczydia, ktdéry jest wyznaczony przez stany wszystkich tab-

liczek i da sie opisaé macierzg (aij), i=1,44.,10, 3=0,...,k-1,
.gdzie k oznacza liczbe uzytych tabliczek (w teoretycznych roz-
wazaniach liczba k moze byé dowolnie duza). Wéwczas zawartog-

ciag liczydia jest

k-1 . 10
£ 107 - & icags .
j=0 i=1 J

Przedstawieniem (lub reprezentacijag) liczby n na liczydle

nazwiemy kazdy uklad pionkéw, ktdérego warto$é jest réwna n.
Oczywisdcie, kazda liczba naturalna ma swoje przedstawienie na
liczydle, i to na ogét wiecej niz jedno. WSréd wszystkich mozli-
wych przedstawien liczby n wyrdézniamy dwa nastepujace:

(a) przedstawienie kardynalne - w postaci ukladu n pionkéw

na polu 1 tabliczki jednog$ci. Odpowiada to sumie 1+1+...+1:
n razy
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G
(b) przedstawienie standardowe - w postaci odpowiadajacej

cyfrowemu zapisowi w systemie dziesigtkowym.

Dla k-cyfrowej liczby n bedzie to wigc przedstawienie
za pomocg uktadu co najwyzej k pionkéw ustawionych na k tab-
liczkach w taki sposdb, ze na kazdej tabliczce stoi co najwyzej
jeden pionek i na kolejnych tabliczkach sg przedstawione kolejne
cyfry liczby n (taki uklad pionkdéw nazwiemy ukltadem standar-
dowym) .

Przedstawianie standardowe zawsze istnieje i jest jedno-
znaczne, gdyz kazda liczba jednocyfrowa ma jednoznaczne przed-
stawienie za pomocg co najwyzej jednego pionka. Dla przykiadu:
rysunek 3 pokazuje standardowe przedstawienie liczby 805 na
liczydle (tabliczka dziesigtek jest pusta).

109 |8|7]|6{S5[43]2]1] [10]19}|8(7|6|S]4[3[2]1] |0]9|8|7]|6]|51413]|2]1

Rys. 3

1.3. R6zne metody dodawania i odejmowania na liczydle

Jak juz wspomniatem, na liczydle dziesigtkowym mozna wykonywad
cztery dziatania arytmietyczne za pomoca odpowiednich manipu-
lacji pionkami. Ponizej przedstawig metody dodawania i odejmo-
wania, a w 1.5 - mnozenia i dzielenia.

W ponizszych opisach przyjmujg, ze dzialanie jest wykonane,
gdy zawarto$é liczydia zostala zmieniona w odpowiedni sposdb
(tzn. zwiekszyla sie lub sie zmniejszyta o odpowiednia liczbe).
W praktyce na ogdét wykonuje sie jeszcze czynnoéci dodatkowe,
ktére w okreslony sposéb porzadkujg uktad pionkéw na liczydle,
nie zmieniajac przy tym jego zawartosci. Czynnosci te opisze
w paragrafie 1.4.

Istnieja dwie naturalne metody dodawania na liczydle: meto-

da, ktéra nazwiemy chifczykowa oraz metoda dostawiania pionkdw.
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W praktyce zwykle uzywa sig drugiej z nich, pierwsza jest - jak
sie wydaje - stosowana mato albo wcale, nie wspomina tez o niej
literatura. To przeoczenie jest tym dziwniejsze, ze metoda chiﬁ-i
czykowa jest w pewnym sensie pierwotna i w niektdérych przypad-
kach wygodniejsza.

Nazwa metody chifAczykowej pochodzi, oczywidcie, od popu-
larnej gry "Czlowieku, nie irytuj sie!", zwanej tez "Chificzy-
kiem", podczas ktdrej nalezy przesuwaé pionki na planszy o dang
liczbe krokéw. Tutaj podobnie.

Dodawanie chificzykowe polega na bezpo$rednim wykorzysta-

niu faktu, Ze przesuniecie pionka o jedno pole w lewo (na tab-
liczce jednos$ci) oznacza dodanie do zawartosdci liczydia licz-
by 1. Wobec tego dziatanie "+n" mozna zrealizowaé wykonujac
n krokdéw w lewo (stale na tabliczce jednodéci). Istotne jest,

ze te n krokéw nie musi byé wykonane jednym pionkiem, mozna
poruszyé dwa lub wiecej spodréd pionkéw stojacych na tabliczce,
a nawet mozna wprowadzidé nowe, traktujac przesuniecie pionka
spoza tabliczki na pole 1 jako jeden krok (przyjmujemy natural-
ng, umowe, ktdéra bedziemy stale stosowad, ze obszar na zewnatrz
wszystkich tabliczek traktujemy jako wspdélne pole o wartodci
zero) . Trzeba tylko zachowadé tgczng liczbe n krokéw. Na przyk-
tad, majac dany uktad ﬁionkdw taki jak na rysunku 4a mozna
wykonaé "+12" nastepujqco: 3 kroki pionkiem A (z pola 7 na

10/98|7|6{5[4{3]2]1

® ® (a)
&g 918|7(6[5({&{3({2]1
(b)
® ©
10/9(8(7]6|5[4(3(2]1
ol® ® (c)
’ ) Rys. 4

pole 10), 6 krokéw pionkiem B (z pola 4 na pole 10),

3 kroki nowo wprowadzonym pionkiem C (z pola 0 na pole 3) -
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razem 12 krokdéw w lewo, co doprowadza do sytuacji takiej jak
na rysunku 4b. Inna mozliwo$é to wykonaé 10 krokéw pionkiem C
oraz 2 kroki pionkiem A; otrzymamy wtedy uktad pionkdéw taki,
jak na rysunku 4c, ktdérego wartoéé jest réwna wartodci uktadu
2z rysunku 4b i o 12 wieksza od wartos$ci uktadu z rysunku 4a.
Majac dany uktad pionkdéw na kilku tabliczkach, mozemy do
wykonania dodawania chiniczkowego w rzedach wykorzystaé fakt, ze
na Jj-tej tabliczce krok w lewo oznacza "+10j", np. "+12"
mozna wykonaé za pomocg jednego ruchu w lewo na tabliczce dzie-
sigtek i 2 ruchdéw na tabliczce jednosdci.
Dodawanie metodg dostawiania opiera sie na tym, ze dosta-

wianie pionka na i-tym polu zwieksza o i =zawarto$é liczydia.
Dodawanie "+n" wykonuje sie wiec dostawiajac na planszy dowol-
ny uktad pionkdéw majacy warto$é n. Zauwazmy, ze aby dodaé

w ten sposéb dwie liczby, wystarczy ustawié na liczydle uktad
pionkéw przedstawiajacy pierwszy skladnik i dostawié ukiad
przedstawiajgacy drugi sktadnik. Majac dane przedstawienie obu
sktadnikdéw, mamy tym samym dane przedstawienie sumy: wystarczy
patrzedé na pionki jak na jeden ukad.

Odejmowanie mozna wykonywadé na liczydle co najmniej trzema
sposobami. Obok metody chirniczykowej oraz metody zdejmowania,
bedacej odwrdceniem dodawania przez dostawianie, metoda trzecia
polega na dostawianiu liczby przeciwnej. Powszechnie stosuje sie
niemal wylacznie te ostatnig metode, choé - pomimo niewatpliwych
waloréw dydaktycznych - jest ona najmniej naturalna, gdyz wymaga
zmiany interpretacji podstawowych pojegé, zwigzanych z liczydlami,
takich jak warto$é uktadu pionkéw, przedstawienie liczby itp.
Metody te opisze w kolejnogci, w jakiej zostaly wymienione.

Odejmowanie chirczykowe polega na wykonaniu na liczydle

odpowiedniej liczby krokdéw w prawo: jeden krok w prawo (na tab-
liczce jednoéci) o¢znacza odjecie jedynki od zawartoéci liczydia.
Podobnie jak przy dodawaniu, wazna jest tgczna liczba krokdw,
nie musza byé wszystkie wykonane jednym pionkiem. Wprowadzenie
nowych pionkéw nie jest dozwolone (z pola 0), a wigc dziaZanie
"-n" Jjest wykonalne tylko wtedy, gdy zawarto$¢ liczydia jest
nie mniejsza niz n. W razie potrzeby mozna przenosi¢ pionki

z pola 1 tabliczki dziesiatek na pole 10 tabliczki jednosci,
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lecz przeniesienie takie nie jest uwazane za krok w prawo, gdyz
nie zmienia zawartodci liczydla (podobnie przeniesienie pionka
w przeciwnym kierunku nie jest uwazane za krok w lewo).

Odejmowanie metodg zdejmowania polega na zdjeciu z planszy

uktadu pionkéw o odpowiedniej wartogci. Wykonanie tg metoda
dziatania "-n" jest oczywis$cie mozliwe tylko przy zawartosci
liczydta nie mniejszej niz n i wymaga uprzedniego przedstawie-
nia tej zawartodci w postaci uktadu pionkéw zawierajgcego pod-
uktad o wartodci n.

Odejmowanie za pomocg dostawiania liczby przeciwnej wykonuje

sie nastepujgco: Aby od danej liczby m odjgé liczbe n,
dostawiamy (w jaki$ umowny sposdb) wyrdézniony ukiad pionkdéw

o wartodci n interpretujgc carog$é jako przedstawienie rézni-
cy m-n. Tak wigc pionki wchodzgce w skiad odjemnika przyjmu-
ja umownie wartog$ci ujemne; doktadniej: pionek na polu i przyj-
muje warto§é -i. Réwnoczednie pionki odjemmej maja nadal war-
todci dodatnie (okredlone tak, jak poprzednio). Dopuszczenie
dwéch rodzajéw pionkdéw wymaga zmiany sposobu opisu stanu liczyd-
‘ta, gdyz stan pojedynczego pola jest teraz okreslony przez pare
(ai, bi) liczb, z ktérych pierwsza okregla liczbe pionkéw
"dodatnich", a druga - liczbe pionkdéw "ujemnych” na tym polu.
Pocigga to za sobg zmiane sposobu obliczania zawartosci liczyd-
Ya, ktdre teraz wyraza sie dla pojedynczej tabliczki liczba

10
Li-1

i (ai-bi).

Powyzsze teoretyczne rozwazania sa na szczegdcie zbedne

w praktycznych &éwiczeniach wykonywanych przez dzieci. Uczniowie
przedstawiajg na liézydle réznice m-n w taki sposdéb, ze usta-
wiaja liczbe m pionkami jednego koloru (np. biatego), liczbe

n - pionkami drugiego koloru (np. czarnego) i pamietaja, ze obec-
nie nie nalezy sumowaé wartogci wszystkich pionkéw (jak to sie
robito uprzednio), lecz wartodci pionkéw biatych trzeba dodawaé,
a wartosci pionkdéw czarnych trzeba odejmowaé. W dalszym ciagu
manipulacji, ktére sa przeprowadzane tak, by nie zmienié zawar-
tosci liczydita (patrz opis w 1.4), dzieci daza do wyeliminowania
czarnych pionkéw i przedstawienia liezby m-n 2za pomocag tylko
pionkdéw biaiych (dobieramy przyktady, w.ktérych m>n).
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1.4. Uklady i stany rdéwnowazne

W dalszym ciggu rozwazah uzywam okresleri: uklad pionkdéw, stan
liczydta itd. w znaczeniu pierwotnie zdefihiowanym, tj. bez
wartoéci ujemnych. Ewentualna zmiana interpretacji bedzie kazdo-
razowo sygnalizowana.

Rozpatrujemy liczydio o ustalonej liczbie tabliczek.
W zbiorze wszystkich mozliwych uktaddéw pionkdéw na tym liczydle
oraz w zbiorze wszystkich mozliwych standéw tego liczydta wprowa-

dzimy nastgpujace relacje réwnowaznosci:

Dwa uklady pionkéw sg rdéwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy |,

majg te samg wartosdé.

Dwa stany liczydta sg réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy

sg wyznaczone przez réwnowazne uktady pionkdéw.

Réwnowazne uktady pionkdéw sa przedstawieniami tej same]
liczby. Poniewaz czasem jedno przedstawienie liczby moze byé
wygodniejsze niz drugie, interesowaé nas bedzie, jakie manipu-
lacje pionkami pozwalajg na przejscie od danego ukiadu do ukia-
du rdéwnowaznego.

Ogdélnie biorac, zmiana stanu liczydla moze by¢é dokonana
w wyniku nastepujacych manipulacji (zmieniajgcych zawartos$é lub
nie):

(a) stawianie pionkéw na planszy lub ich zdejmowanie

z planszy;

(b) przesuwanie pionkéw z jednych pdl na inne pola tej

samej tabliczki;

(c) przenoszenie pionkéw na inng tabliczke.

Mozna przy tym zauwazyé, Ze:

"A. Poruszajac para pionkéw w obregbie jednej tabliczki
(dowolnego rzedu) w taki sposdéb, ze jeden z nich przesuwa sig
0 pewna liczbe pdl w lewo, a drugi o te samg liczbe pdl w prawo,
nie zmieniamy zawartogci liczydta. Przesuwanie takie jest do- ‘
puszczalne réwniez wtedy, gdy w jego wyniku jeden z pionkdéw

przechodzi z pola o warto$ci 1 w prawo poza tabliczke, na
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obszar umownie przyjety jako wspdlne pole zerowe dla tabliczek
wszystkich rzeddéw, lub - odwrotnie - wchodzi z pola "zero" na
pole 1. Nie mozna natomiast przesuwaé w lewo pionka stojacego
na polu o warto$éci 10. Dla tabliczki jednodci manipulacje takie

odpowiadaja rdéwnodci:
a+b=(a+m + (b-m dla a,b,mE€N,

przy oczywistym zalozeniu, 2ze nie przekraczamy lewego brzegu
tabliczki, czyli a+m<10 i b-m>0 (dla tabliczek wyzszych
rzedéw trzeba w powyzszym wzorze pomnozyé m przez odpowiednig

potege liczby 10).

B. Przenoszac pionek z pola 10 dowolnej tabliczki na po-
le 1 tabliczki nastepnego rzedu lub dokonujac takiego przenie-
sienia w odwrotnym kierunku nie zmieniamy zawartos$ci liczydia.
Czynnogé ta odpowiada zamianie dziesieciu jednostek nizszego
rzedu na jedng jednostke rzedu wyzszego lub odwrotnie.

Zauwazmy dla porzadku, ze bezpodrednie zastgpienie kilku
sposrdéd stojacych na planszy pionkdéw przez jeden pionek o tej
samej wartos$ci takze zachowuje zawartoéé liczydia, lecz mani-
pulacije takie, w ktdérych obliczenia wykonuje sie w "gtowie",
a na planszy ustawia tylko gotowe wyniki, wykluczam z dalszych
rozwazan jako dydaktycznie chybione. Szkoda by byXo czasu na
uzywanie liczydta w taki sposdéb. Jezeli czesto $wiadomie pro-
ponujemy postuzZenie sie liczydiem dla wykonania rachunku, ktéry
dziecko potrafiloby przeprowadzié w pamieci, to dlatego wtasnie,
ze interesuje nas nie wynik, lecz sam tok obliczania: badanie

wystepujacych zwigzkdéw arytmetycznych i weryfikowanie zaobser-
wowanych prawidiowo$ci. Takie podejécie, w ktdérym wykonanie
obliczenia staje siQ'czymé w rodzaju gry 2z okreslonymi reguta-
mi, jest daleko bardziej ksztalcace, poniewaz wéwczas pytanie
"dlaczego to sie zgadza ?" wyzwala pasje poznawczg dziecka
w znacznie wiekszym stopniu niz pytanie "ile to jest 2"
Podstawowe znaczenie dla praktycznego posiugiwania sie 1li-
czydtem ma mozliwoéé otrzymania z dowolnego uktadu pionkdéw réw-
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nowaznego uktadu o wygodniejszej postaci. Mozliwo$é ta wynika
.

z nastepujgcego twierdzenia:

TWIERDZENIE. Dowolny uktad pionkéw na liczydle mozna prze-
prowadzié w réwnowazny ukltad standardowy za pomocg

skonczonego ciagu manipulacji typu A 1lub B.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze jezeli na pewnej tablicz-
ce stoja dwa rézne pionki, to rozsuwajac je w sposéb opisany
w A o maksymalna mozliwa liczbe pdél musimy otrzymaé co najmniej

jedng z nastepujgcych sytuaciji:

- Jjeden z pionkéw dotrze do pola 0, co eliminuje go z tab-
liczki i z dalszych rozwazan; 1lub

- Jjeden z pionkdéw dotrze do pola 10, co pozwala go prze-
nieéé na pole 1 nastepnej tabliczki.

Poniewaz rozpatrujemy wytacznie skoficzone uktady pionkéw,
jest jasne, Ze po zastosowaniu tego postepowania skoriczong ilosé
razy (byé moze takze do rdéznych tabliczek) na kazdej z tabliczek

pozostaje co najwyzej jeden pionek.

WNIOSEK. O0Od dowoinego przedstawienia liczby naturalnej na
liczydle mozna przej$é do kazdego innego jej przedsta-
wienia za pomocg skoniczonego ciggu manipulacji typu
A lub B.

Przyjmujac manipulacje opisane w A i w B za reguly
ustalajace dozwolone sposoby poruszania pionkami na planszy li-
czydta, uzyskujemy mozliwo$é "porzadkowania" pionkéw tak, by po
zakoniczeniu danego obliczenia jego wynik byl przedstawiony
w najwygodniejszej dla nas postaci. Zazwyczaj dazymy do uzyska-
nia przedstawienia standardowego, gdyz z niego najtatwiej od-
czytaé otrzymang liczbe.

Rozpatrzmy teraz przypadek liczydta z pionkami "ujemny-
mi" i "dodatnimi". W tej sytuacji reguly A i B obowiazujg nadal,
lecz tylko w odniesieniu do kazdego rodzaju pionkéw’z osobna.
Ponadto mozna zaobserwowad dalsze prawidlowoéci dot?czqce "mie-

szanych" par pionkéw:



156 Ewa Puchalska

C. Dostawiajgc na dowolnym polu dowolnej tabliczki liczyd-
¥a dwa pionki przeciwnych znakdéw, lub zdejmujac z dowolnego pola
taka pare pionkéw, nie zmieniamy zawartodci liczydta. Dzieci
méwig, ze takie dwa pionki "zbijajg sie" wzajemnie. Odpowiada to
réwnosgci:

a+ (-a) = 0.

D. Przesuwajac w obrebie jednej tabliczki (dowolnego rze-
du) dwa pionki rdéznych znakéw o te samg liczbe pdl w lewo lub
w prawo (oba pionki w tym samym kierunku), nie zmieniamy zawar-
todci liczydta. Dla pary (a,b) pionkéw na tabliczce jednodci
odpowiada to rdéwnogciom:

a-b

I

(a+m) - (b+m),

a-b (a-n) - (b-n)

(dla m,n takich, ze liczby a+m, b+m, a-n, b-n sa nie
wieksze niz 10 i nie mniejsze niz 0). e
Okres$lajac krdétko uktad, w ktSrym wystepujg pionki o war-

todciach dodatnich i ujemnych, mianem ukladu mieszanego, a ukiad

sktadajgcy sie z pionkéw jednakowych znakdéw mianem uktadu jedno-
rodnego, mozemy sformuiowaé nastepujgce twierdzenie:

TWIERDZENIE. Kazdy mieszany ukad pionkdéw na liczydle
mozna przeprowadzié w réwnowazny ukiad jednorodny za
pomocy skornczonego ciggu manipulacji typéw A, B lub
C, a takze za pomocg manipulacji typéw A, B lub D.

Dla dowodu pierwszej czedci twierdzenia zauwazmy, ze wys— -
tarczy za pomoca manipulacji typu A i B doprowadzié oddziel-
nie poduktad "dodatni" i oddzielnie poduktad "ujemny" do posta-
ci kardynalnej, a nastepnie "zbijadé" kolejno wszystkie mieszane
pary. .

W drugim przypadku, jezeli na danej tabliczce sg dwa pionki
réznych znakéw, nalezy przesuwaé je w kierunku zera, az do wye-
liminowania jednego z nich. Jezeli pionki rdéznych znakéw znajduja
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sie na réznych tabliczkach, nalezy sprowadzié je na wspdlng tab-
liczke stosujgc manipulacje typéw A 1lub B.

Powyzsze twierdzenie zapewnia efektywna wykonalno$é odejmo-
wania metoda dostawiania przeciwnego skiadnika wraz z mozliwo-

$cig przedstawienia wyniku w postaci standardowej.

1.5. Mnozenie i dzielenie na liczydle

Mnozenie przez liczbe jednocyfrowg wykonuje sie zazwyczaj jako

wielokrotne dodawanie. Poslugiwanie sie przy tym metoda chinfczy-

kowa jest mozliwe, ale niewygodne (do$é zmudne i niezbyt ksztax-
cace) . Natomiast zastosowanie metody dostawiania daje bardzo

sugestywne "rozmnazanie" pionkdéw, np. aby pomnozyé przez 3 licz-
be przedstawiong danym ukladem pionkéw, zastepujemy kazdy pionek

trzema pionkami na tym samym polu (rys. 5).

10{9(8|7(6|5({413]2]1 <3 10{9(8]7|6]5]{4(3]2]1
[e) lo) —— (o] o
o ol
o o]
Rys. 5

Druga metoda mnozenia polega na przej$ciu przez postaé kar-

dynalng: najpierw definiujemy mnozenie jedynki przez liczbe jed-
nocyfrowa n jako przeniesienie pionka z pola 1 na pole o war-
toéci n. Aby pomnozyé przez n dowolng liczbe, przedstawiamy
ja w postaci kardynalnej i wykonujemy mnozenie jedynki odpowied-
nia liczbe razy. Na przykad, jezeli liczbe 6 przedstawiong jed-
nym pionkiem na polu 6 chcemy ta metoda pomnozy¢ przez 7, zamie-
niamy pionek z pola 6 na 6 pionkdéw na polu 1 i "skaczemy" tymi
pionkami na pole 7. Otrzymujemy 6 pionkdéw na polu 7. Metoda
"rozmnazania" databy 7 pionkéw na polu 6.

Cgdlnie biorac, postepowanie przy mnozeniu liczby m przez

liczbe n metoda rozmnazania mozna zapisaé w postaci:

n
m-——m+m+... +m ,
n skXadnikdéw
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a metody skakania poprzez pole 1 w postaci:

“n

m-—— 1+1+...+1 —— n+n+...+n .
——————
m skiadnikdéw m sktadnikdw

Przy pewnej wprawie mozna zrezygnowad z kazdorazowego prze-
chodzenia przez pole 1 i mnozgc np. 6 przez 7 wykonywadé w my$li
zamiane na postaé kardynalng, a manipulacyjnie zamieniaé od razu
1 széstke na 6 siddemek.

Mnozenie przez 10 polega na przeniesieniu kazdego pionka
danego ukladu na odpowiednie pole nastepnej tabliczki. Podob-
nie: mnozenie przez 100 to przeniesienie o dwa rzedy, przez
1000 - o trzy itd.

Mnozenie przez dowolng liczbe mozna uzyskaé sktadajac
powyzsze operacje, np. aby pomnozy¢ przez 37, mnozymy przez 10
i przez 3, oprécz tego mnozymy przez 7 i wyniki dodajemy.

Dzielenie wykonuje sie odwracajgc postepowanie przy rozmna-
zaniu pionkdéw lub przy skakaniu poprzez pole 1. Wymaga to przy-
gotowawczych czynnos$ci polegajacych na przeksztalceniu danego
uktadu pionkdéw w uktad réwnowazny tak, aby pionki gromadzilty sie
badZ to na polach o odpowiednich wartodciach, badZ to w zbiory
o odpowiedniej liczebnodci.

.

Mozna tez wykonywadé dzielenie (przez mate liczby) za pomoca
wielokrotnego odejmowania chinfczykowego, zaznaczajac pionkiem na
oddzielnej tabliczce "wynikowej", ile razy juz odjeto. Metoda ta
jest najtatwiejsza pod wzgledem wykonywanych manipulacji, a przy
tym pogiebia rozumienie sensu dzielenia i -jako taka - wydaje
sie godna polecenia.

Z wyzej wymienionych metod wykonywania mnozenia i dzielenia
na liczydach, powszechnie znana i stosowana jest metoda mnoze-
nia przez rozmnazanie pionkdéw. H.Whitney (1970) opisuje takze
dzielenie metodg odwrotng do rozmnazania (tj. za posrednictwem
gromadzenia pionkéw w zbiory o liczebnodci réwnej dzielnikowi)
oraz metodeg wielokrotnego odejmowania. Druga metoda mnozenia nie
byta dotad stosowana (a przynajmniej nie ma o tym wzmianki w dos-
tepnej mi literaturze), odwrotna za$ do niej metoda dzielenia
za podérednictwem gromadzenia pionkéw na polach o odpowiedniej
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wartodci zostata po raz pierwszy opisana w (Puchalska, Semadeni)
i (Puchalska, 1977).

2. ARYTMETYCZNE I ALGEBRAICZNE ASPEKTY RACHUNKOW NA LICZYDLE

Opisane metody wykonywania czterech dziatan na liczydle przeana-
lizuje teraz z punktu widzenia ich miejsca w systemie szkolnej
nauki o dziataniach arytmetycznych.

Podobnie jak pojecie liczby stanowi synteze kilku aspektéw,
tak rdéwniez pojecie dzialania ksztattuje sige w umysle dziecka
w wyniku syntezy rozmaitych sposobdéw realizacji i interpretacji
procesu wykonywania tego dzialania. Liczydto jest dobrym przy-
rzadem dla pokazania i pordéwnania rdéznych sposobdéw podejscia do
dziaYar arytmetycznych, gdyz stosowane tu metody wykorzystuja
rézne mozliwo$ci traktowania zardéwno samego dziatania jako ope-
racji, jak tez liczb wystepujacych w roli argumentdw.

2.1. Dzialania chiniczykowe i aspekt porzadkowy liczby

Dziatania "chindczykowe" uwypuklaja najbardziej pierwotny aspekt
dodawania i odejmowania, jakim jest doliczanie i odliczanie.

W taki wtadnie sposdéb dziata na przyktad licznik samochodowy
oraz licznik obrotéw w magnetofonie. Dziatanie dokonuje sie po-
Jprzez ruch (do przodu lub wstecz) i jest zakorczone dopiero

w momencie ustania tego ruchu, po wtadciwej liczbie krokdw.

Rola dwéch sktadnikdéw w chificzykowej interpretacji dodawa-
nia a+b Jjest w oczywisty sposéb niejednakowa: pierwszy skiad-
nik jest dany przez uklad pionkéw na planszy, natomiast drugi
skladnik nie ma fizycznej, pionkowej realizacji i nie istnieje
jako samodzielna liczba, tylko jest traktowany wraz ze znakiem
"plus" jako operacja "+b". Przyporzgdkowanie liczbom a i b
ich sumy nastepuje w wyniku zastosowania funkcji jednej zmiennej
"+b" do argumentu a. Odpowiada to spotykanej w podrgcznikach

. . +b
dla dzieci strzalkowej interpretacji dodawania a »-—— -,

w ktérej a jest traktowane jako liczba (punkt na osi liczbo-
wej), a "+b" jako operator ("skok" nad osia liczbowg o odpo-

wiednig liczbe jednostek).
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Przemienno$¢ takiego dodawania jest nieoczywista, gdyz

+ + N . . . ) .
a B . - B oraz b+ —2— . stanowig jakos$ciowo rdézne sytuacije

i cho¢ po zakoriczeniu czynnodci otrzymuje sie te sama zawartogé
liczyd¥a, nie musi to bynajmniej byé oczywiste dla dziecka.

Analogicznie, odejmowanie chiniczykowe interpretuje odjemng
jako liczbe dang przez uklad pionkdéw, a odjemnik jako operator
“"b“- ‘ N

W chinficzykowym sposobie dodawania i odejmowania mozna dos-
trzec analogie do dziatan na liczbach porzgdkowych. Czynnodgci
doliczania i odliczania majg wyraZny aspekt porzadkowy (mdéwie,
ze doliczam jeden element, dwa, trzy itd., ale w istocie doli-

czam pierwszy element, drugi, trzeci itd.), réwnoczesnie widaé
tu te same kidpoty z przemienno$cig dodawania (czy trzeci po
pigtym, to ten sam, co pigty po trzecim ?) . Aspekt porzadkowy
rachunkéw na liczbach jest jawnie zaniedbywany w naszej szkole,
a skutkiem tego sj powszechne pdéZniej trudnoéci z prostymi
skadinad obliczeniami typu: "za ile dni uplywa termin zwrotu
ksigzki" lub "jak diugie sa wakacje trwajgce od... do..."
(znakomita wigkszo$é ludzi zaglada w takim przypadku do kalen-
darza lub, w jego braku, liczy na palcach).

Poniewaz dziatania chinczykowe sa funkcjami jednoargumento-
wymi, Jasno widaé na nich zwigzek "+b" i "-b" jako pary dzia-
tani wzajemnie odwrotnych, co w zapisie strzaikowym przybiera

+b
szczegblnie sugestywnag formg ae3__ =Sea+b (niezaleznie od
-b

wartoéci a). Rdéwnoczeénie jednak ma to te konsekwencije, ze
dla dodawania a +b =c traktowanego chificzykowo istnieje tylko
jedna operacja odwrotna: pozwalajaca obliczyé a Jjako c-b.

Z tej procedury nie mozna natomiast otrzymaé realizacji b

jako c-a w postaci uktadu pionkdéw. Liczba b (bez znaku)
moze byé jedynie interpretowana jako odlegtogé liczby a od
liczby b mierzona liczbg krokéw jednostkowych. Dla przedsta-
wienia standardowego liczb jednocyfrowych jest to dokitadny od-
powiednik odlegtodéci tych liczb na osi liczbowej.
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2.2. Wykonywanie dzialan przez dostawianie (zabieranie) pionkdéw

a aspekt mnogo$ciowy liczby

0 ile liczydio z dziataniami chifczykowymi jest czym$ w rodzaju
licznika, ktdérego stan moze sie zmieniaé tylko poprzez pojedyn-
cze kroki o 1 do przodu lub do ty%u (cofanie licznika), o tyle
liczydio z dodawaniem przez dostawianie i odejmowaniem przez -
zabieranie pionkéw stanowi juz system bardziej zXozony. Przede
wszystkim zmienia sie calkowicie inteipretacja dziatai.

Przy dodawaniu a+b metoda dostawiania oba skXadniki sa
reprezentowane przez uktady pionkdéw i ich rola jest catkowicie
symetryczna. Oczywista jest zatem przemienno$é takiego dodawa-
nia. Co wiecej, po ustawieniu sktadnikéw sumy a+b+c za po-
moca pionkéw na planszy nie ma mozliwoéci stwierdzenia, w Jjakiej
kolejnoéci byty one ustawiane, réwnie oczywista jest wiec Zacz-
noéé. Dodawanie jest tutaj funkcjag dwuargumentowa, ktdéra dziala

podobnie jak operacja "plus" w péigrupie addytywnej, przyporzad-
kowujgc parze (a,b) element a+b zwany ich sumga. W praktyce
"pionkowej" przyporzqdkowanie to polega na tym, 2e po ustawieniu
na planszy kolejno dwéch ukladdéw przedstawiajgcych skiadniki,
traktujemy wszystkie pionki *acznie, jako jeden ukitad, ktdrego
wartoéé jest oczywidcie sumg warto$ci poprzednich dwdéch uktaddéw.
Dodawanie wykonuje sie wiec "samo" z chwila przedstawienia
sk¥adnikéw. Ewentualne dalsze manipulacje maja na celu tylko
sprowadzenie sumy do wygodniejszej postaci, np. do przedstawie-
nia standardowego. )

Naturalnym odwrdéceniem dodawania przez dostawianie jest
ode jmowanie metoda zdejmowania pionkdéw. Jezeli odjemna jest
przedstawiona w postaci ukladu pionkéw zawierajacego podukiad

reprezentujacy odjemnik, mozna te operacje wykonaé od razu.
Jezeli nie, trzeba najpierw - poprzez manipulacje nie zmienia-
jace zawartodci liczydia - przej$é do ukiadu réwnowaznego
O odpowiedniej postaci. Te czynnos$ci przygotowawcze poprzedza-
jace wykonanie odejmowania stanowig odwrdécenie czynnoéci po-
rzadkowania po wykonaniu dodawania.

Poniewaz rola skladnikéw przy dodawaniu a+b=c przez

dostawianie jest symetryczna, mozna otrzymaé oba odwrdcenia
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tego dziatania, tzn. obliczyé przez zdejmowanie zaréwno a =c -b,
jak i b =c-a. Jednakze odejmowanie przez zdejmowanie - chod
jest odwrotne do dodawania dwuargumentowego - ma wyrazZne cechy
dziatania jednoargumentowego. Chcgac odjaé liczbe b od dowol-
nego ukladu (o odpowiednio duzej wartodgci), zawsze postepujemy w
ten sam sposdb: wyodrebniamy poduklad o wartodci b i zabieramy
go. Reszta pionkéw ukladu wyjsciowego wiadciwie nas nie obchodzi.
Taki sposéb postepowania jest bliiszy interpretowaniu odejmowa-
nia jako dziatania jednoargumentowego (tj. uwazaniu odjemnej c
za argument dzialania "-b") niz traktowaniu pary (c,b) jako
pary argqumentdéw algebraicznego dwuargumentowego dziatania "mi-
nus".

Dziatania chificzykowe nawigzywaty do porzadkowego aspektu
liczby naturalnej. Omawiana obecnie metoda dodawania przez dos-
tawianie i odejmowania przez zabieranie pionkdéw wykazuje zwigzki
z innymi jej aspektami. Zatwo dostrzec powigzania mnogos$ciowe:

dodawanie odpowiada %aczeniu (dodawaniu) zbioréw rozigcznych,
a odejmowanie - zabieraniu (odejmowaniu) podzbioru. Interpre-
tacja ta bytaby szczegdblnie jasno widoczna, gdyby$my wszystkie
liczby, na ktdérych wykonujemy dziatania, przedstawiali na 1li-
czydle w postaci kardynalnej. Wéwczas mieliby$my do czynienia
z dostownym %gczeniem zbioréw pionkdéw lub odejmowaniem odpowied-

nich ich podzbiordw.

2.3. Inne aspekty liczby w dziaXaniach na liczydle

Jak widad, operacje na liczydle - w zalezno$ci od sposobu ich
wykonywania -~ moga mieé charakter dziata® na liczbach kardynal-
nych lub porzadkowych. Pokaze za chwile, ze réwniez inne znane
aspekty pojecia liczby naturalnej maja swoje interpretacje na
liczydle.

W przypadku przedstawiania liczb w postaci réznej od kar-
dynalnej, mnogodciowa interpretacja dziatan ustepuje miejsca
interpretacji traktujgcej liczbe jako umowng wartosé. Przypomi=-

na to nieco obliczenia pieniegzne: znajac sposdéb przypisywania
wartoéci poszczegdlnym pionkom w zalezinogci od pola, na jakim
sie je umieszcza, interpretujemy dostawienie pionka jako doda-
nie odpowiedniej liczby, a usuniecie pionka - jako jej odjecie.

5
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Dodawanie przez dostawianie pionkéw traktowalidmy jako
dziatanie na liczbach naturalnych. Mozna je tez traktowad jako
operacje na stanach liczydia (tj. na ciggach liczb). Majgc stan
(ai) oraz stan (bi) mozemy méwié o stanie (ai-+bi) otrzyma-
nym przez dodawanie "po wspdéirzednych", tj. na poszczegdlnych
polach. W tym przypadku uwypukla sie kodowy aspekt liczby trak-

towanej jako fgrmalny ciag symboli.

' Podobnie mozna méwié o odejmowaniu standw, ktére jednak nie
zawsze jest wykonalne, nawet gdy warto$é uktadu przedstawiajace-
go odjemng jest wigksza od wartos$ci uktadu odjemnika; ten pier-
wszy trzeba na ogdéi przeksztaicié w uktad réwnowazny zawierajacy
odpowiedni poduktad. To przeksztaicenie stanu liczydia wynika
bezpoérednio z poréwnania wyrazdéw takich formalnych ciggdéw i nie
ma bezpodrednio nic wspdélnego z zapisem cyfrowym liczby w syste-

mie dziesigtkowym.

2.4. Odejmowanie przez dostawianie przeciwnego sktadnika a pro-

pedeutyka liczb ujemnych

Najbardziej interesujace z punktu widzenia algebraicznych wias-
noéci jest odejmowanie wykonywane metoda dostawiania przeciwne-
go skladnika. Daje ono wczesng i niezmiernie latwo przez dzieci
akceptowana forme propedeutycznego wprowadzenia liczb ujemnych.

Traktowanie pionkéw odjemnej i odjemnika (ustawionych np.
w dwdéch kontrastujécych kolorach) jako wzajemnie sie "zbijaja-
oych" czy "kompensujgcych" jest przez dzieci przyjmowane jako
catkowicie naturalne, choé faktycznie wykracza poza arytmetyke
liczb naturalnych.

Jezeli chcemy wprowadzié dzialania na liczbach ujemnych,
to majgac na liczydle pionki w dwéch kolorach mozna w gruncie
rzeczy nie deklarowadé, ktére z nich sa dodatnie, a ktére ujemne,
wazne tylko, Ze sa sobie przeciwne, ze - jak méwia dzieci -"nie
lubig sie wzajemnieq Owo "nielubienie" ma takie objawy, Ze w pa-
rze pionkéw o réznych kolorach nie zblizaja sig¢ one do siebie:
wolno je przesuwaé tylko oba na raz w tym samym kierunku i z za-
chowaniem odlegtosci (stala odlegto$é to stala rdéznica); a jesli
przypadkiem dwa pionki réznych koloréw znajda sie na wspdélnym
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polu, to "zbijaja sie" i oba usuwa sie 2z placu boju. Operacije te
poznaja dzieci jeszczevprzy okazji dziatand na liczbach natural-
nych.

Odejmowanie metoda dostawiania liczby przeciwnej jest wtas-
ciwie dodawaniem w zbiorze liczb catkowitych. Zamiast arytme-
tycznej réznicy a-b mamy algebraiczng sumg a + (-b) w pier-
écieniu 2. W przeciwieristwie do odejmowania arytmetycznego me-
toda chirniczykowa lub przez zabieranie pionkéw, ktére byto wyko-
nalne tylko przy odpowiednio duzej zawartos$ci liczydita, odejmo-
wanie algebraiczne jest zawsze wykonalne - nic nie stoi na prze-
szkodzie nawet temu, by w wyniku odejmowania pozostaty na plan-
szy wylacznie pionki "ujemne".

Traktujgc takie odejmowanie - podobnie jak dodawanie dwu-
argumentowe - jako operacje na stanach liczyda (oczywigcie przy
zmody fikowanej definicji stanu) postepujemy jak préy dziataniach
na wektorach, czy tez formalnych wielomianach nad 2. "Zbijanie
sie" pionkéw réznych znakéw jest wtedy odpowiednikiem redukcii
wyrazdéw podobnych wielomianu. ‘

2.5. Interpretacje mnozenia i dzielenia na liczydle

Jezeli chodzi o mnozenie na. liczydle, to przy obu opisanych me-

todach dziatanie ".n" (tzn. "pomnozyé przez "n") Jjest trakto-
wane operatorowo, podobnie jak chiriczykowe dziatania "+n" 1lub
"-n". Tak wiec, chcgc pomnozyé liczbe m (przedstawiong ukita-
dem pionkéw na liczydle) przez liczbe n, stosujemy funkcje
"en" do argumentu m, przeksztatcajgc dany uktad pionkdéw
w uktad reprezentujacy odpowiedni iloczyn. Przy tym, zardéwno
postaé tego nowego uktadu, jak i jego interpretacja liczbowa
zalezg od wyboru metody postepowania: mnozac liczbe m przez
np. 2 metoda rozmnazania pionkdéw, otrzymujemy podwojona liczbe
m (co odpowiada mnozeniu przez 2 z lewej strony: 2.m), sto-
sujac zag skakanie poprzez pole 1 otrzymujemy m dwdéjek (co
odpowiada mnozeniu przez 2 2z prawej strony: me2).

Jak juz wspomniatam, rozmazanie pionkéw jest to wielokrot-

ne dodawanie teqo samego skladnika. Natomiast mnozenie za pomo-

cg skakania poprzez 'pole 1 polega na "rewaluacji" warto$ci kaz-

dego pionka danego ukladu (a wiec i catego uktadu tgcznie).
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Na przyklad, przy mnozeniu ta metoda przez 7 pionek stojacy na
polu 5, czyli majacy z definicji warto$é pieciu ustalonych jed-
nostek (tzn. pieciu pionkéw na polu 1), zyskuje wartogé pieciu
nowych, siedmiokrotnie wiekszych jednostek i zostaje zastapiony
przez 5 pionkdéw na polu 7.

' Formalnie biorac, w przypadku jednej tabliczki warto$é da-
nego uktadu pionkdéw mozna interpretowaé jako iloczyn skalarny

10 . .
zi:lai'l wektora stanu liczydta (al,az,...,alo) przez wektor
10

wartogci pdl (1,2,...,10). Wéwczas na mnozenie liczby Ly 135"

i
(przedstawionej tym uktadem pionkdéw) przez liczbe naturalng n

mozna patrzeé trojako:

=
o
o

(1) ne & aii = i (nai) -i.

i=1 i=1

Odpowiada to mnozeniu wektora stanu przez skalar n i daje me-

tode rozmnazania pionkéw. Jezeli dopuszczamy stany okreglone
przez uktady pionkdéw w dwéch kolorach ("dodatnie” i "ujemne"),
to mozemy tez zdefiniowadé mnozenie przez liczbe ujemng Jjako

rozmnazanie pionkéw z zamiang koloru (por. rysunek 6 ponizej).

10[s]8[7]6[s5[«]3]2] (-3) 10]9[8[7s[5]«]3]2]
° ole
° 8|0 ° ole
[ Ole

Rys. 6

Zbidr stanéw z dodawaniem po wspéirzednych i z tak okreglonym
mnozeniem przez liczbe catkowita tworzy modul nad pierécieniem
%Z. W przypadku liczydta bez "ujemnych" stanéw i z mnozeniem
tylko przez liczbe naturalng nie uzyskujemy peinej struktury
modutu (byoby to co$ w rodzaju péimodutu nad péipierscieniem):

10 10
(2) ne £ a,i= £ a,(ni).

. 1

i=1
To oznaczaloby "przeskalowanie" tabliczki liczydla, czyli n-kro-
tne powiekszenie wartosci pél. Metoda ta w zasadzie nie ma prak-

tycznego zastosowania w przypadku liczydel typu Whitneya, na
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ktérych wartodci pdél sa z gbéry ustalone. Wyjatek stanowi mnoze-
nie przez 10 (100, 1000 itd.), ktdére mozna wykonywaé za pomocg do-
*ozenia z prawej strony nowej tabliczki (dwu tabliczek, trzech
tabliczek itd.) jako tabliczki jednoéci (odpowiednio jako tab-
liczek jedno$ci i dziesigtek lub jednodéci, dziesigtek i setek
itd.), co automatycznie powoduje dziesieciokrotne (100-krotne,
1000-krotne itd.) zwiekszenie faktycznej wartosci kazdego pola
poprzez zmiane wspdiczynnika rzedu.
Stosowanie tej metody dla mnozenia przez dowolng liczbe

naturalng n byloby teoretycznie mozliwe na liczydle o nieskon-

czonej planszy zawierajacej pola o wartogciach: 1,2,...,10,...

Mnozenie liczby 2:=laii przez liczbe n mogtoby wéwczas pole-
gaé¢ na przeksztatceniu stanu (ai)i=1 w stan (bj)j=1 , gdzie
a; dla j=ni,
b. =
\ J
0 dla j#ni, i=1,2,...

Odpowiada to wydiuzeniu jednostki na osi liczbowej. Na planszy
oznaczaloby to przeniesienie kazdego pionka danego ukladu na

pole o wartodci n razy wiekszej:
“

0 10
(3) n+« £ a,i=(zx a,i) .n (dla n<10).
. i . i -
©oi=1 i=1
To z kolei oznacza przeksztalcenie liczby ziglaii rozumianej
. 10 L . . 10 . . 10 .
jako Li ;41 jednogci w liczbe (2i=lai1).n, czyli L3

"n-tek". Na liczydle wszystkie pionki gromadzg sie na polu
o wartodci n. Widaé tu wyraZna analogie do rozliczed pieniez-
10

nych: kwote n 'zi=laii zlotych mozna wyptacié w postaci
10 .
zi=1ail monet n-ztotowych.

Odwrdécenie procedury opisanej w (1), tj. rozmnazania pion-

kéw, prowadzi do dzielenia rozumianego jako rdéwny podzial, na-

tomiast odwrdécenie procedury (3) - do dzielenia jako mieszcze-

nia. Dzielenie za pomocag wielokrotnego odejmowania chiriczykowe-
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go réwniez odpowiada mieszczeniu - rozumuje sie tu podobnie jak
przy algorytmicznej metodzie dzielenia pisemnego.

2.6. Interpretacje przeksztalcenl réwnowaznogciowych

Na osobne oméwienie zastugujg operacje przesuwania wykorzystywa-
ne do przeksztalcania uktaddéw pionkéw w uktady rdéwnowazne.
Przesuwanie pary pionkdéw jednakowego znaku w przeciwnych
kierunkach stanowi odpowiednik tego, zZe w prostokatnym ukladzie
wspdéirzednych r?wnanie X +y = const przedstawia prostg: przy-

rost zmiennej x Jest kompensowany przez taki sam ubytek zmien-

nej y (rys. 7).

\‘} A

Rys. 7 Rys. 8

Znacznie wazniejszy z dydaktycznego punktu widzenia jest
fakt, ze przesuwanie pary pionkéw réznych znakdéw w tym samym
kierunku wykorzystuje interpretacje réznicy b-a (b>a) jako
odleqtogci na osi liczbowej i przygotowuje w ten sposdb zardéwno
rozumienie pojecia odleglo$ci na prostej, jak i pojgcia wektora.
Przesuniecie wzdtuz osi zachowuje odlegiloéé, a po sprowadzeniu
w ten sposéb odjemnika do zera, mozemy bezpogrednio odczytad
warto$é réznicy. Natomiast w ukladzie wspdéirzednych na piasz-
czyZnie réwnanie x -y = const przedstawia prostg, na ktérej

przyrosty zmiennej x s réwne przyrostom zmiennej vy (rys. 8).
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2.7. Modularnogé dziatan na liczydle

Jedna z najbardziej charakterystycznych cech obliczen na liczydle

jest ich "modularno$é"” rozumiana jako mozliwo$é rozbicia catego
rachunku na male, %atwe kawatki, w ktérych biorg udzial najwyzej
dwa pionki na raz. Podczas takiej manipulacji czastkowej mozna

nie pamietaé o pozostatych pionkach na planszy, peinig one jak
gdyby role parametru, ktdérego wartos$é jest nieistotna w danej
cze$ci obliczenia (a czasami nawet w catym obliczeniu). Tym sa-
mym nie ma tu podstawowe]j trudnodci wystepujacej przy cyfrowym
zapisie przeksztaicenia formuly nawiasowej, tj. konie-
cznos$ci rdéwnoczesnego my$lenia o wszystkich wystepujgcych licz-
bach i przepisywania cziondéw, 2z ktdérymi sie nic nie robi.

Na przyktad, majgc dany ukiad pionkdéw taki, jak na rysunku
9a i chcac wyeliminowaé czarny pionek z pola 7 (tzn. odjgé
liczbe 7), mozemy wykonaé nastepujace kroki:

(1) przesuwamy pionki z pdl 9 i 3 "do siebie" tak jak
na rysunku 9b, czyli zgodnie z rdéwnodcig:

9+3 =8+4=7+5,

321 10[a[8]7]6[s][a]3]2]1
o o| |e olo| [la)-
3[2]1 10987651.321()
b
° o)
3[2]1 o[a[8[7]e[s[«][3]21
o o ol [(c)
4

Rys. 9

(2) redukujemy pare pionkéw na polu 7, zgodnie z réwnodcia

7-7 =0 (rys. 9c).
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Peiny zapis cyfrowy tych manipulacji (z uwzglednieniem po-
zostalych pionkdéw) musialby wygladaé nastepujaco:

20+9-7+3+2 =20+8-7+4+2 =20+7-7+5+2 = 20+5+2.

Jak widaé na rysunkach, pionki z pola 2 tabliczmi dziesigtek i
pola 2 tabliczki jednofci w ogéle nie biora udziatu w manipulac-
jach i uczer nie musi o nich mys$leé. Natomiast w zapisie cyfro-
wym sktadniki 20 i 2 muszg by¢ stale przepisywane, mimo iz
nic sie z nimi nie dzieje. Dla uproszczenia zapisu mozna by oz-
naczyé¢ sume 20 +2 symbolem ¢t:

t+9-7+3 = t+8-7+4 = t+7-7+5 = t+5.

Obserwowanie takich prawidlowog$ci moze stanowié przygotowa-
nie do rozumienia roli parametru jako dowolnej statej w symbo-
licznym zapisie rdéznych zwigzkdéw i praw arytmetycznych oraz

algebraicznych.

3. OPERACJE NA LICZYDLE DZIESIATKOWYM JAKO UGRUPOWANIE W SENSIE
PIAGETA

W rozdziale tym przedstawie pewne propozycje 2interpretowania
liczydta wraz z wybranymi operacjami jako ugrupowania w sensie
Piageta. Wykorzystuje tu pewne idee H.G.Steinera (1973), ktdry
zaproponowal zdefiniowanie ugrupowania w terminach zbioru czes$-
ciowo uporzadkowanego z dodatkowym dziataniem pétgrupowym i po-
kazal, ze minikomputer Papy'’ego mozna traktowaé jako takie ugru-
powanie. Jednakze bardziej trafne niz Steinera wydaje sie po-
dejécie E.Wittmanna (1973 a,b), ktéry zamiast jezyka relacyj-
no-funkcyjnego proponuje dla zdefiniowania ugrupowania jgzyk
teorii kategorii, co tez ponizej zastosowatam.

Zaproponowane tutaj ujecie obliczerd pewnego typu (przek-
sztaXtcer jednych stanéw liczydla w inne) jako ugrupowania oka-
zZuje sie adekwatne do opisu manipulacji pionkami wykonywanych
przez dzieci, a przedstawienie tych czynnosci jakp ciggu kolejno
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sktadanych opefacji elementarnych (co pozwala na ich jednoznacz-
ne odtwarzanie przez inne osoby) moze byé traktowane jako zapis
programu odpowiedniego obliczenia (por. rozdziat 4).

3.1. Pojecie ugrupowania

Pojecie ugrupowania zostaXo wprowadzone przez J.Piageta (1947)
dla opisania pewnego rodzaju systeméw czynnodci (fizycznych

lub umysiowych), charakterystycznych dla my$lenia operacyjnego,
ktérego umiejetnos$é stopniowo zyskuja dzieci poczynajgc od wie-
ku okoto 6-7 lat, gdy wkraczaja w faze rozwoju zwang stadium
operacji konkretnych (w odréznieniu od wczeéniejszej fazy przed-

operacyjnej i pdéZniejszej - operacii formalnych).
Jest to faza rozwoju umysiowego (por. Piaget, 1947; Piaget,
Inhelder, 1970) charakteryzujaca sie tym, ze

1°  dziecko jest juz zdolne my$leé operacyjnie w sytuacjach

konkretnych,

2° dziecko nie jest Jjeszcze zdolne do formalnych rozumowan
hipotetyczno-dedukcyjnych, np. nie rozumie implikacji formalnej
i nie potrafi wyciggaé wnioskéw tylko na podstawie danych przes-—

tanek (je$li nie moze odwoladé sie do konkretnych czynnodci).

Operacjami kankretnymi nazywa Piaget operacje umyslowe sta-

nowigce Zzinterioryzowany odpowiednik konkretnych czynnodci wraz
z ich odwrdéceniami (np. wyobrazenie sobie rozgniatania i ponow-
nego formowania kulki z plasteliny), przy czym uwaza on, 2ze
dziecko my$li operacyjnie wéwczas, gdy potrafi ono odwracaé
i sktadaé¢ w my$li takie operacje (por. Szeminska, 1981; Aebli,
1959).

Z matematycznego punktu widzenia,w$réd operacji konkretnych
w sensie Piageta najwazniejsze sg operacje typu funkcyjnego, od-
powiadajgce dziataniom takim, jak np. "dodaé¢ 3", oraz operacje
typu relacyjnego, odpowiadajace zwigzkom takim, jak np. "2<7".

W zetknieciu sie z sytuacjg problemowg nowego typu (np.
zagadnieniem klasyfikacji przedmiotdw) dziecko poczatkowo potrafi
wykonywadé tylko bardzo proste czynnos$ci, a nastepnie laczy je
z sobg tworzac coraz diuzsze ciggi (w ktérych moga tez - w razie

potrzeby - wystepowaé odwrdécenia czynnodci poprzednio wykonanych).

9
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W ten sposéb stopniowo powstaje w umy$le dziecka cata struktura
operacji sktadajgcych sieg (zaréwno w sensie potocznym, jak i
funkcyjnym) z pewnych podstawowych "cegielek", zwana ugrupowa-
niem.

Wyodrebniajgc w kazdym ugrupowaniu zbidér operacji zwanych
elementarnymi, Piaget podkreéla, ze z punktu widzenia tworzenia

sie struktur umystowych nie jest wazne, by by to zbidér minimal-
ny, tj. najmniejszy generujacy wszystkie operacje ugrupowania,
natomiast musi on zawieraé te operacje, ktére dla dziecka sa
podstawowe, elementarne w naturalnym sensie (dziecko nie czuje
potrzeby dalszego ich rozktadania).

Sam Piaget, obok niezbyt precyzyjnych definicji siownych.
(Oléron, Piaget, 1967), proponuje (Piaget, 1947) nastepujaca
aksjomatyke ugrupowania rozumianego jako system operacji stoso-
wanych do pewnych jednorodnych obiektdw - cytuje za Steinerem
(1973):

1. X +y = z;

2. zZ -y = X Z - X =Y;
3. (x +y) +2z2=x+ (y + 2);
4. x - x = 0;

5. X + x = X,

gdzie: x, y, z sa operacjami, 0 oznacza identycznos$¢,
+ oznacza dzialanie skladania, -x, -y sa operacjami odwrot-
nymi odpowiednio do x, y, a znak - pomiedzy operacjami na-

lezy interpretowaé jako zlozenie z operacjg odwrotna.

Akéjomatl zapewnia istnienie zlozenia operacji, aksjomat 2
- ich odwracalnoééJ aksjomat 3 zgda tacznoéci dziatania skiada-
nia, aksjomat 4 méwi, ze zlozenie operacji z operacja odwrotng
daje identycznoéé, a aksjomat 5, ze zlozenie operacji ze sobg
jest réwnoznaczne z jej pojedynczym wykonaniem.

Te definicje Steiner stusznie nazywa zla matematyzacja
dobrej skadinad idei, aksjomaty 1-4 wyznaczajg bowiem grupe
abelowa, aksjomat 5 za$ redukuje ja do trywialnej grupy jedno-

elementowej.
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Analizujgc podawane przez Piageta przyktady ugrupowat,
Steiner proponuje przyjecie nastepujgcej definicji:

Ugrupowaniem nazywa sig pare (S, R}, gdzie S jest zbio-
rem niepustym, a RCS xS ma te wlasno$é, zZe generowana przez
nig relacja zwrotna i przechodnia wprowadzana S strukture

kraty.

Na zbiorze R, 2zwanym zbiorem operacji elementarnych,
okreéla sie dzialanie (czeéciowe) skiadania o. Dwie operacije
mozna zlozyé, jezeli nastepnik pierwséej jest poprzednikiem dru-
giej.

Z tej definicji wynikajg nastepujgce wlasnos$ci odpowiadaja-
ce aksjomatom Piageta (a, b, ¢, d€8): :

(1) (a,b) o (b,c) = (a,c);

(2) [ (a,b) o (b,c) ] o (c,b) = (a,b); -

(3) [(a;b) o (byc) ] o (c,d) = (a,b) o[(b,c) 0 (c,d)];
(4) (a,b) o (b,a) = (a,a);

(5) sup(a,a) = a.

Znak réwnodci w (1)-(4) nalezy rozumieé w taki sposéb, ze jesli
obie strony sg okreélone, to zachodzi rdéwnosé.

Steiner pokazuje dalej, ze dla dowolnej liczby co najwyze]
dwucyfrowej n da sie tak okreélié zbidr Rn operacji elemen-
tarnych na minikomputerze Papy’ego o dwu tabliczkach, by wraz
ze zbiorem Sn wszystkich mozliwych przedstawiend liczby n

stanowil ugrupowanie w sensie powyzszej definicji.

3.2. Kategoryjne ujecie ugrupowania

Modyfikujac nieco definicje Wittmanna (1973b), ugrupowaniem
bedziemy nazywad kazda pigtke (S, T, W, o, i), gdzie:

S Jjest zbiorem niepustym, ktérego elementy sg zwane

stanami, _
T jest zbiorem, ktérego elementy sg zwane operacjami,
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o Jest dziaXaniem czedciowym na T zwanym 2zlozeniem
operacji,

i jest przyporzadkowaniem, ktére kazdemu stanowi s €S
przyporzgdkowuje operacje is €T, zwanga operacjg toz-
samo$ciowa lub identycznoscig na s,

Wc T jest podzbiorem, ktdérego elementy sa zwane operac-

jami elementarnymi.

Zaktadamy przy tym, 2e (S, T, o, i) jest kategorxrig, tzn.

spelnione sg nastepujgace aksjomaty:

(a)

(b)

(c)

(d)

Jezeli is jest operacjg tozsamodciowy, a,B €T 1 2zloze-
nie a ois jest okredlone, to aoi_ = jezeli ztoze-

aj
s
nie is oB Jest okreslone, to is of = B.

Dla kazdej operacji o €T istniejg jednoznacznie wyznaczo-
ne st;ny s 1 s' zwane odpowiednio jej dziedzing i ko-
dziedzing, takie ze zlozenia a oiS oraz is' oa Sa
okreélone. Zapisujemy wéwczas aq : S — s' 1 nazywamy «

operacja z s w s'.

Dla o,B €T zozenie B oo istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy dziedzina operacji £ Jjest kodziedzing operacji a,
tzn. np. a : so b sl i B sl —_— sz.

Dziatanie zYozenia jest laczne w tym sensie, ze jezeli
S,rS1rS,085 €S, a a,B,YET sa takimi operacjami, ze

a s0 — sl, g s1 — SZ' Y ¢ s2 — 53, to
(yoB)oa = yo(Boa) (ztozenia te istnieja na mocy warun-

ku (c)).

Aksjomaty powyzsze zapewniaja nam to, Ze (S, T, o, i)

jest kategoria mala, gdyz S i T sa zbiorami (pordwnaj
Semadeni, Wiweger, -1978). Zakladamy dalej, ze kategoria ta jest

grupoidem, tzn. spelniony jest dodatkowy aksjomat:

(e)

Kazda operacja a €T jest odwracalna, tzn. jezeli

a : s — s', to istnieje B : s' — s takie, ze
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S

Boa = is oraz a OB = is,. Operacje B, ktdra jest

przez te warunki wyznaczona jednoznacznie, nazywamy ope-

racjg odwrotng do operacji o i oznaczamy symbolem a .

%) szczegélnoéci, dla kazdej operacji elementarnej ze zbio-
ru W istnieje operacja odwrotna. Oznaczmy zbidr tych wszyst-
kich operacji odwrotnych przez W_l. Ostatnie z zatozen
méwi, ze WLJW—l generuje T, tzn. spetniony jest warunek:

(f) Kazda operacje a €T da sig przedstawié jako ztozenie
skoniczonej liczby operacji elementarnych i ich odwrotnodci.

Poszczegdlne aksjomaty tej definicji ugrupowania oddaja
jasno wiasnoéci, ktdére Piaget intuicyjnie okreélit jako:

- sktadalno$é operaciji,

- Y3cznogé skiadania,

- odwracalnos$é wszystkich operaciji,

- wyréznienie operacji tozsamog$ciowych,
mozliwo$é roztozenia kazdej operacji na operacje elemen-

tarne i ich odwrotnodci.

3.3. Najwazniejsze ugrupowania opisujgce operacje na liczydle

Ponizej przedstawie kilka mozliwogci okreélenia ugrupowania dla
liczydta dziesigtkowego.

Rozpatrujemy liczydio o ustalonej liczbie tabliczek. Ozna-
czmy przez S zbidr standw liczydta. Ogélnie biorac, wyrdzni-
my trzy rodzaje operacji:

1. operacje zewnetrzne,

2. operacje wewnatrztabliczkowe,

3. operacje miedzytabliczkowe.

Do operacji zewnetrznych zaliczamy:

typ A - operacje stawiania pionka na planszy, np. stawianie
pionka na polu 5 tabliczki dziesigtek;
typ A_l - operacje zdejmowania pionka z planszy.
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Operacje typu A-1 s odwrotne do operacji typu A w tym
sensie,ze jezeli do dowolnego stanu s liczydia zastosujemy
‘operacje stawiania pionka na i-tym polu j-tej tabliczki, a
nastepnie operacje zdejmowania pionka z i-tego pola j-tej
tabliczki, to otrzymamy identycznoéé na s. Operacje typu A
sg okreslone dla kazdego stanu liczydta, natomiast operacje
typu At tylko dla tych standéw, w ktérych odpowiednie pola
nie sg puste.

Do operacji miedzytabliczkowych zaliczamy:

typ B - operacje przenoszenia pionka z pola 10 pewnej tablicz-
ki na pole 1 nastepnej tabliczki, np. przenoszenie
z pola 10 tabliczki jednos$ci na pole 1 tabliczki
dziesigtek;

typ B-'1 - operacje odwrotne do operacji typu B, tzn. przeno-

szenia pionka na poprzednig tabliczke.

Operacje powyzsze odpowiadajg zamianie dziesieciu danych
jednostek na jedng jednostke nastepnego rzedu i zamianie od-
wrotnej.

Liczniejszy jest zbidr operacji wewngtrztabliczkowych:

charakteryzujacych sie tym, ze ich wykonanie wpiywa na stan
tylko jednej tabliczki (okres$lamy te operacje dla kazdej tab-
liczki w taki sam sposdéb). Nalezg tutaj:

typ C - operacje przesuwania pionka o 1 pole w lewo, np.
przesuwanie pionka z pola 5 na pole 6 (na okre-
élonej tabliczce);

typ C_1 - odwrotne do nich operacje przesuwania pionka o 1
pole w prawo;

typ D - operacje odsuwania, stosowane do pary pionkdéw, pole-
gajace na przesunieciu kazdego z tych pionkéw o jedno
pole tak, by oddality sig od siebie; np. odsuwanie od
siebie pionkéw z pdl 5 i 3 (na okreglonej tablicz-
ce) oznacza przesuniecie jednego pionka z 5 na 6,
a drugiego z 3 na 2;

typ D' - odwrotne do typu D operacje dosuwania polegajace na
odpowiednim zblizaniu dwdéch pionkéw do siebie.
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Aby by¢ w zgodzie z aksjomatyka kategorii, musimy przyjaé,
ze np. stawianie pionka na i-tym polu Jj-tej tabliczki
(i, j wustalone) nie jest jedng operacijg, lecz calg rodzing
operacji zaleznych od stanu, na ktéry dziatajg. Pojedyncza ope-
racja jest zatem okre$lona nie tylko przez podanie jej typu,
numeru tabliczki i numerdéw pdél, na ktérych nalezy ja wykonaé,
lecz réwniez przez stan liczydla przed i po wykonaniu operaciji.
Formalnie biorac, operacja a : S, —* s, to tréjka (a,sl,sz),
dopiero wéwczas bowiem mamy zapewniong jednoznaczno$é dziedziny.
i kodziedziny. Z tego punktu widzenia np. przesunigcie pionka
z pola 1 na pole 2 tabliczki jednosdci jest inng operacia

przy stanie tabl;czkl = = (ai)i=1,...,10’ gdzie al =1,

= = = = i ' =
a,=aj;=...=a;, 0, a inng przy stanie s (bi)i=l,...,10'
gdzie b1 =b2 =... =b10 =1. Jest to jednak rozrdézinienie czysto

formalne. Poniewaz w praktyce zawsze wiadomo do jakiego stanu
stosuje sie danag operacje, uzywanie okres$lenia np. "operacja
przesuniecia pionka z pola 1 na pole 2" (ustalonej tabliczki)
nie prowadzi do nieporozumien.

Biorgc pod uwage powyzsze operacje mozna zdefiniowaé wiele

ugrupowan. Oto kilka przykraddw:

Przyktad I. Za zbiér S standéw ugrupowania przyjmujemy
zbidér S wszystkich stanéw liczydia. ‘

Do zbioru W operacji elementarnych zaliczymy wszystkie
operacje typu A.

Zatem operacija elementarng jest stawianie pojedynczego
pionka na okreslonym polu. Za pomocag skladania tych operacji
i operacji do nich odwrotnych mozna uzyskaé dowolne przedstawie-
nie dowolnej liczby naturalnej na liczydle.

Teoretycznie biorgc, mozna skladaé dowolnie wiele operacji
elementarnych (tzn. dopuszczaé dowolnie wiele pionkdéw na kazdym
polu, jedyne ograniczenie stanowi wdéwczas liczba tabliczek);

w praktyce chodzi o ztozenie kilku lub kilkunastu operacji.

Przyktad II. S - jak w przykiadzie I, W - operacje typéw
A, B 1 C. Jest to ugrupowanie opisujjce dodawanie i odejmo—.
wanie "chificzykowe", ktére wykonuje sie ustawiajgac za pomocCa
pionkéw pierwszy sktadnik lub odjemng i przesuwajgc te pionki
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w lewo lub w prawo 2z ewentualnym przenoszeniem pomiedzy rzedami.

Przyktad III. S - jak wyzej, W - operacje typéw B i C.

To ugrupowanie rdéwniez opisuje dziatania "chificzykowe",
jednakze tutaj wszystkie liczby sg traktowane operatorowo (por.
Turnauy, 1975) . Na przykitad, aby wykonaé¢ dodawanie 5+3 wykonujemy,
startujgc od zera, najpierw 5 krokdéw w lewo, a potem jeszcze 3, Dla

wykonania 5-3 robimy 5 krokéw w lewo, a potem 3 w prawo.

Przyktad IV. S - ‘jak wyzej, W.- operacje typéw: A, B, D.

W tym ugrupowaniu daje sie opisaé wszystkie operacje wyste-
pujace podczas dodawania liczb metoda dostawiania pionkéw i odej-
mowania metoda zdejmowania pionkdéw.

Przyk¥ad V. Dla liczby naturalnej n oznaczamy przez Sn
zbidr wszystkich przedstawieri liczby n na liczydle (za pomoca
pionkdéw jednego koloru).

Przyjmujac: S = Sn’ W - operacje typéw B i D, otrzy-
mujemy dla kazdej liczby n ugrupowanie opisujgce przejscia
pomiedzy stanami rdéwnowaznymi o wartogci n.

Oznaczmy teraz przez Z 2zbidr standw liczydla wyznaczo-
nych przez wszystkie uktady pionkéw w dwdéch kolorach (np. bia-
te - "dodatnie", czarne - "ujemne").

Poprzednio zdefiniowane operacje sa nadal wykonalne, ale
tylko dla pionkdéw kazdego koloru oddzielnie. Mamy wigc teraz
nastepujace typy operacji (kolor kéteczka u géry méwi, do jakie-
go koloru pionkéw odnoszg sie operacje, np. A - typ A dla
pionkéw biatych, A - typ A dla pionkéw czarnych):

- - - =1
&, 271, &, &7, 8, 87, 8, 8%
- - -1 . -1
&, &t g, &L, b, D%, b, b .

Zdefiniujemy ponadto dalsze typy operacji:

typ E - operacje "zbijania", tj. zdejmowania z tabliczki pary
pionkéw o réznych kolorach, stojacych na tym samym
polu,

typ el - operacje dostawiania takiej pary,
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typ é - operacje przesuwania w prawo (o jedno pole) pary pion-
kéw o réznych kolorach, tzn. kazdy z tych pionkdw
przesuwa sig o jedno pole w prawo,

typ F - przesuwanie takiej pary pionkéw w lewo (o jedno pole).

Pozwala to nam podaé dalsze przyklady ugrupowari:

Przyktad VI. Za zbidr stanéw S przyjmujemy zbidér 2,
W - operacje typdw: &, ﬁ, B, B, 5, 5, E, F.

Jest to ugrupowanie opisujgce odejmowanie za pomoca dosta-
wiania liczby przeciwnej, przy ktdérym dopuszcza sie zardéwno
"zbijanie" pionkéw, jak i ich eliminowanie przez przesuwanie
w kierunku zera. W praktyce dzieci na ogdét stosuja jedno i dru-
gie, zaleznie od tego, jak jest w danym momencie wygodniej. Jed-
nakze, jak to pokazano w 1.3, mozna przyjaé, ze dozwolone jest
tylko zbijanie (bez przesuwania "mieszanych" par w kierunku ze-
ra), albo tylko przesuwanie (bez zbijania). Daje to nam dwa dal-

sze ugrupowania:

Przyktad VII. S - jak w przykiadzie VI, W - jak w przyk-
Yadzie VI bez operacji typu F.

Przyktad VIII. S - jak w przykladzie VI, W - jak w przyk-
tadzie VI bez operacji typu E.

Przyklad IX. Dla kazdej liczby catkowitej ¢ oznaczmy
przez Zc zbidr wszystkich przedstawied tej liczby na liczydle
za pomocg pionkéw w dwéch kolorach. Przyjmujgc: S = Z, oraz
W - operacje typéw B, 8, D, D, E, F, otrzymujemy dla kazdej
liczby ¢ ugrupowanie opisujgce przej$cia pomiedzy stanami

réwnowaznymi o wartosci «c.
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4. LICZYDZO DZIESIATKOWE JAKO "MASZYNA MATEMATYCZNA"

Do$¢é powszechnie panuje opinia, ze réznego rodzaju liczydia
planszowe sa dla ucznidéw prymitywna, zabawkowg wersjg kompute-
réw. Poglad ten znajduje odbicie chociazby w tym, Ze liczydla
takie czesto nazywa sie minikomputerami. Uzywa sie tej nazwy
zaréwno weszkole, jak i w opracowniach teoretycznych z zakresu
dydaktyki matematyki (por. Papy, 1968; Whitney, 1970; Cwirko-
Godycki, 1980). Nasuwa sie wiec pytanie, do jakiego stopnia jest
to uzasadnione.

Ponizej pokaze, ze formalnie biorac, mozna zinterpretowad
liczydlo planszowe jako abstrakcyjng maszyne matematyczng (wy-
korzystuje w tym celu uproszczona definicje maszyny uzywana
przez Pawlaka (1971)). Oczywidcie, jest to zgodno$é matematyczna
i na jej podstawie trudno rozstrzygnaé, czy liczygla w jakiej$
mierze przyczyniaja sie do zrozumienia tego, czym komputer jest.

w rzeczywistoéci(l). Zbadanie tego ostatniego zagadnienia wy-
kracza poza ramy niniejszej pracy.

W ponizszych rozwazaniach przyjetam dla liczydia "pamieé"

i "zbidér instrukcji" takie, by w tym systemie mozna byto wyko-
nywaé obliczenia wszystkimi opisanymi w paragrafie 1.3 metodami.
Naturalnie, mozna by przyjaé inny "zbidr standéw” (np. tylko jed-
nokolorowe uktady pionkéw) i mniej liczny zbidr "instrukcji";
otrzymalibyémy wtedy inng "maszyne", na ktérej datoby sie wyko-
nywaé tylko niektdre typy obliczedf.

(1) Warto wspomnieé o pracy E.Cohorsa-Fresenborga (1976},
ktdérej celem bylo ksztaltowanie u dzieci pojgcia automatu ab-
strakcyjnego za pomoca odpowiednio dobranego zestawu mechanicz-

nych "moduidw".
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4.1. Okredlenie pamieci liczydla. Pojecie obliczenia

Za Pawlakiem (1971) przyjmuje, ze aby zdefiniowadé maszyne, wys-
tarczy okres$lié jej pamieé oraz zbidr instrukcji. Ponizej defi-
niuje "pamied” liczydta, zaé "zbidr instrukcji" podam w 4.2.

Rozwazamy liczydto o ustalonej liczbie tabliczek.

Pamiecig (zbiorem standw) liczydta nazwiemy zbidr S sta-
néw wyznaczonych przez wszystkie uktady pionkéw w dwéch kolorach
(np. bialych i czarnych, ktdére moga byé interpretowane jako "do-
datnie” i "ujemne"). Stanem pola liczydta nazwiemy pare liczb
okre$lajgcych, ile jest na tym polu pionkéw kazdego koloru. Para
liczb, z ktérych pierwsza okre$la numer tabliczki (rzad w syste-
mie dziesigtkowym), a druga numer pola na tej tabliczce, moze
by¢é traktowana jako adres w pamieci liczydta. Podobnie jak w
rozdziale 1, obszar na zewnatrz tabliczek traktujemy jako wspdl-
ne pole zerowe dla wszystkich rzeddw.

Przejscie z jednego stanu do drugiego dokonuje sie poprzez

operacje, ktére maszyna "potrafi" wykonad. Przyjmijmy, Ze na

liczydle wykonalne sa nastepujace operacije:

0 - operacja tezsamogciowa; -

1 - operacja stawiania pionka bialego;

1 - operacja stawiania pionka czarnego; )

2 [2] - operacja zdejmowania pionka bialego [czarnegol];

3 [3] - operacja przesuwania pionka biatego [czarnego] na sag-
siednie pole w lewo;

4 [4] - operacja przesuwania pionka bialego [czarnego] na sa-

siednie pole w prawo;

5 [5] - operacja pojedynczego odsuwania od siebie dwdch pionkdéw
biatych [czarnych] czyli przesuwania jednego w lewo, a
drugiego w prawo (kazdego na sasiednie pole) tak, by
byty dalej od siebie;

6 [6] - operacja pojedynczego dosuwania do siebie dwéch pionkdéw
biatych [czarnych), czyli przesuwanie jednego w lewo,

a drugiego w prawo (kazdego na sgsiednie pole) tak, by
byty blizej siebie; ]

7 [7] - operacja przenoszenia pionka biatego [czarnego] z pola
10 ktdérej$ z tabliczek na pole 1 nastepnej tabliczki;
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8 [8] - operacja przenoszenia pionka bialego [czarnego] z pola
1 ktérejs$ z tabliczek na pole 10 poprzedniej tabliczki;

9 ~ operacja "zbijania" czyli zdejmowania pary pionkdéw
réznych koloréw stojgcych na tym samym polu;

10 - operacja przesuwania pary pionkdéw rdéznych kolordw o
jedno pole w prawo (kazdego z nich na sasiednie pole);

11 - operacja przesuwania pary pionkdéw rdéznych kolordw o
jedno pole w lewo.

~ tacznie wyrdéznionych jest tu 20 operacji (numerowanych od
-8 do 11).

Dla kazdego stanu s €S mozna zdefiniowaé otoczenie stanu

s Jjako zbidr wszystkich standéw, do ktdérych maszyna moze przejsé
przez jednokrotne wykonanie ktdérejkolwiek operacji. Jest to wiec
zbidér potencjalnych stanéw "nastepnych" dla stanu s.
Obliczeniem w pamieci S nazwiemy kazdy skoficzony ciag
stanéw tej pamieci: s _,s

o 1

otoczenia stanu Si1 (dla i =1,...,n). W szczegdblnosdci,

kazde obliczenie arytmetycznena liczydle, np. dodawanie 5 +38

reeerS taki, Ze stan s, nalezy do

(wykonywane metoda chiniczykowg lub przez dostawienie pionkdéw),
jest obliczeniem w sensie wyzej podanej definicji.

4.2. "Instrukcje" i "programy"

Instrukcjg liczydta (lub rozkazem) nazwiemy polecenie wykonania

okre$lonej operacji dla okreslonych argumentéw. Polecenie to

musi byé sformulowane w jezyku zrozumialym dla maszyny, tj.

w przypadku liczydta - dla dziecka wykonujacego manipulacje

(dziecko to staje sie jak gdyby czescia "operacyjng" maszyny).

Instrukcja musi wiec podawaé operacje, jaka nalezy wykonad,

oraz adresy pionkdw, ktére majg wzigé udzial w tej operacji.
Przyjmujemy dla naszej "maszyny" nastepujacy zbidér "instru-

kcji" (numery odpowiadaja operacjom) :
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0. id - "nic nie réb", tzn. instrukcja tozsamogciowa;
1. poi - postaw bialy pionek na i-tym polu j-tej tabliczki
(i=0,1,...,10; j=20,1,...,2-1; qgdzie 2z ozna--

cza liczbe tabliczek);

EBi - postaw czarny pionek'na i-tym polu j-tej tabliczki.
W dalszym ciggu dla numerdéw 2-8 instrukcje z kreskg u géry

odnosza sie do pionkéw czarnych, a bez kreski - do biatych.

Wskaznik j wskazuje numer tabliczki, na ktdrej stoi pionek

(lub pionki) przed wykonaniem operaciji.

2. zdi , zdJ - 2dejmij pionek 2z i-tego pola;

3. plg ' 513 - przesuri w lewo (o jedno pole) pionek z i-tego

i
pola;
4. ppi B 552 - przesudl w prawo pionek z i-tego pola;
5. odd , odd - odsuri od siebie (oddal) pionki z pdél i, k;
ik i,k — -
6. do’ ., do) .- dosuri do siebie (zbliz) pionki z pdél i, k;
i,k ik —
7. tn? ’ tnd - przenied pionek z pola 10 na pole 1 Eabliczki
nastepnej;
8. th ' EE ~ przenie$ pionek z pola 1 na pole 10 tabliczki
poprzedniej;
9. ZDz - zdejmij ("zbij") pare pionkéw réznych kolordw
z 1i-tego pola;
10. PPg X - przesud w prawo (o jedno pole) pare pionkdw
r
réznych koloréw z pdél i,k;
11. PLg " - przesufi w lewo pare pionkéw réinych kolordéw
r’
z pél. 1i,k.

Kazda instrukcja jest funkcjg cze$ciowa na S, ktdéra da-

nemu stanowi s; przyporzadkowuje stan nastepny s (nalezg-

i+l
. . . s 1

cy do otoczenia stanu si), np. zastosowanie instrukcji od5 3
4
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przy stanie przedstawionym na rysunku 10a, powoduje przejsécie
do stanu przedstawionego na rysunku 10b.
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Rys. 10

Wobec tego dla kazdego obliczenia so,sl,...,sn istnieje
taki,

jednoznacznie wyznaczony cigg instrukciji a_,a,,+..,a

o 1 n-1

ze ai(si) =5, (dla i =0,1,...,n-1). Ten ciag instrukcji
bedziemy nazywaé programem obliczenia SqrSyrec-1S.

Cigg instrukcji Bo’Bl""'Bn nazwiemy programem, jezeli

istnieje obliczenie na liczydle takie, ze Bgre--rBy jest

programem tego obliczenia. Wéwczas takie obliczenie bedziemy

nazywaé obliczeniem programu BO,...,en.
Jezeli dla kazdej instrukcji mamy ustalony symbol (np. li-

terowy lub graficzny), mozemy zapisaé program w postaci ciggu

takich symboli. W informatyce odréznia sie program od jego za-

pisu, a zapis instrukcji w jakim$ ustélonym jezyku programowa-

nia nazywa sie instrukcja programowa (w odrdéinieniu od instruk-
cji maszyny). Dla naszych potrzeb to rozrdéznianie jest nie-
potrzebne.

Podczas zajeé z dzieémi zamiast przedstawionych powyze]
literowych symboli instrukcji wygodnie jest stosowaé bardzo
sugestywne symbole graficzne stanowigce rysunkowe odpowiedniki

rzeczywistych manipulacji (por. przyktady na rysunku 11).
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- przesun pionek z pola 2 na pole 1

- odsuf od siebie pionki z pél 6 i 3
(przesuwajac je odpowiednio na
pola 7 i 2)

- dosuf do siebie pionki z p8l 7i 2
(przesuwajac je odpowiednio na
pola 6 i 3)

- przesul w lewo czarno-biata pare

pionkéw z pél 4 i 2 (odpowiednio
Rys. 11 na pola 5 i 3)

5. INNE LICZYDEA PLANSZOWE

5.1. Liczyd¥o czwérkowe

Jedng z odmian liczydel typu Whitneya jest liczydio czwdrkowe

(por. Puchalska, 1977), ktérego plansza powstaje przez obcigcie
planszy liczydla dziesigtkowego do pierwszych czterech pdl
(rys. 12)

Rys. 12

Sposoby wykonywania dziatan sa analogiczne jak na liczyd-
le dziesigtkowym, z tg rdéznicg, ze

1° inaczej definiuje sie przedstawienie standardowe liczbyi
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(o]

2 inny jest sposdb przekraczania progu dziesigtkowego.,

Réznice te oméwie po kolei.

Pojedynczym pionkiem na tabliczce liczydta czwdérkowego da
sie przedstawidé tylko liczby: 1,2,3 i 4. Dla liczby 5 potrzeb-
ne s juz dwa pionki (na polach 4 i 1 lub na 2 i 3), podobnie
dla liczb 6 i 7. Liczbe 8 mozna przedstawié jako 4 +4, albo
jako 4 +3+1. To drugie przedstawienie, choé wymaga wiekszej
liczby pionkéw, jest z pewnych wzgledéw wygodniejsze, gdyz nie
stawia sie dwéch pionkdéw na tym‘samym polu. Liczbe 9 da sie
przedstawié jako 4+3+2, a 10 jako 4+3+2+1l. A wiec dla
kazdej z liczb 0,1,2,...,10 istnieje przedstawienie na poje-
dynczej tabliczce liczydta czwdérkowego za pomoca takiego uktadu
pionkdéw, ze na kazdym polu tabliczki stoi co néjwyéej jeden

pionek.

Przedstawieniem standardowym liczby jednocyfrowej n na

liczydle czwdérkowym nazwiemy kazdy ukiad Pn co najwyzej trzech
pionkdéw na tabliczce spelniajgcy ponizsze warunki:

(1) wartoéé uktadu P jest réwna n,
(2) na kazdym polu tabliczkt stoi nie wigcej niz 1 pionek,

(3) . kazdy uktad Q speiniajgcy warunki (1) i (2) sktada sie
z nie mniejszej liczby pionkdéw niz uktad P .

Warunki te wyznaczajg Jjednoznacznie przedstawienie stan-
dardowe dla wszystkich liczb jednocyfrowych z wyjatkiem 5.
Dla tej ostatniej liczby istnieja dwa uktady pionkéw speiniajg-
ce powyzszg definicje. Mozna przyjaé, ze l%czba 5 ma dwa przed-
stawienia standardowe (w postaci 4+1 oraz 2+3) lub tez

-~ jezeli chcemy mieé peing jednoznaczno$é - wybraé jedno z nich.

Przedstawieniem standardowym k-cyfrowej liczby naturalnej
n na liczydle czwdérkowym nazwiemy jej przedstawienie w postaci
takiego uyktadu pionkéw na k tabliczkach, Ze na kolejnych tab-

liczkach sg przedstawione (w postaci standardowej) kolejne

cyfry liczby n.
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Przekraczanie progu dziesigtkowego na liczydle czwdérkowym

opiera sie nha prostym zwigzku liczbowym wyrazonym rdéwnosciag:

1 +2+ 3+ 4=10.

Zatem charakterystyczny uklad czterech pionkéw na danej tablicz-

ce, taki jak na rysunku 13, mozna zastqpié jednym pionkiem na

Rys. 13

polu 1 tabliczki nastepnego rzedu; mozna tez dokonaé zamiany
odwrotnej.

Zaletg liczydta czwdérkowego, w pordéwnaniu z liczydiem
dziesigtkowym, jest krdétsza plansza, tatwiejsza do wykonania
i wygodniejsza w uzyciu. Male rozmiary pozwalajg zmies$cié na
stoliku ucznia nawet 5 lub 6 tabliczek obok siebie, podczas gdy
w przypadku liczydla dziesiagtkowego bywaja kiopoty juz z trze-
cig tabliczka. Ponadto, dzieki temu, ze tabliczka zawiera tylko
cztery pola, mozna zrezygnowadé z zapisywania na nich liczb
oznaczajgcych wartogci, bo da sie je tatwo zapamietad.

Krétsza tabliczka ma jednakze te wade, ze trudniej
jest na niej zaobserwowad prawidtowogci arytmetyczne, jak np.
zachowanie sumy lub rdéznicy liczb przy odpowiednim przesuwaniu
pary pionkéw (por. 1.4), gdyz manipulacje wewnatrz jednej tab-
liczki ograniczajg sig¢ do dwéch lub trzech ruchéw.

5.2. Ogélna charakterystyka liczydel addytywno-pozycyjnych

Do rodziny tej nalezg liczydla planszowe majgce nastgpujace
cechy charakterystyczne: .

1. Plansza sktada sie z wielu jednakowych tabliczek (teo-
retycznie ich liczba jest nieograniczona, w praktyce uzywa sie
kilku).
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2. Kazda tabliczka Jjest podzielona na q pdél (1<g<10),
z ktdérych kazde ma przypisana inng warto$é i (1<i<10), w tym
musi byé pole o wartosci 1.

3. Pojedyncza tabliczka ma strukture addytywng, tzn. pionek
postawiony na danym polu przyjmuje wartogé tego pola, a wartosdé
uktadu pionkdéw na danej tabliczce oblicza sie jako sume wartosci

poszczegdlnych pionkdw.

4. Uktad kilku tabliczek ma z zalozenia strukture pozycyjna
odpowiadajgca systemowi dziesigtkowemu, tzn. kazda kolejna tab-
liczka jest odpowiednikiem kolejnego rzedu dziesigtkowego. Pio-
nek postawiony na polu o warto$ci i tabliczki j-tego rzedu
reprezentuje liczbe i-le, a wiec jego wartogé zalezy nie tyl-
ko od wartodci pola, na ktdérym stoi, lecz takze od miejsca (po-

zycji) tabliczki.

5. Warto$dé uktaddéw pionkéw na k tabliczkach oblicza sie

sumujgc wartoéci wszystkich pionkdw.

Qprécz opisanych w niniejszej pracy liczydei:dziesigtkowego
i czwdérkowego, liczydtami addytywno-pozycyjnymi sg réwniez np.:
liczydlo piatkowe (wariant liczydta dziesigtkowego, por. Puchal-
ska, Semadeni, 1976), minikomputer Papy’ego (nazywany tez liczyd-
¥em potegowym dwéjkowym ze wzéledu na to, ze wartogci pdl na
pojedynczej tabliczce tworza ciag geometryczny o ilorazie 2),
inne liczydia potegowe, np. tréjkowe (ibidem).

Wymienione powyzej liczydia addytywno-pozycyjne dziela sie

W naturalny sposdéb na dwa rodzaje:

(a) arytmetyczne, tj. takie, na ktérych wartosci pSél w obrebie
tabliczki tworza ciag arytmetyczny (liczydio dziesiatkowe,

czwdérkowe, pigtkowe),
(b) potegowe, tj. takie, na ktdérych wartosci pél w obrebie tab-
liczki tworza ciag geometryczny (minikomputer Papy’ego,

liczydlo potegowe tréjkowe).

Zauwazmy, ze na liczydlach pierwszego rodzaju mozna w oczy-

wisty sposéb dotgczyé pole o wartosci zero, natomiast doiaczenie
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takiego pola do liczydel drugiego rodzaju byioby nienaturalne,

zaburzaloby bowiem strukture ciggu geometrycznego.

Ogdélnie biorac, kazde liczydio addytywno-pozycyjne jest
wyznaczone jednoznacznie (z dokadnogcia do zewnetrznego wygla-
du tabliczki) przez cigg g-wyrazowy:

1 =1i <i

1 2<...<J.q§10.

Liczydet takich jest wiec tyle, ile jest podzbioréw zbioru
{2,...,10}, tzn. 29. Kazde z nich mozna by prébowaé wykorzys-
taé zaréwno do analizy teoretycznej, jak i do éwiczer z dzieémi.
Dadam jeszcze, 2e wszystkie rozpatrywane w tej pracy li-
czydia biorg za podstawe system dziesigtkowy. Bez wigkszych
trudnodci mozna by w analogiczny sposéb zdefiniowadé i opisaéd

liczydla oparte na innych systemach pozycyjnych.

6. KONCEPCJA PRAKTYCZNEGO WYKORZYSTANIA LICZYDZA DZIESIATKOWEGO
W NAUCZANIU DZIECI

Biorgc pod uwage to, ze liczydia planszowe sg coraz szerzej sto-
sowane w szkole jako pomoc w nauczaniu arytmetyki, warto zasta-
nowié sie nad mozliwo$cia dodatkowego ich wykorzystania do wyra-
biania pewnych intuicji zwigzanych z poczgtkami my€£lenia algo-
rytmicznego.

Efektywne wykonywanie kazdego obliczenia arytmetycznego na
liczydle da sie przedstawié w postaci skofczonego ciggu pojedyn-
czych operacji, ktére mozna zapisaé za pomocg ustalonych z ucz-
niami symboli kodowych. Patrzac na taki zapis jak na ciag
"instrukcji" (polecer), mozemy go traktowaé jako "program" da-
nego obliczenia (por. 4.2). Jakkolwiek liczydo planszowe jest
bardzo odlegte od rzeczywistych komputerdéw, pisanie przez dzie-
ci takich "programéw" oraz przeprowadzanie manipulacji wediug
zapisanych "instrukcji" ma pewne cechy prawdziwych programéw
(sekwencyjnoéé rozkazdéw, koniecznoédé jednoznacznoéci ich inter-
pretacji, "bezmy$lno$é" wykonania itp.), totez moze okazaé sie

pozyteczne dla rozwoju matematycznego dzieci.
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W przeciwienstwie do informatyki, gdzie stosowana jest
kolejno$é: od ogdélnego algorytmu poprzez jego zapis w postaci
programu do testowania i wykonywania tego programu dla konkret-
nych danych, przedstawiona ponizej koncepcja proponuje kolejnogé
odwrotng, w wiekszym stopniu uwzgledniajaca psychologiczne uwa-
runkowania my$lenia dziecka w konkretno-operacyjnym okresie roz-
woju. Dopiero po serii obliczer na konkretnych liczbach nastepu-
ja préby uchwycenia ogélnych prawidtowosci.

6.1. Etapy prowadzace 0d manipulacyjnego rachowania na liczydle

do uktadania schematdéw obliczen

¢wiczenia prowadzace od "zwykiych" rachunkéw na liczydle, po-
przez zapisywanie konkretnych obliczen za pomocg umownych sym-
boli, do cato$ciowego ujmowania pewnych typéw obliczer w postaci

schematdéw czynnoéci, mozna podzielié na nastepujate etapy:

1. Zapoznawanie z liczydlem. Jest to etap obejmujacy calo-

ksztatt éwiczer arytmetycznych z wykorzystaniem liczydta, wyko-
nywanych dla celéw czysto matematycznych.

2. Kodowanie ruchu pionkéw na liczydle za pomocg umownych

symboli. Symbole te powinny byé proste i sugestywne, w miare
mozliwo$ci zaproponowane przez dzieci. Ustalenie ich pozwoli

zapisywadé wykonywane manipulacje.

3. Protokolowanie przebiegu obliczenl "krok po kroku" oraz

odtwarzanie ich z protokotu. Przeprowadzajac manipulacje, dziec-

ko notuje kazdy krok za pomocg odpowiedniego symbolu. Néstepnie
inne dziecko prébuje odtworzyé z zapisanych symboli przebieg
obliczenia za pomocg pionkéw, sprawdzajac w ten sposdb, czy

zapis jest poprawny i jednoznaczny.

4. Pisanie "programéw" obliczend bez manipulacji pionkami

i wykonywanie obliczed na podstawie zapisu. Znajac zasady poru-

szania sie pionkéw po planszy dziecko zapisuje mozliwy przebieg
obliczenia (bez jego faktycznego wykonywania na liczydle) w
postaci ciagu odpowiednich symboli. Nastepnie, interpretujac te
symbole jako "instrukcje", dzieci przystepuja do "testowania”

tak otrzymanego "programu" (lub jego fragmentu, jezeli czuja
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potrzebe przyjrzenia sie przebiegowi manipulacji). Najlepiej
jedli wykonuja to dwie osoby, z ktdrych pierwsza odczytuje pole-
cenia, a druga wykonuje je "automatycznie" (tzn. bez zastanawia-
nia sie nad ich sensem), o ile tylko dajg sie wykonaéd; jezeli
nie mozna wykonaé "instrukcji", oznacza to blad w zapisanym
"programie". Nastepuje tutaj wyraZne rozdzielenie roli “"progra-
misty", ktéry pisze "program", i roli "maszyny", ktéra ten "pro-

gram" wykonuje.

5. Préby -uktadania dgdlnego schematu czynnogci dla pewnych

typéw obliczeri. Analizujac "programy" konkretnych obliczer jakie-

go$ typu (np. dodawania dwu konkretnych liczb jednocyfrowych),
dzieci zauwazaja, ze wszystkie one maja podobng budowe. Stawiamy
problem: czy mozna znaleZé ogdélny algorytm wykonywania tego typu
obliczen (np. dodawania dwu dowolnych liczb jednocyfrowych).
Wspélnie z dzieémi prdbujemy ulozyé schemat postepowania
uwzgledniajgcy wszystkie sytuacje mogace wystgpié w takim przy-
padku. Po jego utozZeniu dzieci przeprowadzaja szereg préb prze-
$ledzenia drogi konkretnych obliczed na schemacie.

Kolejnym etapem mogiyby bydé préby pisania programu dla
ogélnego algorytmu. Jest to jednak istotnie trudniejsze i praw-
dopodobnie wykracza poza mozliwoéci dzieci w tym okresie rozwo-

jowym.

6.2. Uwagi o realizacji etapdw

Podczas wykonywania déwiczen nalezy umiejetnie uwypukladé elementy,
ktére uwazamy za najbardziej istotrne, aby w ten sposéb zwracad
na nie uwage dzieci. Oméwie teraz krétko poszczegdlne etapy z te-

go punktu widzenia.

Etap 2. Ustalajac wraz z dzieémi sposéb kodowania ruchu
pionkéw na planszy rozpatrujemy rézne propozycje dzieci, pod-
kredlajac tym samym umowno$é tego rodzaju notacji. Ponadto zwra-
camy uwage na takie cechy istotne dla dobrego systemu kodowania,
jak: tatwo$é zapisu i odczytu oraz jednoznacznos$é interpretacji.
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Etap 3. Przy kazdym obliczeniu mozna sporzgdzié protokéi,
tj. zapis kodowy ciggu operacji, ktdre zostaly wykonane. Zapis

ten powinien speiniaé warunki:

(a) kazdy krok obliczenia powinien byé zanotowany,
(b) powinna byé zachowana kolejno$é krokéw,

(c) moga byé przy tym uzywane wylacznie symbole wczeéniej
ustalone.

Jezeli zachodzi konieczno$é doiaczenia nowego symbolu, bez
ktérego nie da sie zapisaé jakiej$ czynnodci, trzeba ten symbol
ustalié wspdlnie, tak aby byt dla wszystkich zrozumialy.

Porzadny protokét musi bydé wiec taki, aby kazda osoba zna-
jaca ten system kodowania mogla z niego odtworzyé wszystko, co
sie dziaXo na planszy, i to we wtadciwej kolejnosci.

Protokét wykonanych operacji jest prototypem "programu"
obliczenia. Przy odtwarzaniu czynnos$ci z protokoiu sprawdza sie,
czy jest on wtadciwie sporzadzony. Najlepiej, jezeli robi to
osoba, ktdéra nie widziata przebiegu wykonywanych operacji. Jest
to przygotowanie do wykonywania "programéw" obliczen.

Etap 4. "Program" obliczenia réini sie od protokotu przede
wszystkim tym, Ze dotyczy czynnosci, ktdére dopiero maja sie¢ od-
byé. Jest to wiec szczegdtowy plan przysziego obliczenia. Aby go
napisadé, trzeba ustalié sposéb wykonywania obliczenia, a tym

samym kolejnoéé czynnodci. Podobnie jak przy protokoitowaniu,

nie wolno wprowadzaé symboli obcych ani uzywaé np. skrétéw
(podkreélenie jednoznaczno$ci) . "Program" musi by¢ napisany tak,
aby jednoznacznie wyznaczal kolejno$é wykonywania czynnogci i
moment ich zakonczenia.

Mozna tez rozpatrywaé rdézne "programy" dla tego samego
cbliczenia arytmetycznego i badaé, ktdéry z nich jest najkrétszy,
najwygodniejszy itp.

Przy wykonywaniu "programu" kladziemy nacisk na precyzjeg
odczytania i wykonania kazdego rozkazu po kolei. Ani osobie,
ktéra odczytuje, ani tej, ktéra manipuluje pionkami, nie wolno

tutaj niczego sie domy$laé, ani samorzutnie korygowaé ewentual-
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nych bieddéw. Traktujgc liczyd¥o jako automat wykonujgcy oblicze-
nie, staramy sie zwrécié w ten sposdéb uwage dzieci na tak cha-

rakterystyczng ceche, jak doslowne i bezkrytyczne interpretowa-

nie "instrukcji" niezaleznie od sensownogci jej uzycia w danej
sytuacji, jes$li tylko istnieje formalna mozliwogé jej wykonania.

"Maszyna" moze wykryé wytacznie blad formalny w "programie" (tj.

niemozno$é wykonania zapisanej "instrukcji"), natomiast nie po-

trafi stwierdzidé, czy "program" jest merytorycznie poprawny (tj.

czy oblicza to, co trzeba).

Etap 5. Zbudowanie ogélnego algorytmu wymaga catogciowego
ujecia wszystkich mozliwych przypadkdéw danego typu obliczex.

Moze to byé dla dzieci trudne, podobnie jak rozpatrywanie dwu
réwnoleglych "$Sciezek" po rozgatezieniu zaleznym od speinienia
lub nie speinienia okres$lonego warunku. Pewna pomoc przy tego
typu rozumowaniach moze stanowié przypomnienie schematu drzewa,
wielokrotnie stosowanego do rozmaitych éwiczend na lekcjach mate-
matyki.

Na koniec chciatabym dodaé jeszcze dwie uwagi:

1° Powyzszych pieciu etapéw nie nalezy traktowadé jako
nastepujgcych po sobie oddzielnych jednostek metodycznych,
z ktérych kazdg nastepng mozna rozpoczaé dopiero po catkowitym
zakoriczeniu poprzedniej. W istocie mamy tu do czynienia z ukla-~
dem spiralnym: po zapoznaniu sie z dziataniami jakiego$ typu
mozna pisaé dla nich “programy"(z), a dopiero potem poznawad
nastepne dziatania itd.

20

toéci, ktéra nalezy realizowaé albo od poczatku do konca, albo

Nie jest tez konieczne ujmowanie tego systemu jako ca-

wcale. Sadze, ze kazdy kolejny etap sam w sobie stanowi istotny
krok na drodze do przyblizenia dziecku pewnych cennych idei;

(2) M.Minsky (1970, str.205), wysunal kontrowersyjng hipoteze,
ze w przysztodci nauczanie szeroko rozumianego programowania mo-
ze byé wazniejsze nawet niz nauczanie matematyki, szczegdlnie

w poczatkach nauki szkolnej.

b
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nawet jezeli zrezygnujemy (np. z powodu braku czasu) z realizac-
ji dalszych etapdw, wykonane éwiczenia na pewno nie beda stratag
czasu. To, do jakiego etapu mozemy doj$é, zalezy w szczegdlnodci
od wieku dziecka: mozna sie spodziewad, ze wiecej zrobig ucznio-
wie kl.V niz uczniowie kl. III. Nic tez nie przeszkadza nam
zaczynaé od IatQiejszych éwiczerh mozliwie wczeénie i powracaé

do tego tematu w kolejnych latach, za kazdym razem posuwajac sie
nieco dalej.

6.3. Krdétkie oméwienie badan pilotazowych

Pod koniec 1979 r. prowadzilam w jednej ze szké% warszawskich
krétka serig zajeé z uczniami w wieku 9-11 lat. Zajecia te miaty
stuzyé wstepnej weryfikacji koncepcji. W istocie stanowily dla
mnie réwniez inspiracje, poddajgc nowe pomysty, niekiedy pocho-
dzace wprost od dzieci (np. dziatania chifczykowe) . Zajecia byty
prowadzone w trzech 6-8-osobowych grupach odpowiadajgcych poéio-
mom wiekowym (klasy III, IV i V) i obejmowaly po 8 pdtgodzinnych
spotkan z kazda grupa. Grupy z klas III i IV przeszly w tym cza-
sie (na wybranych zagadnieniach) etapy 1-4, a grupa z klasy V
etapy 1-5. Nie opisujac tﬁtaj przebiegu badan, opisanych doktad-
niej w mej pracy doktorskiej (Puchalska, 1980), ogranicze sie do
kilku uwag koricowych.

Przedstawiona powyzéj propozycja dydaktyczna idzie w kie-
runku "przediuzenia" déwiczenl arytmetycznych wykonywanych przy
- uzyciu liczydia planézowego o pewne dodatkowe czynno$ci majace
na celu przyblizZenie dzieciom niektdérych intuicji zwigzanych
Z pojeciem algorytmu i programu obliczenia. Liczydio nadaje sie
do tego szczegblnie, dzigki tatwo zauwazalnej modularnogci ob-
liczend rozumianej jako mozno$é wyréznienia dla kazdego typu ob-
liczed kilku manipulacji podstawowych, z ktdérych sktada sieg
kazde obliczenie danego typu. Oznaczenie takich pojedynczych
manipulacji umownymi symbolami pozwala na kodowanie ruchu pion-
kéw na liczydle i'zapisywanie przebiegu kazdego obliczenia tak,
jak sie zapisuje np. partie szachdéw. Dzigki temu mozna pééniej
odtworzy& przebieg obliczenia i przeanalizowad awentualne biedy.
Wobec dzieci mozna argqumentowaé, Ze znajomo$¢é takiego zapisu

pozwala przeslaé koledze w lidcie informacje o przebiegu obli-
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czenia lub opowiedzieé to przez telefon krdétko i jednoznacznie.
Praktyczna wyzszo$é takiego kodowania nad np. rysowaniem tabli-
czek z pionkami lub slownym opisem wykonywanych czynnosdci nie
ulega dla dzieci watpliwosdci.

Z drugiej strony, takie zapisywanie wykonywanych manipulacﬁ
pozwala zaobserwowaé pewne regularnogci wystepujgce przy konkret|

nych obliczeniach danego typu, a to z kolei daje mozliwo$é budo-|
wania schematdéw postgpowania dla przypadku ogélnego. W ten spos
dzieci dochodzg do opisu ogdélnego algorytmu dla danego typu obli
czen.

Na szczegdlne podkredlenie zastuguje to, ze droga taka jak
powyzej opisana, odpowiednia dla dzieci, u ktdérych dominuje my$-
lenie konkretne, stanowi catkowite odwrdécenie drogi stosownej
dla ‘dorostych (a écigélej, dla oséb zdolnych do rozumowad formal
nych), dla ktdérych punktem wyjscia jest zazwyczaj ogdélny algo-
rytm.

Wspomniana powyzej préba "wdrozenia" przedstawionej koncep-
cji upowaznia do optymistycznego przypuszczenia, ze dzieci bar-
dzo interesujg sie tg problematyka. Wszyscy uczniowie bioracy
udziat w zajeciach byli aktywni, 2zywo dyskutowali, proponowali
wiasne rozwigzania i ulepszenia oraz zastanawiali sig nad interx-!
pretacja wykonywanych czynnosdci.

Obserwacje potwierdzily ponadto, iz kategoryjny model ugru-'
powania (por. 3.2) jest szczegdlnie adekwatny do opisu aktyw-
nod$ci dzieci zwiazanej z rachowaniem na liczydtach planszowych,
bowiem ruchy pionkéw sa w naturalny sposdéb reprezentowane przez
strzatki (naturalno$ci tej dowodzi catkowita jednomy$lnodé dzie-
ci przy ustalaniu symboli graficznych dla zakodowania ruchéw
pionkdéw, por. rys. 11), a kazda taka strzatka moze byé inter-
pretowana jako pewien morfizm.

Wykonanie kolejno kilku lub kilkunastu ruchéw pionkami, za~
pisywane w postaci ciggu strzalek, odpowiada skladaniu operacji
w ugrupowaniu, tj. sktadaniu morfizméw w modelu kategoryjnym.

U ucznidw biorgcych udziat w zajeciach wyraZnie dato sie zaob-
serwowadé spontaniczne taczenie poszczegblnych' operacji w wigkszeé
catogci, co znalazlo odbicie podczas protokotowania obliczen

w przejsciu od poczatkowego zapisywania kazdego ruchu oddzielnié
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do ujmowania caiych sekwencji w jednym zapisie (por. przykiad
na rysunku 14). 2 kolei w modelu "maszynowym" (por. rozdziail 4)

OmO000,00.00 020 2.0 20220

Rys.l4

odpowiada to %gczeniu "instrukcji" w jeden "makrorozkaz" lub
"procedure". Traktowanie liczyda jako pewnego rodzaju maszyny
matematycznej daje dzieciom dobrg motywacje do analizowania
przebiegu wykonywanych czynnoéci, chodzi bowiem o mozno$é "auto-
matycznego" i wielokrotnego ich powtarzania. Ten model staje sie
najodpowiedniejszy wéwczas, gdy od protokorowania czynnosci réw-
nolegle z ich wykonywaniem przechodzimy do "programowania", tj.
planowania przebiegu przysziych obliczen.

Strzalkowy zapis czynno$ci daje réwniez obrazowa interpre-
tacje zaréwno odwracania pojedynczego ruchu (strzatka przeciwnie
skierowana), jak i odwracania calej procedury obliczenia. W tym
ostatnim przypadku przestawienie kolejnos$ci morfizmdéw odwrotnych

zgodnie z réwnogcia (B oou)—l = a—l 06_1, wynika wprost z oczy-

wistej zasady poruszania sig zawsze w kierunku wskazanym strzai-
ka. Widoczne jest, ze po odwrdceniu kazdej strzaiki danego ciggu
naturalnemu odwrdéceniu ulega takze kolejnoéé tych strzalek.
Podczas pisania programéw dla obliczend wzajemnie odwrotnych (np.
547 i 12-7) wszystkie dzieci korzystaly w praktyce z tej
zaleznoéci, choé nie wszystkie potrafily $wiadomie ja sformuio-
waé. Potwierdza to znana skadinad dydaktykom teze, ze dziecko
na ogét duzo wczeéniej stosuje pewne rozumowania w dziataniu niz
potrafi je sprecyzowaé w mowie.

Podsumowujgc rozwazania dotyczace opisanych wyzej éwiczend
z liczydtem dziesiatkowym, chciatabym stwierdzié, ze z tego typu
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zajedé uczniowie mogg - oprdécz wstepnego uksztattowania pre-in-
formatycznych intuicji zwiazanych z pojeciem algorytmu i progra-
mu obliczenia - wynie$é korzys$ci w zakresie samej matematyki.

Zaliczam do nich m.in.:

(a) poznanie, a wtadciwie odkrycie i dzieki temu peiniej-
sze uswiadomienie sobie pewnych dodatkowych zaleznoéci liczbo-
wych, co pogtebia rozumienie arytmetyki. Przykladem takiej zalez-
nogci jest

(a+l) + (b-1) = a +b;

(b) spojrzenie na dziatania arytmetyczne z innej niz zazwy-
czaj strony, uprzytomnienie mozliwo$ci réznorakiej interpretacji

tych dziatan (por. rozdzial 2);

(c) zrozumienie zasad lgczenia pojedynczych operacji w diuz-
sze sekwencje oraz wyrézniania podstawowych "cegietek" w operac-

jach zozonych;

(d) lepsze zrozumienie sensu dziatad wzajemnie odwrotnych
przez uswiadomienie sobie zwigzku miedzy odwracaniem operaciji
-1
a odwracaniem procedury (wspomniana juz odpowiednio$é (Boa) =

=aot 08-1);

(e) oswojenie z umownogcig réznych stosowanych zapisdéw sym-
bolicznych przez samodzielne stworzenie prostego jezyka symboli
kodowych, poélugiwanie sige tym jezykiem przy zapisywaniu wykony-
wanych obliczen oraz "przektadanie" z tego jezyka zardéwno na

jezyk manipulacji pionkami, jak i na zwykly zapis arytmetyczny.

Nie od rzeczy bedzie dodaé, ze tre$é i forma tak utozonych
zajeé przyczyniajg sie z jednej strony do aktywizacji dzieci,
a z drugiej strony narzucaja pewng dyscypline my$lenia (koniecz-
no$é podporzadkowania sie wspdlnie ustalonym reguiom w imie
"bezmy$lnoéci" maszyny) - Jjedno i drugie bardzo pozadane na

lekcjach matematyki.
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7. ROLA LICZYDEZ PLANSZOWYCH W NAUCZANIU

7.1. Zalety dydaktyczne liczydel

Liczyda planszowe jako $rodek do nauczania matematyki majg wie-
le niewatpliwych zalet: sg atrakcyjnym urozmaiceniem lekciji,
pozwalajg dziecku na samodzielne wykonywanie czynnogci utatwia-
jacych ksztaitowanie sie pojeé matematycznych, daja okazje do
wielkiej liczby prostycH obliczerd pamieciowych, wyrabiajg umie-
jetno$é upraszczania rachunkéw w przypadku konkretnych danych,
rozwijajg inwencje dziecka, a umozliwiajac bardziej rdéznorodne
rozpatrywanie zagadnieri arytmetycznych - pogiebiajg ich rozumie-
nie. Wykonywanie obliczer opiera sie na pewnych prostych zwigz-
kach liczbowych, ktére moga byé zaobserwowane przez samych ucz-
niéw (przy pewnej pomocy nauczyciela). Sprawdzanie praktycznego
dziatania odkrytych regut manipulacji pionkami poprzez pordéwny-
wanie uzyskanych w ten sposdéb wynikéw z wynikami rachunku pamie-
ciowago, a takze prdéby uogblniania swoich obserwacji mogg rdw-
niez przyczynié sie do ksztaitowania podstaw my$lenia algo-
rytmicznego,

Praktyczng zalete rozpatrywanych liczydet stanowi moznosé
samodzielnego i stosunkowo tatwego wykonania planszy. Jako pion-
kéw mozna uzyé guzikéw, kasztandw lub kapsli od butelek. Do wne-
trza kapsli mozna wiozy¢é kolorowe kawatki papieru; mozna tez np.
uméwié sie, ze gdy mamy przedstawié na liczydle dwie liczby,
jedna z nich przedstawiamy za pomoca kapsli odwrdéconych "do gdry
dnem". fatwo$é wykonania opisanych powyzej liczydel jest ich po-
waznym atutem: dzieki temu da sig bez wigkszych trudnodci zamie-
niaé jedno liczydio na drugie, stosownie do aktualnych potrzeb
i mozliwogci dzieci.

Liczydla planszowe stanowig wiec cenne uzupeinienie pomocy
dydaktycznych produkowanych dla klas poczatkowych, z tym jednym
wszakze zastrzezeniem, Ze nie powinny by¢ traktowane jako jesz-
cze jedna maszynka do liczenia, lecz jako instrument stymuluja-
cy matematycznag wyobraZnie dziecka i umozliwiajacy mu poznanie
ciekawych zaleznoéci arytmetycznych, ktére inaczej pozostalyby,

byé moze, nie zauwazone.
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7.2. Kwestia bieg¥os$ci w rachowaniu na liczyd¥ach planszowych

Na zakoniczenie ogdélnych rozwazan dotyczgcych liczydel planszo-
wych chciatabym poruszyé sprawe,.ktéra wydaje sie wazna ze wzgle-
du na jej konsekwencje dla nauczania. Zaczng od pewnych remi-
niscencji.

W roku 1975, krdétko po opracowaniu teoretycznej koncepcji
liczydta czwdérkowego, matam mozliwo$é obserwowadé w Szkole Podsta-
wowej nr 25 w Warszawie pierwsze prdéby .jego stosowania w naucza-
niu arytmetyki. Obserwowatam zajecia (prowadzone przez te samg
osobe) w dwu réwnolegtych klasach, z ktérych jedna miata za sobg
wiele d¢wiczend w liczeniu na minikomputerze Papy’ego, a druga mi-
nikomputera nie znata. Z pewnym wdéwczas zdziwieniem zauwazylam,
ze dzieci z tej drugiej klasy lepiej radzity sobie z liczydiem
czwérkowym. Dzieci przyzwyczajone do minikomputera i liczace na
nim z duzg biegtodcig robity na liczydle czwdrkowym bezsensowne
btedy pochodzgace 2z mechanicznego przenoszenia posiadanych nawy-
kéw, np. aby pomnozyé dang liczbe przez 2 przesuwaly pionek na
nastepne pole (tutaj o wartos$ci o 1 wiekszej).

Ta prawidlowos$é zaobserwowana wéwczas na malej prdbce po-
twierdzita sie Jjeszcze przy innych okazjach: dzieci, ktdére dob-
rze znaty minikomputer, z trudnogciag przestawi;ly sie na inny
typ liczydia. Zachecane przez nauczycielke prdébowaly pordéwnad
nowe liczydio z minikomputerem analizujgc podobiedistwa i rdézni-
ce, jednakze, gdy przechodzity do rachowania, wcigaz popeiniaty
pomytki chcac liczy¢ "minikomputerowo".

Utwierdzito mnie to w przekonaniu, ze teza H.Moroza (1978,
str. 116) gtoszaca, iz w toku nauczania powinni$my dazyé do tego,
by uczeri zautomatyzowat wykonywanie operacji na minikomputerze,
jest niestuszna. Uwazam, zZe rachowanie na minikomputerze, a tak-

2e na kazdym innym liczydle, jest ksztalcgace tak diugo, jak diu-

go uczen wykonuje je $wiadomie, zastanawiajgc sie nad sensem

kazdego kroku. Dalsze éwiczenia dazace do zyskania bieglodci

przez zautomatyzowanie rachunku moga przynieédé wiecej szkody niz
pozytku, gdyz pochlaniajac wiele czasu dajg efekty bezuzyteczne,
zaréwno z punktu widzenia potrzeb dalszego nauczania matematyki,

jak i 2z punktu widzenia zastosowaﬁ.praktycznych. Sadze, ze tego
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samego zdaniabyt Papy (1975): "Minikomputer nie jest maszynag

do liczenia. Jego celem nie jest konkurowanie z komputerami,
maszynami liczacymi, abakami rosyjskimi czy japoriskimi, rachun-
kiem pisemnym. Jest on pomocg dydaktyczng dla uczenia sie licze-
nia, dla zrozumienia $wiata liczb, dla intuicyjnego, lecz rdéwno-
czednie klarownego rozumienia operacji elementarnych".

Czuje sie réwniez w obowigzku polemizowad ze stwierdzeniem
H.Moroza (1978, str. 125), ze "zastosowanie w szybkim mechanicz-
nym rachunku oraz mozliwo$é operowania duzymi liczbami juz w
klasie I, to niewatpliwie zalety minikomputera". ‘Na podstawie
kilkuletnich dod$wiadczenri z dzieémi, a takze z nauczycielami, mo-
ge stwierdzidé, ze w rzeczywistogci liczenie na minikomputerze
(a takze na innych liczydlach) jest i wolniejsze, i trudniejsze
od innych metod (np. od rachowania pisemnego), zwtaszcza na du-
zych liczbach. Przy manipulacjach przeprowadzanych duza liczbag
pionkéw tatwo jest sie pomylié, zapomnieé o przesunigciu jakie-
go$ pionka lub przesunaé inny dwa razy, a wykrycie takiej pomyl—
ki jest, praktycznie biorgc, niemozliwe, gdyz po wykonaniu ruchu
poprzednia sytuacja "znika" z planszy. Nie mozna wiec by¢ pewnym
poprawnoéci uzyskanego wyniku. Co gorsza, nawet gdy wiadomo, ze
wynik jest zly, na ogét ani sam uczer, ani nikt inny nie jest
w stanie powiedzieé, w ktdérym miejscu nastapii biad. Dla weryfi-
kacji wyniku skomplikowanego obliczenia nalezaloby przeprowadzid
je kilkakrotnie i pordéwnaé otrzymane rezultaty (tak jak to sie
czesto czyni przy postugiwaniu sie elektronicznym kalkulatorem).

Powyzsze uwagi nie oznaczajg bynajmniej, ze chciatabym usu-
naé minikomputer Papy’ego z lekcji matematyki w klasach poczat-
kowych. Przeciwnie, uwazam, ze zardéwno minikomputer, jak i inne
typy liczydel planszowych sg cennym $rodkiem dydaktycznym w
nauczéniu matematyki, lecz z zupeinie innych powoddéw niz moz-
nos$é zautomatyzowania lub przyspieszenia rachunku. Zamiast tra-
cié czas na dazenie do biegtoéci rachunkowej, lepiej przeznaczyé
go na co$, co wydaje mi sie szczegdlnie wazne i potrzebne, a
mianowicie na zapoznanie dzieci z kilkoma (cO najmniej dwoma)
rodzajami liczydel. Zmienianie liczydet w nauczaniu, bez nad-
miernego eksponowania ktdérego$ z nich, wzmocni efekty pozytywne
'(np. lepsze rozumienie dziatand arytmetycznych), a osiabi negatyw-
ne (np. nabieranie nawykéw nieistotnych z punktu widzenia celéw

ksztaXcenia).
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Podsumowanie

Rozwazania teoretyczne oraz przeprowadzone obserwacje i badania
pilotazowe sktaniajg mnie do sformulowania nastepujgcych ogpl-
nych wnioskéw podsumowujacych i uzupelniajacych uwagi szczegdio-
we poczynione w tresci pracy.

1. Liczydla planszowe (a w szczegdlnosdci liczydlo dziesigt-
kowe) majg znacznie bogatséq strukture matematyczng niz to by
wynikalo z dotychczasowych opracowaf.

2. Liczydfa planszowe iktére bede dalej nazywaé po prostu
liczydtami) nadajg sie szczegblnie do stosowania w nauczaniu
dzieci 7-12-letnich ze wzgledu na pokazana zgodno$é systemu ope-
racji wykonywanych na liczydle z systemem ugrupowania w sensie
Piageta, charakterystycznym dla my$lenia dzieci w konkretno-ope-
racyjnym okresie rozwoju.

3. Analizowanie rdéznych sposobdéw wykonywania obliczed na
liczydtach moze sie przyczynié do lepszego rozumienia czterech
dziatan arytmetycznych i ich wtasnosdci.

4. Najcenniejszg dla procesu matematycznego ksztalcenia
dzieci zalete liczydet stanowi nie tyle sama moznoéé rachowania
na nich, ile moznosé samodzielnego~oakrywania prostych prawidio-
wosci arytmetycznych zwigzanych z ruchem pionkéw. Z tego punktu
widzenia nie ma sensu dazenie do biegto$ci w wykonywaniu obli-
czer na liczydtach, a tym bardziej - dazenie do zautomatyzowania
wystepujacych przy tym czynnosgci.

5. Obok niewagtpliwej przydatnosgci w nauczaniu arytmetyki,
liczydla moga by¢ pomocne przy ksztaltowaniu pewnych intuicji
zwigzanych z my$leniem algorytmicznym (modularnogé algorytmu,
jego skorczonos$é, jednoznacznos$é itp.).

6. Pokazywanie‘zwiqzkdw liczydetr z innymi $rodkami dydakty-
cznymi wzbogaca nauczanie o nowe aspekty, a w szczegdlnodci
przyzwyczaja dzieci do "przektadania" idei matematycznych z jed-
nego jezyka na drugi (np. z jezyka manipulacji pionkowych na
jezyk strzatek).
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MATHEMATICAL AND DYDACTICAL ANALYSIS OF CERTAIN ABACI

Summary

The paper is concerned with arithmetical, algebraical, categori-
cal and automaton-theoretical aspects of computations ,with the
abacus of Hassler Whitney or a similar one (like Papy's mini-
computer) . The author believes that a suitable sequence of
activities with such an abacus may help children of age 9-12 to
grasp some computer-theoretical intuitions. She suggests the
following steps:

(i) exploring the abacus,

(ii) proposing ways of coding movements of stones during the
computations,

(iii) writing a protocole of computations (akin to that of
chess game) and performing actions coded in a protocole
written by another child,

(iv) writing programs for single computations, e.g., 19 +5,
executing with the abacus, and making corrections,

(v) designing general schemes of actions for some types of
computations.



