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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria V: DYDAKTYKA MATEMATYKI 2 (1982)

Macies KLakLa
Krakéw

Z badan nad rozpoznawaniem uzdolnien matematycznych

Przedstawiona tu praca stanowi fragment badaili nad problemami
rozpoznawania uzdolnien mafematycznych. Zagadnienia te sg bardzo
ziozone i trudne, miedzy innymi takze wobec ogromnej rozmaitodci
pogladéw psychologéw na nature i strukture uzdolnied w ogdle,
braku wyczerpujacych informacji o tym, co sadza sami matematycy
o specyfice uzdolnied matematycznych, a takze niedostatku zwe-
ryfikowanych opinii dydaktykdéw matematyki dotyczacych tych zaga-
dnied. Z tych powoddw prace niniejsza traktuje tylko jako reko-
nesans w dziedzine problematvki diagnostycznych badai uzdolnien
matematycznych.

Cele pracy formutuje w rozdziale pierwszym, gdzie rdéwniez
zawartem zalozenia i opis przyjetej metody badarh. Rozdzial drugi
zawiera sprawozdanie z badar nad uzdolnieniami do twérczego od-
bierania, przetwarzania i stosowania informacji matematycznej.

W trzecim omawiam badania dotyczace tzw. "dyscypliny my$lenia”.
Przeprowadzone badania indywidualne przedstawiam w rozdziale
Czwartym. Ostatni rozdzial zawiera wnioski oraz propozycje dal-
szych badan.
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1. CELE, METODA I ORGANIZACJA BADAN

1.1 Uzdolnienia matematyczne a rozwiazywanie probleméw
Zagadnienie rozpoznawania uzdolnier matematycznych moze wydawad

sie problemem nieco marginalnym w pordéwnaniu z wieloma innymi
stojacymi dzié przed dydaktyka matematyki problemami, ktdére na-
suwa ogdélna tendencja do upowszechniania ksztalcenia na pozio-
mie $rednim, w tym takze matematycznego. W nowoczesnym rozwinie-
tym spoleczenistwie matematyka jawnie wkracza jednak do prawie
wszystkich dziedzin zycia, co implikuje potrzebe dobrej i 1li-
cznej kadry matematykdéw. Zapewnié to moze tylko takie nauczanie,
ktére rozwinie i podtrzyma matematyczne zainteresowania i uzdo-
lnienia miodziezy, w szczegélnos$ci zabiegi dydaktyczne specjal-
nie dobierane do pracy z uczniami uzdolnionymi. Aby jednak méc
takie metody wypracowywaé i badaé ich przydatnod$é praktyczna,
niezbedna jest mozliwoéé wczesnego selekcjonowania ucznidéw ma-
tematycznie uzdolnionych, z ktérymi praca rokowataby najwieks:ze
szanse pelnego sukcesu. Stad wtas$nie bierze sie problematyka
omawianych tu badaif.

Stuchajac wypowiedzi nauczycieli-praktykéw charakteryzuja-
cych swoich ucznidéw, spotyvkamy sie czesto z okredleniami: "zdol-
ny", "pilny, ale niezbyt zdolny", "niezdolny". Mimo Zze sady te
nie sa oparte na wyraZnie sformutowanych kryvteriach, wyrdzniaja
jednak -w opinii tychze nauczycieli - pewne kategorie cech umy-
stowych ich uczniéw, obserwowane w procesie nauczania i czesto
sa podstawa prognoz zwigzanych z preorientacja zawodowa lub
dotyczacych powodzenia w dalszych studiach. Oczywigcie, niestu-
szne byloby mniemanie, ze owo niesprecyzowanie kryteridw, ktéry-
mi kieruja sie nauczyciele okre$lajac ucznia jako np. "pilnego,
ale niezbyt zdolnego", oznacza w ogdble ich brak. Nauczyciel
wyrabia sobie bowiem taki sgd na podstawie obserwacji reakcji
ucznia w réznorodnych szkolnych sytuacjach, czesto nawet bez
u$wiadamiania sobie wszystkich istotnych elementéw wptywajacych
na taka, a nie innag opinie o uczniu. S3d ten zalezy rdéwniez od
wnikliwogci czynionych przez nauczyciela obserwacji, od czasu
ich trwania, od tego, czy sytuacje, w ktérych nauczyciel ma mo-
2noéé obserwowaé ucznia, sa dostatecznie zréznicowane, itp.
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Opinia taka zalezy wiec wyraZnie od nauczyciela, ktéry jg wyda-
je, i co za tym idzie, moze nie byé trafna. Moze rdéwniez zmie-
niaé sie w czasie, czy to w wyniku lepszego poznania ucznia,
czy w rezultacie jego umystowego rozwoju.

Nie bez wpiywu na te opinie jest takze styl pracy w szkole;
nauczyciel pracuje tu na ogét "réwnym frontem" z cata klasa, nie
mogac poswiecaé pojedynczym uczniom zbyt wiele czasu. Réwniez
pewna standardowos$é .sytuacji, w ktérych zazwyczaj obserwuje on
uczniéw, np. przy rozwiazywaniu typowych zadar, nie sprzyja do-
strzeganiu réznic miedzy "zdolnymi"a jedynie
"pilnymi" uczniami. Byé moze, Ze ci "zdolni" szybciej, spraw-
niej lub bardziej pomystowo rozwigzujg nawet typowe zadania,
ale wobec wspomnianych wyzej ograniczen nauczyciel weryfikuje
najczesciej wynik, pomijajac - z braku czasu -droge, na ktérej
uczen do tego wyniku doszedi, co utrudnia uczniom "zdolnym"
wyréznienie sie w tej sytuacji. Poza tym,pilny uczeri, nawet
jezeli nie ma specjalnych uzdolnien, moze - droga treningu -
nauczyé sie bardzo sprawnego rozwigzywania typowych zadan. Re-
zZultaty osiagane wéwczas przez niego w tej dziedzinie moga nawet
byé lepsze niz rezultaty ucznia zdolnego, ale mniej pilnego.
Utrudnié to moze wiec nauczycielowi dobra orientacje w potencja-
lnych mozliwo$ciach jego wychowankdw. Taka orientacja jest
bardzo wazna w procesie nauczania, uczniowie matematycznie uzdol-
nieni bowiem wymagaja odrebnych zabiegdéw dydaktycznych w celu
rozwiniecia ich predyspozycji w tym kierunku. Praktyka szkolna
zZna rézne formy pracy z uczniami zdolnymi; jedne z nich sag sto-
sowane z wiekszym, inne z mniejszym powodzeniem. Natomiast pre-
orientacja jest oparta przede wszystkim na intuicji i dos$wiad-
czeniu nauczyciela. Na ogét nauczyciele nie popelniaja w tym
zakresie zasadniczych pomylek, ale to rozeznanie nie nastepuje
dostatecznie wczeénie.

Nasuwa sie wobec tego pytanie, czy nie mozna by oprzeé -
chociazby czeéciowo - preorientacji w kierunku matematyki na kry-
teriach wyraZniej sprecyzowanych, pozwalajacych na weryfikacje
tych uzdolnied za pomoca odpowiednio konstruowanych sprawdzia-
néw. Zreszta wyrdznienie takich kryteriéw mogloby poméc nauczy-
Ccielowi w bardziej $wiadomym obserwowaniu i badaniu uzdolnien
ucznidw.
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Dobdr kryteriéw uzdolnieri zalezy istotnie od tego, w jakim
sensie rozumiemy uzdolnienia matematyczne. W przypadku trakto-
wania ich jako zdolno$ci do sprawnego i skutecznego uczenia sieg
matematyki, za takie kryteria mozna by - chociaz z pewnymi zas-
trzezeniami ~ uznaé postepy osiggane z tego przedmiotu przez
ucznidéw w szkole. Zdolno$é do rozumienia i postugiwania sie pro-
stymi definicjami i twierdzeniami, zdolno$é do prowadzenia nie-
zbyt skomplikowanych rozumowand matematycznych nie mogq jednak -
wedtug powszechnych opinii - byé wystarczajacymi kryteriami uz-
dolnier do dzialtalnos$ci twdérczej w dziedzinie matematyki, dzia-
Yalnoéci dajacej nowe obiektywnie wazne rezultaty .

Niektdrzy badacze upatruja takie kryterium w umiejetnosci
rozwigzywania zadan, wychodzac z zalozenia, ze praca umysiowa
przy rozwiazywaniu autentycznych probleméw matematycznych i pra-
ca ucznia w toku rozwigzywania zadania rézniag sie tylko pozio-
mem, ale jako$é aktywnodci jest taka sama. Z tego zalozenia wy-
chodzi np. Polya (1975);, czy Krutecki (1968), ktéry opiera swoje
badania (choé dotyczace uzdolnief w pierwszym sensie) na anali-
zie procesu rozwiazywania zadan.

Taka analiza wymaga jednak uscidlenia tego, co sig rozumie
przez "zadanie", gdyz w praktyce szkolnej nazywane tak sa zardw-
no proste éwiczenia wymagajace jedynie bezposredniego zastoso-
wania definicji czy twierdzenia, jak i skomplikowane problemy,

w ktérych trzeba sie wykazaé umiejgtnos$cia operowania wieloma
pojeciami i widzenia réznorodnych miedzy nimi zwigzkdw.

Odwotujac sie tu do typologii zadar wprowadzonej przez A.
Z. Krygowska (1977, cz.III), gdzie odrdéznia sie éwiczenia, za-
dania, zwykle zastosowania teorii oraz problemy, mozna stwier-
dzié, ze dwie pierwsze kategorie zada® nie bardzo nadaja sie do
oparcia kryteridéw uzdolniend o charakterze twdérczym na analizie
procesu ich rozwiazywania. Zaréwno bowiem ¢wiczenia, wymagajace
zastosowania tylko pewnego prostego schematu postepowania, jak
i zadania, do rozwigzania ktdérych trzeba powigzadé kilka takich
schematéw, ale w znany i na ogét standardowy sposdéb - nie moga
ujawnié nic wiecej ponad te elementy, ktére przy ich rozwigzywa-
niu wystepuja. Mogilyby wiec sprawdzaé, czy uczend potrafi sie
nauczyé definicji, czy rozumie ja i potrafi w prostych
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przypadkach sie nig postuzyé, czy rozumie i zna twierdzenie lub
schemat rozwigzywania pewnych zadan, ale nie nadaja sie do wery-
fikacji wystepowania uzdolnier matematycznych o charakterze twdér-
czym.

Zadania trzeciej kategorii - problemy - wymagajg do ich roz-
wigzania czego$ wiecej niz tylko wiadomogci czy standardowych
umiejetnosci. Tutaj potrzebny jest raczej pomysi, nietypowe
zastosowanie znanych metod, dostrzezenie istotnych lecz niejaw-
nych zwiazkdéw, zbudowanie nowego modelu, przestrukturowanie za-
dania itp. Przy rozwigzywaniu probleméw na pewno moga sie wiec
ujawniaé uzdolnienia do réznorodnych rodzajéw aktywnosci matema-
tycznej, przy czym czesto rézne problemy sj okazjg do podejmowa-
nia zupelnie nieraz rdéznych aktywnos$ci, charakterystycznych tyl-
ko dla danej sytuacji. Obserwujac rozwigzywanie przez ucznia
trudnego i interesujacego problemu, nie jest tez tatwo wydzielié
te rézne rodzaje aktywnodéci matematycznej, czesto -wtadnie w tej
sytuacji - bardzo silnie ze soba powiazane.

Z tych powodéw wydawatoby sie najwladciwsze oprzeé poszuki-
wanie kryteridéw uzdolnier matematycznych o charakterze twérczym
na analizie aktywno$ci matematycznej czynnych twércéw matematyki
i dla wyrdéznionych czynnikéw tej aktywnoéci konstruowaé odpo-
wiednie problemy, majace na celu weryfikacje wystepowania tych
czynnikéw w aktywnodci matematycznej uzdolnionej miodziezy.
Jednakze pelna i gieboka analiza aktywnoéci matematycznej - to
odrebny, niesiychanie bogaty i trudny problem (Freudenthal,1973;
Math.fcole, 1974; Thom, 1974) , wymagajacy wspSipracy wielu ma-
tematykdéw twérczych i przekraczajacy zaréwno zakres niniejszej
pracy, jak i mozliwogci autora. Dlatego tez - z cata $wiadomosdcia
wprowadzanych ograniczel - podejmuje tu prébe badania uzdolnien
jedynie do pewnych nielicznych, wybranych arbitralnie rodzajéw
aktywnoéci matematycznej.

Wykorzystujac w pracy wiele z rezultatéw badan prowadzonych
Przez Kruteckiego i jego wspéipracownikdéw, podejmuje skromng
Prébe uzupeinienia tych badar innymi - za pomoca sprawdzianéw
innego typu. W badaniach Kruteckiego stosuje sie w zasadzie za-
dania takich typéw, z ktérymi badani uczniowie spotykali sie w
szkole i ktdérych sformulowania nie réznilty sie istotnie od
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rozwigzywanych przez nich zadan na lekcjach matematyki, moze
tylko z wyjatkiem kilku typowych testdéw psychologicznych, wery-
fikujgcych niekoniecznie zresztg z matematyka zwigzane cechy
umystu, jak np. spostrzegawczos$é, trwalodé pamieci, itp. Wpraw-
dzie w proponowanych tu sprawdzianach réwniez nie wykraczam poza
material szkolny, ale sytuacji, ktérych dotycza stawiane ucz-
niom problemy, nie spotykali oni w nauczaniu szkolnym, a rozwig-
zania nie moga byé bezposrednio oparte na znanych im schematach
czy wzorcach. Dokladniej wyjagnie to przy omawianiu poszczegdél-
nych sprawdzianéw.

W przedstawionych w tej pracy badaniach postawiiem sobie
za cel:

(a) wybranie kilku spos$réd charakterystycznych czynnikéw matema-
tycznej twdérczej aktywnosci, ktére mozna by ujawnié w formie
dostepnej dla obserwacji i oceny;

(b) prébe weryfikacji wystepowania tychze czynnikéw w matematy-
cznej aktywnos$ci ucznidéw uznanych wediug opinii szkolnej za
zdolnych;

(c) sformulowanie - na podstawie wyrdéznionych czynnikdéw - pewnych
kryteriéw uzdolnier matematycznych ucznidw;

(d) wypracowanie metod badania, opisu i analizy reakcji ucznidw
na sprawdziany weryfikujace ujawnianie sie uzdolnier matematy-
cznych.

Przyjme tu, podobnie jak Krutecki (1968), zalozenie, ze
uczniowie diuzej przez nauczyciela obserwowani i uznawani za
"bardzo zdolnych", sa tacy w rzeczywistodci, byé moze z pewnymi
niewielkimi wyjatkami.

Wyrdznione w pracy czynniki aktywnodci matematycznej maja
- w moim zamierzeniu - odpowiadaé nastepujacym dwdém warunkom:

o

1° istotnie wystepuja w twérczej pracy matematycznej,

2° mozliwe jest takie ich sprecyzowanie, ze mozna dla nich
konstruowaé proste $rodki sprawdzania, w jakim stopniu wyste-
puja one w aktywnosci matematycznej ucznidw.
Potrzebne jest jeszcze jedno istotne wyjadnienie, bez kté-
rego cata koncepcja moglaby byé Zle zrozumiana. Otéz okre$lone
w wyniku moich badad kryteria maja jedynie pozytywny charakter,
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tzn.spetnienie ktérego$ z nich w danej sytuacji problemowej mo-
ze byé¢ podstawa do mocno umotywowanej hipotezy o uzdolnieniach

do tego typu aktywno$ci matematycznej. Natomiast na niepowodze-
nie mogg mieé wpityw rézne czynniki, tkwiace badZ w samym uczniu,w
otoczeniu, czy wreszcie w proponowanym problemie. Tak wiec nie
spetnienie jakiego$ z kryteridéw przy rozwigzywaniu jednego
sprawdzianu w pewnej sytuacji nie moze stanowié zadnej podstawy
do opinii negatywnej. Nie mamy bowiem wcale pewnosci, czy w
innych okoliczno$ciach préba zakoriczytaby sie niepowodzeniem.

1l.2. Metoda i organizacja badan

Opisane w niniejszej pracy badania prieprowadzilem w latach
szkolnych 1974/75, 1975/76 i 1976/77 wSréd ucznidéw XII Liceum
Ogdélnoksztatcacego im.Bolestawa Bieruta w Krakowie. Wybrana do
badan szkola charakteryzowala sig wysokim poziomem nauczania
matematyki, o czym éwiadczyla zardwno duza ilo$é absolwentdw

tej szkotly podejmujacych studia zwigzane z matematyka, jak i
duzy procent ucznidw bioracych z powodzeniem udziat w Olimpia-
dzie Matematycznej. Sprzyjajacy wtasciwej pracy dydaktycznej z
miodziezg klimat, zapewnienie warunkéw do pracy z uczniami uz-
dolnionymi i zrozumienie wobec potrzeb w tej dziedzinie (dyrektor
szkoty by® matematykiem), gwarantowaly wszystkim uczniom peine
warunki matematycznego rozwoju,predysponujac te szkole do prze-
prowadzenia wéréd jej ucznidéw opisywanych tu badani. Polegaly

one na obserwacji i analizie reakcji ucznidéw na pewne spraw-
dziany, weryfikujace wystgpowanie uzdolnier do okre$lonych czyn-
nikéw aktywnoéci matematycznej. Konstrukcije i opis poszczegélnych
Sprawdzianéw omawiam oddzielnie w kolejnych rozdziatach poswie-
conych sprawozdaniom z bada® nad wybranymi rodzajami aktywnosci.
Tam tez formuluje kryteria uzdolnier do tych rodzajéw aktywnosci
matematycznej. W $wietle wynikéw przeprowadzonych badan kryteria
te ulegaja pewnym modyfikacjom i uéciéleniom.

Jednym z elementéw wypracowyanej metody badan byly tzw.
badania prébne, przeprowadzone z kilkoma tylko uczniami. Ich
OPis znajduje sie w pracy Klakli (1978).

Istotng role odgrywa dobdr ucznidéw, ktérzy zostali poddani
badaniom. Tutaj byty to trzy grupy ucznidw. Pierwsza liczyta 43
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ucznidw uznanych przez swoich nauczycieli matematyki za szczegdl-
nie uzdolnionych matematycznie, wybranych spos$réd uzyskujacych
dobre lub bardzo dobre oceny z matematyki. W pracy sa oni zako-

dowani symbolami Al""/A43'

Grupa druga, to réwniez 43 ucznidéw, ktdérzy w opinii tych
samych nauczycieli sg "pilni, ale niezbyt zdolni" i jedynie wy-
tezong praca wyréwnujac brak uzdolnien osiggali réwniez dobre
lub bardzo dobre oceny. W pracy s oni oznaczeni symbolami
BysesByge

Wybranie do badan w obu grupach jedynie tych ucznidéw, kté-
rzy osiggali dobre lub bardzo dobre oceny z matematyki, pozwoli-
Yo zabezpieczyé sie przed sytuacja, w ktérej uczeri nie odpowie-
dziatby na pytania postawione w trakcie badar po prostu z braku
podstawowych wiadomo$ci, ktérych posiadanie - jak sadze -mozna
juz zaktadaé u ucznia legitymujgcego sie dobra lub bardzo dobra
oceng.

Nalezy zaznaczydé, 2ze nie wszyscy uczniowie obu grup brali
udzia¥ we wszystkich badaniach, co svowodowane zostalo trudno-
$ciami organizacyjnymi, np. nieobecnodcia ucznidw w trakcie
przeprowadzania poszczegdélnych badar, ograniczong mozliwo$ciag
odbywania sie ich w jednym czasie ze wzgledu na organizacjeg pro-
cesu nauczania w szkole (nauka na dwie zmiany), zmiang szkoty
przez uczniéw lub jej ukoiiczeniem, itp. Z tego wzgledu, a takze
w celu zwiekszenia przejrzystosci sprawozdan z poszczegdélnych
badan, w kazdym rozdziale oddzielnie podaje grupe ucznidéw,ktdra
brata w nich udziat.

Powtdérzytem réwniez dodatkowo niektdére badania z grupa
pietnastu ucznidéw tegoz liceum, uznanych przez swych nauczycieli
matematyki za szczegélnie niezdolnyvch. W szkole uzyskiwali oni
dostateczne lub niedostateczne oceny z matematyki. W pracy ozna-
czeni sg symbolami cl""’CIS' Byli to uczniowie tylko z klas
I i IT, gdyz - zdaniem nauczycieli -w klasach starszych tego 1li-
ceum ucznidw szczegdlnie niezdoinych juz sie nie spotyka ze
wzgledu na odsiew w klasach I i II. Efekty badan tych ucznidw sa
prezentowane réwnolegle z opisem odpowiednich wynikdéw badar ucz-

niéw z grup A i B.
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Uczniowie odpowiadali na pytania w poszczegdlnych spraw-
dzianach w réznych klasach, gdyz niektdére z przedstawionych
problemdéw miaty sens jedynie dla uczniéw z kl. I i II, a inne
dopiero w starszych klasach. Z tego wzgledu statystyki dotycza-
ce ucznidéw bioracych udziat w badaniach podajg oddzielnie przy
omawianiu wynikéw poszczegélnych sprawdziandw.

Przed badaniami uczniowie zostali poinformowani, ze ich odpo-
wiedzi zostang wykorzystane do celdéw niniejszego opracawania i
wyrazili zgode na wspdéiprace z autorem. Réwnoczednie wiedzieli,
2e zadania rozwigzywane przez nich w trakcie badah nie beda mia-
ty wplywu na ocene szkolng.

Przy typowaniu uczniéw z poszczegdlnvch klas do grup A, B
czy C kierowatem sie opiniami nauczycieli matematyki uczgcvch w
tych klasach, w tym takze moja wtasna opinia, gdyz wéwczas pra-
cowatem réwniez jako nauczyciel matematyki w tym liceum.

Ze wzgledu na to,ze wybratem do badar uczniéw jednej tylko
szkoly, gdzie z uwagi na $ciéie wzajemne kontakty nauczycieli
matematyki oraz prace zespolu przedmiotowego zardéwno poziom na-
uczania, jak i wymagania stawiane uczniom, byly w duzym stopniu
jednolite, przeprowadzone badania nie moga byé podstawg do formu-
towania ogdélnych wnioskéw. Pomogly one natomiast sprecyzowad
proponowane kryteria uzdolnier w sposéb uzasadniajacy celowos$é

podjecia nad nimi szerokich badai empirycznych.

2. ZDOLNOS$¢ DO TWORCZEGO ODBIERANIA, PRZETWARZANIA I WYKORZYSTY-
WANIA INFORMACJI MATEMATYCZNEJ

2.1. sSformulowanie kryterium i opis sprawdziandw

Istotng role w twérczej pracy matematycznej (jak w kazdej pracy
twérczej) odgrywa odbieranie, przetwarzanie i wykorzystywanie informacji.
Twdrcze odbieranie informacji polega na wyborze spoéréd wielu
réwnoczeénie odbieranych informacji takiego ich zespoku, ktdry
Nasuwa mozliwo$é ich przetworzenia w nowg informacje, stanowig-
€3 element wiedzy nowej jakoéci. Z kolei niestandardowe wykorzy-
stanie posiadanych informacji, np. w innych sytuacjach niz ta,
ktérej informacje bezpodrednio dotyczytly, czy w odniesieniu do
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innych niz zwykle obiektdéw, jest réwniez charakterystyczne dla
kazdej twdérczosdci, w szczegblnoéci matematycznej.

Ten czyrnik aktywno$ci matematycznej mozna wzigé
za jedno z kryteridw rozpoznawania uzdolnied matematycznych
uczniéw. Bedzie to wiec kryterium:

Zdolno$é do twdérczego odbierania, przetwarzania i wykorzys-
tywania informacji w toku rozwigzywania probleméw.

W celu zweryfikowania istnienia tych uzdolnier u ucznidw
uznanych przez opinie szkolng za zdolnych, zastosowalem dwa
sprawdziany, réznigce sie zardwno stopniem trudnodéci, jak i sy-
tuvacjami, bardzo zreszta prostymi.

Sprawdzian I skada sie z dwéch, pozornie nie zwigzanych
ze soba czedci. Pierwsza z nich zbudowana jest w sposéb naste-
pujacy:

Sformulowane jest zadanie obliczania liczby X, wszystkich
cigeciw taczacych n rdéznych punktéw okregu oraz podane sa dwa
rézne rozwigzania tego zadania. Pierwsze prowadzi do wzoru

~n(n-1)

X
n 2 ’

a drugie do wzoru
xn=1+2+3+...+(n—2)+(n-1) .

Podana jest informacja, Ze obydwa rozwiazania sg poprawne oraz
sformutowane pytanie: "Jakie wnioski nasuwajg Ci otrzymane wy-
niki?" '
Druga czeéé sprawdzianu zawiera polecenie:"Oblicz sume 103
poczatkowych kolejnych liczb nauralnych”
Za pomoca tego sprawdzianu chciatem stwierdzié:

1° Czy uczenl dostrzega zwiazek
(1) i(nz;l)=1+2+3+...+(n-2)+(n—1),

2° Czy uczefi -jeéli go dostrzega - wykorzystuje ten zwigzek do

rozwigzania drugiej czes$ci zadania.
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Sprawdzian przeznaczony by dla ucznidéw klasy I oraz tych
ucznidéw klasy II, ktérzy jeszcze nie uczyli sie na lekcjach ma-
tematyki o ciagach, gdyz jedynie w tym wypadku miaty sens pos-
tawione wyzej pytania.

Réwniez sprawdzian II sktada?l sie z dwéch czedci. Pierwsza
z nich zbudowana jest w sposéb nastepujacy:

Sformutowany jest problem:"Wéréd n losdw loterii znajdu-
je sie 1 los na giéwna wygrang oraz k loséw (1 <k <n) upraw-
niajacych do bezptatnego wyciagniecia nastgpnego losu. Jakie
jest prawdopodobienistwo wylosowania gidéwnej wygranej przy zaku-
pie jednego losu i maksymalnym wykorzystaniu uprawnien?"

Podane sg dwa rdéine rozwiazania; w pierwszym z nich szuka-

ne prawdopodobiefistwo wyraza sie wzorem

21 1 k-i
P(A) _n+j§o =37 igo =1 !

natomiast w drugim rozwigzaniu otrzymujemy wzdr

P(A)=n_i}z .

Nastepnie informuje sie badanych, ze obydwa rozwiazania sg
poprawne i formufuje pytanie:"Jakie wnioski nasuwajg Ci otrzy-
mane wyniki?"

Cze$é druga sprawdzianu sktada sie réwniez - tak jak w po-
pPrzednim sprawdzianie - tylko z jednego polecenia:

"Przedstaw ulamek % w postaci sumy 10 réznych utamkéw wia-
$ciwych".

Sprawdzian ten przeznaczony byl dla ucznidéw z klasy IV oraz
dla uczniéw klas trzecich matematyczno - fizycznych, ktérzy juz
Przeszli kurs rachunku prawdopodobieristwa.

Réwniez tutaj chcialem uzyskaé nastepujace informacje:

1° Czy uczenl dostrzega zwigzek:

J
(2) 1 =% + I n == dla 1<k<n,

2° Czy - jed$li go dostrzega - wykorzystuje go do
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rozwigzania zadania z drugiej cze$ci sprawdzianu lub przynaj-
mniej udwiadamia sobie te mozliwo$é.

Pytanie postawione w tekécie pierwszej czedci kazdego spra-
wdzianu sugerowalo badanym analize podanej informacji i jej
przetworienie. Znajdowali sie wiec oni w sytuacji juz bardzo
uproszczonej w stosunku do sytuacji, gdy analogiczne pytanie po-
jawia sie w twérczej aktywnosci w sposéb naturalny i spontani-
czny. Taka sugestia by*a jednak konieczna ze wzgledu na cel
przeprowadzanych badari; chodzito o to, by weryfikowane uzdolnie-
nia, jezeli wystepowaly u ucznidéw, ujawnity sie w trakcie badaf,
do czego byta potrzebna pewna forma prowokacji.

Sprébujmy dokonaé analizy pracy myélowej ucznia, ktéry w'
sprawdzianie I daje poprawne odpowiedzi. Musi on sobie najpierw
uswiadomié, ze skoro obydwa rozwigzania sg poprawne, to zardéwno

utamek M , jJak i suma 1 +2+3+...+(n-2)+(n-1) , wyra-

%aja te sama liczbe cieciw laczgcych n punktéw na okregu; a
wiec

n(nz-l_)=1 +2+3+...+(n-2)+(n-1).

Jest to etap, w ktérym uczer odbierajgc dwie rézine informa-
cje, $wiadomie uzyskuje nowa.

Nastepnym etapem jest uprzytomnienie sobie, Ze zwigzek (1)
jest prawdziwy niezaleznie od interpretacji, przy ktérej zostai
wykryty, tzn. Zze n wcale nie musi oznaczaé liczby punktéw na
okregu, a jedyne ograniczenie wynika z faktu, Ze musi to byé-
pewna liczba naturalna wigeksza od 1. Dokonuje sig tu wiec pewne
przetworzenie informacji, przy czym owa zmiana dotyczy zakresu
stosowalno$éci zwigzku (1) otrzymanego w poorzednim etapie.

Przechodzac do drugiej cze$ci sprawdzianu uczer znajduje
sie w zupelnie nowej sytuacji. Nie ma juz do czynienia z pro-
blematyka geometryczng, ale z zadaniem arytmetycznym, i to nie
tyle trudnym, co pracochionnym (dodawanie kolejnych 103 poczat-
kowych liczb naturalnych). Uswiadomienie sobie w tym momencie
mozliwoéci wykorzystania uzyskanej w poprzednim etapie nowej

informacji pozwala na sprawne rozwigzanie zadania.
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Podobnie - ze wzgledu na analogiczng konstrukcje - wyglada-

taby analiza pracy my$lowej ucznia w sprawdzianie II.

2.2. Wyniki uzyskane w sprawdzianach I i II

W sprawdzianie I uczestniczyli uczniowie z klas I i TITI, w tym:

27 ucznidw z grupy A, 25 z grupy B i 15 z grupy C (zob.rozdziak

1.2). Natomiast w sprawdzianie II uczestniczyli uczniowie klas

ITI i IV, w tym: 21 uczniéw z grupy A oraz 20 ucznidéw z grupy B.

tacznie w obu sprawdzianach uzyskatem 108 odpowiedzi. W spraw-

dzianie II nie bylo uczniéw z grupy C, poniewaz - jak to juz

wyjadniatem poprzednio - rekrutowali sie oni wylgcznie z klas I

i II, nie mieli wiec wiadomo$ci z rachunku prawdopodobieristwa,

ktdére byly niezbedne do zrozumienia zagadnienia.

Dla opisu odpowiedzi uczniéw w sprawdzianach I i II wpro-

wadzitem nastepujace kategorie:

K 1. Badany nie dostrzega zwiazkdéw (1),(2).

K 2. Badany dostrzega 2zwiazki (1),(2), ale ich nie wyko-

rzystuje.

K 3. Badany dostrzega zwiazki (1),(2) i wykorzystuje je w

drugiej czeéci sprawdziandw.

Wyniki uzyskane przez uczniéw w sprawdzianach I i II ilu-

struja liczbowo tabele 2.1

Tabela 2.1
Sprawdzian I

i2.2.

Kategoria odpowiedzi c
% % %
Kl. Nie dostrzega 4 | 14,8 | 14 | 56,0 14 |93,33
zwigzku (1)
K2. Dostrzega zwigzek
(1),ale go nie wy- 4 14,8 2 8,0 1| 6,67
 ______korzystuje
K3. Dostrzega zwigzek
(1) i wykorzystuje 19 70,4 9 | 36 - -
go
Razem 27 | 100 25 1100 15 | 100
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Uczniowie z grupy A, ktérych odpowiedzi zaliczyiem do kate-
gorii K1, odpowiadajac na pytanie "Jakie wnioski nasuwaja Ci
otrzymane wyniki?" oceniaja obydwa przedstawione w sprawdzianie
rozwiazania, przy czym sposéb I uwazaja za prostszy.Np. uczen
AG pisze "I sposéb obliczenia ilos$ci cieciw jest latwiejszy i
prostszy niz sposéb I1", a uczen A, "Mimo ze oba wyniki sa
poprawne, I sposéb wydaje mi sie duzo prostszy, bardziej prze-
mawiajacy".

Wszyscy oni poprawnie obliczaja sume 103 poczatkowych liczb
naturalnych bez korzystania ze zwigzku (1), stosujgc jednak pe-
wne uproszczenia metody rachunku. Uczniowie z grupy B, ktdrych
odpowiedzi zaliczylem réwniez do tej kategorii, takze oceniaja
obydwa rozwigzania, preferujgc sposéb I lub w ogdéle nie formu-
Yujq zadnych uwag. Wérdéd tych, ktérzy obliczajg sume 103 poczat-
kowych kolejnych liczb naturalnych, 5 odpowiedzi jest btednych,
tym jedna dosé zaskakujaca: Uczennica By, Pisze:"1+2+3+4+5+6+
+7+8+9+10+11+12+13 +14 +15=103". Pomijajgc nawet biad w
rachunku, widaé, ze zupetnie inaczej zrozumiala polecenie zawar-
te w sprawdzianie. Natomiast odpowiedzi ucznidw z grupy C réz-
nig sie tutaj istotnie od odpowiedzi ucznidéw z grup A i B.
Kilku uczniéw daje takie odpowiedzi, ktére $wiadcza o zupeinym
nierozumieniu ani tre$ci sprawdzianu, ani pytar w nim zawartych.

Jest charakterystyczne, ze jedyny uczen C3 grupy C, ktéry
dostrzegl zwiazek (1), nie tylko nie potrafit go wykorzystad,
ale jeszcze napisal "nie wiem jak to wykonaé" -w odpowiedzi na
zadanie 2. Uczniowie z grup A i B, ktdérych odpowiedzi zaliczy-
Yem takze do kategorii K2, wprawdzie tez nie korzystaja przy
obliczeniach ze zwigzku (1), ale zadanie rozwiazujg, i to na
0gdét poprawnie (znowu czasem stosujac rézne uproszczenia rachun-
ku) .

Zaréwno uczniowie z grupy A jak i z grupy B, ktdérych odpo-
wiedzi zaliczylem do kategorii K3, wyraZnie napisali, ze ze
wzgledu na poprawno$é obu rozwigzan zachodzi zwiazek (1) i
zauwazyli, ze moze on postuzyé do rozwiagzania zadania w drugiej
czedci sprawdzianu. W kilku wypadkach popeiniono btedy w rachun-
kach.
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Tabela 2.2
Sprawdzian II

Kategoria odpowiedzi A B
% 3
Kl. Nie dostrzega zwig- 3 14,2 18 90
zku (2)
K2. Dostrzega zwiazek (2)
ale go nie wykorzy- 9 42,9 2 10
stuje
K3. Dostrzega zwiazek (2)f 4 42,9 _ _
i wykorzystuje go
Razem 21 100 20 [100

Uczniowie, ktérych odpowiedzi zaliczylem do kategorii K1,
a wigc ci, ktérzy nie dostrzegli zwigzku (2), wypowiadajg sie
oceniajac obydwa rozwigzania, przy czym drugie zyskuje wieksza
aprobate jako krétsze. Niektérzy kwestionuja poprawnosé jednego
ze sposobdw. Wszyscy podaja rozwiagzanie drugiej czedci spraw-
dzianu stosujac réine sposoby: wykorzystujac wtasnosci ciagu
geometrycznego, utamki dziesietne, badZ stosujac metode préb i
bteddw.

Odpowiedzi uczniéw zaliczone do kategorii K2 zawierajq
wniosek, Ze prawdziwy musi byé wzdr (2),a poza tym sa podobne
do tych ,ktdére zaliczylem do kategorii Kl. Natomiast wsrdéd
uczniéw, ktérych odpowiedzi zaliczylem do kategorii K3, naleza-
lob§ wyréznié tych, ktérzy zwiazek (2) dostrzegli i wykorzystali
go w drugiej czeéci sprawdzianu, obliczajac konkretnie kazdy =z
utamkéw rozktadu, i tych, ktérzy zadowolili sie tylko podstawie-
niem odpowiednich wartoéci do zwiazku (2), uwazajac juz rozkiad
utamka 1/2 za dany.

W sprawdzianie I nie dostrzega zwiazku (1) tylko niewielu
uczniéw z grupy A, ponad potowa uczniéw z grupy B i prawie
wszyscy z grupy C. Stosunkowo duzy procent tych uczniéw z grup
A i B, ktérzy dostrzeqli zwiagzek (1), wykorzystuje go nastepnie
W drugiej czeéci sprawdzianu (82,61% w A i 81,82% w B), co mo-
2e $wiadczyé o tym, Ze zasadnicza trudnoéé w tym sprawdzianie
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sprawia uczniom obu grup dostrzezenie zwigzku (1) .

W sprawdzianie II,gdzie sytuacja jest niewatpliwie bardziej
skomplikowara, nieliczni tylko uczniowie z grupy B(10%) dostrze-
gaja zwigzek (2) , natomiast znaczna wiekszo$é ucznidw z grupy
A (85,8%) ten zwigzek dostrzega. Tylko polowa z tych ostatnich
wykorzystuje ten zwigzek w drugiej cze$ci sprawdzianu. Natomiast
zaden z ucznidéw grupy B, ktdérzy zwigzek (2) dostrzegli, nie wy-
korzystuje go przy rozwigzywaniu drugiej czes$ci zadania.

Pordéwnujac wyniki sprawdzianéw I i II w grupie A widzimy,
ze w obu sprawdzianach stosunkowo niewielki procent ucznidéw nie
dostrzega zwigzkdéw (1) i (2), natomiast w grupie B, w sytuacji
trudniejszej (sprawdzian II), ten procent znacznie wzrasta (90%).
W przypadku sprawdzianu II kategoria K3 bardziej réznicuje grupg
uczniéw zdolnych niz w sprawdzianie I.(Mozna by szukaé powoddéw
w tym ,ze uczed mégl nie dostrzec we wzorze sumacyjnym ze spraw-
dzianu II sumy utamkdéw).

Jak zastrzeg¥em sie w rozdziale 1, indywidualnie nie mozna
oceniaé ujemnie uzdolnien ucznia do rozwazanego tu typu aktyw-
no$ci matematycznej tylko na podstawie ujemnego wyniku sprawdzia-
nu. Jednak wniosek taki moze by¢ sformutowany dla catych grup,
co wzmacnia hipoteze, Zze uzdolnienie do twdérczego odbierania,
przetwarzania i wykorzystywania informacji matematycznej jest
cechg wyrézniajaca grupe ucznidw uznanych w opinii szkolnej za

zdolnych.

3. UZDOLNIENIA DO ZDYSCYPLINOWANEGO MYSLENIA

3.1. "Dyscyplina my$lenia" jako jeden z czynnikéw aktywnosci

matematycznej
Jednym z wyrazZnych czynnikéw aktywnodci matematycznej jest tzw.

"dyscyplina my$lenia", rozumiana -migdzy innymi, jako umiejet-
nos$é przezwyciezania konfliktu miedzy wymaganiami formalnego my-
$§lenia a innymi jego nurtami, np. intuicja, lub tez silnie utr-
walonymi nawykami czy sugestig nazwy majacej w jezyku potocznym
znaczenie pogladowo bliskie znaczeniu ustalonemu przez jej defi-
nicje matematyczna, ale nie tozsame. Wymaga to (a moze nie tylko
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u ucznia ) czasami pokonania u ucznia bariery psychologicznej
zwigzanej z tendencjg do zastepowania w toku rozumowania formal-
nej struktury pojecia jego pogladowym ujeciem.

W szkole obserwujemy takie konflikty bardzo czesto w nauce
geometrii i wszedzie tam, gdzie wizualizacja matematycznych
tresci, konkretyzowana w rysunku odgrywa istotng role. Uczenf na
pytanie, czy famana zwyczajna moze byé figurg wypukta, odpowia-
da negatywnie, poniewaz my$li o tamanych, ktdére zwykle rysuje,

i "gubi" skrajny przypadek, gdy tamana redukuje sie do jednego
odcinka (takze konflikt z nazwa "tamana" w sensie jezyka codzien-
nego). Spotykajac w tek$cie zadania termin "wielokat" nie odwo-
tuje sie do jego definicji, ale wyobraza sobie jaki$ konkretny
wielokat, zazwyczaj wypukly. Prowadzone w do$é duzej populacji
uczniéw badania Zofii Zamorskiej (praca w druku) ujawnity fakty
szczegdlnie jaskrawo ilustrujace tego rodzaju konflikty. Ucznio-
wie, ktérzy sami zdefiniowali punkt brzegowy figury (w kazdym
kole , ktérego $rodkiem jest ten punkt, znajduja sie punkty
nalezace do tej figury i punkty do niej nie nalezace) wskazywali
uporczywie jako brzeg "kota sita" (koto, z ktdérego usunieto
kilka punktéw wewnetrznych) okrag, bez odwolywania sie do wtas-
nej definicji, kierujac sie tylko pogladowym, codziennym znacze-
niem terminu "brzeg".Tylko nieliczni ujawniajg w tym przypadku
"dyscypline my$élenia”, skrupulatnie badajac sytuacje z punktu
widzenia przyjetej konwencji.

Rysunek narzuca uczniowi czesto jakie$ globalne ujecie,
ktére jakby go uwalnia od obowigzku analizy lokalnej i formalnej.
Uczniowie twierdza z calym przekonaniem, ze funkcja tangens nie
jest ciagta w swej dziedzinie, przeciwstawiajac te funkcje fun-
kecji sinus jako ciagtej, bo z jednej strony maja przed oczyma
obraz zlozony z izolowanych krzywych, z drugiej obraz linii
"bez przerw". Spontaniczna potrzeba przeanalizowania sytuacji z
odwotaniem sie do definicji, bez prowokacji ze strony nauczyciela
zdarza sie bardzo rzadko. I w tych wtaénie rzadkich przypadkach
uczer ujawnia to, c¢o nazywam "dyscypling mys$lenia”.

Oczywidécie, myélenie obrazami, pogladowymi reprezentaciami,
globalnymi ujeciami odgrywa ogromng role heurystyczng w twérczym
my$leniu na kazdym poziomie. Jednakze specyfika matematyki
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wymaga, by te nurty my$li byly weryfikowane konsekwentnie, w
szczegblnosdci, by ferminy i symbole, ktdérymi sie operuje, byty
uzywane zgodnie z przyjetymi konwencjami. Rozumienie roli defi-
nicji jest nieodzownym warunkiem rozumienia formalnego charak-
teru matematyki, przy czym nie chodzi tu o formalizm sensu
stricto, ale o te elementy formalne, bez ktérych nie ma matema-
tyki na najniZszym nawet poziomie. Odczucie potrzeby weryfikowa-
nia zgodnodci pogladowych interpretacji matematycznych obiektéw
z ich definicjami i umiejetno$é korzystania z definicji w toku
rozumowania jest na pewno szczegélnym elementem "dyscypliny my-
élenia”.

Sytuacja, w ktérej uczen stoi przed problemem samodzielne-
go pokonania tego rodzaju réznych konfliktdéw w toku rozwigzywa-
nia matematycznych zadan, rézini sie istotnie od sytuacji, w
ktérej zachodzi potrzeba skontrolowania poprawno$ci przeprowa-
dzonego przez kogo$ innego rozumowania, przedstawionego pise-
mnie. Dotgcza sie tu trudno$é wywolana sugestia tekstu czytane-
go. Nauczycielowi trudno jest obserwowaé w zlozonej sytuacji
nauczania matematyki w zespole klasowym, czy i jak uczniowie w
toku lektury taki konflikt pokonuja. Bardzo czestym i typowym
przykladem jest tutaj moment czytania tekstu dowodu matematy-
cznego przez ucznia. Doéwiadczenie wskazuje (Nowecki, 1974),

Ze uczniowie w wielu przypadkach nie kontroluja poprawnoéci
poszczegénych przestanek czy wnioskowania, ale mechanicznie
odczytuja tekst, przyjmujac do wiadomosci kolejne fakty. To,

ze czytany tekst zawiera czesto nowe wiadomos$ci, ktérych sie
trzeba nauczyé, bardzo mocno sugeruje przekonanie o jego popra-
wnoéci, przestaniajac konieczno$é kontroli odczytywanych rozu-
mowari.

Oczywidécie, duza role odgrywa tu umiejetno$é czytania tek-
stu matematycznego, pewna zwigzana z tym technika pracy z tek-
stem, ktdérej z powodzeniem - jak wskazujag dotychczasowe dodwiad-
czenia (Krygowska,1977, cz.II) -mozZna uczyé. Jadnakze niektd-
rzy uczniowie nawet wtedy, gdy sa specjalnie nastawieni na kon-
trole poprawnos$ci rozumowania, nie potrafig sie uwolnié od wpiy-
wu tej sugestii; natomiast inni sg zdolni do tego, aby sie jei

skutecznie oprzeé.
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Obserwacja postaw uczniéw w klasie w trakcie pracy z tek-
stem dowodu pozwolila mi wyréznié dwa typy ukierunkowan kryty-
cznego nastawienia uczniéw wobec tekstu. Jedno z nich polega na
zwracaniu szczegdélnej uwagi na poprawnos$é logiczna rozumowan,
drugie natomiast charakteryzuje sie szczegdélnym wyczuleniem na
poprawnos$é rzeczowa weryfikowanych tekstdw.

Bardzo czesto czynnikiem wyzwalajacym taka krytyczng po-
stawe niektdérych ucznidw sa absurdalne wnioski czy sprzecznogci
pojawiajace sie w wyniku rozumowania. Skionos$é do wyjadniania
tych sprzeczno$ci, aktywna reakcja wobec otrzymanych nieprawdo-
podobnych wnioskéw, sg réwniez charakterystyczne dla "dyscypli-
ny my$lenia".

Tak wiec uzdolnienia do "zdyscyplinowanego my$lenia" bede
badat w nastepujacych aspektach:

10

mowaniach w przypadku, gdy jest ona w konflikcie z jakim$ innym

Zdolno$é do poprawnego wykorzystywania definicji w rozu-

czynnikiem, np. uprzednim do$wiadczeniem, nawvkiem, sugestig,
intuicjg, itp.

20

rozumowania, zardwno od strony formalnej, jak i tredciowej.

Zdolno$é do kontrolowania poprawno$ci przeprowadzonego

30

nie sie sprzecznoéci w wyniku rozumowania.

zdolnoéé do aktywnej, spontanicznej reakcji na pojawie-

Uzdolnienia te wystepuja nie u wszystkich oséb w jednako-
wym stopniu, czasami w ogéle sie nie ujawniajg lub wystepuja
tylko w pewnych przypadkach.

3.2. Konstrukcja i opis sprawdziandw

Wykorzystane w badaniach sprawdziany dotyczyly trzech wyrdéznio-
nych powyzej aspektdéw dyscypliny my$lenia. W szczegdlnosci
Sprawdziany III i IV miaty weryfikowaé uzdolnienia do przepro-

wadzania rozumowaid z wykorzystywaniem definicji w przypadku,
9gdy pozostaje ona w konflikcie z innymi czynnikami, z uwzgle-
dnieniem réznych co do stopnia trudnog$ci sytuacji. Sprawdziany
V, VI i VII przeznaczone byty do weryfikacji uzdolnied do kon-
trolowania poprawnoéci czyjego$ rozumowania, zardwno od strony
formalnej, jak i tredciowej. Badaly takze reaﬁbje-na
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absurdalno$é wnioskdéw wyptywajacych z rozumowania. Natomiast
sprawdzian VIII miat daé odpowiedZ na pytanie, czy uczeri kon-
trolujac poszczegdélne ogniwa rozumowania zdaje sobie takze
sprawe z jego my$li przewodniej 1 czy w zwigzku 2z tym potrafi
ocenié prawomocnos$é wnioskdéw.

Przechodze teraz do zaprezentowania i opisu poszczegélnych
sprawdzianéw w celu wyjadnienia, na czym powinno polegaé kazdo-
razowo ujawnienie sie uzdolnied do "zdyscyplinowanego my$lenia".

SPRAWDZIAN IIT
Przypomnijmy:

Definicja. Katem nazywamy zbidr trzech figur: dwéch réznych péi-
prostych o wspdélnym poczatku i jednej z figur wycie-
tych przez sume tych péiprostych z ptaszczyzny.

W kazdym z ponizszych sytuacji znajdZ iloczyn podanych ka-
téw:

{ABC NEADE = (ceeececanscccccnscacscs .o

Uzasadnienie: ..i.iiceveececcccoccacccas

(b) B ABCNEABD = tureennrenrnnnnnnnnnaenns
A Uzasadnieni®: ...eeeeeeeeeaceencocnocans
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4ABC NEADC = cvvverrennneeenecannnnons

Uzasadnienie: ...ccceeeeccccccccncanes

(d) FCAB N4ABD = vovveennvenneennnsennss
Uzasadnienie: ....ccceecececccccnsnans

Poprawna odpowiedZ w przypadku (b) powinna brzmieé {BA™},
natomiast w pozostatych przypadkach @ (zbidér pusty). W rozumo-
waniu, ktére powinien przeprowadzié uczeri, interweniuja wyraZnie
dwie definicjé: definicja kata, poznana w liceum i przypomniana
W teks$cie sprawdzianu, oraz definicja iloczynu zbioru, nie przy-
Pomniana uprzednio, Podrednio potrzebna jest réwniez znajomosé
kilku innych: figury geometrycznej, péiprostej, figury wycietej
2 ptaszczyzny.

Przypomniana definicja kata, ktéra ma sie posituzyé uczei,
jest w konflikcie z tym, czego uczefl sie nauczyX w szkole pod-
Stawowej, gdzie interpretowano kat jako czeéé piaszczyzny, a
wigc zbidr punktéw. Od tej interpretacji uczer musi sie uwolnié,
aby uzyskaé poprawnag odpowied?, ktéra’potraktujemy jako ujawnie-
Nie sig u nieg01 uzdolnief do "zdyscyplinowanego my$lenia”.
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SPRAWDZIAN IV
Dana jest figura £ (rys.l) zdefiniowana nastepujaco:

1/3

f = AABC - [JA

(AABC) UJ113/3(AABC) UJé/3(AABC)],

c gdzie AABC jest trdéjkatem rdéwnobocz-
nym, a symbol Ji/3 oznacza jednokta-
dno$é o érodku X i skali 1/3.

Czy figura f ma $rodek symetrii?

OdpowiedZ? uzasadnij .c.ceeeecececeecasss

Rys.1

Aby uzyskaé poprawna odpowiedZ (figura nie ma $rodka syme-
trii), trzeba sobie u$wiadomié, jak wyglada figura £, i rozs-
trzygnaé,czy ma $rodek symetrii. Do tego potrzebne jest rozumie-
nie wykorzystanych tu podstawowych i na ogé%* dobrze uczniom zna-
nych okresleri: tréjkata, jednokladnodci, sumy i réznicy zbioréw
oraz $rodka symetrii figury; 2zadnego z nich nie przypomniano w
tek$cie sprawdzianu. Problem ilustrowany jest rysunkiem, ktdéry
sugeruje raczej globalne ujecie (odcinam trzy tréjkaty otrzymu-
jac szed$ciokat foremny), prowadzace do bXednej odpowiedzi
szedciokat foremny ma $rodek symetrii), gdy tymczasem lokalna
analiza sytuacji doprowadza do wtasciwego rezultatu. $ciste zas-
tosowanie definicji réznicy zbiordéw uwidacznia bowiem, z2e £
jest figura otrzymang z szedciokata foremnego przez odrzucenie
trzech jego bokéw w taki sposdéb, Ze nie ma ona $rodka symetrii.
Rozwigzujac to zagadnienie uczer musi wiec pokonaé konflikt
miedzy globalnym ujeciem sytuacji sugerowanym dodatkowo przez
rysunek a lokalng analiza wykorzystujaca $cidle definicje réz-
nicy zbiordéw. Przezwyciezenie tego konfliktu ujawnia zndéw



Rozpoznawanie uzdolnier matematycznych 55

pewien aspekt uzdolnierd do "zdyscyplinowanego myélenia".

SPRAWDZIAN V

Przeczytaj uwaznie ponizszy tekst:

Przyjmijmy oznaczenia:

Q@ =-zbidér zdarzer elementarnych,

AcQ,

Bc @,

P(X) - prawdopodobienistwo okreélone na podzbiorach zbioru

Q . '

Jezeli P(B) #0, to prawdopodobiefistwo P(A/B) zdarzenia

A, jezeli zaszto zdarzenie B, okredlamy nastepujaco:

P(A/B) =%}ﬂ .

Pytamy, przy jakich warunkach na A i B prawdopodobiefi-
stwo P(A/B) nie zalezy od B, tzn.

P(A/B) =P(A).

Kto$ rozumuje nastepujaco:
Niech B =Q, wtedy P(B) =1 oraz

p(A/B) =PI(,‘?B”)B) =P(A1”B) =p(A) (bo ANQ=A).

WNIOSEK. P(A/B) =P(A) wtedy i tylko wtedy, gdy B =q.

Czy powyZsze rozumowanie uwazasz za poprawne. OdpowiedZ
uzasadnij.

Biad przedstawionego tu rozumowania polega na wyciagnieciu
wniosku w postaci réwnowaznodci, gdy tymczasem przeprowadzone
rozumowanie dowodzi jedynie implikacji:

B=Q =>P(A/B) =P(A).
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Weryfikujac to rozumowanie uczer musi umieé oddzielié rozumowa-
nie w postaci poprawnych inferencji od ostatecznego, nieuzasa-
dnionego wniosku w postaci réwnowaznodci. Strona logiczna pro-~
blemu jest tu bardzo wyraZna.

Poprawna odpowied? ucznia bedzie wiec traktowana jako uja-
wnienie sie znéw pewnego aspektu uzdolnieri zwigzanych z "dvscy-
pling my<$lenia”.

SPRAWDZIAN VI
Niech x oznacza wage stonia, a y wage komara. Oznaczmy
x+y przez 2v, czyli x+y =2v.
Wtedy
XxX=2v-y, X=-2v=-y.
Pomnézmy réwnania stronami:
x2—2vx=y2-2vy.
Dodajmy do obu stron v2:
x2—2vx+v2=y2-2vy+v2.
Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
(x-v)2=(y-V)2-
Stad: x-v=y-v, czyli
X=Y.
A wiec waga sitonia jest réwna wadze komara.
Jakie problemy nasuwajg Ci sie po przeczycaniu tego rozumo-

wania ?

Nie podaje sie informacji, Ze w rozumowaniu jest bad.
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Réwniez sformulowanie pytania nie sugeruje istnienia bledu w
rozumowaniu. Natomiast absurdalno$é wniosku powinna u pewnych
uczniéw wywotaé aktywna reakcje i krytycznag postawé wobec
zaprezentowanego rozumowania. Bylby to zarazem przejaw uzdol-
nied zwigzanych z "dyscypling my$lenia”.

SPRAWDZIAN VII

Przeczytaj uwaznie ponizszy tekst:
DEFINICJA. Rozwigzaniem réwnania nazywamy zbidr wszystkich

liczb rzeczywistych spetniajacych to rdéwnanie.

Szukamy rozwiazania réwnania x2 =4.

Kto$ rozumuje nastepujaco:

Poniewaz 22 =4, wiec liczba 2 speilnia réwnianie x2 =4,

Poniewaz (--2)2 =4, wiec liczba (-2) spetnia réwnianie

x2=4.

WNIOSEK.Zgodnie z podana definicja rozwiazaniem réwnania

x2 =4 jest zbibér {2,-2}.

Czy powyZsze rozumowanie uwazasz za poprawne? OdpowiedZ
uzasadnij.

Rozumowanie zaprezentowane w sprawdzianie nie jest oczywi-
$cie poprawne, mimo ze istotnie rozwiazaniem tego réwnania jest
zbiér {-2,2}. Blad polega znéw na wyciggnieciu wniosku w posta-
ci réwnowaznoéci, choé z przeprowadzonego rozumowania wynika
jedynie implikacja. Uczer musi wiec przetamaé konflikt miedzy
prawdziwym wnioskiem (w zbiorze R rozwigzaniem réwnania
X" =4 jest istotnie zbiér {-2,2}) a niepoprawnym rozumowaniem,
ktére do tego wniosku, pozornie tylko, prowadzi (z rozumowania
wynika jedynie, ze 2zbiér {-2,2} zawiera sie _w rozwigzaniu
réwnania). Konstrukcja logiczna zadania nie jest tu juz tak wy-
razna jak w przypadku sprawdzianu 6, natomiast interweniujaca
istotnie definicje rozwiazania rdéwnania przypomniano w tekscie
Sprawdzianu.
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SPRAWD-ZIAN VIII

Przeczytaj uwaznie ponizszy tekst.

Chcac zbadaé czy potega o wyktadniku niewymiernym liczby
niewymiernej moze byé liczbg wymierng, przeprowadzamy nastepu-
jace rozumowanie: V2 Jjest liczbg niewymierng. Wobec tego (v2)

moze byé albo liczba wymierna w, albo liczba niewymierng

n (rys.2). =
W drugim przypadku zauwazamy, ze : n‘/2 = [(\/?)‘/2]‘/2 = (\/§)2=
= 2, a wiec otrzymujemy liczbe wymierna.
w (a) Czy z powyzszego rozwazania

wynika, ze (V2) 2 jest liczba wymie-

b o ¢ - 1 ccsessccscenes

R7 A\

(b) Czy z powyzszego rozumowania
wynika, ze (V2) 2 jest liczba niewy-

mierng ? ........ cecteccesescsanensos .o

Rys. 2

Poprawne odpowiedzi na obydwa pytania sa negatywne. Aby je
uzyskaé, uczer musi wyraZnie uswiadomié sobie my$1l przewodnig
rozumowania, oddzielié czedciowe wnioski wynikajace z przyjmo-
wanych hipotez od zasadniczego toku rozumowania. Musi uzupelnié
pewne niedopowiedzenia, aby jasno zobaczyé struktureg logiczng
rozumowania, w ktérym wskazuje sie jedynie na to, iz mozliwe
jest, ze potega niewymierna liczby niewymiernej Jjest liczba
-wymierna. Przezwyciegzenie tego "szumu logicznego" by%oby
dwiadectwem ujawnienia sie uzdolniend do "zdyscyplinowanego my-
$lenia”.

3.3 Wyniki sprawdziandéw III i IV

Zamieszczone ponizej tabele (Tabela 3.1 i Tabela 3.2) podajq
wyniki uzyskane przez uczniéw z grup A,B,C w sprawdzianach III
i IV.



Rozpoznawanie uzdolnied matematycznych 59

Tabela 3.1
Sprawdzian IIT

Kategoria odpowiedzi Grupa A Grupa B Grupa C

3 % %
K1. OdpowiedZ poprawna 16] 64 1| 4,4 - -
K2. OdpowiedZ btedna 9] 36 22(95,6 15{ 100
Razem 25| 100 23[100 15f 100
Tabela 3.2

Sprawdzian IV

Kategoria ‘odpowiedzi Grupa A Grupa B Grupa C
% % %

Kl. OdpowiedZ poprawna 10{ 50 - (o] - o]
K2. OdpowiedZ btedna 10| 50 22 |100 12 {100
LRazem 20{100 22 {100 | 12 [100

Przegladajac tabele 3.1 i 3.2 widzimy, Ze polowa (spraw-
dzian IV) lub ponad po%owa (sprawdzian III) uczniéw z grupy A
uzyskata odpowiedzi poprawne, natomiast w grupach B i C prawie
wszystkie odpowiedzi sa btedne. Wyniki te wyrdézniaja wyraZnie
niektérych ucznidéw z grupy A. Poréwnujac ilo$é poprawnych odpo-
wiedzi ucznidw z grupy A w obu sprawdzianach mozna wnosié, ze
przypomnienie w tekécie sprawdzianu III istotnie interweniuja-
cej definicji w niewielkim stopniu wplynelc na wyniki (64%
poprawnych odpowiedzi w sprawdzianie III wobec 50% w sprawdzia-
nie 1V, przy matej liczebno$ci badanych grup).

Wyniki sprawdziandw nie réznicuja grup B i C, jednakze
blizsza charakterystyka btednych odpowiedzi uczniéw z tych grup
wykazuje istotng réznice pomiedzy nimi. Odpowiedzi poprawne
uzyskane w sprawdzianie III zawieraly uzasadnienie, w ktdérym
uczniowie powotywali sie na przypomniang w tekscie zadania
definicje kata.Natomiast bledne odpowiedzi ucznidéw z grup A i
B polegaly na tym, ze traktowali oni kat zgodnie z nawykiem
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wyniesionym ze szkoly podstawowej,tj. jako pewien zbidr punktdw,
mimo przypomnianej nowej definicji. Zupelnie inaczej wygladaly
btedy popeitnione przez uczniéw z grupy C. Zdarzaly sie tam od-
powiedzi:"nie wiem jak to zrobié"”, lub zupeinie niezrozumiate,
niedorzeczne, $whiadczgce o catkowitym niezrozumieniu zardéwno
tredci, jak i symboliki (np. "figura", " ia==x°", "iloczyn ABC").

W sprawdzianie IV odpowiedzi poprawne podali tylko ucznio-
wie z grupy A. Uzasadniali oni poprawnie fakt, ze figura £ nie
ma $rodka symetrii, zauwazajac, ze pewne odcinki dostrzezonego
szedciokata nie zawieraja sie w figurze otrzymanej w wyniku
przeksztalcenia. Odpowiedzi btedne ucznidéw z grupy A i B pole-
gaty na tym, ze nie zauwazali oni (interweniuje tu definicja
réznicy zbiordéw),iz trzy boki otrzymanego szes$ciokata nie za-
wierajq sie w figurze okredlonej warunkami zadania. Wéréd bie-
dnych odpowiedzi uczniéw z grupy C mozna wyréznié jeszcze inne,
$wiadczace o nierozumieniu pewnych pojeé (np. $rodka symetrii
figury). )

Charakterystyczne powtarzajgce sie btedne odpowiedzi u
uczniéw z grup A i B w sprawdzianie III mogly byé najprawdopo-
dobniej spowodowane wspomnianym juz nawykiem ze szkoly podstawo-
wej, gdzie obowigzywato inne okredlenie kata. Popeiniajacy ten
btad uczniowie nie potrafili wiec, mimo przypomnienia w teks$cie
sprawdzianu nowej definicji, przezwyciezyé dawnego przyzwyczaje-
nia. Mozna by przypuszczaé, 2e przyczyna lezy tu takze w pewnych
niedomaganiach nauczania, ktére powinno ksztalcié u ucznidw
éwiadomogé, Ze w rozumowaniu matematycznym trzeba odwotywaé sie
do definicji. Ten powéd jest jednak mato prawdopodobny wobec

charakterystyki szkoty i uczgcych, o czym wspomniatem uprzednio.,

3.4. Wyniki sprawdziandéw V,VI i VII
Zamieszczone ponizej tabele (Tabela 3.3, Tabela 3.4 i Tabela

3.5) podaja wyniki uzyskane przez uczniéw z grup A, B i C w
sprawdzianach vV, VI i VII.
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Tabela 3.3
Sprawdzian V

Kategoria odpowiedzi

Grupa A

Grupa B

Kl. UczeX uwaza rozumo-
wanie za poprawne

22 81,4

K2. Uczerd uwaza rozumo-
wanie za bledne,ale
Zle to uzasadnia

K3. Uczend uwaza rozumo-
wanie za bledne,ale
w uzasadnieniu nie-
zbyt wyraZnie wska-
zuje na faktyczny
powdd

K4. Uczer uwaza rozumo-
wanie za biedne i

poprawnie to uzasadnia

30

100

Razem

30

100

27 100

Tabela 3.4
Sprawdzian VI

61

Kategoria odpowiedzi

Grupa C

Kl. Uczed nie zauwaza lub
nie reaguje na absur-
dalnogé wniosku

K2.Uczef zauwaza absur-
dalnog$é wniosku, ale
sgdzi, ze "w matematy-

| ___Ce tak moze byé&"
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cd. tabeli 3.4

K3. Uczenl zauwaza absurdal-
no$é konkluziji, wycigga
stad wniosek o btedzie w 3 14,3 12 57,1 8 152,8
rozumowaniu, ale nie po-
trafi go poprawnie zna-
leZé

K4. Uczerl zauwaza absurdal-

noéé wniosku, wnosi
stad o btedzie w rozumo- 18 85,6 61 28,5 N
waniu i poprawnie ten
btad znajduje

Razem 21 | 100 21 | 100 15 100

Tabela 3.5
Sprawdzian VII

Kategoria odpowiedzi Grupa A Grupa B Grupa C
% % 3
K1, OdpowiedZ poprawna 26| 72,4 7 17 -
KZ.deow1edé nie na 3 8,3 6 14,6 _
temat
K3. OdpowiedZ btedna 77 19,3 28 68,4 | 15 |100
Razem 36| 100 41 100 15 {100

Sprawdzian V bardzo wyraZnie réznicuje uczniéw z grup A i
B. Wszyscy badani z grupy A dali poprawng odpowiedZ, wyraZnie
wskazujac logiczng strukture bledu popetnionego w rozumowaniu.
Natomiast az 81,4% ucznidw z grupy B nie zauwazylo biedu w
rozumowaniu, a ci nieliczni (11,1%),ktérzy orientowali sie,
gdzie lezal btad, nie u$wiadamiali sobie jednak wyraZnie jego
struktury logicznej. -

W sprawdziane VI wszyscy uczniowie z grupy A zauwazyli ab-
surdalno$é konkluzji i wyciagneli stad wniosek o bledzie w ro-
zumowaniu, a takze w przewazajacej wiekszos$ci (85,6%)poprawnie
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ten btad znalefli. W grupie B tez wiekszo$é uczniéw zauwaza ab-

surdalno$é konkluzji (85,6%) i wycigga stad wniosek o biedzie

w rozumowaniu, ale spo$rdéd nich tylko 28,5% potrafi poprawnie

ten btad znaleZé. Zardéwno w grupie B jak i C sa uczniowie, kté-

rzy mimo iz dostrzegaja ‘absurdalno$é konkluziji, nie wyciggaja

stad wniosku o btedzie w rozumowaniu, uwazajac, ze "w matematyce

to sie moze zdarzydé, mimo iz w rzeczywistodci jest to niemozliwe"
(w grupie B dwéch ucznidéw, a w grupie C czterech). W grupie C

az 20 % badanych w ogdéle nie dostrzega absurdalnodci wniosku

lub nie reaguje na nig ; nie jest to dla nich Zadnym sygnaiem

do refleksji nad przeprowadzonym rozumowaniem. Ogélem prawie

potowa ucznidéw z tej grupy nie zauwaza absurdalno$ci wniosku

lub jezeli nawet to spostrzega, to sadzi, iz "w matematyce moze

tak byé". Odpowiedzi tego typu w grupie A w ogdéle sie nie

pojawily. Zwréémy uwage na to, ze wigkszo$é (85,7%) tych ucznidw
z grupy A, ktérzy zauwazyli absurdalno$é wyniku rozumowania i

wyciagneli stad wniosek o bledzie w rozumowaniu, potrafilo

poprawnie ten btad wykryé. Analogiczny procent w grupie B wynosi

tylko 33,3.

W sprawdzianie VII wiekszo$é odpowiedzi w grupie A (72,4 %)
to odpowiedzi poprawne, gdy tymczasem w grupie B wiekszo$é sta-
nowia odpowiedzi biedne (68,4 %). W grupie C wszystkie odpowie-
dzi byly biedne.

3.5. Wyniki sprawdzianu VIII

Tabela 3.6 podaje wyniki uzyskane przez uczniéw z grup A, B i

Cw sprawdzianie VIII.

Tabela 3.6
4
Sprawdzian VIII

Kategoria odpowiedzi A B % c %

Kl. (a)poprawnie 21 87,5 6 27,3 - -

| (b)poprawnie

K2, (a)btednie
(b)btednie
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ciag dalszy tabeli 3.6

K3 (a)btednie _ _ _ _ 3 25
(b)poprawnie

K4 (a)poprawnie 3 12,5 16 72,7 - _
(b)b%ednie

Razem 24 100 22 100 12 100

Ogromna wigkszoéé uczniéw z grupy A odpowiedziata poprawnie
na obydwa pytania, gdy tymczasem w grupie B tylko 27,3 $ ucznidv
odpowiedziato poprawnie. )

3.6. Wnioski
Rezultaty uzyskane przez badanych ucznidw z grupy A w spraw-
dzianach dotyczacych "dyscypliny my$lenia"”, mimo niewielkich po-
pulacji ucznidéw bioracych udziat w badaniach, ze wzgledu na
szczegblnie wyraZne i charakterystyczne réznice w odpowiedegiach
wzmacniajg hipoteze, Ze uczniowie uznani przez opinie szkolnag
za zdolnych wyrézniaja sie nastepujacymi cechami aktywnosci
matematycznej:

1° umiejetnodécia poprawnego wykorzystywania definicji w
rozumowaniach w przypadku, gdy jest ona w konflikcie z jakim$

innym czynnikiem ,

2° umiejetnodcia kontrolowania poprawno$ci przeprowadzone-
go rozumowania, zaréwno od strony formalnej,jak i tredciowej ,
3° aktywna reakcja na pojawienie sie sprzecznogci w wyniku

rozumowania.
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4. BADANIA INDYWIDUALNE

4.1. Uwagi dotyczace metod stosowanych w dotychczas opisywanych

badaniach

Oméwione w poprzednich rozdziatach badania przeprowadzone bytly
zasadniczo w ten sam sposéb. Uczniowie odpowiadali pisemnie na
postawione pytania. Uzyskane odpowiedzi byly przedmiotem analizy,
w wyniku ktérej formutowano wnioski. Taka metoda zaktada z gdry
pewne ograniczenia, na ktére zwrdce uwage.

Przede wszystkim -w przypadku, gdy uczerd ma do rozwigzania
pewien problem - pisemna odpowiedZ informuje nas jedynie o rezul-
tacie uzyskanym w skomplikowanym procesie, ktdérego obraz jest
czesto niepeiny i fragmentaryczny, ogranicza sie bowiem do
tego, co badany zapisze na arkuszu. Nie ma wiec mozliwos$ci
obserwacji calego procesu rozwiazywania zadania i rejestracji
istotnych momentdéw tej pracy. W przypadku odpowiedzi btednej,
badZ braku odpowiedzi w ogéle, nic nie wiemy o powodach niepo-
wodzenia. Byé moze uczerd miat tu trudnodci spowodowane przyczy-
nami nie majacymi bezpos$redniego zwigzku z tym, co badalismy
(np. m&gt nie rozumieé pewnych okreélen czy nie znaé pewnych
pojeé). W efekcie odpowiedZ biedna mogtaby byé spowodowana nie
brakiem uzdolniend, ale np. brakiem wiedzy. Stad zresztg —miedzy
innymi - bierze sie przyjete w pracy zalozenie o wylacznie po-
2ytywnym charakterze eksperymentowanych kryteriéw uzdolnier ma-
tematycznych.’ '

Sprawdziany opisane w poprzednich rozdziatach mialy we-
ryfikowaé uzdolnienia do réznych rodzajéw aktywnosci matematy-
cznej, ale kazdy z nich dotyczy® przede wszystkim jednego jej
rodzaju, gdy tymczasem zasadniczg cecha twdérczej pracy matematy-
cznej na kazdym poziomie jest wiadnie synteza réznych jej nur-
téw. Réwniez i badania uzdolnierd matematycznych - jako uzdolnien
do réinych czynnikéw aktywnodci matematycznej — powinny dotyczyé
takze tej aktywnos$ci tacznie, w naturalnej sytuacji, w ktdérej
rézne jej rodzaje splataja sie wzajemnie.

Te wszystkie uwagi i zastrzezenia implikuja konieczno$é
badaf innego typu; badaf, w trakcie ktérych uczesd, postawiony
Przed pewnym problemem, pracowalby pod ciagta obserwacja
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prowadzacego badania i - co moze na pierwszy rzut oka wydawaé sie
dziwne - przy jego pomocy, je$li to okaze sie niezbedne do przej-
écia przez wszystkie stadia rozwigzywania problemu. Mozna by bo-
wiem z géry zaplanowaé pewne sytuacje, ktére wystapilyby w trak-
cie pracy nad postawionym zagadnieniem i obserwowaé reakcje ucz-
nia, jego trudnogci, sukcesy lub sposoby atakowania problemu.
Odpowiednio dawkowana i rejestrowana pomoc prowadzacego badania
fezeli bytaby potrzebna)pozwolilaby uczniowi na przejdcie przez
wszystkie zaplanowane sytuacje. Umozliwitoby to wiec pordwnanie
reakcji réznych ucznidw w tych samych interesujacych nas okoli-
cznodciach.

Pewne zastrzezenia budzi metoda badania 2z permanentng ob-
serwacja pracy ucznia. Jest to bowiem istotna zmiana sytuacji,w
jakiej uczer pracuje nad zagadnieniem, i w pewnych przypadkach
moze np. wplywaé hamujaco na prace badanego. Réwniez bardzo wa-
zna jest umiejetna i zaplanowana oraz doktadnie rejestrowana
ewentualna interwencja badajgacego. Stwarza to wiele probleméw
natury technicznej przy przeprowadzaniu tego rodzaju badain.

W niniejszym rozdziale przedstawie badania typu oméwionego
powyzej, przeprowadzone z grupg dwudziestu uczniéw. Rozwigzywall
oni w obecno$ci prowadzacego badania serie czterech specjalnie
skonstruowanych zadarn, ktdérych rozwiazanie wymagato rdéznych ro-

dzajéw aktywnoéci matematycznej. Oméwie teraz te zadania .

4.2. Zadania zastosowane w badaniach indywidualnych

ZADANIE 1 (1)
Dany jest zbidér szescioelementowy. Na ile co najwyzej nie-

pustych i parami roziacznych podzbiordéw mozna podzielié
ten zbidér tak, aby zadne dwa z otrzymanych podzbioréw nie

byty réwnoliczne ?

(1) zwrécono mi uwage na to, ze w tym i pozostatych omawia-
nych tu zadaniach sformutowanie "mozZna podzielidé” lub "wystarczy
podzielié" nie jest do$é jasne. Jednak zaden z badanych ucznidw
nie ujawnil watpliwoéci zwigzanych z takim wZasnie ;formulowaniem

zadania.
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Rozwigzujac to zadanie prdébujemy rozbié zbidr szedcioele-
mentowy na podzbiory speiniajace podane warunki. Mozna rozumo-
waé w sposéb nastepujacy: poniewaz otrzymane podzbiory maja byé
niepuste i ma ich byé mozliwie najwiecej, do pierwszego z nich
zaliczymy dokladnie jeden element. Aby speinié warunek, ze za-
dne dwa nie moga byé réwnoliczne, kazdy nastepny podzbidr wybiera-
my tak, by miat o jeden element wiecej niz poprzedni. Ponie-
waz zbidr miat 6 elementdw, otrzymujemy wiec trzy podzbiory od-
powienio jedno, dwu i tréjelementowy. Szukana liczba podzbiordéw
spelniajaqcych warunki zadania wynosi wiec 3.

Jezeli uczen to latwe zadanie rozwigza, to otrzymywat po-
lecenie: "Sformutuj zadanie ogélniejsze ", przy czym'wcale nie
precyzowano, co pod okregleniem "ogdlniejsze" nalezatoby rozu-
mieé. Jezeli uczen nie potrafil takiego ogélniejszego zadania
sformutowaé, to polecano mu rozwigzaé¢ zadanie poprzednie, ale
w przypadku zbioru siedmio lub oémioelementowego; przy tym znéw
vytano o zadanie ogélniejsze. Jezeli i to nie dawalo rezultatu,
to prowadzacy badanie sam formulowal zadanie 2, ktére nastepnie
uczen rozwigzywat.

ZADANIE 2

Na ile co najwyzej niepustych i parami roziacznych podzbio-
réw mozna podzielié zbidr n - elementowy tak, aby zadne dwa

z otrzymanych podzbioréw nie byty rdéwnoliczne ?

Rozwigzanie teqgo zadania mozna otrzymaé uogdélniajac metode
stosowang poprzednio w zadaniu 1. Jeéli bowiem ilo$é podzbiordéw
ma byé mozliwie najwieksza, to musza one byé mozliwie najmniej
liczne. A ze maja byé niepuste i zadne dwa nie moga byé rdéwno-
liczne, zaliczmy, tak jak poprzednio, do pierwszego podzbioru
jeden element, do drugiego inne dwa elementy, itd., zaliczajac do
kazdego nastepnego podzbioru o jeden element wiecej niz do po-
Przedniego az do wyczerpania wszystkich elementdéw zbioru n -
-elementowego. Gdy n jest wieksze od sumy pewnych k kolejnych
liczb naturalnych, a mniejsze od sumy k+1 kolejnych liczb na-
turalnych, wtedy do ostatniego, k - tego podzbioru zaliczymy k
elementéw oraz pozostate (jest ich mniej niz k +1) elementy



68 Maciej Klakla

zbioru. Jezeli wiec k oznacza najwieksza liczbe podzbiordw
speiniajacych warunki zadania 2, musi byé najwigksza liczba
naturalna spelniajgca nierdwnosé

(1) 1+2+3+...+k<n.

Stosujac wzdér na sumeg ciagu arytmetycznego otrzymujemy

Qeik
czyli k®+k-2n<0, a wiec
k €<k, ,k,>, gdzie k ="ioe8nrl o, _Zltyntl

Poniewaz k ma byé najwieksza liczba naturalng spetniajaca
nieréwnos$é (1), wiec

k= ] .

-1+V8n +1, (2)

2

Jezeli badany uczer nie potrafit rozwigzaé samodzielnie te-:
go zadania, proponowano mu rozwazanie szczegélnych przypadkéw
dla n=7,8,9 itd. Jezeli i ta wskazdéwka nie pomogia, sugero-
wano wyraZnie zastosowanie tego samego sposobu co w zadaniu 1.
Dopiero jezeli i to nie dalo rezultatu, prowadzacy badanie
naprowadzal ucznia na pomysl zapisania nierdéwnosdci (1) i jej
rozwigzania.

Po rozwigzaniu tego zadania uczen otrzymywat zadanie 3.

ZADANIE 3

Na ile co najmniej niepustych i parami rozacznych podzbio-
réw wystarczy podzielié zbiér n-elementowy, aby mieé pe-
wnoédé, ze wéréd otrzymanych podzbioréw sa co najmniej dwa

réwnoliczne ?

Rozwigzanie tego problemu mozna otrzymaé bezposrednio jako
wniosek z rozwiazania zadania 2. Jezeli bowiem k jest

(2)

Symbol [x] oznacza ceche liczby x.
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najwiekszg liczba podzbiordéw niepustych i parami roztagcznych,
na ktére mozna podzielié zbidr n - elementowy tak, aby zadne dwa
podzbiory nie byty réwnoliczne, to przy kazdym podziale tego
zbioru na k +1 podzbioréw niepustych i parami roztacznych
musi juz byé co najmniej jedna para podzbioréw réwnolicznych.
Zgodnie wiec z rozwiazaniem zadania 2 otrzymujemy jako odpo-
wiedZ liczbe

-1 +v8n +1

k= [2)

] +1.

Jezeli uczent prébujac rozwiagzaé to zadanie nie zauwazyl
jego zwiazku z zadaniem 2, prowadzacy badanie po pewnym czasie
zwracat mu na to uwage, proszac o poréwnanie tredci tego zadania
2 poprzednim. JeZeli to nie pomogato, badajacy pytat o mozliwosci
wykorzystania wyniku zadania 2, czy wreszcie pomagal w analizowaniu
tresci obu zadaf, aby uczer mégt doj$é do rozwigzania.

Jako ostatnie uczend otrzymywal nastepujgce zadanie:

ZADANIE 4

Na ile co najwyzej niepustych i parami roziacznych podzbio-
réw wystarczy podzielié zbidér n-elementowy tak, aby Zzadne
dwa z otrzymanych podzbioréw nie byly réwnoliczne ?

Pomimo podobienstwa tredci z zadaniem 2 rozwigzanie jest
tutaj zupelnie inne. Zauwazmy, ze dla n parzystego poszukiwany
w zadaniu podzial nie istnieje. Juz bowiem przy podziale na dwa
podzbiory moze sie zdarzyé, ze beda to podzbiory réwnoliczne. W
tej samej sytuacji znajdziemy sie przy podziale zbioru na dowolna
wigkszg od 2 ilo$é podzbioréw, poniewaz zawsze mogg sie tam
pojawié dwa podzbiory jednoelementowe, a wigc réwnoliczne, gdy
tymczasem w zadaniu zadamy, aby takich nie byZo.

Jezeli natomiast n jest liczba nieparzysta, to liczba 2 spe-
¥nia warunki zadania, bo wobec nieparzystoéci n zadne dwa
podzbiory nie moga byé réwnoliczne, nie spelnia za$ ich Zadna

liczba wieksza od 2.
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Jezeli uczen nie radzil sobie z rozwigzaniem, prowadzacy
badanie sugerowal rozwazenie konkretnych wartoéci n, np. 7,8,9,
a w przypadku niepowodzenia doradzal rozrdéznienie przypadkdw:

n parzyste, n nieparzyste.

Przeprowadzajac oméwione wyzej badania chciatem uzyskadé
odpowiedzi na kilka pytar zwigzanych z réznymi rodzajami akty-
wno$ci matematycznej potrzebnej do rozwiazania wykorzystanych
tu czterech zadan. W szczegélnodci interesowata mnie odpowiedZ
na pytanie, czy uczerl potrafi sformulowaé zadanie ogélniejsze
od zadania 1, np. przez "uzmiennienie" wystepujacych tam stalych
liczbowych. Przez obserwacje rozwigzania zadania drugiego, ktdre
jest wtasnie takim prostym uogélnieniem zadania 1, chciatem
stwierdzié, czy uczen potrafi w twérczy sposéb przenie$é metode
tam zastosowang na przypadek ogélniejszy, jakie tutaj wystapia
trudnosci, czy wtedy uczend potrafi korzystaé z informacji, czy
potrafi samodzielnie -w razie trudno$ci - powracaé¢ do przypad-
kéw szczegdlnych i wyciagaé z nich wladciwe wnioski.

Na podstawie obserwacji rozwigzywania zadania 3 chciatem
stwierdzié, czy uczer doktadnie sobie u$wiadamia tres$é tego
zadania i, co za tym idzie, czy potrafi skojarzy¢é jego zwigzek
z rozwigzaniem zadania 2, mimo formalnych réznic w tekdcie
(w zadaniu 2 wystepujg okregélenia:"co najwyzej", "mozna",

"zadne dwa nie sg réwnbliczne", natomiast w zadaniu 3 - "co naj-
mniej", "wystarczy", "sa cc najmniej dwa rdéwnoliczne").

Obserwujgc rozwigzywanie zadania 4 interesowalem sie z ko-
lei zagadnieniem, czy mimo zewnetrznych formalnych podobienstw
w sformulowaniu tego problemu i zadania 2 (jedyna réznica w
sformutowaniu obu zadad jest to, Ze wyraz "mozna", wystepujacy
w zadaniu 2, zostal zastapiony w zadaniu 4 wyrazem "wystarczy"),
uczen dostrzega, ze tre$é ich jest zupeinie inna i rozwigzania
obu zadal sq od siebie niezalezne.

Skonstruowane tu zadania 1 -4 dotycza w zasadzie tego same-
go prostego problemu - podziatu zbioru n-elementowego na pod-
zbiory; podzialu speiniajacego pewne warunki. Sformutowano je

przy uzyciu takich okre$ler jak: "co najwyzej", "co najmniej",
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"mozna", "wystarczy", "zadne dwa", "kazde dwa", a wiec wymagaja-
cych precyzyjnego logicznego ich rozumienia w catym kontekdgcie
zadania. Umiejetnoéé wrasciwego odczytania tre$ci zadania mogta-
by wiec $wiadczyé o pewnych predyspozycjach do logicznej anali-
2y sytuacji opisanych w zadaniach.

Przeprowadzajac badania nalezy zapewnié sobie takg ich
organizacje, ktdéra umozliwiataby dostrzezenie wszystkich istot-
nych momentdéw i zarejestrowanie ich w formie dogodnej do péZ-
niejszej analizy i opisu. W tym celu przeprowadzajgc badania z
pierwszymi szedcioma uczniami rejestrowatem caty przebieg roz-
wigzywania przez nich zadad na tadmie magnetofonowej, a takie
zebratem arkusze, na ktérych zapisywali swoje pomysty, obli-
czenia czy szkice rozwiazari. Posliugujgc sie tym materialem oraz
wlasnymi spostrzezeniami notowanymi bezpos$rednio w trakcie ba-
darl sporzadzilem kwestionariusze do opisu rozwigzah poszczegdl-
nych zadari zawierajace rejestr interesujgacych mnie reakcji ba-
danego ucznia na zawarte w zadaniach sytuacje. Kwestionariusze
te uwzglednialy zaréwno sytuacje, ktdére a priori wyrdéznitem przy
obmy$laniu zadari, jak rdéwniez i te, ktdére wystapity w trakcie
przeprowadzania badal wspomnianych juz sze$ciu ucznidéw (po jed-
nym z klas II, III i IV w kazdej z grup A i B). Przeprowadza-
jac badania z nastepnymi uczniami nie nagrywatem juz calego ich
pPrzebiegu, ograniczajac sie do wypelnienia kwestionariuszy badZ
w trakcie rozwiazywania zadania przez ucznia, badZ bezposgrednio
po zakoriczeniu badania. Dla przykladu zacytuje in extenso kwes-

tionariusz do zadania 1.

I Czy uczen zadaje pytania ? O co pyta ?

11 Czy rozumie zadanie inaczej niz to sugeruje tres$é, a jezeli
tak, to jak rozumie zadanie ?

III Czy przy prébach rozwiazania uwzglednia tylko pewne zaloze-
nia? Ktdére ? W jaki sposdéb nastepuje weryfikacja ?

Iv Jak wygladaja préby, ktére nie prowadza do poprawnych wy-
nikéw ?

\ Rozwigzanie poprawne. Uzasadnienie.

VI Stopien sprecyzowania odpowiedzi.

VII Ingerencja prowadzacego badania.

VIII Inne uwagi.
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4.3. Analiza wynikéw badani indywidualnych

W badaniach indywidualnych omawianych w tym rozdziale wzielo
udziat 20 ucznidéw, w tym trzynastu z grupy A i siedmiu z grupy
B. Ilo$é ucznidéw z poszczegdlnych klas podaje w tabeli 4.1.

Tabela 4.1
upa
Klasa A B
II 3 2
ITI 7 3
Iv 3 2
Razem 13 7

Te nierdwne ild$ci ucznidéw z obu grup uczestniczacych w
badaniach spowodowane zostaty trudno$ciami organizacyjnymi
zwigzanymi z przeprowadzaniem tych badan. Aby uczniowie, ktérzy
juz rozwiazywali te zadania, nie kontaktowali sie z uczniami,
ktérzy dopiero mieli je rozwigzywaé, byli wybierani na ogét z
réznych klas, a badania odbywaly sie w réznym czasie (na ogéi
w jednym dniu rozwigzywal zadanie tylko jeden uczen).

Ze wzgledu na mate liczebnogci badanych grup, nie staram
sie tu pordwnywaé rezultatdw, lecz raczej wydzielié cechy chara-
kterystyczne odpowiedzi uczniéw z grupy A.

Przedstawiajac zadania wykorzystane w badaniach opisanych
w tym rozdziale sformulowalem réwniez pewne pytania, na ktdére )
chciatem uzyskaé odpowiedzi. Zestawienie odpowiedzi na zasa-
dnicze z tych pytan znajduje sie w tabeli 4.2. Z danych zawar-
tych w ééj tabeli wynika, zZe umiejetno$é uogdélnienia zadania 1
przez "uzmiennienie statej", nie tylko nie réznicuje ucznidéw
grupy A (wszyscy oni bez trudnog$ci tak wtasnie uogélnili zada-
nie 1), ale takze niezbyt wyraZnie odrdznia uczniéw obu grup.
WyraZnie natomiast rdéznicuje uczniéw grup A i B zaréwno umie-
jetnod$é twérczego przeniesienia metody rozwigzania zadania 1
na zadanie 2, jak tez zwigzane z "dyscypling my$lenia"
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dostrzezenie zwiazku zadania 3 z zadaniem 2 i réznicy miedzy

zadaniami 2 a 4.
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Tabela 4.2
Tres$é 1. 2. 3. 4, S.J
pytanial Czy uczed |Czy uczen zy uczenr Czy uczef K1
Numeéry potrafi potrafi sa- [damodziel- |[samodziel- sa
kolejne samodziel- |[modzielnie, jnie dostrzeqnie dostrzer
i symbgle nie sfor- |w twérczy a zwigzek |ga réznice
ucznidéw mutowaé sposéb prze-|zad.3 z zad{miedzy zad.
zadanie niesé na zad.2 2 a zad.4
ogélniej- |2 metode ro
sze od za-|wiazywania
dania 1 zadania 1
1 A4 + - + Iv
2 A5 + + + + ITI
3 A, + + - + III
4 A, + + + - v
5 Ay + + + + III
6 Als + + + + II
7 A24 + + + + IIT
8 A25 + + + + IIT
9 A,g + + + + III
+
10 A29 + + + II
+
11 A35 + + + III
+ +
12 A38 + + IT
+
13 A0 + + + v
14 B3 - - - IV
15 B9 + + - - ITI
16 B12 + - - + II
17 1315 + - - + ITI
18 B19 + - - - 11
19 Bye - - + - III
20 B28 + - - - Iv

+ odpowiedzi pozytywne

- odpowiedzi negatywne
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Oméwie teraz najistotniejsze spostrzezenia poczynione w
trakcie obserwacji pracy ucznidw nad rozwigzywaniem zadan.
Zwréce najpierw uwage na ucznidéw z grupy A.

Rozwigzujac zadanie 1 uczniowie z klasy II pytali: "Co
to sa zbiory rdéwnoliczne i parami rozigczne ?". To samo pytanie
zadaje rdéwniez czterech uczniéw z trzeciej klasy. Uczniowie z
klasy czwartej nie stawiaja tu pytan. Trzy osoby przystegpujace
do rozwigzywania zadania 1 dostrzegly tam pytanie, ktérego w
rzeczywistodéci nie bylo (na ile sposobdéw mozna dokonaé takiego
podziatu). Pozostali uczestnicy bada w grupie A od poczatku
rozumieli zadanie 1 wtadciwie. Jego rozwiazanie nie. sprawilo im
ktopotu. Charakterystyczne jest, Zze oprécz trzech uczniéw, po-
zostali, formutujgc odpowiedzi na pytanie postawione w tym za-
daniu, wymieniali bardzo wyraZnie wszystkie warunki, jakie spei-
nia znaleziona liczba 3. Tak samo formulowali réwniez odpowiedzi
w pozostalych zadaniach. Wydaje sie, Ze mialo to - jako prdéba
refleksji nad tym, co oznacza uzyskany rezultat - pozytywny
wptyw na péZniejsze dostrzezenie zwigzku miedzy zadaniem 3 a
zadaniem 2. Interwencja prowadzacego badania byta niewielka i
sprowadzata sie do podania odpowiedzi na pytania dotyczace nie-
znanych okreéler (co omawiatem powyzej); w dwéch przypadkach do
polecenia : "odczytaj jeszcze raz tre$é zadania", lub zwrdécenia
uwagi: "czy o to pytamy w zadaniu ?".

Wszyscy uczniowie z grupy A bez trudnog$ci uznali zadanie 2
za ogbélniejsze od zadania 1 i wszyscy potrafili samodzielnie
przenie$é metode rozwiazania' zadania 1 na zadanie 2. Rozwigzu-
jac to zadanie niektdrzy uczniowie samorzutnie wracali do przy-
padkéw szczegdlnych,np. weryfikujac z ich pomoca poprawnoéé wa-
runku sformulowanego w postaci réwnania. Sg réwniez uczniowie,
ktérzy nie wymieniaja na poczatku wszystkich warunkéw, jakie
ma speiniaé liczba k bedaca rozwigzaniem problemu (np.
nie pisza, 2e k€N i 2ze k ma byé najwigksza liczba spetnia-
jaca poprzednie warunki), ale dopiero po rozwigzaniu nierdwnosci
1+2+...+k<n ‘wybieraja wtadciwe k. Rozwiazujgc to zadanie
uczniowie ci, niejako "przeskakujac" nad pewnymi warunkami i
idgc za giéwng mys$la rozumowania, potrafili jednak samodzielnie

do tych warunkéw wrécié i uzyskaé poprawng odpowiedZ.



Rozpoznawanie uzdolnier matematycznych 75

W rozwigzaniu zadania 3 zwraca uwage fakt, Ze prawie wszy-
scy uczniowie z grupy A po przeczytaniu jego tresci wracaja do
zadania 2_(byé moze wiaze sie to z formulowanymi przez nich, na
ogét bardzo szczegbtowymi, odpowiedziami w zadaniu 2), analizu-
ja Jjego treéé, przy czym niektdérzy nawet wyodrebniaja i pordw-
nujg poszczegbélne warunki. W efekcie dostrzegaja zwigzek tego
zadania z zadaniem 2 i otrzymuja rozwigzanie. Takze ci uczniowie,
ktérzy samodzielnie nie dostrzegli tego zwiazku, po propozycji
poréwnywania tregci obu zadanf bez trudnodci znajdujq poprawne
rozwiagzanie.

Wigkszo$é uczniéw przystepujac do rozwiazywania zadania 4
wracata do poprzednich zadaf, pordéwnujac tematy. To na ogdéi
(poza jednym przypadkiem) wystarczylo juz do znalezienia roz-
wigzania, przy czym najczedciej rozstrzygano przypadek, gdy n
jest liczba nieparzysta, a dopiero potem znajdowano rozwigzanie
dla n parzystego. Niektdrzy uczniowie dochodzili do rozwigza-
nia przez rozwazenie przypadkéw szczegbélnych (np. n=6 i n=7),
przedstawiajac jednak w odpowiedzi od razu rozumowanie ogdlne.

Bardzo czesto w trakcie rozwigzywania zadanl uczniowie sa-
morzutnie wracali da ponownego odczytywania ich tredci 1
pordéwnywania poszczegélnych warunkéw. Mozna tu wyrdéznié kilka
postaw uczniéw w trakcie badari. Paru uczniéw "my$laio giogno",
prowadzac jakby dyskusje z samym soba. Byli tacy, ktérzy w mil-
czeniu rozwazali tre$é zadar, podajac od razu gotowe, sprecyzo-
wane odpowiedzi. Jedni notowali przebieg swych rozumowar doséé
szczegbtowo na arkuszu, inni natomiast pisali bardzo niewiele.
Réwniez czas rozwiazywania tych zadar byt rézny (od 10 do okoto
35 minut) . Nie sa to wiec obserwacje, ktére by mozna uwazaé za
charakterystyczne dla catej grupy; raczej okreélajg one indywi-
dualne wtagciwosci poszczegblnych badanych.

Praca uczniéw z grupy B nad rozwigzywaniem omawianej tu
serii czterech zada wyraZnie odrdéznia ich od uczniéw z grupy A.
Czterech uczniéw ma trudnoéci ze zrozumieniem treéci zadania 1;
PO interwencji prowadzacego badanie dwéch zorientowaio sie w
problemie, a dwéch, mimo wyjaénier, do korica nie mialo pewnosdci,
jak rozumieé tacznie postulowane w zadaniu warunki. Udzielajac
odpowiedzi na pytanie sformutowane w tym zadaniu trzech ucznidw
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daje peitne i poprawne uzasadnienie, pozostali majg trudnosdci z

podaniem wszystkich warunkdéw,jakie speinia znaleziony podziail.

Tylko dwéch uczniéw miato kitopoty z uogdélnieniem pierwszego za-
dania; jeden z nich, zamiast uogdlniaé, zmienial tres$é zadania,
a drugl proponowal zastapienie liczby 6 kolejno przez 10, 100,

nie mogac sie zdecydowaé na n.

Rozwigzujac zadanie 2 tylko jeden uczerl potrafil samodziel- -
nie zapisaé warunek w postaci nierdéwnoéci, pozostali zag nie potr:
£fili tego zrobié bez wyraZnych sugestii ze strony prowadzacego ba
danie. Widoczna tu bya stosunkowo duza sprawnos$¢ rachunkowa (np.prd
wie wszyscy bez trudnodéci rozwigzali poprawnie nierdéwnos$é sto-
sujac wzér na sume n poczatkowych liczb naturalnych) . Nato-
miast bardzo duze trudnodci mieli ci uczniowie z uwzglednieniem
pozostatych warunkéw (k €N i k maksymalne). Nawet po wyraZnych
wskazdéwkach ze strony prowadzacego badanie uczniowie nie radzili
sobie z uwzglednieniem wszystkich warunkéw jednoczegnie. Poda-
jac odpowiedZ, w wigkszod$ci nie udéwiadamiali sobie, co oznacza
znaleziona liczba i nie umieli tego poprawnie wypowiedzieé.

Tylko jedna osoba zauwaza samodzielnie zwiazek zadania 3 z
poprzednim i podaje poprawne rozwigzanie. Pozostali badani nie
dostrzegaja tego zwiazku i do rozwigzania dochodza dopiero w
wyniku wyraZnie kierowanej przez prowadzacego badanie analizy
tredci obu zada® (ogromne trudnodéci w uéwiadomieniu sobie, co
oznacza rozwiazanie zadania 2 i czego zgdamy w zadaniu 3).

Tylko jeden uczen doszedl samodzielnie podczas rozwigzywa-
nia zadania 4 do rozwazania przypadkéw : n parzyste, n niepa-
rzyste, ale,co warto podkre$lié, w kazdym z poprzednich zadan
zaczynal on rozwiazywanie od rozwazania takich wtagnie przypad-
kéw. Poprzednio schemat ten nie dal wynikéw, natomiast w tym
zadaniu prowadzit do celu. Mimo to uczed ten mial duze trudnosci
z przypadkiem, gdy n Jjest liczba parzysta, podobnie zresztjy
jak i pozostali uczniowie. DwSch z nich do kordca, mimo wyjadnied
ze strony prowadzacego badanie, mialo wyraZne kiopoty w zrozu-
mieniu rozwigzania, gdy n jest liczbag parzysta.

Niektdrym uczniom wyraZnie przeszkadza w rozwigzywaniu za-
dai to , 2e n nie jest dang numerycznie liczba ("nie wiem,
ile n wynosi" -kilkakrotnie stwierdza uczed II klasy).
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Polecenie odwotania sie do szczegdélnych przypadkéw : n=6, n=7
itp. wyraZnie tutaj pomaga. Wielu ucznidéw ma trudnodci z roz-
réznieniem w kontekécie zadan znaczenia s¥éw "mozna" i "wystar-
czy". Czesto tez przy prébach rozwigzania pewne warunki sg
przez nich pomijane. Jeden z uczniéw stwierdza, ze "tego typu
zadaf nie uczylem sie rozwigzywaé" (typowe dla uczniéw pilnych

i mniej zdolnych), inny za$ po przeczytaniu zadania 1 méwi "nie
rozumiem, o co tu chodzi" i samodzielnie nie podejmuje préb
zrozumienia treéci. Sa uczniowie, ktérzy w trakcie pracy nad za-
daniami wyraZnie oczekuja od prowadzacego badanie potwierdze-
nia poprawnos$ci kolejnych krokdéw, nie prdébujac ich samodzielnie
weryfikowaé. Na podstawie obserwacji pracy uczniéw z grupy B
wydaje sie, Zze nie potrafiliby oni samodzielnie rozwigzaé tych

zadan

4.4. Wnioski

Badania opisane w niniejszym rozdziale pozwolity ujawnié kilka
cech charakterystycznych dla matematycznej aktywnos$ci ucznidw
zZwigzanej z problemami, przed ktSrymi postawiono badanych.

1° vzdolnienie do dostrzegania i formulowania prostych
uogélnied numerycznych (np. przez uzmiennienie statej), nie
réznicuje uczniéw z grupy A, ani nawet nie odréznia wyraZnie
uczniéw z tej grupy od uczniéw z grupy B.

2° WyraZnie natomiast wyréznia uczniéw grupy A zdolnogé do
twérczego przeniesienia metody rozwigzania zadania na zadanie

ogélniejsze.

3° Uczniowie grupy A potrafig samorzutnie odwolywaé sie do
przypadkéw szczegblnych przy weryfikacji formulowanych hipotez
czedciowych.

4° W trakcie przeprowadzanych rozumowar uczniowie z grupy
A potrafia "przeskoczyé" pewne ogniwa rozumowania idac za gid-
wng ideg i wracaé péZniej do weryfikacji tych ogniw.

) 5° Starannie formulowane odpowiedzi, z peinym wymienianiem
wszystkich warunkéw, jakie spetniaja znalezione rozwijzania, s3g
charakterystyczne dla uczniéw z grupy A jako forma uswiadamia-

nia sobie , co oznacza znalezione rozwiazanie.
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60

przy rozwigzywaniu tych probleméw sg kiopoty z jednoczesnym uw-

Charakterystyczng trudnodcia wystepujaca w grupie B

zglednieniem kilku warunkdw.

7° Wéréd ucznidw grupy B obserwujemy pojawienie sie takich
postaw (niekoniecznie charakterystycznych dla wszystkich ucznidéw
tej grupy), ktére nie ujawnity sie w grupie A, jak np. uporczy-
we trzymanie sie pewnego schematu postepowania bez wzgledu na
okolicznodéci, czy tez bierno$é i zniechecenie w przypadku

napotkania pierwszej trudnoéci.

5. WNIOSKI % PRZEPROWADZONYCH BADAN

Przeprowadzone badania, mimo stosunkowo niewielkich populacji
uczniéw bioracych w nich udzia, pozwolity wyrdznié pewne cechy
charakterystyczne dla aktywno$ci matematycznej grupy ucznidw
uznanych w opinii szkolnej za zdolnych. W szczegélnoéci
uczniowie ci wyrézniaja sie:

1° umiejetnodcia twérczego odbierania, przetwarzania i
wykorzystywania informacji matematycznej w sensie, jaki nadano
tym okredleniom w pracy,

20

rozumowaniach w przypadku, gdy jest ona w konflikcie z jakim$

umiejetnodcia poprawnego wykorzystywania definicji w

innym czynnikiem,

3° umiejetnodcia kontrolowania poprawnosci przeprowadzonego
rozumowania, zaréwno od strony formalnej, jak i tredciowej,

4° aktywna reakcja na pojawienie sie sprzecznodci w wyniku

rozumowania,

5° umiejetnoécia twérczego przeniesienia metody rozwiazania

danego problemu na zagadnienie ogdlniejsze,

6° umiejetnodcia przeprowadzania analizy treéci zadan o
zYozonej strukturze logicznej.

Konieczne jest jednak sprawdzenie w duzej populacji, czy
wyréznieni przez wyniki takich sprawdzianéw uczniowie sa réwniez
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uznawani przez opinig szkolng za zdolnych i jak wyglada ich
dalszy rozwdéj matematyczny. Bylaby to weryfikacja zasadnosci
sformutowanych wyzej wnioskéw, przeprowadzona w odwrotnym kie-
runku do tego, ktéry zastosowalem w pracy.

Wymienione wyzej cechy aktywnog$ci matematycznej, ktdre
wyrdzniaja grupe ucznidéw zdolnych, moga posituzyé do okreélenia
w oparciu o nie pewnych kryteridw uzdolniend matematycznych
ucznia. Ujawnienie sie bowiem w aktywnos$ci matematycznej bada-
nego ucznia jednej z wymienionych uprzednio jej cech mozna by
traktowaé jako przejaw uzdolnien do danego rodzéju aktywnosdci
matematycznej. W pracy ograniczono sie tylko do kilku specyfi-
cznych cech. Sadze, ze przeprowadzony sondaz upowaznia do uzna-
nia za wlasciwe stosowanie podobnej metody w badaniu uzdolnied
ucznidéw do réznych czynnikéw aktywnodci matematycznej. Metoda
ta polegalaby na wyrdéznianiu rozmaitych takich czynnikdw i
doborze odpowiadajacych im sprawdziandw.

Przeprowadzony sprawdzian upowaznia mnie réwniez do stwier-
dzenia, ze tzw. "wyzsze formy" aktywnosci matematycznej, dotad
rzadko badane metodg testéw (zwykle nastawionych na kontrole
umiejetno$ci i sprawno$ci) mozna réwniez badaé za pomocg bardzo
prostych sprawdzianéw. Ich cecha charakterystycznag powinno byé
to, ze odnoszg sie one do sytuacji nietypowych dla standardo-
wych zadand szkolnych, ale nie wymagajg ani duzej wiedzy, ani
sprawnogéci technicznych. Sadze,ze na tej drodze nalezatoby szu-
kaé realizacji postulatu, wySuwanego przez wspéiczesnych dyda-
ktykéw matematyki w wyniku krytyki stosowanych dotad testéw ,
dotyczacego wypracowania sposobdéw badania tych " wyzszych
form" aktywnoéci matematycznej ucznidw.

Réwnoczes$nie jednak, jak pokazaty takze badania indywidu-
alne, bezposrednia obserwacja pracy ucznia jest koniecznym
uzupeinieniem badar majacych na celu ujawnienie tych "wyzszych
form"” aktywnoéci matematycznej. Oczywidcie, tego rodzaju spraw-
dziany nie moga zastapié stalej kontroli postepéw w opanowywa-
niu wiedzy i sprwnoéci czy umiejetno$ci rozwigzywania zadan i
pProbleméw.

Trafne wyselekcjonowanie ucznidéw "zdolnych" wedlug opinii

szkolnej zalezy istotnie od czasu, w jakim ten sam nauczyciel
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ma mozno$é obserwowania ucznia; im ten czas jest diuzszy, tym
opinia bardziej uzasadniona i wiarygodna. Uzupeinienie tej opnii
przez badania tego typu, co opisane w niniejszej pracy, mozna
by wiec przeprowadzaé przed przejéciem uczniéw do klas rézinicu-
jacych juz cala populacje ze wzgledu na dalszy kierunek nauki.
Wydaje sie niecelowe stosowanie do badania uzdolniend mate-
matycznych tych samych sprawdziandw dla grupy ucznidéw "zdolnych"
i zupeinie "niezdolnych" wedtug opinii szkolnej, gdyz w przypa-
dku tych ostatnich sprawdziany te sa po prostu dla ucznidéw nie-
zrozumiate i wyniki niejako z géry sg przesadzone. Nalezaloby
sie wiec ograniczyé tylko do ucznidw reprezentujgcych juz pe-
wien poziom wiedzy, ustalajac go np. za pomoca testéw wiadomosgci
Ze wzgledu na zlozona strukture uzdolnied matematycznych wy-
daje sig celowe stosowanie zardéwno sprawdzianéw mogacych ujaw-
niaé uzdolnienia do poszczegdélnych rodzajéw aktywnosci matematy-
cznej, jak i takich, ktdre by weryfikowaly te uzdolnienia w
ztozonej sytuacji, wymagajacej réznych rodzajéw tej aktywnosci.
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SOME RESEARCH ON RECOGNITION OF MATHEMATICAL ABILITY

Summary

It is shown that children, considered by the teacher as
mathematically gifted, generally possess certain skills
pertaining to creative mathematical activity; ability of
creative perception, transforming and utilizing mathematical
information, and ability of orderly thinking.

Research has been based on the analysis of solutions of
some specially constructed mathematical problems.



