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1. ZILOZONOSC¢ PROCESU DOWODZENIA I NIEKTORE JEGO FAZY

Dowodzenie twierdzenia jest procesem obejmujgcym zrdéznicowane
czynno$ci. W rozumieniu uwzgledniajgacym typowe sytuacje szkolne
proces dowodzenia rozpoczyna sie od zapoznania sie z problemem
matematycznym oraz uswiadomienia sobie tredci twierdzenia,
ktérego nalezy dowieéé. Oprécz dziatand my$lowych, prdéb poszuki-
wania i odkrywania, obejmuje on dalej takze konkretne operacje,
takie jak np. sporzadzanie pomocniczych konstrukcji, szkicdw,
rysunkdéw itd. Wszystkie zresztg czynnodéci - i te zinternalizo-
wane, i te zewnetrzne - jako skladniki ukierunkowanego dziala-
nia sg $ciéle powigzane i wzajemnie uwarunkowane. W przyjetym
tu znaczeniu proces dowodzenia koficzy sie wypracowaniem i przed-
stawieniem na pidmie ostatecznej wersji znalezionego dowodu, tj.
zredagowaniem tekstu zbudowanego z my$la o zwieziym przekazie
matematycznym wediug okre$lonych wymagar formalnych, a czesto
takze zwyczajowych norm i wzorcdédw.

W dziaialnodci umysiu, ktdéra prowadzi do wykrycia my$1li
Przewodniej dowodu i wstepnych konstrukcji, mozna wyréznié roz-
maite stadia, komponenty oraz charakterystyczne punkty zwrotne.
Na temat stadiéw heurystycznego procesu odkrywania i prawidlo-
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woéci jego przebiegu - 2zwlaszcza w przypadku specyficznego tere-
nu matematyki - niewiele jeszcze wiadomo. Czge$é matematykdw
sktonnych do refleksji nad procesem twérczym (chodzi w tym przy-
padku o autentyczny proces twérczy rozumiany dostownie jako naj-
bardziej oryginalna i elitarna aktywno$dé) podkre$la np. istnie-
nie i role elementdéw intuicyjnych w swojej pracy badawczej oraz
konfrontuje pomysi z uswiadomionym i systematycznym rozumowaniem.
Niektdrzy, jak np. J.Hadamard i H.Poincaré, przypisuja okreslone
znaczenie podéwiadomej pracy umysiu nad problemem, wyrdézniajg

w nim kilka warstw, od pitytkich do coraz gtebszych - mniej
uéwiadomionych; tam tez lokuja Zrédta niespodziewanych i zagad-
kowych "olénien" i nowych pomysiéw (Hadamard, 1964) . Inni pod-
kreélajg obecnoéé i role odpowiednikdéw matematycznych symboli

w procesie my$lowym i analizujq w zwigzku z tym stosunek my$le-
nia do mowy (jezyka) w trakcie rozwigzywania problemu matematycz-
nego. Takze korcowe stadia twérczego procesu dowodzenia, zwig-
zane 2z prezentacja czy tez redagowaniem dowodu, wymagajg ztozo-
nych dziataii. "Kiedy$" - wspomina E.Marczewski o Waciawie
Sierpiiiskim - "wyjatkowo, skarzyl® mi sig na odlegto$é, jaka
dzieli my$l przewodnig dowodu czy konstrukcji od ich ostatecz-
nego formalnego ksztaltu, ale jestem przekonany, ze odczuwail to
utrapienie w znacznie mniejszym stopniu niz inni matematycy"
(Marczewski, 1972).,

Przytoczone opinie na temat réznych stadidéw procesu rozwig-
zywania probleméw matematycznych odnoszg sie, co prawda, do
oryginalnej i zaawansowanej twérczo$ci, lecz nie mozZna tu zupei-
nie pominagé gtoszonego doéé czesto pogladu, zgodnie z ktdérym
przynajmniej niektdre stadia w procesie badawczym uczonego i
dziatalno$ci poszukiwawczej ucznia rozwigzujgacego szkolny prob-
lem maja zblizong nature, mimo znacznej réznicy tak w zaawan-
sowaniu umysiéw jak i w poziomie rozwigzywanych zadaid.

Poznanie - nawet tylko wstepne i fragmentaryczne - nie-
ktérych stron rzeczywistego przebiegu procesu dowodzenia ma dla
nauczania istotne znaczenie. Juz choéby $wiadomo$é podkreglane-
go w dydaktyce matematyki, w psychologii oraz w wypowiedziach
twérczych matematykéw zréznicowania tego procesu i pojawiania
sie w nim specyficznych momentéw pozwoli zapewne nauczycielowi
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lepiej $ledzié jego przebieg.

W celu ustalenia uwagi na jednym z bardziej - jak sie wyda-
je - istotnych momentéw procesu dowodzenia w typowych sytuacjach
szkolnych postuzymy sie schematem (rys. 1). Powstal on z my$la
o sytuacji, w ktdérej uczer, badZ to dyskretnie sterowany przez
nauczyciela, badZ tez w zasadzie samodzielnie, poszukuje dowodu

matematycznego twierdzenia w procesie nauczania-uczenia sie.

faza I faza II
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Rys. 1

Schemat ten ilustruje niektdre wybrane i umownie nazwane
etapy oraz komponenty procesu dowodzenia. Odpowiadajg im na
rysunku prostokatne obszary zaznaczone linig ciagig lub przery-
wang. Pierwszy z lewej (najwiekszy) obszar prostokatny symbo-
lizuje etap poszukiwari, na ktdérym nie tylko istnieja juz czast-
kowe pomysty, ale zostaly one w takim stopniu rozwinigte, ze sa
mozliwe prdéby ich powiazania w jeden tarcuch bedacy wstepnym
zarysem konstrukcji dowodowej lub jej wigkszych fragmentdw.
Sktadnikéw i czedci procesu poszukiwania, ktére na ogét poprze-
dzaja ten etap (np. organizacija danych, organizacja uzytecznej
wiedzy, wstepne stadia analizy badZ syntezy spostrzezeniowej
W przypadku operowania rysunkiem itp.) nie bedziemy tu uwzgle-
dniaé, $ledzac hipotetyczny przebieg procesu dowodzenia dopiero
©d chwili pojawienia sie pelniejszych konstrukcji my$lowych,
Pozwalajgcych sie juz wyraZnie modelowaé zgodnie z logicznymi
Schematami wnioskowania. Nazwijmy &w etap pierwszych rysujacych
sig, ale juz pelniejszych, fragmentéw my$lowego dowodu umownie
faza I. Jest to zatem faza postepujacej kontroli i stopniowego
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opanowywania sytuacji po okresie pozornego beztadu, wyrazajaceqe
sig w supremacji metody prdéb i biedéw. W tym okresie widad jui,A
ktére z dotychczasowych rezultatdéw nie beda prawdopodobnie daleﬁ
potrzebne, a ktdére nalezatoby zachowaé. Formulowanie pierwszych
wynikéw odbywa sie jednak bez pretensji do nadawania im jakiej-
kolwiek wypracowanej postaci zewnetrznej, a tym bardziej pisem-
nej.

Schemat na rys. 1 podkresla w tej fazie dwa $cidle powigza-:
ne z sobg aspekty: my$lowy i jezykowy. Jezyk, o ktdéry tu chodzi,
to jezyk naturalny. Umiejgtno$é postugiwania sie nim miat uczen
od wczesnego dzieciristwa i doskonali ja w procesach permanent-
nej edukacji. Wieloletnie uzywanie jezyka potocznego, ktéry
odznacza sie chwiejnodcia i nieostrosdcig wyrazen, wyposaza jego
uzytkownika w tzw. poczucie jezykowe z powodzeniem zastepujace
na co dzien system regul gramatycznych i znaczeniowych. Chwiej:
noéé semantyki i skladni jest w pewnym sensie zaleta jezyka na-
turalnego. Dzieki niej moze on - w przeciwienistwie do jezykéw
sztucznych - spetniaé nie tylko funkcje komunikowania faktdw,
ale tez np. funkcje ekspresyjng, sugestyjng itp. Niezaleznie od
juz i tak ogromnej elastycznogci, bywa on dodatkowo w zyciu
codziennym (a takze nader czgsto w procesie dowodzenia na lekcjl
dopuszczajgcym formy dialogu) wzbogacany - jako jezyk méwiony -
mimikg, gestami, intonacjg, co ma stuzyé m.in. usuwaniu wielo-
znaczno$ci wypowiedzi. Jeéli zjawia sie niejasnos$é w uzyciu je-
" zyka potocznego, to przewaznie bywa usuwana przez kontekst w ta-
kim stopniu, ktdéry moze praktycznie zadowolié.

Inaczej jest w przypadku jezykdéw nauki, a szczegdlnie ofic-
jalnego jezyka matematyki i semantyki; ‘ksztaituje sie on pod
wpiywem logiki, dostosowany jest do niezawodnego rozumowania
i jednoznacznego wyrazania my$li; jezyki sztuczne stuza bowiem
przede wszystkim komunikowaniu faktdéw naukowych.

Jezyk naturalny jest $rodkiem, za pomoca ktdérego uczer ma-
nifestuje wstepne konstrukcje my$élowe. Wyniki ujete najpierw
w potocznym sformutowaniu jako rezultaty spontanicznych dziatad \
jezykowych i aktéw my$lowych wymagajg nadal dopracowania, lecz
niektdére z nich sa juz na ogéit dostatecznie "dojrzate" i zorga-

nizowane, aby je mozna bylo zakomunikowaé innym i poddaé -
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w kolejnym etapie - ostatecznej "obrdbce", tym razem formalnej.
Czgsciowym wynikom towarzyszg zarysowane juz idee dotyczace
powigzan owych fragmentéw w jedna cato$é (usprawiedliwia to uzy-
cie w opisie schematu umownej nazwy "dowdd my$lowy", ktdéra od-
nosi sie do tej catrosci i oznacza taczny rezultat osiagniety

w fazie I). Faza I moze sie zatem zamykaé w toku lekcji sponta-
nicznym "opowiadaniem" tego, co juz uczen osiggnatl w procesie
poszukiwania i do czego doszedt. Warto tu zauwazyé, ze prdéba
relacji stownej z pierwszych pomysidéw nasuwajgcych sie sponta-
nicznie jest w wielu przypadkach warunkiem sine qua non dalsze-
go postepu.

Przyjete tu zatozenie, iz pierwsza swobodna manifestacja
rozwigzan czes$ciowych dokonuje sie w jezyku potocznym, jest
chyba naturalnym uwzglednieniem uwarunkowan psychologiczno-gene-
tycznych dziatajacych wéwczas, gdy przeprowadzamy matematyczny
dowdéd z poczatkujacym uczniem. 2adanie od razu do konica sprecy-
zowanej w jezyku matematycznym formuty i gorliwe przerywanie
my$li ucznia jest pogwatceniem dziatalno$ci umysiu funkcjonuja-
cego spontanicznie. Byé moze, my$l dojrzatego matematyka funk-
cjonuje czgesto z udzialem symboli, a jako rezultaty pojawiajag
sie w jej dziataniu struktury wtasdciwe dla specyficznego jezyka
matematyki; tych rezultatéw nie trzeba juz specjalnie "tiumaczydé"
na jezyk, w ktérym powinny by¢ zapisane. Nie ma jednak podstaw,
by podobne zatozenie przyjaé w przypadku kogo$ poczatkujacego
w dowodzeniu.

Wyeksponowane dwa aspekty: konstrukcji my$lowych i jezyka
zostaly na schemacie zobrazowane jako jedna calo$é (w ramach
fazy I) przede wszystkim z uwagi na wzajemne $cisle zwigzki
miedzy jezykiem a my$leniem (Rubinsztejn, 1964). Werbalizacja
jest elementem utrwalajacym rezultaty czynnoéci my$lowych oraz
ukierunkowuje myél. Stowa oraz struktury syntaktyczne stajg sie
W toku poszukiwan operatywnym narzedziem analizy, syntezy,
pordwnywania, abstrahowania i uogélniania. Stuza wiec podstawo-
wym aktom my$lowym i w tym sensie tworza z nimi cato$é. Drugim
powodem wyeksponowania zwigzkusebu komponentéw (jezykowego !

1 konstrukcji myglowych) jest to, 2e nie zamierzamy analizowad

blizej fazy I procesu dowodzenia "od wewnatrz".



12 Jan Konior

Wykryta idea i wstepna propozycja dowodu czyli %aczny re-
zultat wszystkich czynnos$ci, ktdére ztozyty sie na proces dowo-
dzenia az do momentu zamkniecia fazy I, stanowi punkt wyjdcia
do kolejnego etapu. Jest nim etap ostatecznego przedstawiania
i redagowania zapisu dowodu w jezyku matematyki (na schemacie
etap ten reprezentowany jest symbolicznie przez prostokatny
obszar oznaczony jako faza II).

Jezyk matematyki szkolnej uzywany w zapisie powstaje, naj-
ogélniej rzecz biorac, przez modyfikacje jezyka naturalnego.
Polega ona najcze$ciej na wzbogacaniu stownictwa o takie symbole
oraz wyrazenia, ktére dotad w jezyku nie wystepowaly, badZ tez
na zmianie znaczenia istniejacych wyrazef. Udciélanie szkolnego
jezyka matematyki ma charakter permanentny i w poszczegdlnych,
wyizolowanych fragmentach materialu programowego moze siggaéd
stosunkowo daleko. Gdy idzie o dowodzenie twierdzeri, to wzbogaca
sie jezyk elementami niewerbalnymi stosujac grafy dowoddéw, drze-
wa, "filmowy" zapis rozumowania i wykorzystuje tradycyjny rysu-
nek geometryczny w funkcji czes$ci sktadowej szkolnego jezyka
matematycznego. Dodajmy jeszcze, ze jezyk uzywany do redagowania
dowodéw to jezyk pisany; jako taki obarczony jest cechami moga-
cymi‘w okreélonych sytuacjach kontrastowaé z elastycznogcig na-
turalnych jezykéw méwionych.

Sposéb przedstawienia na schemacie niektérych komponentéw,
etapédw oraz czynno$ci w procesie dowodzenia podyktowany zostak
charakterem rozwazani i ma z zatozenia utatwié skupienie uwagi
na zagadnieniach dydaktycznych. Te aspekty i komponenty, ktdre tu
rozdzielono, w istocie sg czesto g$cidle zespolone. Dokonane
rozgraniczenie badZ wyizolowanie nie oznacza przeciwstawiania
sobie poszczegblnych komponentdéw, siuzy jedynie obrazowemu i
wstepnemu podkre$leniu zlozono$ci procesu dowodzenia. Schemat
nasz ma wiec tylko charakter umowny i zaklada wiele uproszczei.
Tak np. rys. 1 moze sugerowaé, ze do ostatecznego zapisu prze-
chodzi sie dopiero wéwczas, gdy idea catego rozwiazania zostala
juz wykryta, a przebieg dowodu widoczny jest od poczatku do
kofica. Zdarza sie oczywiscie, ze wczeéniej odkryty zostanie ca-
Yy tok rozumowania (bez préb sukcesywnego zapisu), za$ do redak-
cji zapisu przystepujemy w drugiej kolejnogci, by sie juz tylkd



Poszukiwanie a redagowanie dowodu 13

tym problemem do korica zajmowaé. Czesto jednak redakcja i heu-
rystyczny proces my$lowego odkrywania oraz budowania dowodu
przeplataja sie, gdyz prowadzi sie réwnolegle rozumowanie i za-
pis czedciowych rezultatéw. Zatem w tej sytuacji przejscie od
fazy I do fazy II realizuje sie wielokrotnie, a zwrot "dowdd
my$lowy", ktérym postuzylidmy sie komentujgac schemat na rys. 1,
oznacza aktualnie wypracowany fragment catej konstrukcji, do
ktérej dowodzacy zmierza.

Dalsze rozwazania dotyczyé beda stadium przejscia od fazy I
do fazy II, a wiec od myélowo ujetego (potocznie sformulowanego),
ale juz w zasadzie poprawnego i prawie gotowego fragmentu badZ
tez catoéci- dowodu, do jego ostatecznego zapisu w konsekwentnym
jezyku. Przejécie do redagowania dowodu badZ jego fragmentu uje-

tego w spontanicznej dziatalnodci jest postawieniem ucznia wobec

nowego problemu, na tyle dlald odrebnego, ze wolno je uznaé za

niezalezne zadanie dydaktyczne w organizacji procesu lekcyjnego.

Schemat (rys. 1) i dotychczasowy komentarz podkres$laja juz czes-
ciowo ten moment przej$cia w catym procesie dowodzenia. Specyfi-
ka sytuacji dydaktycznej zwigzanej z tym momentem ksztaltuje sie
2z jednej strony pod wplywem prawidiowo$ci ztozonego procesu do-
wodzenia charakterystycznych dla fazy I, a z drugiej pod wpiywem
z géry narzuconych wymagari, ktérym nalezy sprostaé redagujgc
dowéd w koiicowej fazie II.

Skutecznoéé oddzialywar dydaktycznych w ramach nauki popraw-
nego uzasadniania oraz logicznego argumentowania zalezy m.in. od
tego, czy w organizacji procesu dostrzezono i potraktowano z na-
lezyta uwaga moment przejécia od fazy I do II. Swiadomo$é tych
etapéw i znajomo$é specyfiki kazdego z nich moze np. pomdéc we
wlasciwej ocenie trudnogci i trafnej lokalizacji zrédet bieddw
uczniowskich w procesie dowodzenia. Dana trudno$é pojawia sie
bowiem czesto w momencie nie zdradzajgacym jej faktycznego pocho-
dzenia. Zewnetrzne symptomy trudnoéci sa nieraz podobne, choé
same te trudnogci moga mieé inna nature. Réwniez bardzo zblizZzo-
he do siebie oraz podobne bledy biora czesto swéj poczgtek w
Zupelnie odrebnych czasowo i strukturalnie fazach procesu dowo-
dzenia. Wyodrebnienie obu faz na drodze analizy dydaktycznej
oraz rozpatrzenie specyfiki kazdej z nich moze wigc daé pewna
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orientacje przy podejmowaniu decyzji dotyczacych kierunkdéw pos-
tepowania dydaktycznego.

Analizujqc tok procesu dowodzenia obejmujacy fazy I i II
bedziemy w dalszej czg$ci artykutu zmierzaé do ukazania zasad-
nos$ci twierdzenia dotyczacego odregbnej (z punktu widzenia dydak-
tyki) natury obu tych faz. Pokrewne argumenty ukazujace spgcyfi—
ke kazdej z nich zostang pogrupowane i przedstawione w koleij-
nych punktach. Dalsze rozwazania nie zawieraja natomiast prdéb
oraz propozycji rozwigzall praktycznych i szerszej ich analizy
dydaktycznej, ani tez argumentacji dotyczacych potrzeby i walo-
réw redagowania przez uczniéw znalezionych aué dowoddéw; sa to
odrebne zagadnienia. Warto jedynie wspomnieé o réznicy miedzy
zapisem dopuszczalnym na tablicy, gdy jest jeszcze obszerny ko-,
mentarz stowny (uczniowie przenosza ten zapis - juz oczywidcie
bez komentarza i catego kontekstu - do zeszytdéw, gdzie staje sie
on czesto niekompletny i w zwigzku z tym nieraz nawet nieuzy-
teczny) a zapisem typu podrecznikowego, ktdry jest zgodny z osta-
tecznym zamierzeniem autora, i w tym sensie jest takze peiny i
kompletny. Méwigc tu o zapisie dowodu mamy zawsze na uwadze typ
zblizony do podrecznikowego.

2. SPECYFIKA PRZEJSCIA OD FAZY POSZUKIWAKN DO STADIUM REDAGOWANIA
DOWODU

2.1. Heurystyczny proces odkrywania a paradygmat przedstawiania
wynikdw

Rozpoczhiemy od stwierdzenia, Ze w ramach kazdej dyscypliny ist-

nieje okreslona metodologia poszukiwania, badania i odkrywania,
a takze paradygmat przedstawiania wynikéw badan. Ma to swéj wa-
lor nie tylko w odniesieniu do powaznej dziatalno$ci naukowej,
ale réwniez - przy uwzglednieniu odpowiedniej skali - odnosi sie
do pracy ucznia, je$li stworzono mu warunki sprzyjajace prawdzi-
wej aktywnosci i samodzielnym twérczym poszukiwaniom.

Wbrew pozorom mozna méwié o pewnych normach postepowania,
ktére znajdujg zastosowanie w fazie poszukiwania dowodu. Charak-

teryzujg one postawy uZyteczne w stadium poprzedzajacym jego
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ostateczng redakcje w jezyku matematyki. Inna rzecz, czy bywaja
one do konica u$wiadomione i czy nauczanie w drodze racjonalnych
zabiegéw przyczynia sie do ich $wiadomego wydobycia i sformuto-
wania na dalszy uzytek uczniéw. G.Polya objat je wspSlna nazwag

regul nowoczesnej heurystyki, mimo Ze sa oczywifcie pozbawione

niezawodno$ci algorytméw oraz $cistos$ci przystugujacej regutom

matematycznym.

Logiczne i matematyczne requly przedstawiania wynikdw
(konstruowania zapisu dowodu) w przeciwiefistwie do regul heurys-
tycznych odkrywania oraz wstepnego formutowania zostaly skody-
fikowane. Wiecej, z czedcia owych zasad uczen zapoznaje sie
wprost, zaréwno od strony ich opisowej charakterystyki, jak i
praktycznie, wzorujac sie w redakcji na tekstach podrecznikdw i
postgpowaniu nauczyciela.

Ale nawet bez wnikania w to, czy reguly obu rodzajéw zosta-
ty wyraZnie sformulowane czy tez nie, rdéiznica miedzy sposobem
dziatania na etapie odkrywania i badania a postgpowaniem w sta-
dium przedstawiania wynikéw jest dostatecznie widoczna. Fakt ten
stanowi jeden z argumentéw pozwalajgcych wyodrebnié fazy I i II,
obligujac do zwrdcenia witadciwej uwagi na przejécie od jednej do
drugiej w procesie dydaktycznym. Prostym przyktadem ilustrujgcym
rézne metody szkolne jest stosowana w odpowiedniej formie reduk-
cja jako metoda odkrywania i dedukcja rozumiana jako metoda pre-
zentowania wynikéw. Przy tym w odkrywaniu i my$lowym konstruowa-
niu dowodu uczen nie tylko moze zaczynaé od koncowej tezy poszu-
kujac dla niej racji. Nie zawsze bowiem regresywne postepowa-
nie wiedzie my$l najkrétsza droga do zalozer tak, Ze w nastep-
nej fazie II wystarczy ten kierunek odwrdécié, by uzyskaé schemat,
na gruncie ktdérego zbuduje sie zapis dowodu. W fazie I robi sie
Czesto skoki, atakuje jakié fragment lub czedciowy problem
2 réznych stron, nie majac jeszcze peilnej éwiadomoéci jego zna-
Czenia w catej konstrukcji; zaktada sie dodatkowe warunki, odlo-
2ywszy na péZniej szczegbiowe zbadanie ich zwigzkdéw z warunkami
Wyjéciowymi itp. Przeplataja sie rézne typy rozumowania, nie-
ktére partie ujete sa $ciélej, inne na wpét intuicyjnie. Zreszta
= Jak sig¢ wydaje - styl pracy réznych oséb cechuje wtasciwy
tylko dla nich sposéb wyboru drég i kierunkéw. Zespdét rysujacych
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sie mozliwoéci atakowania problemu moze by¢ zatem w indywidual-
nych przypadkach wyposazony w rézne relacje preferencji. Nato-
miast ogélne zasady redagowania dowodu w zwieztej formie pisanej
sq w zasadzie ustalone i dogéé jednolite. Dyktujg one do pewnego
stopnia jednolity styl pracy. Pewne ujecia, rodzaje wyrazen i
sekwencje dotychczasowej konstrukcji my$lowej maja tu wyraZny
priorytet, a czesto wrgcz wykluczajg inne. Odmienno$é tych dwdéch
faz sprawia, ze uktad warunkéw i argumentéw wykorzystanych w
konstrukcji zarysowanej na koniec fazy I musi ulec czesto prze-
warto$ciowaniu, a cata konstrukcja gruntownemu przegrupowaniu
w koricowej fazie II.

2.2. Obserwacja wtasnych konstrukcji my$lowych

Przejdécie od fazy I do fazy II wymaga pewnego rodzaju samoobser-
wacji wtasnych konstrukcji my$lowych. Zapis dowodu jest bowiem
aktem zdawania sprawy z dziatalnod$ci wlasnego umysiu. Ta samo-
obserwacja jest jednak czynnodcig innego rodzaju niz introspek-
cja w psychologicznym ujeciu. Nie chodzi wszak o to, by wyste-
pujac w roli eksperymentatora $ledzié okolicznogci odkrywania,
powstawania pomysiéw rozwigzan i badaé mechanizm funkcjonowania
‘oérodkéw wiasnych przezyé psychicznych. Idzie natomiast o zdol-
noéé do obserwacji toku wiasnej dziatalno$ci uzasadniajacej,
czyli formalnej strony myélenia. $ledzié wiec nalezy - pomijajac
psychiczne uwarunkowania aktéw my$lowych - pojawianie sig struk-
tur i schematéw logicznych. Nawykowe i bezrefleksyjne stosowanie
regul wnioskowania, nabyte i utrwalone w codziennej praktyce
jezykowej, z pewno$cig nie utatwia tego zadania. Ponadto wielu
rozumowaniom przeprowadzanym na poziomie szkolnym towarzyszy
poczucie oczywistogci. Zbytnia pogladowos$é i oczywistos$é demo-
bilizuja ucznia w kontroli przebiegu argumentacji; jeszcze mnie:
moze on dbaé wéwczas o wewnetrzny wglgd w swoja dziatalnosdé.

W takich sytuacjach powodzenie w konstrukcji zapisu dowodu jest
tym bardziej uzaleznione od umiejetnos$ci czy tez zdolnosci do
wnikliwej samoobserwacji toku my$li. By¢ moze, przstojenie ta-
kiej umiejetnogci wymaga ¢wiczenia i nastepuje w drodze trening
polegajgcego na wymianie dogwiadczer i pordwnywaniu relacji in-
nych z wiasnym przezyciem my$lowym oraz instruktazem nauczyciel
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Pewng role odgrywajg tu zapewne mechanizmy pamieci pozwalajace
rejestrowaé logiczne nastepstwo operaciji myélowych i zachowad
je az do momentu, gdy wypadnie cala konstrukcje poddaé weryfi-
kacji i utrwalié w odpowiedrniej formule iapisu.

Samoobserwacja, ktérej znaczenie dla wtadciwego przebiegu
fazy II chcemy podkre$lié, %aczy sie w gruncie rzeczy z retros-
pekcja. Polega bowiem réwniez i na tym, ze dowodzacy przecho-
dzac do zapisu odtwarza tok mys$lenia zarejestrowany w pamieci.

2.3. Nastepstwo formul a wynikanie

Réznica miedzy nastepstwem a wynikaniem ma szerszy aspekt dydak-
tyczny; dalej poruszymy tylko niektdére kwestie 2zwigzane z anali-
zowanym tematem. Nastepstwo poszczegdélnych elementéw w mys$lowym
formaowaniu sie dowodu i swobodnym modelowaniu stownych wypowie-
dzi jest przede wszystkim nastepstwem w czasie. Wydaje sie, ze
uczniowi w tym stadium (faza I) %atwiej dostrzegaé nastepstwo
wiekszych, kontrastujgacych ze soba sekwencji postepowania dowo-
dowego, zapewne majgcych jakieé szczegdlne znamiona, nie zawsze
dalej istotne. Natomiast bardziej elementarne ogniwa dowodu i
poszczegblne fakty pojawiajag sié w wartkim nurcie my$1li jak gdy-
by jednoczesdnie. .

Z chwila, gdy uczelf przeszedl do fazy II i zapisuje dowdéd,
nastepstwo zyskuje bardzo pogladowg realizacje. W tej fazie auto-
matycznie narzuca sie przede wszystkim zwykla kolejnoéé, w jakiej
poszczegdlne elementy kompozycyjne zapisano na ptaszczyzZnie kar-
tki lub tablicy. Elementarne ogniwa zjawiajace sie w my$lowym
dziataniu powinny tu byé rozdzielone, co moze przedstawiaé nowg
trudnosé. Potwierdzeniem jest nastepujacy przyktad z lekcji
(tregé zwigzang z przykifadem moZemy tu pomingé, przytaczajac dla
uproszczenia jedynie wierny schemat logiczny dowodu w zapisie
strzalkowym - rys. 2a).

W gérnej partii schematu na rys. 2a figuruja dwa elementar-
1 i w2), ktére
w fazie I uczef, ze wzgledu na podobieristwo zalozerl =z i =z

1 2
oraz mozliwo$é wykorzystania tego samego twierdzenia T,  wyko-

ne ogniwa (prowadzgce kolejno do wnioskéw w

nat niejako jednoczednie. Uwage skupil przy tym - jak sie wydaje
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- na pierwszym ogniwie. W jego utrwaleniu mogta mu poméc natu-
ralna relacja stowna, w ktérej zdawal sprawe z przebiegu pierw-
szej operacji, nazywajgac obiekty i wypowiadajgc gtodno zatoze-
nie Zyr twierdzenie pomocnicze T oraz wniosek W, Prze-
lotny gest wskazywal, ze uczen jest do pewnego stopnia $wiadom
réwniez drugiego analogicznego ogniwa. Tymczasem samodzielne
préby zbudowania zapisu koniczyly sie stale niepowodzeniem. Pos-
tawa ucznia wskazywala, ze gidéwng przyczyna kolejnych porazek
byta tu nieumiejetnos$é wyizolowania drugiego ogniwa oraz nie-
poradnogé w graficznym usytuowaniu go na schemacie budowanym ja-
ko zapis dowodu.

' odzwierciedlenie elementarnych ogniw dowodu w strzatkowym
zapisie moze byé takie, jak wskazuja rysunki 2a i 2b, lub jeszcze
inne. Choé oba grafy sa poprawne (ze wzgledu na tok rozumowania
przeprowadzonego na lekciji), pierwszy wydaje sie bardziej przej”
rzysty. Dodatkowo oddaje réwnorzednos$é oraz wzajemna niezaleznoé
plerwszych dwéch ogniw dowodu. Ta kompozycja, gdy pochodzi od
ucznia, zapewne $wiadczy o dobrym przegladzie sytuacji i umie-
jetnogci adekwatnego wyrazania w zapisie zardwno logicznej struﬁ
tury procesu dowodzenia, jak i innych jeszcze cech strukturalnyc
rozwazanej konstrukcji czy tez problemu. Przyklad ten wskazuje
réwniez, ze przejdécie do zapisu moze nasuwaé pewne nowe dla ucz”
nia problemy w zakresie przestrzennego rozplanowania graficznych
érodkéw wyrazu my$li. Jaskrawosé wystepowania tych problemdw
uzalezniona jest od przygotowania ucznia, formy zapisu dowodu,
ktéra w rozwiazywaniu dydaktycznym wybrano, i innych jeszcze
okolicznosdci.
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Analizujgc sposoby graficznego odzwierciedlania elementar-
nych ogniw dowodu mozna méwié takze o nastepstwie mniejszych
jednostek kompozycyjnych: wyrazen (zatozenia, twierdzenia po-
mocnicze, wnioski podrednie, teza). Odpowiadajace im znaki gra-
ficzne lub najczedciej same te wyrazenia rozmieszczone sa w
plaszczyZnie kartki na réznych poziomach. Je$li np. punkt repre-
zentujgcy wniosek v, lezy ponizej punktu oznaczajacego Wy

to w potocznym odczuciu W, nastepuje po w je$li oba leza

na tym samym poziomie, wnioski traktuje sieg ;6wnorzednie. W tym
znaczeniu diagramy tego samego dowodu przedstawione na rysunku 2
prezentuja rézne nastepstwa wyrazef.

Wniosek w nastepuje po w

2 1
wynika. Stosunek wynikania oznaczony za pomocg strzatki prowa-

(rys. 2b), ale z niego nie

dzié moze zatem do innego uszeregowania niz zwykle uszeregowanie
wyrazel w obrebie schematu tozsame z ich graficznym i przestrzen-
nym nastepstwem na ptaszczyZnie kartki scharakteryzowanym powy-
zej. Przechodzac do redakcji dowodu nalezy sig liczyé z mozli-
woscia pomieszania przez ucznidéw porzadku logicznego ze zwykiym
nastepstwem pojedynczych wyrazer na ptaszczyZnie kartki. Bywa
tak nawet wéwczas, gdy zwigzek logiczny zostal pierwotnie dos-
trzezony i wstepnie ujety my$lowo. Pewne rodzaje notacji, np.
skrétowa wersja dowodu w postaci ciagu wyrazell wypisanych jedno
pod drugim bez zadnego komentarza, mogg - przy braku nalezytej
kontroli - stanowié okolicznoéé sprzyjajaca ksztaltowaniu sie
fatszywego obrazu dedukcji.

2.4. Wyizolowanie struktury logicznej

Proces dowodzenia odznacza sige bogactwem form rozumowania i dzia-
fani. Wystepuje tu m.in. indukcja empiryczna, uogélnianie i spe-
cyfikacja, analogia; poszczegdélnym krokom towarzyszy czesto po-
czucie oczywistodci. Niejednokrotnie zdania wypowiadane w

fazie I majg swéj statut gigboko pierwotnie zwigzany z réznymi
typami rozumowanr - nie tylko z wnioskowaniem dedukcyjnym. Ma ono
wprawdzie programowo zastapié inne typy w miare dopracowywania
konstrukcji, ale nie jest tak od poczatku, kiedy to np. intuicja,
A nawet nieraz potoczne znaczenie wyrazen jezyka naturalnego
moga kierowaé¢ wyborem drdég.
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Przechodzac do redagowania dowodu uczed musi w tej zrézni-
cowanej kompozycji my$lowej wyizolowaé jeden istotny dalej as-
pekt; na catoéé nalezy spojrzeé z jednego tylko punktu widzenia.
Zachowaé trzeba mianowicie jej formalno-logiczne i strukturalne
wtasnodci oraz na nich przede wszystkim opizeé zasade konstruo-
wania zapisu. Redagujac dowdd nalezy przede wszystkim daé wyraz
tym aspektom, ktére podkredlajq jego logiczng i dedukcyjng struk-
ture. Jest to kolejny argument wskazujgqcy na specyfike przejsdcia
od fazy I do II.

+ Zapis wymaga niejako "oddzielenia" elementéw logicznych od
innych (np. od tre$ci pogladowych zawartych w zdaniach bedacych
komponentami dowodu). Chodzi tu o dostrzezenie obu tych stron
(struktura logiczna i tresci wypeiniajgce schemat) w materiale
prawie juz gotowym do zredagowania. Uczen, ktéry wyraza w zapi-
sie izolowane zdania (tzw. tezy posrednie, pojawiajace sie tam
giéwnie za sprawg ich interpretacji "tredciowej"), a nie reda-
guje wypowiedzi inferencyjnych, nie poczynit tego typu spostrze-
zen (por. analize przedstawiong w pracy B.Noweckiego, 1970 ).
Obie wspomniane strony sg $cifle powigzane, a naturalny tok pro-
cesu my$lowego mniej réznicuje pod tym wzgledem material, do
ktérego dowodzacy w fazie I dochodzi, anizeli jest to konieczne
w trakcie redagowania wynikéw.

2.5. Selekcja i klasyfikacja

Wyniki, do ktérych uczer doszedi i material, jaki w fazie I
zgromadzil, trzeba na ogét poddaé selekcji i klasyfikacji. Dzie-
je sie tak nawet wéwczas, gdy to, co sie dotad uzyskalo, jest od
ooczatku do korica poprawne. Czesto bowiem poszczegdélne fragmenty
w#stepnego rozwigzania - choé nawet nie budzga merytorycznych zas-
trzezed - nalezy ze wzgledu na zweryfikowang koncepcije calodci
znacznie zredukowaé lub nawet pomingé. Koniecznod$é wyboru moze
byé podyktowana réznymi wzgledami, m.in. zalozeniem co do rodza-
ju zapisu 1 stopnia formalizacji dowodu (nie zawsze wzgledy,
ktérymi kieruje sie tu nauczyciel, bywajg wyjasniane uczniom).
Spotkaé mozna oczywidcie wiele dowodéw, przy ktérych tok poste-
powania nosi pewne cechy mechanicznego rachunku czy tez algorytm’
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i wymaga mniejszej aktywnod$ci w omawianym zakresie. Wéwczas ma-
terial zgromadzony w fazie I bywa w calodéci wykorzystany przj
redagowaniu. Co wiecej, moze byé spozytkowany wprost, bez spe-
cjalnej reorganizaciji, g?yé zaréwno on sam, jak i jego "otoczka"
(to, co sie z nim intuicyjnie kojarzy, tred$é, stosunki w modelu,
ilo$é mozliwych ujeé itp.) sa stosunkowo ubogie. Takimi bywaja
nieraz dowody z arytmetyki i algebry szkolnej. Je$li uzasadnie-
nie tezy wymaga mechanicznego zastosowania paru regul rachunko-
wych, tak jak choéby w przypadku wzoru (a +b) ? - a2 + 2ab +b2,
wtedy problem selekciji prawie catkiem nie istnieje.

Jest obok selekcji i inny problem, majacy niejako przeciwny
punkt wijcia. Redagowanie dowodu wymaga nieraz rozwiniecia ta-
kich fragmentéw, ktére w fazie I mogiy byé z réznych wzgleddw
niemal pominiete. Aby otrzymaé rezultat o cechach domknietej ca-
to$ci i petnej réwnowadze, trzeba zapis w okreslonych fragmen-
tach uzupeinié.

Przejdcie do fazy II laczy sie réwniez z klasyfikacjq. Naj-
prostszym jej przykiadem jest grupowanie wediug nastepujgcego
schematu: zatozenia, wykorzystane definicje, twierdzenia i
aksjomaty, wnioski poérednie, teza. Przydatnoéé, a moze nieraz
nawet konieczno$é takiego podziatu, -tatwo zauwazyé: wystarczy
spojrzeé na dobrze skomponowany zapis dowodu w postaci diagramu.,
grafu lub drzewa. Nie mégiby on z pominigciem takiej klasyfika-
cji powstadé. Oprécz wymienionej, sa jeszcze inne ptaszczyzny i
kryteria selekcji; niektdére zostang zasygnalizowane w nastepnym
punkcie.

2.6. Wprowadzanie symboliki

Komponowanie zapisu znalezionego przez siebie dowodu wymaga do$é
czesto ustalenia i wprowadzenia odpowiedniej symboliki. Czynno$é
ta nierzadko znika z pola widzenia w kontekécie podstawowych
operacji dowodowych, a w szkole bywa traktowana jako zabieg to-
warzyszacy o charakterze czysto "technicznym". W gruncie rzeczy
jednak problem, wobec ktérego staje uczefi, jest bardziej zozony
niz mogtoby to wynikaé z powierzchownej obserwacji. katwo tu
bowiem o utozsamienie gtebiej siegajgcego procesu wyboru i wpro-
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wadzania symboliki z jego strong zewnetrzng - aktem uzycia sym-
bolu w zapisie. Dod$wiadczony matematyk redagujgc dowdéd wprowadza
symbole raczej automatycznie; wobec opanowania i nawet zmechani-
zowania pewnych czynno$ci "warsztatowych", kwestia wprowadzania
symboliki na etapie zapisu wéwczas prawie calkiem nie istnieje.
Sytuacja poczatkujgcych w dowodzeniu nie pozwala na takie upro-
szczenia. Réwniez w tym, na pozdr peryferyjnym, rejonie moze
tkwié niejedno Zrdédio trudnodci ucznidéw. Pojawig sie one z re-
guly przy innej okazji lub w takiej formie zewnetrznej, ze ich
Zrédet bedzie juz trudno dostrzec.

Sprébujmy zanalizowaé nieco blizej niektdére kwestie dotycza-
ce nazw i symboli, wychodzac od przypadku, w ktérym poszukiwa-
niom dowodu towarzyszy rysunek. Odpowiedniki obiektdéw matema-
tycznych maja na rysunku wiele wlasnodci nieistotnych ze wzgledu
na giéwny cel badania. Przystugujgce im drugorzedne cechy (takie
jak np. wielko$é, usytuowanie itp.) wykorzystuje sie jednak przy
tworzeniu tymczasowych, zastepczych nazw badanych przedmiotdw.
Nézywanie i odréznianie obiektéw w czasie obserwacji rysunku mo-
ze sie odbywad réznymi sposobami. Czasem akt wskazania na odpo-
wiedni element graficzny zastepuje juz nazwe obiektu. Tak np.
uczerl poszukujacy dowodu w fazie I nie uzywajac specjalnych
oznaczenl symbolicznych moze operowaé takimi oto °skrétami: "ta
prosta", "to otoczenie lezy wewnatrz tego trdéjkata", "ten punkt",
"to, co otrzymam", "diuzszy odcinek", "okrag po prawej stronie"
etc. Co wiecej, jest to bardzo wygodne w szybkim toku my$li sko-
jarzonej z rysunkiem. Urobione w ten sposdéb nazwy zastepcze i
wyrazenia okazjonalne bedg musialy ustqpié péZniej miejsca spec-
jalnym symbolom nazwowym, aczkolwiek do pewnego momentu mogag
tacznie z rysunkiem funkcjonowaé z duza skutecznosdcia. Tak wiec
rysunek, jako model speiniajgcy wiele funkcji w procesie rozwia-
zywania zadan, speinia takze i te specyficzna role.

Nie tylko zresztg konkretny rysunek wystepuje w tej specy-
ficznej roli. Podobne funkcje mogq speiniaé wyobrazenia. Swo-
iste modele budowane w wyobraZni czesto nawigzujg tylko do nie-
ktdérych stosunkéw modelu rzeczywistego lub sj wytwdérczymi kombi-
nacjami utrwalonych niegdy$ spostrzezer. Towarzyszac my$li w
procesie dowodzenia, obrazy stuza upogladowieniu i pozwalaja na
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osiaggniecie korcowej syntezy poszczegdlnych etapdéw. Sprzyjajq
one przede wszystkim chwilowej stabilizacji my$li. Obecnod$é ta-
kich obrazéw w danym stadium poszukiwania dowodu pozwala opera-
tywnie, bez konsekwentnego wprowadzania symboliki i odwolywania
sie do peinych nazw, przeprowadzié my$lowe badanie. Symbole zos-
tang wprowadzone péZniej, na etapie redagowania wynikéw.

Naszkicujmy dla przyktadu wstepng wersje dowodu twierdzenia
gloszacego, ze liczb pierwszych jest nieskoliczenie wiele, prébu-
jac odtworzyé przypuszczalny obraz towarzyszacy rozumowaniom
(por. takze analize przeprowadzong przez J.Hadamarda, 1964,str.76).
Analogia do opisanej wczed$niej specyficznej roli rysunku geomet-
rycznego jest tutaj dostatecznie widoczna.

Aby przeprowadzié dowéd, zakitada sie, ze liczb takich jest
skoficzona ilo$é, oraz ze wypisano je wszystkie. (Tu dowodzacy
- w zaleznodci juz chyba od indywidualnego stylu pracy umysiu -
moze wyobrazié sobie np. rodzaj wstegi bgdZ pdétod liczbowa; na
jej poczatkowym odcinku rozmieszczone s3 w pewnych odstepach
przedmioty - punkty odpowiadajace kolejnym liczbom pierwszym az
do najwiekszej. W dostatecznie duzej odlegtos$ci usytuowany Jjest
punkt - obiekt, ktéry symbolizuje ich iloczyn, a jeszcze krok
dalej - punkt odpowiadajacy liczbie o jeden wiekszej od tego
iloczynu). Iloczyn tych liczb zwigkszony o jeden ma dzielnik
pierwszy. Nie moze nim byé zadna z wypisanych liczb pierwszych.
(W pomy$lanym modelu wyobrazeniowym nalezy dla niego zarezerwo-
waé miejsce gdzied miedzy punktem oznaczajacym ostatnig w szere-
gu wypisanych liczb pierwszych a koficowym punktem, ktéry repre-
zentuje ich iloczyn zwiekszony ¢ jeden; moze to byé takze owa
suma iloczynu i jednosci). Otrzymujemy - wbrew zatozeniu - nowag
liczbe pierwsza.

A oto jeszcze jeden przyktad wykraczajgcy zdecydowanie tym

razem poza material szkolny. Przytoczymy go jednak, gdyz uzupel-
nia obserwacje poczynione w zwigzku z poprzednimi przykiadami,
a jednoczednie $wiadczy o tym, ze sygnalizowane tu problemy sg
aktualne niezaleznie od poziomu nauczania-uczenia sie. Osnowe ‘!
pPrzyktadu stanowia fragmenty bezposredniej relacji osoby (stu-
diujgcej matematyke), ktéra dokonuje pierwszych préb rozwigza-
nia zadania. Opis poszukiwar doprowadzony zostanie jedynie do
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momentu pojawienia sie elementédw obrazowych. Ocena przedstawio-
nych préb, dalsze poszukiwania, zmiany i u$ciélanie propozyciji
oraz ostateczny ksztalt rozwigzania nie bedg nas tutaj intereso-

waé. Zadanie jest nastegpujace:

Niech AEK: i speinia warunek ai =0 dla 3j>i.
Udowodnié, ze a? jest macierzg zerowg (Kg jest zbiorem

macierzy stopnia n o elementach z ciata K, oznacza

J
a3
element j-tego wiersza oraz 1i-tej kolumny).

Po szczegbélowym przedstawieniu macierzy A dowodzacy wiaze
macierze ze zbioru Kg z transformacjami liniowymi n-wymiaro-
wej przestrzeni wektorowej U nad ciatem K w siebie. Problem
dotyczacy macierzy zostaje wiec niejako zastapiony zadaniem o ho-
momorfizmach przestrzeni wektorowych. Zabieg ten na (bardziej za-
awansowanym)  poziomie osoby, ktdéra problem rozwigzuje, moze byé
potraktowany jako przyktad innego spojrzenia na obiekty w zada-
niu, niedostownego odczytania danych, a wiec wstepnego przetwa-
rzania informacji(l). U podstaw tego zabiegu lezy my$lenie, kté~
re nieraz w charakterystyce typowych dla dziatalnogci matematycz-~
nej sposobdéw postepowania bywa nazywane "my$leniem przez izomor-
fizm".

Zatézmy, idac za my$la dowodzacego, ze T :U — U Jjest tran-
sformacjq okreglona przez macierz AAEKg przy ustalonej w U

bazie LI PYRR RV S Wéwczas:

1) Najogdélniej biorac, przetwarzanie informacji Jjest czynnodcig

przygotowawcza, pomocnicza, czesto prawie juz zautomatyzowana,
kontrastujaca z widocznymi dobrze i pierwszoplanowymi dziatania-
mi w procesie dowodzenia, Jjak np. korzystanie z pomocniczego
twierdzenia (Konior, 1975, str. 134-140 i 145). Tego rodzaju
czynnoéci sa charakterystyczne dla fazy I poszukiwan i wystepujaWw
najprostszych postaciach na réinych poziomach szkolnyéh. Niejed-
nokrotnie wykonanie tych wtadénie czynnoéci sprawia mniej zaawan-
sowanym uczniom wigcej kXopotdéw niz przygotowane juz gtéwne kro-
ki dowodu.
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T(u1) =0 u1-+0 u2-+... +0 u (o} a, ces a,
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T(3.) =alu, +a’u, + +0-u o o 0
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W tym stadium poszukiwan zostal zbudowany obrazowy model
towarzyszacy dziataniom my$lowym. Na poczatku byto nim po prostu
wyobrazenie schematu Venna; schemat ten reprezentowal przestrzen
U, przy czym dla przejrzystosci obrazu U powtarzal sie dwu-
krotnie (ilustruje to rys. 3a; dowodzacy niczego jednak nie pisal
ani nie rysowal, a prezentowane tu rysunki odtworzy® w czasie
péZniejszym, oznaczenia elementdéw oraz strzatki przedstawione na
rysunkach sg jedynie wyrazem oraz ilustracjg rozumowanl przeprowa-

2

dzonych bez notacji).
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W drxugim kroku pierwotny model wyobrazeniowy zostal rozbu-
dowany 1 uzyskal postaé przypominajaca rys. 3b (etap badania
iloézynu TT==T2); rys. 3c jest natomiast odpowiednikiem obrazu
my$lowego w nastepnym etapie (analiza iloczynu TTT==T3). Pow=-
stajgcy sukcesywnie model pozwolit obserwowaé jak funkcjonuje
ztozenie transformacji; za kazdym razem kolejny wektor bazowy
przechodzi w wektor zerowy O. W pierwszym kroku Gl przechodzi

w 6, za drugim razem Tz(ﬁz) = 0 (oczywidcie jest réwniez
Tz(al) = T(®) =0), za trzecim T (i) =0 itd. Po n kro-
kach uzyska sie zwigzek Tn(ﬁi) =0 i odpowiednia macierz be-

dzie macierzg zerowg.

Obrazy, ktérych specyficzna rola w fazie I zostata zilustro-
wana na przyktadach, moga oczywidcie nadal istnieé podczas reda-
gowania dowodu. Jednak pelny obraz stojacy do dyspozycji réwniez
w fazie II nie znajdujé graficznego odzwierciedlenia w zapisie.
Jezyk, do ktérego przechodzimy, stawia juz inne wymagania i wy-
klucza dotgd praktykowane sposoby dziatan. Element pogladowy
(modele wyobrazeniowe, obrazowe nazwy zastepcze), dotad funkcjo-
nujacy 2z taka skutecznogciy, nalezy w fazie II wyeliminowad,
wprowadzajac w to miejsce symbole badZ zespoly symboli o okres-
lonej strukturze syntaktycznej.

Przechodzgac do fazy II uczer w szkole staje przed dodatko-
wym problemem, nierzadko dland ziozonym. Przede wszystkim pewne
novum moZe stanowié juz choéby to, iz w ogdle trzeba wprowadzié
jakie$ symbole. Jeéli $wiadomos$é tego zadania stanie sig dosta-
tecznie peilna, zjawia sie nastepne. Symbole nalezy dobraé nie-
przypadkowo i poklasyfikowaé nieraz wediug kilku kryteridw jed-
noczednie. Musza one bowiem petnié rézine funkcje, zardéwno jako
indywidualne znaki graficzne jak i w trafnie dobranych podzes-
potach. Tak np. obiekty; o ktérych mowa w zatozeniu, warto nie-
kiedy (jako dane) oznaczyé inaczej niz pozostate wielkos$ci (szu-
kane) . Niezaleznie od tego trzeba uéwiadomié sobie jeszcze raz
znaczenie kazdego wyrazenia o charakterze nazwowym i w jakié
sposéb zaznaczyé jego przynalezno$é do tej lub innej grupy wyra-
el (punkty np. oznacza sig w geometrii duzymi literami tacinf-
skimi, proste - matymi literami, piaszczyzny - matymi literami
alfabetu greckiego; niekiedy dla ulatwienia bywaja w uyciu
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jeszcze dodatkowo wyrazy interpretujace symbole, np. "punkt A",
"prosta a", "ptaszczyzna a"). Zachodzi tez nieraz koniecznoéé
nadania odpowiedniego ksztaltu zmiennym zwiazanym kwantyfikato-
rami szczegliowymi, o ile sig kwantyfikatoréw nie uzylo explici-
te. 0gé1 tych probleméw nalezy przy tym rozwigzaé jednolicie dla
calego zapisu tak, aby podporzadkowad funkcjonowanie symboliki
gtéwnej idei dowodu wczesgniej zarysowanej, aby ja réwniez przez
symbolike dodatkowo podkreélié.

Nie tylko te wzgledy decyduja o caiogéci poczynai; korelacja
musi siegaé dalej, poza ramy budowanego zapisu. Symbole zharmo-
nizowaé trzeba takze z jezykiem twierdzesd pomocniczych, ktére
w toku redagowania dowodu wykorzystujemy w peinym brzmieniu i
bez uproszczer. Przyjete bowiem dawniej brzmienie i utrwalone
w uzyciu sformulowanie twierdzenia pomocniczego dyktuja na ogét
okreélone wymagania pod adresem ustalanej aktualnie symboliki.

2.7. Ocena wtasnych propozyciji

Specyfika fazy II polega réwniez i na tym, 2e uczef z jednej
strony przedstawia wtasny wynik (gdy redaguje swojgq my$1l), az dru-
giej powinien sie staé od razu krytycznym odbiorca (gdy kontrolu-
je adekwatno$¢ zapisu do my<$li). W fazie I przewaza inny typ po-
stepowania: wytwarzanie pomysidw, luZne sformulowania na "wtasny
uzytek", sprawdzanie, do czego poérednie wyniki mogiyby sie przy-
daé. Krytyczna postawa wobec rezultatéw jest oczywiécie potrzebna
od poczatku, lecz w stadium my$lowego poszukiwania ocenie podlega
raczej merytoryczna poprawno$é wynikéw niz wzglednie swobodny
sposdb ich sformulowania. Przedmiotem oceny w czasie zapisu musi
byé jedno i drugie, a przede wszystkim to, czy zapis adekwatnie
wyraza zweryfikowany merytorycznie wynik my$lowy.

Na etapie zapisu dowodu realizuje sie w czasie lekcji psy-
chologiczny proces "uwewnetrzniania" dialogu miedzy uczniem-auto-
I'em a nauczycielem i pozostatymi uczniami. Zewnetrzny dialog
W toku doskonalenia kolejnych wersji poszczegdélnych fragmentdw
2apisu interioryzuje sie, autor stopniowo zaczyna oceniaé kry-
tycznie wtasne propozycje; "$wiadomo$é ucznia ulega jakby rozdwo-
jeniu, sam uczeri zmienia kilkakrotnie stanowisko w toku pracy:

2 opisujacego przeksztalca sie w odczytujacego, sam siebie kont-
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rofuje i krytykuje" (Krygowska, 1977, str. 100). Ten proces po-
jawiajgqcy sie w koricowej fazie dowodzenia winien byé przedmiotem
statej uwagi nauczyciela w czasie lekcji. Charakterystyke mecha-
nizmu tego procesu oraz analize zagadnien jezyka matematyki
w nauczaniu obejmujgca takze problematyke zapisu dowodu przepro-
wadza Z.Krygowska w cytowanej pozycji (Krygowska, 1977).

W konfrontacji tego, co zostalo zapisane, z tym, co chcialo
sie wyrazié, dochodzi pewien wazny element, nieobecny jeszcze
w stadium poszukiwania. Jest nim (mowa tu o nietradycyjnych spo-
sobach notacji) konwencja danego zapisu, ktdérg nalezy odréznié
od powszechnie w matematyce przyjetych uméw dotyczacych oznacza-
nia i symboli. Wybierajgc okres$long forme zapisu przestrzegad
trzeba konwencji generalnej, odnoszacej sig do catodci, jak tez
i zasad "lokalnych", okredélajacych sposoby przedstawiania pom-
niejszych szczegéidw. Te ostatnie zasady moggq by¢é stosowane nie-
zaleznie od tego, jakie sg ogdélne konwencije i zatozenia budowy
danego zapisu. Dzieki wtagciwie dobranym konwencjom mozna w za-
pisie dowodu tatwiej wyrazié analogie, symetrie, korzystanie
z zatozerl pomocniczych, relacje wynikania, podrzednoéé przypad-
kéw itp. (por. pozycje Turnau, 1970, pog$wigcona dydaktycznej
analizie waloréw dwuwymiarowych wykreséw dowodéw) . .

3. UZUPEZNIENIA I UWAGI KONCOWE

Podejmujac prébe ukazania specyfiki przejscia od dowodu my$lowe-
go do jego ostatecznego zapisu rozwazylidmy tylko nieliczne as-
pekty skomplikowanego procesu. Jego rzeczywisty obraz i przebieg
sa o wiele bardziej ztozone. Je$li prowadzi sie jednoczednie po-
szukiwanie dowodu i zapis (ostateczne redagowanie) czes$ciowych
rezultatéw, to nie mozna np. pominaé roli sprzezenia zwrotnego
miedzy faza I a II, dokladniej: miedzy kolejnymi wersjami po-
szczegdlnych fragmentdéw ostatecznego zapisu w jezyku matematyki
z jednej strony a konstrukcjg my$lowa i kierunkiem poszukiwan
z drugiej.

Ale précz peilnej ostatecznej redakcji "na czysto" w réz-
nych stadiach dowodzenia wystepuje rdéwniez zapis ad hoc (w na-
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szych rozwazaniach zupeinie pominigty) . DoraZny, fragmentaryczny
zapis prowadzony na prawach brulionu, a wiec bez pretensji do
wysublimowanej gcistod$ci i jakby "nieoficjalnie", jest waznym
elementem towarzyszgcym poszukiwaniom w fazie I i czesto wprost
decyduje o kierunku przebiegu dowodzenia. Odreczna notatka moze
spetniaé rézne funkcje w toku poszukiwar. W swej podstawowej ro-
1i sluzy ustaleniu uwagi na wybranym przedmiocie rozwazan, sta-
bilizuje my$él; utrwala réwniez osiggniete juz czedciowo wyniki.
Inng funkcje speinia doraZny zapis, gdy wystepuje jako rachunek.
Zdarza sie bowiem, ze pewne fragmenty rozumowan wymagaja formal-
nego "przeliczenia" i sprawdzenia szczegéiéw; w zapisie dowodu
mozna bedzie juz wtedy opudcié tatwiejsze lecz ucigzliwe przej-
$cia, wskazujac jedynie gidéwne przesitanki. LuZne notatki sporzag-
dzone w do$é odlegiych momentach procesu poszukiwania utatwiajg
takze powigzanie fragmentarycznych watkéw rozumowania. Rzut oka
na zanotowany wczedniej wzdér, na porzucony zwiazek, daje w kon-
tekécie nagromadzonych od tego czasu przemys$len nowy impuls, cze-
sto decydujacy. Bez odrecznej notatki zrobionej wczedniej i beda-
cej niejako $ladem umozliwiajgcym powrdét, odszukanie rozpoczetych
watkéw i wladciwych drég bytoby © wiele bardziej zmudne.

Akt sporzadzania odrecznej notatki moze stanowié rdéwniez
okolicznoéé prowadzaca wprost do wtadciwej idei rozwigzania pro-
blemu. Ilustruje to nastegpujaca obserwacja (w pierwszej czesci
dalszej relacji przytoczono dla kontrastu przypadek, w ktérym
odkrycie idei dowodu nastapi%o bez interwencji pomocniczego za-
pisu) . Dwéch ucznidéw réwnolegtych klas rozwigzuje zadanie:
Udowodnij, ze jeéli punkt P na-
lezy do wnetrza trdéjkata ABC,
to |aBPC| > |3A| (symbole |3BPC|
i |aA| oznaczajq miary odpo-
wiednich katéw wewnetrznych w
tréjkatach PBC i ABC

Rys. 4 - rys. 4).

Pierwszy uczen sporzadza rysunek i przypomina twierdzenie

o sumie katéw tréjkata. Nastepnie rozwazajac AABC i APBC
podaje odpowiednio wnioski:
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(a) suma miar |sA|, |sB|, |aC| wynosi 180°,
(b) suma miar |aP|, B, y wynosi 180°.

Z2adnych notatek pomocniczych jednak nie sporzadza. Dalej kilka-
krotnie powraca jeszcze do innych my$li oraz poprzednich préb
podajac rdézne sformulowania wczeéniejszych wypowiedzi. Zdanie
(a) uzyskuje nastepujgce czynnosciowe sformutowanie, wyraZnie
akcentujgce dodawanie do |aA| miar |aB|, [aC]| :

(at) je$li do |aA| dodamy |zB| i |aC|, to otrzymamy 180°

Analogiczne rozlozenie akcentédw nastapito w (b):
(b") jes$li do |aP| dodamy B i <y, to otrzymamy 180°.

Bezposdrednia konfrontacja (a') 2z (b') (uczed przy powtarzaniu
dostrzega wspdélng strukture obu wypowiedzi, a nastepnie wyko-
rzystuje nierdwnosci odpowiednich katdéw) prowadzi juz bez trudu
do koricowego wniosku.

Drugi uczen rozpoczyna niemal identycznie. Réwniez i on re-
zygnuje poczgtkowo z odrecznego zapisu, lecz w sformutowaniach
stownych nie natrafia na (a') i (b'), pozostajac przy wer-
sjach (a), (b). Wraca do nich po serii innych préb i tym razem
notuje (jakby bez przekonania, gdyz to, co pisze, powtarzat juz
parokrotnie nie osiggajgac postepu):

180°,

|2a] + |aB| + |acC]|

|aP] + B + v 180°.

Zapis sporzgadzony ad hoc skupia teraz jego uwage dotad angazowa-
ng w obserwacji rysunku. Uczen porzuca dotychczasowe rozwazania
pojeciowe i czynnosci charakterystyczne dla sytuacji géometry-
cznej reprezentowanej w modelu rysunkowym. Przechodzi do analizy
napiséw pomijajqc nawet chwilowo ich peina interpretacje seman-
tyczna. W szczegdélnodci konstatuje identycznod$é prawych stron
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obu wzoréw i ten moment jest decydujacym momentem poszukiwair.
Pozwala mu bowiem dostrzec wyraZng perspektywe bliskiego zakori-
czenia dowodu (mozliwo$é pordéwnania lewych stron oraz wykorzys-
tanie przeslanek: [3zB]| >B, |3aC| >y).

Formalny przebieg argumentacji z logicznego punktu widzenia
jest w obu przypadkach taki sam, natomiast okolicznodci odkrycia
dowodu przez ucznidéw sa zgota inne. Pierwszy znalazt decydujaca
wskazéwke w specjalnej interpretacji stownej twierdzenia; zabrak-
o jej drugiemu. Ten ostatni zdecydowal sie nafomiast zanotowad
fakt wczedniej znany. Dopiero wtasnie éw doraZny zapis pozwolil
dostrzec idee rozwigzania.

Przyklad nasz ilustuje wiec réine sposoby i drogi prowadza-
ce do znalezienia tego samego dowodu, ukazujac w drugiej czesci
role odrecznego zapisu w tym odkryciu.

Z organizacjg nauki poprawnej argumentacji ma nauczyciel do
czynienia stale. Zasadg wiodaca powinno by¢ w niej unikanie for-
malizmu, krepujgacych rygoréw i nieuzasadnionych na danym poziomie
wzorcéw dcistodci. Oddzielnego zainteresowania wymaga tu problem
redagowania wypowiedzi adekwatnych do przeprowadzonych wniosko-
wan, a w szczegdlnodéci zagadnienie konstruowania zapisu szkolne-
go dowodu. Poglad, zgodnie z ktdérym zredagowanie odkrytego dowo-

du jest juz tylko zwykla formalnoscig nie jest uzasadniony.

Czesto dopiero w fazie II pojawiaja sie nowe oraz wyostrzaja sta-
re trudnodci ucznia, a wraz z nimi dochodza problemy dotad nie
istniejgce. Zapis dowodu jest odrebnym zagadnieniem dydaktycznym

i w procesie lekcyjnym wymaga odpowiedniej uwagi.
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SEEKING FOR A PROOF AND ITS SUBSEQUENT REDACTIONAL PROCESSING
IN SCHOOL TEACHING OF MATHEMATICS

Summary

Two steps of the proof process are considered: seeking for a
proof and its redactional processing. Aiming at clarifying dif-
ferences between the two, we concentrate upon the following
problems: the heuristic method of teaching, the mathematical
language and the psychological aspects in mathematical thinking.



