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Wplyw interwencji nauczyciela
na aktywnos¢ matematyczng ucznia
uzdolnionego w procesie rozwigzywania
matematycznego problemu’

1 Wprowadzenie

Badania zostaly skoncentrowane na dywergentnych interwencjach nauczy-
ciela, otwierajacych ucznia uzdolnionego na rézne obszary wiedzy w procesie
rozwiazywania matematycznego problemu. Czesto sa to takie obszary wiedzy,
ktére nie od razu kojarza sie uczniowi z rozwiazywanym zagadnieniem. Moze
mie¢ watpliwosci, czy taka wskazéwka podana przez nauczyciela zagwaran-
tuje mu rozwigzanie tego problemu, a nawet ze jest ona wskazdwka chybiona.
O jej wartosci dydaktycznej przekonujemy sie dopiero w trakcie rozwigzywania
matematycznego problemu, kiedy wzrasta matematyczna aktywnosé ucznia w
twoérczym poszukiwaniu rozwigzania danego zagadnienia. Mozna by powie-
dzie¢, ze wskazdéwki dywergentne rozpraszajg ucznia na nowe obszary wiedzy
niezbednej do rozwigzania nietypowego zadania. Tak rozumiane rozproszenie
mysli ma tu wiec sens pozytywny.

!Tekst stanowi zmodyfikowana wersje autoreferatu rozprawy doktorskiej, obronionej
w dniu 31 marca 2005 roku na Wydziale Matematyczno-Fizyczno-Technicznym Akademii
Pedagogicznej w Krakowie. Promotorem byt dr hab. Stefan Turnau, prof. Uniwersytetu Rze-
szowskiego, a jej recenzentami byli: prof. dr hab. Stanistaw Midura i dr hab. Henryk Kakol,
prof. Akademii Pedagogicznej w Krakowie.
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2 Przedmiot i cele badahi

W rozprawie doktorskiej dowodze, ze rozpraszajace interwencje nauczy-
ciela wplywaja na wzrost matematycznej aktywnosci ucznia rozwiazujacego
matematyczny problem i Ze sg one czesto niezbedne do rozwiazania nietypo-
wego zadania matematycznego. Celem badan byto:

1. znalezienie skutecznych interwencji nauczyciela w procesie rozwiazywa-
nia matematycznego problemu przez ucznia uzdolnionego matematycz-
nie,

2. wyodrebnienie wystepujacych w tym procesie blokad aktywnosci ucznia,
znalezienie ich przyczyn i sposobéw ich usuwania,

3. analiza zachowania ucznia w procesie rozwigzywania matematycznego
problemu po interwencji rozpraszajacej nauczyciela i opis jego aktywno-
$ci matematycznej,

4. ocena skutecznosci dzialania interwencji rozpraszajacej na rozwiazanie
matematycznego problemu.

3 Metoda badan

Podstawowg metoda zastosowana w badaniach jest indywidualny ekspery-
ment dydaktyczny. Sposréd réznych mozliwych schematéw wybralem metode
sterowania procesem rozwigzywania problemu poprzez przygotowane scena-
riusze interwencji nauczyciela, ze szczegélnym naciskiem na interwencje roz-
praszajace.

4 Organizacja badan

1. Uczniowie otrzymywali sukcesywnie na karteczkach pojedyncze wska-
zowki do rozwigzania matematycznego problemu, wedlug przygotowa-
nych wczedniej scenariuszy interwencji.

2. Podczas eksperymentu uczniowie nie korzystali z zadnych innych po-
mocy dydaktycznych poza pisemnymi interwencjami nauczyciela.

3. W rozwigzaniach uczniowie podawali stosowne komentarze dotyczace
metod i poszezegblnych krokéw postepowania.
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4.

Do badan przygotowano jeden problem algebraiczny i jeden geometrycz-
ny z zakresu programu szkoly $redniej.

W eksperymencie bralo udzial 12 uczniéw szkél érednich Lancuta, Rze-
szowa 1 Strzyzowa z réznych poziomdéw ksztalcenia.

Badania przeprowadzono w warunkach minimalizujacych stres ucznia:
w porze popotudniowej w pracowniach matematycznych szkét macierzy-
stych uczniow.

Krétkie dialogi z uczniem oraz jego wnioski zostaly zapisane na dyktafo-
nie w trakcie trwania lub po zakonczeniu eksperymentu. Byly to zapisy
dokonane za zgoda ucznia lub bez jego wiedzy.

Wybrani uczniowie byli uczestnikami warsztatéw matematycznych pro-
wadzonych przez autora rozprawy, olimpiad matematycznych II-go stop-
nia i laureatami szkolnych konkurséw matematycznych: Podkarpackiego
Konkursu Matematycznego dla uczniéw klas drugich, Konkursu Mate-
matycznego im. prof. Jana Marszala.

Opracowano trzy scenariusze interwencji nauczyciela odpowiadajacych
réznym sposoboim rozwigzania zadania algebraicznego i jeden scenariusz
interwencji dotyczacy rozwiazania zadania z geometrii plaskiej (z moz-
liwoscig ich modyfikacji w trakcie rozwiazywania problemu).

Pojecia wystepujace w badaniach

Okreslenia pojeé¢ uzywanych w pracy:

1.

Problem matematyczny to nietypowe zadanie, ktorego nie mozna
rozwigzaé przez stosowanie znanych schematéw, a ktérego rozwigzanie
wymaga tworczego i odkrywczego podejscia.

Wskazéwka jest dodatkows informacja, pytaniem lub poleceniem po-
danym temu, kto rozwiazuje zadanie lub matematyczny problem, w celu
ulatwienia mu rozwiazania tego zadania.

Interwencja jest dzialaniem nauczyciela ingerujacym w proces rozwia-
zywania matematycznego problemu. Jest pojeciem szerszym od pojecia
wskazowki.

Interwencja otwarcia jest dzialaniem nauczyciela skierowanym na wy-
wolanie u ucznia otwarcia sie na wiedze, ktéra jest niezbedna do rozwia-
zania matematycznego problemu.
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5. MyS$lenie konwergentne (zbiezne) przejawia sie¢ w rozwiazywaniu
zadan jedynym znanym rozwigzujacemu sposobem.

6. Myslenie dywergentne (rozbiezne) wystepuje w sytuacjach proble-
mowych, majacych potencjalnie wiele konkurencyjnych drég rozwiazan.

‘7. Blokada aktywnos$ci matematycznej, to taki stan umystu rozwiazu-
jacego, ze wie on, iz zadania nie rozwiazal, ale nie ma pomystu na to, co
robié. Moze ona wystapi¢ na kazdym etapie rozwigzywania problemu.

-

6 Tre$é¢ zadania algebraicznego i szkic jego rozwig-
zania

Zadanie 1

Niech a,b, c,d beda liczbami rzeczywistymi oraz a > ci b > c. Wykazaé, ze
(a+b+c+d)? > 8(ad + be).

Sposéb 1

Rozwazamy funkcje kwadratowa f(z) = 222 — (a + b+ ¢+ d)z + (ad + be),
ktorej wyréznik jest réwny A = (a + b+ c+ d)? — 8(ad + be) . Zatem zadanie
sprowadza sie do wykazania, ze A > 0, co jest réwnowazne istnieniu dwéch
réznych pierwiastkéw rzeczywistych tréjmianu f(x). Najpierw zauwazmy, ze

fla)=(a—b)(a=c), f(b)=(b-a)b-ad),
fle)=(c=a)(c—d), fld)=(d-b)d-c).

Jezeli a # b lub ¢ # d, to mamy odpowiednio
fa)f(b) = —(a—b)*(a—=c)(b~d) <0 ‘

lub
F(©f(d) = =(c—d)*(a—c)(b—d) <O0.

Stad wnioskujemy, ze funkcja kwadratowa f(z) przyjmuje zaréwno warto-
éci dodatnie, jak i ujemne, poniewaz albo f(a) i f(b), albo f(c) i f(d) maja
rézne znaki. A to jest rébwnowazne istnieniu dwéch réznych pierwiastkéw rze-
czywistych.

Jezeli natomiast a« = b i ¢ = d, to wéwczas f(a) =01 f(c) =0, czyli takze
w tym przypadku funkcja f(x) ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste: a i c.
A to konczy dowdd nieréwnosei zasadniczej.
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7 Scenariusz w wersji 1

Scenariusz interwencji nauczyciela w tej wersji byl konstruowany przed
oraz w trakcie prowadzenia badan. Interwencja Int. 0, nazwana ,zerowa”, jest
formalng wskazéwka pytajaca i mogla by¢ podana przez nauczyciela ustnie,
natomiast Int. 1 i Int. 2, to interwencje otwierajace ucznia na obszar wiedzy
o tréjmianie kwadratowym, niezbedne do rozwigzania problemu. Pozostale
interwencje spelniaja role konwergentnych, czyli uzbiezniajacych, ktére nie
byly przedmiotem badan i dlatego nie zostaly omdwione.

Int. 0. Czy zrozumiala jest tre$é zadania i uzyte w nim zapisy formalne?
Int. 1. Skojarz nieré6wnoé¢ w zadaniu z tréjmianem kwadratowym.

Int. 2. Skojarz nieréwnos¢ z wyrdznikiem pewnego tréjmianu kwadratowego.
Skonstruuj ten tréjmian.

Int. 3 ... Int. 11 (Interwencje uzbiezniajace)

Do opisu zachowan uczniéw wg. tego scenariusza wykorzystano tu prace ucznia
U2 i schematy blokowe.

8 Opis blokad i aktywnos$ci matematycznej ucznia
U2 po interwencjach nauczyciela

Int. 0. Czy zrozumiala jest tre$¢ zadania i uzyte w nim zapisy formalne?

Uczen rozpraszal si¢ na rézne obszary ,wiedzy przyjaznej” dla tego za-
gadnienia i poszukiwal ,Sciezki” jego rozwiazania. Przeksztalcal wyrazenia
algebraiczne, probowal dowodu redukcyjnego. W swoich poszukiwaniach nie
dotykat jednak obszaru wiedzy o tréjmianie kwadratowym. Nie mial pomystu
na kontynuacje dowodu. Wystapila u niego blokada aktywnosci.

Jas 4z 0 Aeky <O koot gy 120 ey <O
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Rysynek 1. Ciag dalszy na nastgpnej stronie.
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Rysunek 1.

Int. 1. Skojarz nieréwnos$é w zadaniu z tréjmianem kwadratowymni.

Uczenr byl zdumiony trescig wskazéwki Int. 1, co nawet wyrazil westchnie-
niem: ,,Ach, to tak?” Interwencja otwarcia odblokowala go i uaktywnita. Otwo-
rzy! sie na wiedze o tréjmianie kwadratowym i penetrowal ten obszar. Tworzyt
tréjmiany i szkicowal ich wykresy, znajdowal wspdélrzedne wierzchotka para-
boli i wartosci tréjmianu. Gromadzil wybrana wiedze o tréjmianie. Nie byl
pewny, czy otwarcie sie na cala wiedze o tréjmianie pomoze rozwiazaé ten
problem. Przez dodatkowe rozproszenie wskazowka Int. 1 nastapil wyrazny
wzrost aktywnoséci matematycznej ucznia. Byl rozluzniony i pozytywnie na-
stawiony do tej wiedzy. Nie trafil jednak na stosowny tréjmian. Blokada nie
ustapita catkowicie.

4_(;!2 a((x~x4)(x~xl) 420
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Rysunek 2. Ciag dalszy na nastepnej sronie.
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Int. 2. Skojarz nier6wno$¢ z wyréznikiem pewnego tréjmianu kwadratowego.
Skonstruuj ten tréjmian.

Interwencja ta zawezila rozproszenie si¢ ucznia na obszar wiedzy o tréj-
mianie kwadratowym. Uczef napisal stosowna nieréwno$é zwiazana z wyrdz-
nikiem tréjmianu kwadratowego umiejetnie wykorzystujac wypisane wiasnosci
tréjmianu. Utworzyl dwa tréjmiany kwadratowe. Byt caly czas pozytywnie na-
stawiony na te wiedze. Aktywno$¢ utrwalila sie. Uczen skutecznie kontymiowal
dowéd poprzez kolejne interwencje nauczyciela wywolujace u niego juz mysle-
nie konwergentne, doprowadzajace do rozwigzania postawionego problemu.
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Rysunek 3.

Zachowania pozostalych uczniéw w trakcie rozwiazywania problemu we-
dlug tego scenariusza zostaly opisane w formie schematéw blokowych (zobacz
rysunek 4).

Na rysunku 4 jest zaznaczona Int. 0 , po ktérej nastgpilo ,autorozpro-
szenie” sie uczniéw na rézne obszary wiedzy w czasie préob udowodnienia
nieréwnoéci zasadniczej. Prébowali dowie$é redukcyjnie. Dokonywali réznych
przeksztalcen, ale bez efektu. Rozproszenie dotyczylo niewielkich obszaréw
swiedzy przyjaznej” uczniom i zgodnej z rozwiazywanym problemem. Zaden z
nich nie dotkngl jednak obszaru wiedzy o tréjmianie kwadratowym. Nie mieli
pomyslu na kontynuowanie dowodu. Wystapilta blokada aktywnosci.

Po otrzymaniu wskazéwki Int. 1 uczniowie réznie reagowali na jej tresc.
Wyrazali to miedzy innymi takimi okres§leniami jak: ,Ojej! Ach! Co? Jaki
tréjmian? Ach, to tak! Spodziewalem sie innej wskazéwki. Nie wiem dlaczego
mam skojarzy¢ z tréjmianem? Ta wskazéwka nie daje mi zadnej koncepcji. Do-
tychczas otrzymywalem wskazéwki zwigzane bezpodrednio z rozwigzywanym
zadaniem.” Byly to glosy pelne entuzjazmu lub zaskoczenia. Mozna wniosko-
wad, ze uczniowie oczekiwali wskazéwki konwergentnej, czyli naprowadzajacej
na rozwigzanie problemu.

Mimo to uczniowie stopniowo otwierali sie na wiedze o tréjmianie kwadra-
towym. Wzrastala ich aktywno$é matematyczna. Wypisywali wzory, rysowali
parabole, obliczali wartoéci ekstremalne tréjmianu kwadratowego itd. Groma-
dzili wiedze o tréjmianie, ktérag mogliby wykorzystaé¢ w dowodzie. Tq interwen-
cja blokada zostala czeSciowo usunieta. Uczniowie chcieli kontynuowaé dowdd
(zobacz rysunek 5).
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ZADANIE 1 W(x)=ax® +bx+c.a 0. Nie zauwaza zwiazku z teza
(wersja 1) A=b—dac
lezeli A2 0, to wzory Viete’a.

[_mo | T0= ax a0

f(x)=ax® +bx+c,a, 20
T T 1247

Proba rozwiazania XX, = b { p= b
problemu przez a 2a
redukcje. Xoxy = O q= _A

U2 _ a, dq

Rysuje parabole. Informuje, ze moze obliczyé

3 wartosci funkcji w przedzialach i ze zna wigcej

whasnosci funkeji kwadratowej, ale nie wie z
ktorych skorzystaé.

Kontynuuje bezskutecznie przeksztalcanie
nieréwnosci zasadniczej.
J(x)=g + px+w, g# 0, A=p’—dgw,
W= (—i,wi)-, A20 pP~dqw20

2a° 4a

>
XXy = -

7 Rysuje parabolg.

X +x, =-—

__A.<0,~_A>0a (@+b+e+d) —8ad+hc)>0
iq

4q

y=ax +hx+ces a2 0. A=h" -4dage, . Rysuje
parabolg. A>0 lub A=0lub A<0, g, <0, ¢ >0
w =(- h A

24, 4a,
g N P N P S :
4, 4q, 4q,

Informuje. ze zna wigcej wlasnosci, ale nie wie z

ktorych skorzysta¢. Wie, ze ma zmieni¢ metode

redukcying na dedukeyijng.

fO=ax* +ax+ays #0,
S=a(x-x ) x-x,), a#0
A

ay\2
f(X)=al(r+j?—(: —4—al—

a,2 =daa, >0
a> 0, . [a>0 (warunki do wykorzystania)
a,>0 la <0

W= (_ﬁ,_ﬁ_
24, 4q

Rysunek 4.
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A=(a+b+c+d) -8ad+bc)>0
_ I (x) =25 +(a+b+c+d)x+ad +bc -
H,(x) =(ad +bc)x* +(a+b+c+d)x+2, ad+bc #0
Odrzuca trojmian Wy(x).

' (a+b+c+d)* —8(ad+bc)>0
A=(a+b+c+d) -8ad +bc)>0
G(x)=2x +(a+b+c+d)x+(ad +bc)

lub H(x)=2x"-(a+b+c+d)x+(ad +bc)

ey = 2 5
| Tub F(x) (ad+bf)x +(atb+c+d)x+ | »
ad+bc#0

b=a+b+ec+d
a, =2
L’l =ad +be

2x* +(a+b+c+d)x+(ad+bc)=0. Trafny wybor.

A=p?—dgw, (a+b+c+d)* -8(ad +bc)> 0
p=a+b+c+d, dgw=(ad +bc)

v Pl A=(a+b+c+d) —4.-2(ad +bc)>0 >

f(x)=2x> +(a+b+c+d)x +(ad +bc)

v f(x)=(ad +bc)x* +(a+b+c+d)x+2

y=ax +bxte, a 20, A=b’-dag.
(a+b+c+dy —-4-2(ad +bc)>0
b=at+b+c+d

a,=2 lub a, =ad +bc

v Pl ¢ =ad+bc lub ¢, =2. Dokonuje wyboru. '—ﬂ
W(x)=2x*+(a+b+c+d)x+(ad +bc)=0
G(x)=(ad +bc)x* +(a+b+c+d)x+2

ad +bc#0

A=(a+b+c+d) -8ad+bc)>0
(@a+b+c+d)Y —4-2ad +bc)>0

f(x)=2x" +(a+b+c+d)x+(ad +bc) L p)
S(x) = (ad +bc)x* +(a+b+c+d)x+2

v f(x)=x* +(a+b+c+d)x+2(ad +bc)

Rysunek 5.

Po Int. 2 u wszystkich uczniéw wystapilo kojarzenie pewnych wlasnosci
trojmianu z dowodzona nieréwnoscia zasadnicza. Ta wskazéwka utwierdzita
uczniéw o stusznosei i skutecznosci obranej metody opartej na wiedzy o funk-
cji kwadratowej. Byli wyraznie zadowoleni, co wyrazali np. takimi okresleniami
jak: ,wspaniale”, ,ale sprytne”, ,niesamowite” itd. Nastapilo zawezanie wie-
dzy o tréjmianie kwadratowym. Blokada zostala catkowicie usunieta. Wywo-
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lana przez Int. 1 aktywno$¢ matematyczna wzrastala i dala wyrazne efekty.
Uczniowie wypisywali rézne postacie trojmianu kwadratowego wykorzystujac
skojarzenie nieréwnosci zasadniczej z wyrdznikiem tréjmianu, a jednoczeénie
eliminowali te, ktére nie spelnialy zalozen twierdzenia zasadniczego.

Po otrzymaniu wskazéwek uzbiezniajacych wszyscy uczniowie udowodnili
nieréwnos¢ zasadnicza. A zatem te uzyte interwencje wywotaly u uczniéw
myslenie dywergentne, ktére skutecznie uruchomily u uczniéw aktywnosé ma-
tematyczng, a nastepnie spowodowaly jej wazrost.

W swojej pracy pokazatem takze skutecznos$é dzialania interwencji dywer-
gentnych w rozwigzywaniu probleméw geometrycznych.

9 Konkluzje

1. W procesie rozwigzywania matematycznego problemu okazaly sie sku-
teczne rézne typy interwencji nauczyciela, wywotujace u ucznia otwarcie
sie na pewien obszar wiedzy, wykorzystanej w procesie rozwiazywania
problemu, jak na przyklad:

e skojarzenie problemu zasadniczego z problemem réwnowaznym po-
wodujagcym zmiane lub rozszerzenie obszaru wiedzy,

e skojarzenie problemu (twierdzenia) zasadniczego z grupa twierdzen
lub definicji wystepujacych w tej samej dziedzinie wiedzy (np. geo-
metria euklidesowa lub analityczna, podzielnoéé liczb, teoria wielo-
mianéw itp.),

e skojarzenie przez analogie problemu zasadniczego z innym wcze-
$niej rozwigzanym zagadnieniem (np. problem dodatkowy-zadanie
pomocnicze).

2. Rozproszenie moze takze byé wywolane przez samego ucznia (,auto-
rozproszenie” ) §wiadomie lub nieSwiadomie; daje ono takze pozytywny
skutek. W oparciu o podany material badawczy mozemy stwierdzié, ze
interwencja nauczyciela wywolujaca u ucznia uzdolnionego myslenie dy-
wergentne wplywa na wzrost jego matematycznej aktywnosci w procesie
rozwigzywania matematycznego problemu. Ponadto jest w tym procesie
bardzo waznym, pozytywnym, a czasem niezbednym zabiegiem dydak-
tycznym. Jest ona jednym z typéw interwencji nauczyciela w procesie
ksztalcenia umiejetnosci rozwiazywania zadan, na ktéry dotad nie zwré-
cono nalezytej uwagi.

3. Interwencje otwarcia nie zawsze pobudzaja aktywno$¢ matematyczng
ucznia we wladciwym kierunku, jak na przyktad:
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e interwencje wywolujace rozproszenie po obszarze wiedzy nieznanej
lub ,nieprzyjaznej” uczniowi,

e interwencje wywolujace skojarzenia nie majace nic wspdlnego z roz-
wigzywanym problemem,

e rozproszenie aktywizuje u ucznia nie te wiedze, ktéra jest niezbedna
do rozwigzania problemu i do ktérej po rozproszeniu uczen powinien
sie odwolac.

4. Interwencja otwarcia nie musi by¢ skuteczna w odniesieniu do wszystkich
typéw zadan i wszystkich uczniéw uzdolnionych.

5. Interwencja otwarcia moze wystapi¢ w dowolnym momencie procesu roz-
wigzywania problemu i moze wystepowaé wielokrotnie.

10 Zakonczenie

Opisane w tej pracy badania na wybranej grupie uczniéw uzdolnionych
i wynikajace stad wnioski wytyczaja kierunek ogélniejszych eksperymentéw.
Swoim zasiegiem obejmowaé one powinny przede wszystkim wieksza liczbe
uczniéw i z réznych pozioméw ksztalcenia i wiedzy z uwzglednieniem szkolnych
warunkéw pracy nauczyciela. Cenne mogg sie okaza¢ wyniki badan i ekspery-
mentéw dydaktycznych, prowadzacych do ogélniejszych wnioskéw dotyczacych
stosowania interwencji dywergentnych w réznych dziedzinach matematyki we
wspéldziataniu z interwencjami konwergentnymi.



