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Wstep

W szkolnym procesie uczenia matematyki trudno rozdzieli¢ $wiat idei ma-
tematycznych od znakéw i symboli z nim stowarzyszonych. Ksztaltujac poje-
cie matematyczne nauczyciel organizuje rézne konteksty jego wystepowania,
wykorzystuje réznorodne pomoce, tworzy sytuacje problemowe umozliwiajace
wydobycie wlasnosci tego pojecia, czuwa nad przebiegiem dyskusji. Réwnocze-
Snie wystepuje zapis symboliczny, kodujacy zauwazone prawidlowosci. Kon-
tekst odniesienia nie wskazuje bezposrednio matematycznego pojecia czy re-
lacji — ich znaczenie powoli wynurza si¢, indywidualnie dla kazdego uczacego
sig, zgodnie z jego wlasnym rozumieniem sytuacji. Tak samo jest za znakami,
kodujacymi wiedze matematyczna. Znak, czy tez symbol matematyczny na
0go6t bywa uczniowi podany odgoérnie, ale znaczenie jakie si¢ pod nim kryje
kazdy uczen tworzy dla siebie sam. W procesie uczenia si¢ matematyki czesto
ma miejsce sytuacja, gdy matematyczne znaczenie znaku wynurza si¢ z rela-
tywnie znanych lub cze$ciowo znanych znakéw i dolacza sie do posiadanego
Systemu znakdw.

Zalezno$¢ miedzy tréjka: obiektem funkcjonujacym w okreslonym kontek-
Scie, znaczeniem matematycznym, ktére on niesie, oraz znakiem kodujacym
(odkodowujacym) te matematyczng wiedzg czesto jest okreslana jako tréjkat
epistemologiczny (Steinbring, 1997)

Obiekt/odpowiedni kontekst Znak/symbol

\ /

Pojecie
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Ten sam znak moze byé réznym znakiem dla réznych odbiorcéw, lub na-
wet dla tego samego odbiorcy w réznych okolicznosciach. Skemp (1992, s. 97)
stwierdza:

Ten sam symbol moze byé rozumiany na rézne sposoby, w zaleznosci od
tego, z jakim schematem mys$lowym zostanie zasymilowany.

Symbol § jest przyktadem symbolu (znaku) polisemicznego, czyli wieloznacz-
nego. Jest znakiem ulamka, znakiem dzielenia dwéch liczb — ,a : b7, badz tez
znakiem stosunku dwéch wielkosci — ,a do b”.

Ta wieloznaczno$é przewija sie przez historie powstawania symbolu zwigza-
nego z pojeciem proporcji. Wprowadzenie symbolu ,:” jako znaku dzielenia
bylo prawdopodobnie zwigzane z wprowadzeniem ,-” jako znaku mnozenia
przez niemieckiego matematyka Ch. Wolfa. Réwnie prawdopodobne jest, ze
ten sam znak ,;:” dzielenia mozna wiagzaé¢ z wprowadzeniem symbolu proporcji
przez Leibniza, ktdry zapisywal proporcje tak: 2 .. 4 = 8 .. 16; a stad juz tylko
krok do ustanowienia dwu kropek ,,..” w pozycji pionowej ,:”. Podkreslmy,
ze sama proporcja byta kodowana réznie — w symbolizacji arabskiej XV w.
wygladala tak: 16 .”.8 .’.4 .’.2 (czytaé nalezy od prawej do lewej) (Kowal, 1957,
s. 99).

S. Turnau pisze: Chcge wyrazié stosunek dwu wielkosci za pomocg liczb

naturalnych, musimy na ogdt uzyé dwu liczb, ktdre w zapisie rozdzielamy dwu-
kropkiem lub kreskq ulamkowq, otrzymujqec symbol zwany w pierwszym przy-
padku stosunkiem lub skalg, w drugim — ulamkiem. [...] Stosunek dwu ustalo-
nych wielkosci moze byé wyrazony za pomocg utamka na wiele (nawet nieskori-
czenie wiele) sposobdw. Na przyklad stosunki liczbowe 1 : 1000000, 2 : 2000000,
10 : 10000000 wyrazajg ten sam stosunek, podobnie ulamki %—, 4@, }—g okreslajq
te samg proporcje.
Mowiqgc o stosunkach liczbowych, zapisuje si¢ je na dwa sposoby
traktowane réwnoprawnie, np. % i 2 : 3. Tradycyjnie symbole te odczy-
tuje sig réinie: 3 — dwie trzecie, 2 : 3 — dwa do trzech. [...] Wazne jest,
by uczen przyzwyczajat sie do widzenia stosunku w zapisie ulamka
1 utamka w zapisie stosunku oraz ,ttumaczenia” jednego na drugi:
wielko$¢ a stanowi % wielkosci b (czyli a = %b) znaczy, ze a ma si¢ do b jak
3do 4 (tzn. a: b=3:4) (Turnau, 1988, s. 13, 14).

Pojecia, ktérym odpowiada symbol § sa ze sobg zwigzane. Utamek § moze
by¢ interpretowany jako wynik dzielenia dwdch liczb naturalnych a i b przez
siebie. Jednak rozumienie dzielenia nie jest tozsame z postrzeganiem go przez

'Wytluszczenia, znajdujace sie w tekstach cytowanych, pochodza od autorek artykutu.
Uwaga ta dotyczy wszystkich cytowanych fragmentéw.
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pryzmat ulamka, stad znak dzielenia ,:” nie musi otwieraé pola pojecia ula-
mek. Analogicznie, jednym z aspektéw rozumienia utamka jest postrzeganie go
jako stosunku dwéch wielkoéci. W takim ujeciu nie tyle wielko§é liczb wyste-
pujacych w liczniku i mianowniku okresla warto$¢ ulamka, ile ich wzajemny
stosunek; stosunek tych wielkosci jest wazniejszy od samych wielkosci. On
pozostaje bez zmian, mimo iz te wielkosci sie zmieniaja. Jednakze znéw —
w procesie ksztaltowania pojecia ulamka uczen spotyka sie z inna jego in-
terpretacja, moze wytworzy¢ sobie inny obraz tego pojecia, nie skojarzony
z pojeciem stosunku, wiec symbol § nie musi by¢ kojarzony z pojeciem sto-
sunku dwéch wielkoéci. Rézna epistemologia pojeé skojarzonych ze znakiem
3> spotegowana indywidualnym rozumieniem tych pojeé przez kazdego ucznia
powoduja, Ze funkcjonowanie tego symbolu w praktyce szkolnej spotyka sie
z problemami, zwlaszcza w zastosowaniu do pojecia proporcji.

W tym artykule przedstawimy pewne wyniki badan prowadzonych wéréd
uczniéw klasy II gimnazjum, dotyczacych funkcjonowania symbolu ulamka
w odniesieniu do pojecia stosunku dwéch wielkosci. Opis badan oraz wnioski
z nich plynace pokazemy na tle rozwazan o symbolach w matematyce i naukach
pozamatematycznych.

1 Znak i symbol w matematyce i w naukach poza-
matematycznych

1.1 Symbol a my$lenie matematyczne

Stowo symbol pochodzi od starogreckiego stlowa ,symballein”, ktére zna-
czylo laczyé w calodé, rzucaé razem, zbiera¢ razem. W znaczeniu rzeczowym
symbol w starozytnoéci oznaczal rzecz zlozona z dwéch czesci nalezacych
do réznych oséb. Konkretne czeéci pierScienia, tabliczki lub monety (okre-
Slane mianem symbolon) dawaly si¢ rozpoznaé przez abstrakcyjnie pojmowana
wspélnote ich wiascicieli (Lurker, 1994, s. 23). Dzisiejsze rozumienie symbolu,
W tym symbolu matematycznego, w pewnym stopniu nawigzuje do jego etymo-
logicznego znaczenia: istota symbolu polega na skojarzeniu i polaczeniu obrazu
z tym, co na nim jest uobecnione. W znaczeniu przenosnym symbole uzmy-
stawiaja $wiat duchowy. Nie chodzi o zlaczenie z sobg dwéch czesci jednego
przedmiotu, lecz o spotkanie tego, co konkretne, z reprezentowana przez siebie
rzeczywistoécig wyzszego porzadku. Symbol dotyczy rzeczywistosci trudnej do
zdefiniowania, i ja reprezentuje. Przy pomocy symbolu mozna w obrazowym
skrocie przedstawi¢ kompleks mysli nie dajacy si¢ uja¢ w inny sposéb (Drew-
niak 2001, s. 191).
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Jezeli przyjmiemy istnienie abstrakcyjnego ,$wiata matematyki” — $wiata
matematycznych idei, pojec, relacji, struktur — to przyjmujemy istnienie pew-
nego $wiata niewidzialnego. Czlowiek, jako istota zmystowa, potrzebuje sym-
boli, aby zblizy¢ sie¢ poprzez nie do tego, co niewidzialne. Symbole i tzw. my-
§lenie symboliczne to naturalny ludzki sposéb percepcji rzeczywistosci.

Z. Semadeni (2002a) uzywa (za Skempem, 1982) rozrdznienia struktury
glebokie i struktury powierzchniowe, podkre$lajac réznice miedzy znaczeniem
matematycznych wiadomo$ci a ich symbolicznym zapisem. Cytuje poglady
Skempa dotyczgce zwiazku pojecia matematycznego i symbolu matematycz-
nego, za pomocy ktérego jest to pojecie reprezentowane.

(...) Te idee [matematyczne] sa obiektami czysto umyslowymi: niewi-
doczne, niestyszalne i nie latwo osiggalne nawet dla ich posiadacza. Zanim
je przekazemy, idee muszg by¢ przypisane do symboli. Symbole za$ maja
podwdjny status: sg tworami umystowymi, o ktérych i za pomoca ktérych
mozemy myslec, ale sa tez obiektami fizycznymi — znakami na papierze,
dzwiekami — ktére mozemy widzieé lub slyszeé. Stuza tez jako etykietki
i jako ,uchwyty” przekazywanych pojeé, ktérym sg przypisane. Symbole
to laczniki miedzy wewnetrznym $wiatem naszych mysli a zewnetrznym
$wiatem fizycznym. (Skemp, 1982, s. 281)

Mozna powiedzieé, ze znak ma charakter dwojaki, zlozony, mianowicie:
z jednej strony daje si¢ on opisa¢ w sposéb doswiadczalny (wypowiadane
stowa, zapisane symbole, gesty, itd.), ale zarazem jest tez elementem czyjej$
$wiadomosci. Kazdy znak z jednej strony o czyms$ nas informuje, z drugiej —
co$ zastepuje, czyli oznacza. Wiekszo$¢ znakéw ma charakter konwencjonalny,
i taki wiasnie umowny charakter maja znaki matematyczne.

1.2 Znak i symbol w naukach pozamatematycznych a w ma-
tematyce

Na ogdl w matematyce nie ma ostrego rozgraniczenia miedzy symbolem
a znakiem, cho¢ w niektérych podejsciach takie rozréznienie jest istotne. J. Pelc
(1984) niemal cala swoja publikacje poswieca wyjasnieniu pojecia znaku, po-
kazujac, jak wielostronnie mozna ten problem rozwazad. Nasze uwagi maja
wiec charakter marginalny i stuza jedynie uwypukleniu roli znaku i symbolu
w matematyce.

Znak jest nierozerwalnie zwigzany z mys$leniem. Cala wiedza, kazda mysl,
ma charakter znakowy. Poznanie to wg. Peirce’a (1977) system tresci, a nie
przezy¢ czy doznan podmiotowych, a te treSci wyrazaja si¢ poprzez znaki. Mys$l
bedaca znakiem skierowana jest na zewnetrzny, niezalezny od niej przedmiot,
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ktéry nigdy nie jest samoobecny w poznaniu. My$l nie moze byé intuicyj-
nym ogladem. Kazdy znak wskazuje swdj przedmiot poprzez znaczenie z nim
zwigzane.

Znak jest to element rzeczywistosci, ktéry co$ znaczy, ma dla kogo$ znaczenie,
o czyms$ informuje i dzigki temu stanowi $rodek stuzacy do komunikowania
si¢ ludzi. Ch. S. Peirce pisal: znak definiuje jako cos, co zostalo okreslone
przez co$ innego, zwanego jego przedmiotem, i co w okreslony sposéb dziala na
czlowieka — dzialanie to nazywam interpretantem — tak iz dw interpretant
zostaje wskutek tego okreslony przez 6w przedmiot. Opisywal tez znak jako cos,
co w jakikolwiek sposéb daje dowolne okreslone pojecie o jakims$ przedmiocie
(Peirce, 1977, s. 80-81).

Peirce (1977) zauwazyl réwniez, ze kazda reprezentacja musi by¢ tria-
dyczna (jest relacja tréjczlonowa): wszelkie reprezentowanie jest zastepowa-
niem czego$ — dla — kogo$. Znak jest reprezentacjag — przedstawia on pewien
przedmiot dla kogos. Kazda reprezentacja jest mediacja, posredniczeniem mie-
dzy dwoma elementami przez trzeci (Cackowski Z. i inn., 1987).

Cecha znaku jest jego przynaleznoéé do laficucha interpretacji. Znak musi
by¢ interpretowany poprzez inny znak. Znak zaklada system znakéw. Zadne
znaczenie nie jest przez umyst poznajacy wychwytywane wprost, lecz jest za-
posredniczone poprzez inne znaczenie. Nie ma prostych, ewidentnych, samo-
dzielnie dajacych sie poznaé tresci. Kazda tresé jest zrozumiata tylko poprzez
inng tres¢. (Cackowski i inn. 1987, s. 482). Uniwersum znakéw ma charakter
ciagly, pozbawiony poczatku i konca.

Interpretant znaku to wedlug Peirce’a zaréwno znaczenie znaku, jak i inny
znak. Znak realizuje swoje znaczenie poprzez jego przeklad na inny znak. In-
terpretant jest elementem konstruktywnym triady znakowej . Odréznia si¢ trzy
rodzaje interpretantéw:

1. bezposredni, ktéry wynika z faktu, ze znak ma szczegélng zdolno$¢ bycia
interpretowanym; zanim znajdzie si¢ kto$, kto go zinterpretuje — jest
abstrakcja, mozliwoscia jedynie;

2. dynamiczny, czyli to, czego doSwiadczamy w kazdym akcie interpreta-
cji i co za kazdym razem jest inne — jest pojedynczym rzeczywistym
faktem;

3. ostateczny, bedacy wynikiem interpretacji — jest tym, do czego wszyst-
kie rzeczywiste odczytania zmierzaja.

Znak jest to rzeczywistosé, ktéra odsyla do jakiej$ innej rzeczywistosci albo
ja aktualizuje. Znak uwidacznia, a jednoczesnie ukrywa jaka$ rzeczywistosé
(Drewniak, 2001 s. 31), gdyz w kazdym znaku wyréznia si¢ dwie warstwy: no-
siciela znaczenia i znaczenie. Nosicielem znaczenia jest przedmiot materialny,
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traktowany jako konkret, ale widziany w jego szczegllnym aspekcie (kwadra-
towos¢, biel). Znaczenie wybiega poza rzeczywisto$é materialna.

Istnieje istotne rozréznienie miedzy znakiem a symbolem. Symbol jest tez
znakiem, ale o specyficznej wymowie. Pomigdzy symbolem, a tym, co on re-
prezentuje, zachodzi Scisty zwiazek, ktéry ma na celu istotowa jednos¢. To, co
oznaczajace i to, co oznaczane, w przeciwienstwie do arbitralnie ustanawianych
znakéw nie sg wymienialne. Jako przyklad wymienmy symbole narodowe: go-
dlo, barwy narodowe; inny przyklad — czern, jako symbol zaloby. (Drewniak,
2001 s. 56).

Z tego skrotowego zestawienia widaé, ze znak w filozofii i znak w matema-
tyce maja pewne wspolne obszary rozumienia, ale tez sie réznia.

1. Znak w filozofii jest o tyle znakiem, o ile otwiera nas na ten system tre-
Sciowy oraz rzeczywistos¢, jaka on wyraza i ulatwia nam uczestniczenie
w niej. Owo odniesienie znaku do rzeczywistosci oraz naszej Swiadomosci
polega na tym, ze otwiera on nas na t¢ nieznang rzeczywisto$¢ zaréwno
w sposéb teoretyczny, jak i praktyczny. Znak nam te tajemnice przy-
bliza (Drewniak, 2001, s. 32). Takie znaczenie znaku mozna poréwnac
do dochodzenia do struktur glebokich poprzez zapoznawanie sig ze struk-
turami powierzchniowym: jezeli matematyk poznaje jakie$ abstrakcyjne
pojecie poprzez definicje, i zajmuje sie nim dluzej: analizuje przykiady,
dowodzi twierdzen, stosuje dane pojecie w matematyce i poza nia, to za-
czyna ono mieé¢ dla niego sens (Semadeni, 2002a, s. 53). W matematyce
przyjmuje sie, ze znak — to przedmiot lub zjawisko, ktére wskazuje, za-
stepuje, odnosi sie, czyli oznacza inny przedmiot, zjawisko, stan rzeczy
konkretny lub abstrakcyjny. To, co znak oznacza, jest jego desygnatem.
Relacja miedzy znakiem a desygnatem jest relacja oznaczania lub ogdl-
niej — znaczenia; znak traktowany jest jako noénik znaczenia (Semadeni,
2002c, s. 148)

2. Symbol w naukach pozamatematycznych ma jednoznaczny, niewymie-
nialny zwiazek z tym, co reprezentuje. W matematyce jest inaczej. Za-
réwno znaki, jak i symbole sg konstruowane przez czlowieka dla zapisa-
nia pewnych idei, dla komunikowania si¢ — i zwiazek zaréwno miedzy
tym, co nazywamy zwyczajowo symbolem, a znakiem — jest wymienny.
»,Gdy mamy na mysli, ze ,x” znaczy ,y”, to ,,” moze oznaczac znak lub
uklad znakéw; w wezszym sensie moga to by¢ symbole lub nazwy pojeé
matematycznych, a w szerszym — moga to byé réwniez wyrazenia ma-
tematyczne, zdania logiczne lub formy zdaniowe, figury geometryczne,
wykresy, algorytmy, zdania o treSci matematycznej wypowiedziane lub
napisane w jakims$ jezyku narodowym” (Semadeni, 2002c, s. 148).
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2 Pojecie stosunku dwéch wielkosci a symbol ulamka

Granica migdzy pojeciami: stosunek i proporcja jest bardzo nieostra. T. van
der Valk , H. Broekman (2001) podaja opini¢ Confrey’a i Smith’a (Confrey
and Smith, 1995):

Stosunek nigdy nie jest przykladem jednostkowego zwigzku pomiedzy
wielkosciami, lecz jest konstruowany poprzez obiektywizowanie i nazy-
wanie tego zwiazku, ktdry istnieje poprzez istnienie proporcji. Rozpozna-
nie stosunku polega na rozpoznaniu homogenizmu stosunku w wigcej niz
jednym przypadku (s. 74).

W tej wypowiedzi zwracaja uwage sformulowania, konstruowanie, rozpozna-
nie. Zrozumienie pojecia stosunku nie jest osiagalne przez jednostkowy akt
mysli, przez jednostkowe ustalenie zwigzku miedzy dwiema wielkosciami. Taki
zwigzek staje si¢ czytelny poprzez poréwnywanie wielu sytuacji. S. Turnau,
analizujac zwiazek miedzy réwnoscig ulamkéw a proporcjonalnoécia pisze: Gle-
bokie i operatywne rozumienie [...] moze nastgpié tylko w sytuacjach, gdy sto-
sunek pewnych wielkosci okazuje sie wazniejszy od samych wielkosci, gdyz nie
zmienia sie, mimo, ze zmieniajg si¢ te wielkodci, innymi slowy, gdy pewne
wielkodci okazujg si¢ proporcjonalne (Turnau, 1988, s. 9).

Mozna postawié¢ hipoteze, ze oba te ujecia nawiazuja do najstarszej definicji
wielkosci proporcjonalnych, zawartej w szostej ksigdze Elementéw Euklidesa.
W terminologii dzisiejszej definicja ta brzmi:

Wielkoéci A i B (pewnego rodzaju) sa proporcjonalne do wielkosci C i
D (tego samego lub innego rodzaju), jezeli dla dowolnie dobranej pary
liczb naturalnych m i n z zaleznoséci mA > nB, mA = nB, mA < nB
wynikaja zaleznosci mC > nD, mC = nD, mC < nD. (Czech, 1817)

w Encyklopedii Matematycznej (1990) nie ma hasta ,stosunek dwéch wiel-
kodci”, w zwiazku z tym nie ma tez symbolicznego zapisu tego stosunku. Sa
za to: stosunek jednokladnosci, stosunek odcinkéw, stosunek podziatu odcinka
(skierowanego).

Definiowane jest pojecie proporcji: jest to relacja réwnosci dla dwéch
stosunkéw ¢ = § (lub a : b = ¢ : d) wyrazajaca fakt, ze stosunek a do b jest
taki sam, jak stosunek ¢ do d. W tym zapisie stosunek jest reprezentowany
roéznymi znakami: jako zapis stowny, ilorazowy oraz utamkowy.

Wspélczesne szkolne podreczniki dla gimnazjalistéw roznie traktuja stosu-
nek i proporcje. Na przyktad w podreczniku pod redakcjg M. Dobrowolskiej

(1999) znajduje sie rozdzial Proporcjonalnosé, ktéry zaczyna sig nastepujaco:
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W tym rozdziale rozwiazywaé bedziemy réwnania postaci

1,3, 2 _33__5 o+l 33
27T 7T -5 7 z z-1 z+2 25

Zauwaz, ze w réwnaniach tych po obu stronach wystepuja ilorazy.
Réwnos$é dwéch ilorazéw nazywa sie proporcja
a ¢

a:b=c:d E=E

W tej propozycji dydaktycznej autorzy zaréwno zapis typu a : b, jak § nazy-
waja nilorazem”. W calym dziale nie pojawia sie pojecie ,stosunek”, ani nie
ma odwolania do pojecia utamka.

3 Symbolika i metody ksztaltowania pojecia pro-
porcji sugerowane przez wybrany podrecznik dla
gimnazjalistow

3.1 Uwagi ogoélne

W praktyce szkolnej podstawowym zagadnieniem jest samo ksztaltowanie
pojecia proporcji oraz doprowadzenie do umiejetnosci jego zastosowania. Jed-
nak poniewaz pojecie nie moze funkcjonowaé bez symbolu, ktéry to pojecie
reprezentuje, autorzy koncepcji ksztalcenia musza zdecydowaé si¢ na opero-
wanie odpowiednim symbolem.

Rozumienie proporcji jest przedmiotem badan dydaktykéw matematyki
od wielu lat (Brink, Streefland, 1979, Panhuizen, 1991). Jak wykazuja wy-
niki wielu badan, pojecie to jest dla uczniéw bardzo trudne (Hart, 1981, de
Bock i in. 1998, Keret, 1999). Podejmowane sa wigc roznorodne zabiegi dydak-
tyczne, by to pojecie ksztaltowaé w taki sposéb, by jego obraz, uksztaltowany
u ucznia, zgodny byl z matematycznymi wlasno$ciami proporcji, i zmiany pro-
porcjonalnej.

Przegladajac propozycje dydaktyczne ksztaltowania pojecia stosunku i pro-
porcji znajdujace si¢ w polskich podrecznikach dla gimnazjum, szukalysmy ta-
kiego wprowadzenia, w ktérym uczeti poznaje to pojecie nie poprzez definicje,
lecz poprzez rozwigzywanie czytelnego dla siebie problemu. Zdecydowalysmy
sie na propozycje zawarta w podreczniku serii ,Matematyka 2001”.

3.2 Koncepcja podrecznikowa

W podreczniku ,Matematyka 2001” dla II klasy gimnazjum znajduje sie
osobny modut dotyczacy wielkosci proporcjonalnych. Modul zatytulowany jest
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wKruche ciasteczka”. Autorzy wprowadzaja tutaj pojecie stosunku dwdch wiel-
kosci, jak i staloéci tego stosunku (zachowania proporcji) poprzez kontekst
przepisu na ciastka, liczac na intuicje pozaszkolne uczniéw. Réwnoczes$nie
dbaja o poslugiwanie si¢ odpowiednim zapisem, symbolem - proponujac zapis
gléwnie w postaci ulamkowej. Wigkszo$¢ zadan w tym module ma kontekst
sytuacyjny i odnosi sie do ,zywej matematyki”. Proponowany jest podzial
modulu na 3 jednostki lekcyjne.

Twoércy podrecznika proponujg poswiecenie pierwszej lekcji na uporzadko-
wanie wiadomosci o stosunku dwdch wielkosci 1 na stosowaniu réznych sposo-
béw zapisywania tego stosunku. W te tematyke wprowadzi¢ ma uczniéw ana-
liza przepisu na, ciasteczka, zamieszczonego we wprowadzeniu. Oto ten przepis:

e

P Kruche ciasteczka

)
Je
&2

Kruche ciastka z migdatami

SKLADNIKI:

ka
s
cukier puder
migdaty
{'rzesiana make zmieszaé w stosun-
ku 4 do 3 z mastem (najlepiej, sieka-
jac diugim, szerokim nezem). Dodad
nasiepnie  cukier puder, w ilosci
o polow¢ mniejszej niz ilo& uvivtej
maki. oraz sparzone, obrane 2e skor-
ki, posiekane migdaly. Zagniesc
szybko ciasto, rozwatkowaé na gru-
tosé (0.8 cm, ufozy¢ na blasze, Wsla-
wi¢ do goracego pickarnika, piec
8=10 minul. Lekko zarumienione :
na jasnozoly kolor wyjaé. pokroi¢ na :
kwadraly, zdjaé z blachy i ulozvé na ;
pétmisku. Gotowe, i

T .-

> Do ciasta uzyto 20 dag maki. lle wzieto masta? lle zuzyto cukru pudru?
lle w sumie wazyly produkty, z ktérych zrobiono ciastka? jak myslisz, czy
ciastka waza tyle samo?

" > Jezeli wzigto 4 miarki cukru pudry, to ile zuzyto maki, a ile masta?

sy PRSI ilos¢ maki ; ilos¢ maki
» Zapisz, jaka warto$¢ maja ilorazy: ”o'“ C‘;ﬁ—p‘;&;ﬁ Tioke ciasta *

- 7 Yo
Rysunek 1.
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Z dydaktycznego punktu widzenia pytania tworza pewna nitke dydak-
tyczna wiodaca do idei stosunku dwdéch wielkosci oraz do skojarzenia tego
wyobrazenia z odpowiednig symbolika. Kazdy podpunkt mial spelnia¢ inne

zadanie:

e Podpunkt 1: reprezentowanie okreslonego stosunku przez dwie okreslone
wielkosci tego samego rodzaju; reprezentowanie stosunku za pomocg od-
powiednio dobranych wielkosci liczbowych. Sytuacja odwoluje si¢ do na-
turalnych intuicji, do realnych reprezentacji. Kontekst odniesienia jest
bardzo rzeczywisty, fizyczny.

e Podpunkt 2: jest to przejScie od stosunku wyrazanego w liczbach mia-
nowanych do stosunku reprezentowanego tylko za pomoca liczb natural-
nych. Ma uniezaleznié wartosé stosunku od konkretnej jednostki pomiaru
wielkosci.

e Podpunkt 3: zaadoptowanie zapisu z kreska utamkowsa jako symbolu wy-

razajacego idee stosunku dwéch wielkosci, nadanie symbolowi ulamka
szerszego znaczenia.

Zadania umieszczone na nastepnej stronie wymagaja zastosowania pojecia sto-
sunku dwéch wielkodci. Na marginesie podrecznika, obok tych zadan umiesz-
czona jest uwaga:

Tloraz dwoch wielkosci czesto nazywamy stosunkiem tych wielkosci.
Stosunek wielko$ci mozna zapisaé w postaci ulamka.

Uwaga ta, w zamy$le autoréw podrecznika miala zapewne werbalizowaé intu-
icje wytworzone w wyniku rozwigzywania zadania wstepnego. Miala tez poma-
ga¢ w budowaniu powigzan miedzy pojeciami: iloraz dwéch wielkosci, stosunek
dwéch wielkosci, utamek.

4 Funkcjonowanie symbolu § w Swietle przeprowa-

dzonych badan
4.1 Cele badania

Badanie to zostalo przeprowadzone dla szukania odpowiedzi na nastgpu-
jace pytania:

e czy symbol § wywoluje skojarzenia z pojgciem stosunku dwéch wielkosci,
lub z pojeciem proporcji;
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e czy symbol § jest w spos6éb naturalny uzywany przez uczniéw w sytuacji
kodowania pojecia stosunku i proporcji;

¢ na ile symbol § pomaga badZ przeszkadza w prawidlowym rozumieniu
pojecia stosunku dwéch wielkosci;

* jakie symbole uczniowie spontanicznie kojarza z pojeciem stosunku i pro-
porcji.

4.2 Organizacja badan

Badanie skladalo si¢ z dwéch etapéw. W pierwszym etapie obserwowany
byl przebieg lekeji prowadzonej zgodnie z koncepcja podrecznikowa. Specjalna
uwaga obserwatora skierowana byla na sposb tworzenia przez nauczyciela
zwigzku miedzy pojeciem a symbolem. Druga cze$é badania odbyla si¢ pét
roku pézniej; uczestniczyli w niej uczniowie tej samej klasy, w ktérej prowa-
dzona byla obserwowana lekcja. Miala forme indywidualnej rozmowy miedzy
badaczem a uczniem. Uczen rozwigzywal dwa zadania, ktére otrzymal zapi-
sane na kartce a badacz staral sie wysondowacd, jaka symbolike stosuje uczen
W zwigzku z pojeciem stosunku i proporcji. Tres¢ zadaf zamieszczona jest
Ponizej, a przebieg spotkania byl rejestrowany na tasmie magnetofonowe;.

1. Przesiana make zmieszaé w stosunku 4 do 3 z maslem. Doda¢ nastepnie cukier
puder, w ilosci o polowe mniejszej niz ilosé uzytej maki.

1. Do ciasta uzyto 20 dag maki. Ile wzigto masta? Ile zuzyto cukru pudru?
2. Jezeli wzieto 4 miarki cukru pudru, to ile zuzyto maki, a ile masta?

3. Zapisz jaka warto$é maja ilorazy:
Iloé¢ maki Ilos¢ m%i
0SC cukru pudru masia

I1. Dokoncz prostokat tak, aby stosunek diugosci jego bokéw byl taki sam jak
stosunek dlugosci bokéw narysowanego prostokata.
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Zadanie I jest dokladna kopig zadania zamieszczonego w podreczniku i ana-
lizowanego podczas lekgji.

Zadanie II testu nawigzywalo w swoim sformulowaniu zaréwno do zada-
nia wykorzystanego przez Piageta w trakcie jego badan o rozumieniu propor-
cji (Piaget, Inhelder, 1967), jak i do zadah z testéw prowadzonych w Anglii
w ramach programu badawczego ,,Concepts in Secondary Mathematics and
Science” (K. Hart, 1981). Zadanie w podobnym brzmieniu réwniez bylo roz-
wigzywane przez uczennice podczas lekcji wprowadzajacej pojecie stosunku
i proporcji. Zastosowana w badaniach skala podobienstwa dla prostokatéw
wynosila 1:2,5.

W tej pracy zostanie przeanalizowany przebieg spotkania z dwdjka wybra-
nych uczennic II klasy gimnazjum?. Anna jest uczennicg bardzo zdolna, nie
majacag probleméw z matematyka szkolng, zdobywajaca wysokie oceny swej
pracy. Barbara nie lubi matematyki, twierdzi, ze jej nie umie, jej oceny z ma-
tematyki sa bardzo niskie. Prowadzacy badanie nie kontaktowal si¢ z uczaca
dziewczyny nauczycielka, nie zasiggal informacji o ich postepach na lekcjach.

4.3 Symbolika wykorzystana podczas lekcji

Obserwowana przez nas lekcja byla probg wiernej realizacji propozycji pod-
recznikowej. Nie jest przedmiotem naszej analizy caloksztalt tej lekcji. Istotne
jednak jest, ze nauczycielka bardzo starala si¢ zapis symboliczny stosunku
ograniczy¢ do zapisu postaci §. Znaczenie werbalnego sformutowania zmieszacé
mgke w stosunku 4 do 8 z maslem nie zostalo wsparte zadnym symbolicznym
zapisem. Praca wokél trzeciego podpunktu i przy nastepnych zadaniach wy-
biegla prawdopodobnie poza intencje autoréw: nauczycielka wyraznie dazylta
do okreslenia wartosci ilorazow w sposéb ,najbardziej uproszczony” (otrzy-

mywano: % = 2, ;—3 = %, %i% = 6,33, 17—1 = 6,36). Generalnie, zapisujac

rozwiazania zadan z poleceniem: ,oblicz stosunek”, zapisz stosunek”, ,wy-
znacz stosunek”, ,sprawdz, czy stosunki sg takie same” otrzymywano ulamki
(zgodnie z poleceniem zadania), ktére czesto nastepnie byly skracane. W kon-
cowej fazie lekcji pojawilo sie sformulowanie, ze ,stosunek dwdch wielkosci jest
to iloraz tych wielko$ci zapisywany za pomoca utamka”. W tabeli 1 zostaly
zestawione symbole wystepujace i nie wystepujace podczas lekcji.

2W analizie wykorzystano fragmenty pracy licencjackiej pani Moniki Mlas: Stosowanie
przez uczniéw klasy II gimnazjum symboliki zwigzanej z proporcjami, w $wietle pewnych
badan, napisanej pod kierunkiem E. Swobody.
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symbole/slowa
wystepujace podczas lekcji: nie wystepujace podczas lekcji:

e stlowne okreslenie: stosunek | e zapis ilorazowy (a : b);
dwéch wielkoéci; e slowo: proporcja;

¢ stowne okreslenie a do b;

¢ slowo: utamek;

¢ slowo: iloraz;

e wizualna reprezentacja

(stosunek odpowiednich bokéw

prostokatéw podobnych);

¢ symbol ¢;

Tabela 1.

Jak z tego zestawienia widaé, pojecie stosunku bylo kodowane gléwnie
stownie, przy czym funkcjonowaly tutaj trzy stowa: stosunek (dwéch wielko-
§ci), iloraz, utamek. Zapis symboliczny zostal ograniczony do symbolu %

Po tej lekcji uczniowie jeszcze przez pewien czas realizowali modul ,,propor-
cje”, w trakcie ktérego rozwiagzywali szereg zadah wymagajacych postuzenia
si¢ pojeciem stosunku i proporcji oraz stosowania symboliki zwigzanej z tymi
Pojeciami. Toczyly sie one bez udzialu obserwatora.

4.4 Analiza spotkan z uczniami

Przebieg spotkan zostal dokladnie zanalizowany. Aneks 1 i 2 zawiera szcze-
golowy protokol spotkan, wraz z komentarzem dydaktycznym kazdego jego
fragmentu. Proponujemy czytelnikowi najpierw zapoznac si¢ z aneksami; ula-
twi to zrozumienie dalszej analizy. Tutaj zamieszczamy oméwienie, uwypukla-
jace funkcjonowanie symbolu ulamka.

Oznaczenia:

E: — wypowiedz eksperymentatora,;

U: — wypowiedz ucznia;

3. — trzecia wypowiedz wywiadu;

©4 — przerwa w wypowiedzi, trwajaca 4 sekundy;

tekst stanowiacy tre$é¢ zadania, jest pisany kursyws (italic);

tekst wyrézniony podczas analizy jest wytluszczony (bold).

4.4.1 Pierwsza uczennica — Anna

Anna bez obaw przystapila do rozwiazywania zadaf. Pracowala szybko
| pewnie. W trakcie pracy wykazala si¢ dobrym i elastycznym rozumieniem
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stosunku i proporcji. Zwrécimy uwage na pewne charakterystyczne elementy
jej pracy.

Fragment I — uczennica przystepuje do pracy.

10. U: Czyli ta maka w stosunku do masla jest cztery do trzech, tak,
i te cztery — to jest te 20 dag.

11. E: Zapisz.

12. U: (pisze 4 : 3). I to teraz trzeba na 4.

13. E: Prosz¢ Cig bardzo...

14. U: ... i to bedzie 5 dag, ©2, i razy trzy poniewaz jest, ©1, stosunek

cztery do trzech, czyli 15 dag masta trzeba.

Juz na poczatku pracy widaé, ze Anna rozpoznala matematyczne relacje
zachodzace miedzy zmiennymi w zaproponowanej sytuacji zadaniowej. Wyraz-
nie miala $wiadomo$é, ze zadanie jest zadaniem matematycznym, a kontekst
(przepis na ciasteczka) jest tylko pewna reprezentacja dla pojecia stosunku
dwéch wielko$ci. Rozumiala ona stosunek jako ogélny zwiazek miedzy wiel-
kosciami (10.). Zwiazek ten wyrazila slownie (cztery do trzech); dopiero na
wyrazng pro$be obserwatora powstala zapis 4:3 (patrz — kopia pracy Anny,
Aneks 1). Potrafila to pojecie zastosowaé do wyrazenia zwigzku miedzy wielko-
$ciami tego samego rodzaju (tutaj — dag). W tej sytuacji, gdy dany stosunek
ma zachodzié miedzy wielkoéciami wyrazanymi w dag, przy zdeterminowanej
jednej z tych wielko$ci (20 dag), uczennica przedstawila te okreslong wielkos¢
w tylu czgsciach, na ile wskazuje pierwszy wyraz proporcji, i druga wielkos§¢
wyliczyla, biorac tyle czgsci, ile wskazuje drugi wyraz proporcji. Mozna przed-
stawi¢ to postepowanie ((12.)-(14.)) nastepujaco:

4 do 3=[][JHO ]

20 dag ?

Stosunku 4 do 3 Anna nie wigze ani z jednostka miary (moze byé dag,
moze byé ,miarka”), ani z liczbami, ktére ten zwiazek wyrazaja. Obrazuje to
Fragment II.

Fragment II — uczennica rozwigzuje zadanie I podpunkt 2. Wczesniej wy-
liczyla, ze potrzebuje 8 miarek maki.

18a. U: A ile wzigto masta? Czyli, ze jezeli znowu jest stosunek czte-
rech do trzech, to, ©1, cukru pudru [nieistotne przejezyczenie
uczennicy| wzigto 6, bo znowu to dzielimy, zeby bylo, to jezeli
tu jest 4 to to mnozymy przez 2 i wyjdzie tu 8, a tu bedzie 6.
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19. E: Prosze bardzo.

20. U: (pisze: 6 cukru).

21. E: Czyli tu gdzie bytlo 4, to...

22. U: Bedzie 8, a tu bedzie 6.

23. E: A tu gdzie jest 3, tu mi pokazujesz 3, bedzie 6.
24. U: Tak.

W (18a.) uczennica nie stosowala zadnego symbolicznego zapisu, jedynie
stownie okreslila zwiazki miedzy wystepujacymi wielkosciami (znowu jest sto-
sunek czterech do trzech). Gdyby chcie¢ zapisa¢ formalnie operacje, ktore od-
powiadajg drodze myslowej uczennicy, to taki zapis méglby wygladac naste-
Pujaco:

Mamy jednak duze watpliwosci, czy uczennica rzeczywiscie wyobrazila sobie
skracanie i rozszerzanie ulamkéw, czyli przedstawila myslowo utamek w po-
staci réwnowaznej za pomocs réznych liczb. Raczej bylo to dzialanie podyk-
towane intuicyjnym rozumieniem.stosunku.

Ogélnie, dziatania Anny przy rozwigzywaniu dwéch pierwszych podpunk-
tow pierwszego zadania mialy bardzo oszczgdna zewnetrzng reprezentacje,
uczennica niczego nie zapisata, nie kodowala swego postepowania, nie uzy-
wala zadnych znakéw ani symboli. Postugiwala sig slownymi sformulowaniami
(a do b), sprowokowana do zapisu — uzyla zapisu a : b.

Fragment IT1

30. U: (czyta) Zapisz, jakg wartos¢ majq ilorazy: ilosé maki, ©2, maki to
bylo 20 dag... do ilodci cukru pudru, ..., & cukru pudru bylo 10
(pisze). I to bedzie, ... to mozna skrécié... no tak....

31. E: A jak skrécimy to ile bedzie, jak bedzie?

32. U: To bedzie 2, 2 dag.

33. E: 2 dag, tak?

34. U: Tak. A ilog¢é maki to tutaj bedzie znowu 20 dag, dekagramoéw
(wraca do wcze$niejszego) — to tutaj tez sie skroca te dekagramy,
czyli nie bedzie?

35. E: Skroca sie dekagramy.

36. U: Samo 2 bedzie. A ilo$¢ masla to bylo 15 dag, i tu sig tez skroca,

i sie skréci przez 5 i to bedzie cztery trzecie.
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W momencie, gdy uczennica jest obligowana do zastosowania zapisu utam-
kowego (30.). zupelnie odrywa si¢ od wczedniejszego sposobu myslenia. Nie
zdradza niczym, ze widzi zwiazek tego, co robi obecnie z wcze$niejszymi ope-
racjami i zapisami, ani ze sformulowaniami: cztery do trzech, dwa razy wiecej.
Zaczyna stosowaé reguly algorytmiczne operacji na ulamkach. Zapis ulam-

kowy %}%é przeksztalcila ostatecznie do wartosci 2, a nie %, ktéry to zapis

moéglby swiadczy¢ o mysleniu proporcjonalnym. Wynik przeksztalcenia %—g%g
odczytuje jako ,cztery trzecie”, podkreslajac stownie, ze taki zapis funkcjo-
nuje dla niej jako ulamek. W takim razie wydaje sie, ze nie funkcjonowatl
u niej wyrazny, réwnowazny zwiazek miedzy zapisem § wyrazajacym ulamek,

a zapisem § wyrazajacym stosunek.

Fragment IV.

38. U: ... (zaczyna czyta) Dokoticz prostokgt... bokéw narysowanego pro-
stokgta. ©11. Znaczy, ©1, ten prostokat bedzie wiekszy od tego,
©1, mniejszego prostokata, i to bedzie on, 64, cztery razy
wigkszy od tego, tu dokonczyé na tej kartce?

39. E: Dokoncz.

40. U: (mierzy) Tu jest 3 cm, tu jest 7,5; czyli jest trzy razy wiek... (mie-
rzy jeszcze raz), nie; siedem i pél ... tu bedzie... dwa i pét
razy wiekszy jest.

Tutaj uczennica zaczyna rozwigzywanie zadania od wizualnej oceny ,obu”
figur, ktéra to ocene potem weryfikuje, mierzac dlugosci odpowiednich bokéw.
Liczbowe poréwnanie dlugosci odcinkéw (40), to préba okreslenia stosunku
ich dtugosci. Otrzymany wynik ,dwa i pél” to ,myslenie wielkoscia 3”

1
7,5=3+3+§'3.

Wyraznie wskazuje na to procedura tworzenia rysunku, przedstawiona we frag-
mencie V.

Fragment V
42. U: Trzy, sze$é, ... i pol, i ... jeden i pdl; czyli tutaj tez musi byé

o tyle samo wiecej; jak tu jest 2 cm, razy dwa i pol, to bedzie
5 cm. Czyli tutaj musi byé na piec.

W tym kolejnym kroku uczennica nie stosowala proporcji jako narzedzia do
rozwigzywania zadania. Postugiwala si¢ skala podobienstwa, jako operatorem
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powigkszania. Jej metoda pracy byla nastepujgca: nalezalo znalei¢ czynnik
powiekszania (gléwnie przez odkladanie odpowiedniego odcinka modelu na
odcinku ,nowej” figury), a nastepnie ten czynnik wykorzysta¢ dla obliczenia
dlugosci szukanego odcinka.

Z punktu widzenia stosowania symboliki, najciekawsze jest samo zakon-
czenie pracy Anny. Oto stosowny fragment protokotu:

Fragment VI:

43. E: Czyli co — koniec.

44. U: Uhm, czyli tutaj jest taka proporcja, ze jeden odpowiada dwa
i po6t (pisze: 1 : 2,5).

45. E: Pieknie, tak mi jeszcze nikt nie napisal. Jak to rozumiesz?

46. U: Cgzyli, jezeli tutaj jest np. 1 cm, to tutaj bedzie odpowiadal dwu
i p6t centymetrom. To zalezy jaka jest jednostka.

47. E: Czyli, jezeli nie byloby np. centymetra, gdyby bylo w calach?
48. U: Czyli jeden cal, a tutaj dwa i pét cala.

Ta wypowied? jest spontanicznym-wnioskiem z badania, dokonanym przez
samg uczestniczke obserwacji. Anna uzywa nowego slowa — sodpowiada”.
Wyraznie podkresla w ten sposéb, ze stosunek, odniesiony do wielkosci geo-
metrycznych, rozumie jak zwiazek miedzy dwiema wielkosciami. Ten zwigzek
nie sprowadza si¢ do jednej wartoéci. To, co laczy obie wielkosci wystgpu-
jace w stosunku, to funkcjonowanie jednej, wspdlnej jednostki. Wypowiedz
(44) nastgpila po wyraznym sygnale badacza o zakoficzeniu pracy (43), czyli
wtedy, gdy uczennica nie tylko miala $wiadomosé, ze zadania rozwiazala, ale
tez mogla, przyjaé, ze badacz juz wigcej niczego nie oczekuje. Jej wypowiedz,
i zaprezentowany zapis mozna wiec potraktowaé jako najblizszy wlasnemu ro-
zumieniu opis pojecia stosunku, i jako zaprezentowanie najbardziej adekwatnej
symboliki.

4.4.2 Druga uczennica — Barbara

Barbara to uczennica majaca problemy z matematyka. Rozwigzanie tych
zadan zajelo jej sporo czasu. Do pracy przystapila niepewnie. Protokét ze
Spotkania znajduje si¢c w Aneksie 2.

Protokél pokazuje, ze uczennica nie ma uksztaltowanego pojecia proporcji
(6.), (26.), i 2e w trakcie rozwiazywania zadania wykorzystuje je w doéé specy-
ficzny, intuicyjny sposéb. Bardzo istotne jest, Ze stara sig wykorzystywad zapis
t = ... Glebsza analiza wykazuje jednak, ze zapis symboliczny nie pozostaje
W zwigzku z rozumieniem proporcji.
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Fragment VII

18. U: ©O6.

19. E: No wlasnie, to leémy. Do ciasta uzyto...

20. U: 20 dag mgki... (cisza, zaczyna pisac).

21. E: Aha, zaczynasz pisac: dane: 20 dag magki.

22. U: (czyta cicho) Ile...

23. E: Ile wzieto masta.

24. U: 65,

25. E: Jest gdzie$§ w przepisie jaka$ informacja, ktéra by Ci mogta poméc?
26. U: W stosunku 4 do 3... z masltem.

27. E: Z maslem, o wladnie... maka ma byé w stosunku 4 do 3 z mastem.
28. U: O7.

29. E: Jest to jaka$ informacja?

30. U: Tak.

31. E: Jak rozumiesz te¢ informacje?

32. U: Moze... § (cztery trzecie).

33. E: Cztery trzecie... co to znaczy cztery trzecie?

34. U: ©2, ze to jest, ©1, wie....cej ..., ©2, ze to jest jedna calosé (szybko)

i % (wolniej).

W treéci zadania pierwszego stosunek dwéch wielkosci jest wyrazony stow-
nie (4 do 3). Barbara znalazla to wyrazenie, wiedziala, ze moze ono by¢ po-
mocne, jednak nie wiedziala jak z niego skorzysta¢. W dalszej czesci jej pracy
widaé, ze nie traktowala tego stosunku jako zwigzku miedzy dwiema warto-
$ciami, byla to dla niej jedna warto$é (jedna liczba). Mechanizm, ktéry dopro-
wadzil ja do traktowania stosunku jako liczby w duzej mierze to zaistnienie
zapisu §, a nie postugiwanie si¢ obrazem myslowym skojarzonym z pojeciem.
Sformulowanie 4 do 3 trafia w pustke (27.). Proszona o wytlumaczenie —
jak rozumie te informacje — dziewczynka ratuje sie, piszac symbol, ktéry byt
wielokrotnie ¢wiczony na lekcji. Pisze, wymawia — i znajduje furtke dla dal-
szego dzialania. Rozpoznaje bowiem w zapisie symbol ulamka, ktéry potrafi
juz zinterpretowaé. Jest to ulamek wyrazajacy pewna wielkosé, przynajmniej
taka interpretacje przyjmuje uczennica w dalszym przebiegu pracy, co obrazuje
nastepny fragment protokotu.

Fragment VIII.

45. E: Czyli, jezeli masta ma by¢ wiecej niz maki, a maki mamy 20 dag...
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46. U:
47. E:
48. U:
49. E:
50. U:
51. E:
52. U:

8.

Jest szansa wymyslié, ile tego masla w koncu trzeba zmieszaé
z maka?

08. Cztery dekagramy masla? ... Nie wiem wlasnie.

No to nic, zapisz coS.

pisze: % mastla.

No i teraz tak popatrzmy, tak na zdrowy chlopski rozum... Sama
siebie sie pytam, mam te 20 dag maki, to ile w koncu tego masta?

©7, jeden, jedno maslo, i... 50 graméw

Kwestia (48) protokolu pokazuje, ze zawieszona na slowach, bez symbo-
licznego zapisu uczennica czuje sie zupelnie zagubiona. Prébuje si¢ ratowac,
i w sformulowaniu ,cztery do trzech” (48.) znalez¢ informacje ,wprost”, ale
sama zdaje sobie sprawe, ze do problemu trzeba podejs¢ inaczej. Proszona —
zapisz co§ — wraca do symbolu g—, z dopiskiem ,masla”. Urealniajac te wiel-
kos¢, (52) stwierdza — jedno maslo.. i jeszcze troche ,trochg”. Akceptuje przy
tym zupelnie absurdalne wielkosci liczbowe.

Nieco pewnoéci nabiera przy pytaniu o ilo§¢ cukru, gdyz do odpowiedzi nie
musi wykorzystywaé szkolnych wiadomosci o proporcjach, nie ma tez zadnego
zapisu uprzedzajacego o wystepowaniu proporcji:

Fragment IX

68. U: 02. Ile zuzyto cukru pudru? (ciszej dla siebie czyta szybko: nastep-

nie cukier puder, w ilosci o polowe mniejszej niz ilos¢ uzytej maki).
Czyli, jezeli zuzyliémy 20 dag maki, to ... trzeba cukru pudru o po-
lowe mniej, czyli 20 podzielone na dwa to jest 10 dag cukru pudru

(pisze).

Zapiski, istniejace w jej rozwiazaniu okazuja si¢ bardzo istotne dla prowa-
dzenia dalszych rozumowan. Zaprezentowany nizej Fragment X sklada sie 2z
kilku sekwencji protokolu, ktére w takim zestawieniu sg latwiejsze w interpre-

tacji.

Fragment X

76. U: (czyta na glos), ©4. Cztery miarki, to mi si¢ wydaje, ze to jest

40 dag, ©2.

82. U: ©8. Maki 80...7

85.

E:

No i teraz mi powiedz, dlaczego tak wymyslilas?
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Bo dodatam, ©2, ... do tego..., ©3, to znaczy si¢, pomnozylam

86. U:
przez 4 razy 20 dag maki.
87. E: A dlaczegd 4 razy 20 dag?
88. U: Bo ... wzieto 4 miarki cukru pudru.
89. E: I co dalej?
90. U: I pomnozylam te... maki, bo jest pytanie ile zuzyto maki, wiec ...
93. E: .... Czyli make juz mamy, a teraz...
94. U: Ile masta. ©12. Z 5 dag masta?
95. E: To napisz, zaraz oczywiscie spytam si¢ dlaczego?
96. U: 3. Dlatego, ze pomnozylam... 4 razy przez 1 to jest 4 i pomnozy-

lam jeszcze %, a jakby tak to wszystko dodaéd, to jest jakby jedno
cale mastlo.

97. E: Aha.
98. U: To z tych, poléwek, z tych —;;

Matematyka jako idea, jako hipotetyczne zaleznosci, przewidywane ope-
racje i procedury - dla niej nie istniala. Wydaje sig, Ze realne byly dla niej
jedynie te zwiazki i fakty, ktére byly juz zapisane i w ten sposéb ulegly mate-
rializacji. Jedyna mozliwo$§é dzialania — to operowanie symbolami. Uczennica
miala w swoich zapisach: 20 dag maki, 10 dag — cukru pudru, 1 % dag masta.
Wyliczone skladniki na ciasto potraktowala jako pewne miarki, a nastepnie
stosowala zwielokrotnianie kazdego skladnika. W ten sposéb nieswiadomie za-
chowywala proporcje migdzy tymi skladnikami ((86.)—(93.). Nie byto to zacho-
wanie stosunku miedzy okreslonymi wielkosciami, lecz zwiekszanie proporcjo-
nalne; inaczej — Barbara nie mys$lala o zachowaniu stosunkéw wewnetrznych,
lecz zachowywala zewnetrzne proporcje. Schematycznie mozna to przedstawié

@uon 00p-+Q000 O

Widaé, ze ten sposéb postepowania byl dla niej czytelny i logiczny ((94.)-
(98.)).

W trzecim podpunkcie tego zadania, przy narzuconym zapisie ilorazowym,
uczennica dzialala jedynie zgodnie z instrukcja. Bylo to automatyczne ,wy-
pelnianie okienek”, bez skojarzenia tej czynnosci z procesem myslowym, a tym
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bardziej z rozumieniem stosunku dwéch wielkosci.

Fragment XI

104. U: Zapisz jakqg warto$é majg tlorazy. llo§¢ maki, 20 dag, ©3, iloi¢
cukru pudru ... 10 dag (zapisuje); ilos¢ maki 20, ilo§¢ masta 1 %
(zapisuje).

105. E: Czyli taki jest ten stosunek, tak?

106. U: Tak.

Fizycznie istniejacy zapis nic jej nie méwil. Zewnetrzna forma zapisu, gdzie
w liczniku i w mianowniku nalezalo wpisaé nie liczby, ale wyrazenia miano-
wane, nie otworzyla ani pola pojeciowego dla stosunku dwoéch wielkosci, ani
dla pojecia utamka. Barbara nie wyszla poza ,wypelnienie okienek”, nie prze-
ksztalcala zapisu do jakiejkolwiek ostatecznej formy. Pozorna zgoda uczennicy
na potraktowanie tego zapisu jako zapisu stosunku jest tak naprawde stwier-
dzeniem, ze skonczyla prace.

Przebieg rozwigzywania zadania II znéw wskazuje, ze nie istnieje zwiazek
miedzy symbolem § a rozumieniem stosunku. Symbol ten najwyzej funkcjo-
nuje jako kod dla stowa. ,stosunek”. Samo rozwigzywanie sugeruje, ze problem
tkwi zar6wno w rozumieniu pojecia ,stosunek”, jak i okresleniu ,taki sam”.

Fragment XII

140. E: To moze sobie to napiszmy, ten stosunek. Jaki to bylby ten stosu-
nek?

141. U: Trzy do dwéch?

142. E: No ... zapisz to jakos.

143. U: (pisze 3).

Symboliczne zapisanie sformulowania o stosunku wydaje si¢ by¢ jedynag
aktywnoscia, na ktéra uczennica potrafila sig¢ zdobyé.

Stowo ,stosunek” w odniesieniu do bokéw prostokata pozwolilo uczennicy
odnies$é to pojecie do dwéch wielkosci, a nie do jednej. Jest to jednak rozu-
mienie wymuszone kontekstem, byé moze sugerowane przez badacza, a nie
rozumienie zwigzane z obrazem myslowym uczennicy, skojarzonym z pojeciem
stosunku.

Fragment XIII

126. E: W czym tkwi problem? Nad czym sie zastanawiasz?
127. U: ©1. Martwi mnie jak to zrobic.
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128.
129.
130.

131.
132.
133.
134.

135.
136.
137.
138.
139.
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Tzn. — co nie wiesz jak zrobic?
: Ten stosunek.

©2. Wlasnie, ten stosunek, znalazla$, ze jest najwazniej-
szZy.

: Tak (wpada w slowo).
: Ze to jest klucz do zadania.
Tak.
: (czyta) ...tak, aby stosunek dlugosci jego bokéw... — o co to cho-
dzi?
: ©2.

: Ktérych bokoéw?
: No ... dluzszych.... tych dwdch bokéw (pokazuje).
: Aha, pokazalas 31 2.

: Tak.

Tak wiec jest mozliwe, ze Barbara wcale nie myélala kategoriami zwiazku
miedzy wielkosciami. Dwie wielko$ci ,,wychodza same”, bo prostokat ma dwa
boki. Problem, nad ktérym sie zastanawiala, to zrealizowanie polecenia ,taki
sam” w sytuacji, gdy narysowany bok drugiego prostokata w zaden sposéb
nie da si¢ powigzaé z istniejacymi bokami pierwszego prostokata. Widaé to
w dalszych fragmentach protokotu. Sg to fragmenty umieszczone w réznych
miejscach w protokole (na co wskazuje numeracja), gdyz ten problem przewijal
sie przez cala prace uczennicy.

Fragment XIV

124.
125.
145.
146.
147.
148.
149.

150.
151.
152.

Do cECH

2R

U

: Czyli, tu musi by¢ jaki§ wiekszy prostokat, tak?

: ©50, (czyta jeszcze raz i mysli).

: Jest mozliwe, zeby byl taki sam?

: Nie. (cichutko)

: Dlaczego? (tez cicho).

: Bo... bo jeden bok ma 7,5 cm. (zdecydowanie).

: Aha. No wlaénie — jeden bok ma 7,5 cm. To dlaczego drugi

bok nie moze byé..., dlaczego ten stosunek na pewno nie
bedzie?
: Bo... ten, co jest juz narysowany prostokat, jest juz mniejszy.

: Ten narysowany prostokat jest mniejszy, wiasnie. A ten?

: Jest wiekszy. Bedzie wigkszy.
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153. E: Bedzie wigkszy. Bylby wiekszy.
154. U: Tak.

Widaé, ze w tym przypadku Barbara ,taki sam stosunek” rozumiala jako
stosunek przedstawiony za pomoca tych samych liczb ((148.)-(154.)). U niej
TAKI SAM znaczyl TEN SAM w rozumieniu identycznosci wartosci liczbo-
wych. Albo — ignorujac pojecie stosunku — sformulowanie ,taki sam” od-
niosta do prostokata, mys$lac o prostokacie przystajacym. Rysujac prostokat
przystajacy, ale w innym polozeniu niz model, rozwigzala to zadanie.

4.5 Podsumowanie badan

Preferowany w omawianym ujeciu dydaktycznym zapis stosunku dwéch
wielko$ci w postaci utamka okazal si¢ by¢ bariera dla dobrego rozumienia poje-
cia proporcji. Symbol § nie zostat zasymilowany przez uczennice dla wyrazenia
stosunku dwéch wielkosci. Do takiego wniosku mozna doj$é, analizujac prace
zaréwno uczennicy bardzo zdolnej, jak i nie radzacej sobie z matematyka.

W rozwazanej sytuacji, kontekst (zadanie o ciasteczkach) mial stuzy¢ upo-
gladowieniu pojecia stosunku dwéch wielkoéci, znana za$ uczniom notacja
ulamkowa miala w trakcie nauki nabraé nowego znaczenia. Jednak w obserwo-
wanej sytuacji tak sie nie stalo. Sprébujemy dokonaé syntezy wynikéw pracy
Anny i Barbary.

Anna — W przebiegu calej pracy widaé, ze uczennica bardzo $wiadomie 1g-
czyla rézne fragmenty wiedzy matematycznej, zwigzane z pojeciem proporcji.
Znajdujac sie w réznych sytuacjach zadaniowych, dostrzegala proporcje, i do
ich zapisania stosowala rézne symbole. Generalnie, jej obraz pojecia stosunku,
wywolany kontekstem zadaniowym, sprowadzal si¢ do rozumienia zwigzku
miedzy dwiema wielkoSciami. Dwie liczby wystepujace w zapisie lub w okre-
Sleniu stosunku to informacja o iloici jednostek, ktéra wymierzono najpierw
Jjedna, a potem druga wielkoéé. Symbol, ktéry towarzyszy! jej myéleniu o pro-
porcjach, to gléwnie zapis ilorazowy a : b. Czesto slowne okreslata stosunek,
nie stosujac zadnego zapisu. Przy jej wlasnych, spontanicznych prébach zapisu
zwigzku miedzy wielkosciami ani razu nie pojawil sie zapis ulamkowy. Jednak
W momencie stosowania zapisu utamkowego, widaé byto, ze byt to symbol obcy
dla pojecia stosunku i proporcji.

Barbara — Pojecie proporcji rozumiala intuicyjnie, i w bardzo pierwot-
nym jej rozumieniu. Wyrazenie ,w iloSci o potowe mniejszej” jest potocznym
odpowiednikiem sformutowania ,w proporcji 2 do 1”. Uczennica pokazala, ze
rozumie ten zwigzek w sposdb operatywny, potrafita prawidlowo dobraé iloéé
maki do ilo$ci cukru. Czasem nieSwiadomie wykorzystywala pewne matema-
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tyczne pojecia i wlasnosci (jak przy zwielokrotnianiu). Pojecie proporcjonal-
nosci funkcjonowalo u niej prawidlowo przy zadaniu arytmetycznym (powiek-
szala poszczegdlne skladniki taka sama ilosé razy), ale przy geometrycznym
juz bokéw powigkszy¢ nie umiala. Zapis §, narzucony w podpunkcie trzecim
byl traktowany zupelnie inaczej; tutaj uczennica zapisu nie interpretowala,
gdyz byl dla niej obcy. W zadaniu geometrycznym zauwazyla stowo stosunek,
jednak nie potrafila z niego skorzystaé. Zastosowany tutaj zapis (ulamkowy)
nie byl w zaden sposéb skojarzony z pojeciem stosunku.

Anna stosowala zapis typu §, jednak nie odzwierciedlal on jej rozumienia
stosunku. Zapis utamkowy stosunku dwéch wielkosci, zastosowany samodziel-
nie w podpunkcie pierwszym zadania I ,ciggnal” uczennice w kierunku licz-
bowej interpretacji symbolu. W zadaniach arytmetycznych mozna wiec bylo
zauwazy¢ nastepujacy ciag zaleznoSci symbolicznych:

stosunek zapisany slownie — ulamek — wartoé¢ liczbowa ulamka.

Przejscie od stosunku wyrazonego (zapisanego) slownie do zapisu ulamko-
wego bylo czynno$ciag automatyczng, wyéwiczong na lekcji. Zaistnialy juz za-
pis utamkowy powodowal oderwanie symbolu od pojecia stosunku, i zaczynal
funkcjonowaé jako interpretant w obrebie pola pojeciowego ulamka. Uczen-
nica czesto dzialala wtedy tak, jakby operowala wartoscia liczby wymiernej.
W zadaniu geometrycznym funkcjonowal krétszy ciag zaleznosci:

stosunek zapisany slownie — zapis ulamkowy.

Przejscie na zapis ulamkowy nie otwieralo nowego pola pojeciowego. Bylo to

jedynie przekodowanie jednego symbolu na inny.

Wydaje sie ze jezeli uczen rozumie pojecie, to i tak zaadoptuje tylko ten
symbol, ktéry jest mu najblizszy. Anna rozumiala pojecie, ale w spontaniczny
sposéb uzywala zapisu a : b. Barbara pojecia nie rozumiala, dzialala w obsza-
rze przekodowywania sformulowania slownego na zapis symboliczny; jednak
wymowa tego symbolu byla jej niedostepna.

W samym fakcie uzycia symboliki ulamka do pojecia proporcji nie ma ni-
czego blednego, bo przeciez jednym ze sposobéw zapisu proporcji jest wiasnie
zapis utamkowy. Jednak w praktyce szkolnej utamek jest ksztaltowany w in-
nych aspektach niz jako stosunek dwdch wielkosci. Na pierwotnym poziomie
rozumienia wystepuje jako czes¢ calosci lub jako wynik dzielenia. Jezeli nawet
pisze sie, ze 3 : 4 = %, to ten zwigzek jest rozumiany na poziomie operacji wy-
konywanych na liczbach 3 i 4 oraz na wyniku tej operacji; a nie na poziomie
réwnowaznosci symboli. Pojeciowe zaakceptowanie tej réwnosci jest tez trudne,
w literaturze mozna znalezé opisy ,,naglego olénienia”, spowodowanego odkry-
ciem tego zwigzku. Dlatego uczniowie moga mie¢ problemy z patrzeniem na
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ulamek jako na stosunek dwéch wielkosci. Dodatkowo identyczny zapis 3 : 4
dla zapisu dzielenia oraz 3 : 4 dla zapisu proporcji wydaja sie w tej sytuacji
bardzo od siebie odlegle.

5 Zakonczenie

Prezentowany artykul dotyczy zwigzku miedzy znaczeniem a oznaczaniem
(por. Semadeni 2002c, s. 165). Patrzac na problem bardziej dydaktycznie —
dotyczy zwigzku miedzy indywidualnym rozumieniem pojecia matematycz-
nego a symbolika reprezentujaca to pojecie. Symbol § wykorzystywany do
reprezentowania stosunku dwéch wielkosci jest symbolem dobrym z punktu wi-
dzenia matematyki. Jednak — co wida¢ w przedstawionej analizie — uczniowie
moga wcale nie kojarzy¢ tego symbolu z omawianym pojeciem. Uczen obcuje
z obiektami matematycznymi poprzez rozpoznawanie ich w kontekscie, poprzez
sformulowanie stowne, reprezentacje wizualna, symbol. Ta ostatnia droga jest
trudna, i ten problem nie dotyczy tylko omawianego przez nas symbolu. Dy-
daktyczne dyskusje dotyczace symboliki i jej zwiazku z matematycznym my-
Sleniem tocza si¢ w ramach grup dyskusyjnych konferencji PME juz od kilku
lat3. Przyklady trudnosci, z jakimi boryka sie uczen (lub student) podczas in-
terpretacji symboli znajduja si¢ w pracy (Semadeni 2002a), gdy poprzez znak
lub system znakéw musi odczytaé matematyczny sens. W podobnym duchu
wypowiada sie Konior (2002a, 2003), analizujac i ukazujac trudnosci zwig-
zane z czytaniem tekstu matematycznego. Trudnosci te wynikaja z nadawania
indywidualnego znaczenia symbolom, znaczenia wynikajacego z obrazu po-
jecia skojarzonego z danym symbolem, niekoniecznie zgodnego z intencjami
autora. Klasycznym przykiadem niejednoznaczno$ci w interpretowaniu sym-
boliki jest odbiér symbolu/znaku réwnosci (Semadeni 2002b, Konior 2002b).
Kolejny problem — to podobiefistwo symboliki. W literaturze dydaktyczne;j
mozna znalez¢ wiele przykladéw nieporozumien wynikajacych z faktu stosowa-
nia podobnej symboliki dla réznych pojeé. Adda (1982) cytuje np. rozwigzanie
Podane przez studenta pierwszego roku, dotyczace liczb zespolonych:

1+i _ (1,00+(0,1) 1,1

= = = 2.
=i (Lo =1 0,9 b2

Czyz nie jest to przyklad podobnego postepowania, jaki prezentowata Barbara
W zadaniu arytmetycznym?

%33 to gléwnie grupy dyskusyjne: Semiotyka w dydaktyce matematyki (Semiotics in Ma-
thematics Education), Poznanie symboliczne w matematyce wyzszej (Symbolic Cognition in
Advanced Mathematics) (Proceedings of PME 25, PME 26).
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Symbol nie jest utrwalonym juz na zawsze, latwym do zamkniecia w okre-
$lonych granicach obrazem. Symbol podlega okreslonym zmianom, a jego zna-
czenie zalezy od kazdorazowego sposobu, w jaki sie przejawia (Drewniak, 2001,
s.191). Ten fakt wykorzystujemy w matematycznym ksztatceniu, nadajac za-
réwno pojeciom, jak i symbolom nowe (w zalozeniu — pelniejsze) znaczenie.
Jednak jezeli dany symbol bardzo dlugo jest skojarzony z pewnym okreslo-
nym matematycznym obiektem, rozumianym dosé wasko, trudno sie dziwié,
ze rozszerzenie znaczenia symbolu postepuje opornie. Na pewno nie mozina
oczekiwaé, ze przyjdzie ono ,samo z siebie”. Przyklady trudnosci, z jakimi
boryka si¢ uczen lub student matematyki, kiedy dochodzi do zmiany notacji,
i zmiany reprezentacji pojecia, sa badane i opisywane (Duval, 2001). Historia
matematyki pokazuje tez, ze zmiana notacji matematycznej czesto towarzy-
szyla rewolucyjnym zmianom w rozumieniu poje¢ matematycznych (Kvasz
2000, Rogers 2002). Utozsamianie poje¢, jak i utozsamianie symboli jest za-
biegiem trudnym, by¢ moze nie zawsze mozliwym, przynajmniej na pewnym
etapie ksztalcenia. Skemp (1982) pisze:

(..) Symbole [matematyczne] nie istnieja w izolacji jeden od drugiego.
Maja swoja wlasng organizacje, i przez to sa czyms wiecej niz tylko zbio-
rem oddzielnych symboli. Tworza one system, na ktéry sklada sig: zbiér
symboli odpowiadajacy zbiorowi pojeé oraz zbiér relacji miedzy sym-
bolami odpowiadajacy zbiorowi relacji miedzy pojeciami. (Skemp 1982,
s. 281).

Symbol # jest znaczacym przykiadem takiego symbolu, ktéry jest uwi-
klany w relacje z innymi symbolami matematycznymi, jak i w relacje miedzy
pojeciami. Wydaje sie, ze praca nad tworzeniem zwigzkéw zaréwno miedzy
symbolami: ¢, a : b, a do b, jak i migdzy pojeciami: ulamek, stosunek, pro-
porcja, proporcjonalnosé, (te liste mozna jeszcze poszerzy¢ o podobienstwo,
jednokladno$é) powinna w $wiadomy sposéb ukierunkowywaé koncepcje dy-
daktyczne kierowane do nauczycieli.
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Aneks 1 — przebieg spotkania z Anng

Przebieg spotkania Komentarz
1. E: Pracujemy z Anna.
2. U: Tak (szybko).
3.  E: Teraz Anna bedzie rozwigzywala zada-

nia. Prosze bardzo.
4. U: (czyta na glos, ©6, — ,przepis”). Uczennica rozumie sytuacje, w
ktorej sie znajduje, szybko i pew-
nie czyta tresc¢ zadania.

99. E: To jest przepis...

100. U: Tak.

101. E: A tutaj sa pytania raz, dwa, trzy.
102. U: Tak (i czyta). Do ciasta uzyto 20 dag

maki. Ile wzigto masta? Ile zuzyto cu-
kru pudru? (bez przerw miedzy pytaj-

nikami).
Tak, jezeli wzigto 20 dag maki, ©2,|Po przeczytaniu pytan do pierw-
czyli... szej czeSci zadania od razu przy-

stepuje do ich rozwiagzywania —
analizuje zwiazki miedzy danymi.
103. E: Tu jest kartka, dlugopis, gdyby$
chciala co$ pisaé, to bardzo prosze.

104. U: Czyli ta maka w stosunku do masta|Widaé, ze uczennica czytala za-
jest cztery do trzech, danie ze zrozumieniem. Uzywa
stownego opisu stosunku.

tak, i te cztery — to jest te 20 dag.{Widzi zwigzki pomiedzy
poszczegbdlnymi wartosciami,
zwigzanymi z pojeciem pro-
porcji. Stara sie uzyé proporcje
do zwigzkéw miedzy wyrazeniami

mianowanymi.
105. E: Zapisz.
106. U: (pisze 4 : 3). Pojawia sig zapis ilorazowy sto-
sunku maki do masla 4 : 3.
I to teraz trzeba na 4. Swiadomie i prawidlowo ko-

107. E: Prosze Cig bardzo... rzysta z pojecia proporcji:
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Przebieg spotkania

Komentarz

108. U:

109. E:

110. U:

111. E:

112. U:

18a. E:

... i1 to bedzie 5 dag, ©2, i razy trzy
poniewaz jest, ©1, stosunek cztery do
trzech, czyli 15 dag masta trzeba.

Dobrze. Wszystko rozumiem, wigc sie
nie pytam.

©2. Ile zuzyto cukru pudru? (ciszej dla
siebie czyta szybko: nastepnie cukier
puder, w iloSci o polowe mniejszej niz
ilosé uzytej maki).

Czyli, jezeli zuzyliSmy 20 dag maki,
to... trzeba cukru pudru o polowe
mniej, czyli 20 podzielone na dwa to
jest 10 dag cukru pudru (pisze).

Aha, tez chyba wiem, to nie bede py-
tala.

($mieje sig). Jezeli wzieto 4 miarki...
masta? (czyta), ©4, czyli jezeli wzigto
4 miarki cukru pudru i jest to polowa
maki, czyli wzieto 8 miarek, ©2, maki.
(pisze).

A ile wzieto masta? Czyli, ze jezeli
znowu jest stosunek czterech do trzech,
to, ©1,

cukru pudru wzieto 6, bo znowu to
dzielimy, zeby bytlo, to jezeli tu jest
4 to to mnozymy przez 2 i wyjdzie
tu 8, a tu bedzie 6.

tworzy modul (5 dag) odpo-
wiadajacy jednostce wyste-
pujacej w proporcji, wtedy 4
: 3 to 4 (5 dag) : 3 (5 dag).

Po przeczytaniu kolejnego pyta-
nia, od razu szuka potrzebnych jej
informacji w tresci zadania i pra-
widlowo te informacje umie wy-
korzystac. .

Po kolei wyjasnia wszystko co
robi. 20 dzieli na 2, bo cukru jest
o polowe mniej niz maki. W spe-
cyficzny sposéb wykorzystuje
pojecie proporcji. Zapisuje ob-
liczong wartos¢é.

Akceptowanie wyjasnien uczen-
nicy, tworzenie przyjaznej atmos-
fery.

Jest rozluZniona, czuje si¢ pew-
nie, od razu czyta kolejne polece-
nia.

Poprawne stosowanie informa-
cji o cukrze i mace w od-
niesieniu do proporcji (igno-
rujac wartosci liczbowe wyliczone
w pierwszym podpunkcie); jedna
wartoéé stanowi potowe dru-
giej. Operatywne myslenie. Po-
jawia sie zapis: 8 maki. Podanie
wlaséciwej odpowiedzi.

Po raz kolejny prawidlowe
korzystanie z pojecia propor-
cji. Latwo zauwazy¢, ze uczennica
to pojecie rozumie.

Wyjasnienie swojej metody rozu-
mowania. Przejezyczenie: zamiast
,masta” méwi ,cukru pudru” (bo
zaczela dobrze méwié — wie, ze
ma oblicza¢ miarki masla, wiec
mysli dobrze, tylko Zle to powie-
dziala).
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Przebieg spotkania

Komentarz

114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.

122,

123.
124,

125, E:

127. E:

113. E:

¢ wg mgwg

<

<

126. U:

Prosze bardzo.

(pisze: 6 cukru).

Czyli tu gdzie bytlo 4, to...
Bedzie 8, a tu bedzie 6.

A tu gdzie jest 3, tu mi pokazujesz
3, bedzie 6.

Tak.

Czyli 6. Szesé czego?

Dekagraméw.

Dekagraméw?

Chyba tak (niepewnie). Miarek (zdecy-
dowanie).

Przepraszam, tak chcialam dokladnie.
Na gérze tez bedzie 8 miarek (dopisuje
slowo ,miarek”). )
(czyta) Zapisz, jakq wartosé majq ilo-
razy: ilo$é maki, ©2, maki to bylo 20
dag ... do ilosci cukru pudru, ..., a cu-
kru pudru bylo 10 (pisze). I to bedzie,
... to mozna skrécié... no tak...

A jak skrécimy to ile bedzie, jak be-
dzie?
To bedzie 2, 2 dag.

2 dag, tak?

Eksperymentator nie zauwaza po-
mylki slownej, moze dlatego, ze
ona nie jest tu tak bardzo istotna.
(powinno byé: ,masta”).

Badacz upewnia sig, czy uczen-
nica potrafi wyrazié stosunek in-
nymi liczbami, okazuje sie, ze tak.

Pytanie badacza o jednostke/
miano otrzymanych wynikéw, na-
wiazanie do tresci zadania.
Odpowiedz ta mogla byé podana
dlatego, ze do tej pory mianem
wartosci byly dekagramy.
Zapytanie badacza sieje niepew-
w nos$é¢ wypowiedzi i jak widaé po-
maga w prawidlowym sformulo-
waniu odpowiedzi.

Po ,interwencji” badacza uczen-
nica koryguje zapis. Kontynuuje
prace.

Zapisanie wartosci ilorazéw
sprowadza sie¢ do podsta-
wienia obliczonych wielko-
$ci, przy czym tu nastepuje
przejsScie na zapis utamkowy
i operacje na utamkach (skra-
canie).

Uczennica traktuje te zapisy
jak ulamki.

Brak refleksji, ze wcze$niej-
sza informacja o zwiazku
miedzy maka a cukrem byla
wyrazona slownym sformuto-
waniem: potowa.

Nastepuje samo skracanie liczb,
jednostki nie sa brane pod uwage.
Badacz prébuje naprowadzié
uczennicg na sprawdzenie tej
odpowiedzi.
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Przebieg spotkania

Komentarz

128.

129.

130.

131.
132.

133. E:
134. U:

135. E:

136. U:

Tak. A ilo$¢ maki to tutaj bedzie
znowu 20 dag, dekagraméw (wraca do
wezesniejszego) ~ to tutaj tez sie skroca
te dekagramy, czyli nie bedzie?
Skréca sie dekagramy.

Samo 2 bedzie. A ilo$¢ masta to bylo
15 dag, i tu sie tez skréca, i sie skréci
przez 5 i to bedzie cztery trzecie.

Pierwsze zadanie mamy?

Tak (pewnie). (zaczyna czytad) Do-
kovicz prostokgt... bokdw narysowanego
prostokgta. ®11, Znaczy, ©1, ten pro-
stokat bedzie wiekszy od tego, ©1,
mniejszego prostokata, i to bedzie
on, ©4, cztery razy wiekszy od
tego, tu dokonczyé na tej kartce?

Dokoncz.

(mierzy) Tu jest 3 cm, tu jest 7,5; czyli
jest trzy razy wiek...

(mierzy jeszcze raz), nie; siedem i
poél... tu bedzie... dwa i pét razy
wigkszy jest.

Dwa i pél razy, czyli na 6 tutaj sobie
odlozylas$, czyli tutaj...

Trzy, szesé, ... i pol, i ... jeden i pol;
czyli tutaj tez musi byé o tyle samo
wiecej;

Dzieje si¢ to dopiero przy zapisie
drugiego ilorazu; zauwaza, ze jed-
nostki réwniez da sig skrocic.

Badacz potwierdza to stwierdze-
nie uczennicy.

Brak zwigzku miedzy tak
otrzymana warto$cia ulam-
ka, a stosunkiem 4 do 3
podanym w tresci zadania.

Od razu zabiera si¢ za drugie
zadanie.

Prawdopodobnie nastepuje
wizualna ocena danych z
zadania. Uczennica nic nie
mierzy. Posluguje si¢ intuicja
figur podobnych. Zauwaza,
ze niedokonczony prostokat
bedzie wigkszy od naryso-
wanego, ale najpierw chyba
patrzy na stosunki poél tych
figur i podaje szacunkowy
zwigzek miedzy tymi polami.

Dopiero teraz mierzy boki pro-
stokatéw, poréwnuje odpowiednie
boki (3 cm i 7,5 cm). Weryfika-
cja wczeséniejszej hipotezy, ze
niedokonczony prostokat be-
dzie 4 razy wiekszy. Kolejne
mierzenie to raczej postuze-
nie sie linijka dla wielokrot-
nego odlozenia odcinka z mo-
delu.

Opisywanie dzialania uczennicy.

polowa z 3 cm = 1,5 cm.

Teraz pokazuje, poprzez wielo-
krotne odkiadanie odcinka o dtu-
gosci 3 cm ile razy bok drugiej fi-
gury jest wigkszy od boku figury
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Przebieg spotkania

Komentarz

137.
138.

139.

140.

141,
142,
143,
144,

145,

jak tu jest 2 cm, razy dwa i pél, to
bedzie 5 cm. Czyli tutaj musi byé na
piec.

Ten bok jest ten sam, réwnolegly, czyli
tez bedzie na pigé, i tutaj bedzie tyle
samo, ten dluzszy bok bedzie mial tyle
samo co ten réwnolegly.

Czyli co - koniec.

Uhm, czyli tutaj jest taka proporcja,
ze jeden odpowiada dwa i p6t (pi-
sze: 1:2,5).

Pieknie, tak mi jeszcze nikt nie napisal.
Jak to rozumiesz?

Czyli, jezeli tutaj jest np. 1 cm, to tutaj
bedzie odpowiadat dwu i pét centyme-
trom. To zalezy jaka jest jednostka.

Czyli, jezeli nie byloby np. centymetra,
gdyby bylo w calach?

Czyli jeden cal, a tutaj dwa i pé! cala.
Tyle?

Chyba tak.

Dziekuje Ci serdecznie.

pierwszej, czyli wyznacza stosu-
nek dlugoséci jednego boku do
drugiego (skale powigkszenia).
(Powinno byé powiedziane: ,tyle
samo razy wiecej”).
Stosowanie zaleznosci jaka
zauwazyla (skali powieksze-
nia) do nastepnego boku. Wy-
jasnienie uczennicy, Ze w pro-
stokacie odpowiednie boki sa so-
bie réwne, dlatego nie trzeba ich
wszystkich wyliczaé tylko wystar-
czy odklada¢ odpowiednie od-
cinki réwnolegle.

Na zakonczenie uczennica sama
formuluje wniosek i zapisuje
go w postaci ilorazowej.

Badacz pyta o wyjasnienie tego
sformulowania.

Uczennica wyja$nia co oznacza ta
proporcja: jedna ,miarka” odpo-
wiada dwu i pél takim samym
,miarkom”.

Badacz sprawdza czy uczennica
bedzie umiata wyrazié te propor-
cje innymi jednostkami — ona ro-
zumie pojecie i wie, ze rodzaj
miana nie ma wplywu na te za-
leznos¢.
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Aneks 2 — przebieg spotkania z Barbara

Przebieg spotkania Komentarz
1. E: Tu sa dwa zadania, to jest cale pierw-
sze, a tu jest drugie zadanie. Przeczy-
taj, kolejnoéé dowolna, tutaj jest kal-
kulator, kartka, wszystko dla Ciebie.

2. U: (cicho czyta). Zapoznanie z trescig zadania

3. E: Czytasz pierwsze — tak?

4. U: Tak. ’

5. E: Aha, po kolei.

6. U: ©14. Uczennica nie widzi zwigzku
7. E: Rozumiesz? miedzy trescia zadania a po-
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Przebieg spotkania

Komentarz

SvmEOL
8. U
9. E
10. U
11. E:
12. U
13. E:
14. U:
15. E:
16. U
17. E:
18. U
19. E:
20. U
21. E:
2. U
23. E:
24, U.
25. E:
26. U
27. E:
28. U:
29. E
30. U:

No, nie za bardzo.

To lecimy razem, dobrze? Czytaj na
glos.

: (natychmiast) Przesiang mgke ... uzy-

tej mak:.
Czyli wiesz - to jest taki przepis. A
tutaj sa pytania do tego przepisu. To
sa pytania matematyczne do zyciowego
przepisu.

: Czyta pierwsze pytanie.

Dobrze. Piekla$ kiedy$ z mama?

Tak.

Wiesz, mama wyciagga make ... rézne
tam rzeczy. W tym przepisie jest o
czym mowa?

: Zeby zmieszaé przesiana make i ...

(szuka w przepisie).

(patrzymy razem) make, maslo i cu-
kier. Jako$ tam zmieszaé. Wiadomo, ze
w przepisie jest: tyle tego, tyle tego,
tyle tego. I tutaj tez jest taki przepis.

: ©6.

No wlasénie, to le¢my. Do ciasta uzyto...

: 20 dag maki ... (cisza, zaczyna pisaé).

Aha, zaczynasz pisaé: dane: 20 dag
maki.

: (czyta cicho) Ile...

Ile wzieto masla.
5.

Jest gdzie$ w przepisie jaka$ informa-
cja, ktéra by Ci mogta poméc?

: W stosunku 4 do 3... z mastem.

Z maslem, o wlasnie... maka ma by¢ w
stosunku 4 do 3 z maslem.
or.

: Jest to jakas informacja?

Tak.

jeciem proporcji Nie rozumie
problemu, nie ma pomystu na
rozwiazanie

Sygnal oczekiwania na pomoc,
gotowo$¢ wspélpracy.

Préba przyblizenia problemu, na-
wiazanie do intuicyjnego rozu-
mienia proporcji.

Analiza zwigzkdw  pomiedzy
zmiennymi wystepujacymi w
zdaniu.

PodpowiedZ: zacznij analizowaé
dane.
Zaczyna wypisywac¢ dane.

Brak pomystu jak dalej postepo-
wad

Badacz prébuje naprowadzié
uczennice
Znalezienie informacji, ktéra

moze by¢ pomocna, bez $wiado-
mosci, jak z niej skorzystac.

W dalszym ciagu nie wie, co ma
robié.
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31. E: Jak rozumiesz te informacje?

32. U: Moze... § (cztery trzecie). Uzycie slownej symboliki,
skojarzonej ze sformulowa-
niem 4 do 3, wypowiedz
slowna oddajaca sens ulamka
(liczby).

33. E: Cztery trzecie... co to znaczy cztery|Pytanie sprawdzajace, czy ula-

trzecie? mek jest rozumiany jako stosu-
nek.

34. U: 02, ze to jest, O1, wie....cej..., ©2, Préba wyrazenia zwiazku
miedzy ilo$cia maki i masla
(maki jest wigcej niz masta)
~ rezygnacja z tej drogi
my$lenia.

ze to jest jedna calo$é¢ (szybko) i % Przejécie na ,,pewng” inter-
(wolniej). pretacje zwigzang z wartoscia
utamka.

35. E: % to jest 11 %, ale powiedzialas jeszcze | Préba nawiazania do intuicji pro-

takie slowo ,wiecej”. porcji.

36. U: ©4. Brak odzewu.

37. E: Do czego to stowo ,wiecej” sig odnosi?

38. U: O3, ze jest wigcej niz jedna calosé. Préba znalezienia sensownej
odpowiedzi; znalezienie tego
wyjécia w interpretacji za-
pisu  jako liczby.

39. E: Czego jest wiecej niz jedna calo$é?

40. U: Masta.

41. E: Masla tu bedzie wigcej w tym przepi- | Forma pytania: Czy rzeczywi-

sie, niz maki. $cie chodzi o masto? Nieu§wiado-
mione przez badacza sugerowanie
zlej drogi myslowej.

42. U: Tak.

43. E: Tak?

44. U: .. Zagubienie.

45. E: Czyli, jezeli masta ma by¢ wiecej niz | Préba kontynuowania pracy zgo-

maki, a maki mamy 20 dag... dnie z dotychczasowymi ustale-
niami, nawigzanie do rozumienia
stosunku dwdch wielkosci.

46. U: ©8. Uczennica w tej chwili jest catko-
wicie zagubiona.

47. E: Jest szansa wymyslié, ile tego masta w

koficu trzeba zmiesza¢ z maka?
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48.

49,
50.

51.

52.

53.

54,
55.
56.

57.
58.

59.

60.

U

©8. Cztery dekagramy masta? ...
Nie wiem wlasnie.

No to nic, zapisz cos.

pisze: 45 masla.

No i teraz tak popatrzmy, tak na
zdrowy chlopski rozum... Sama siebie
si¢ pytam, mam te 20 dag maki, to ile
w konicu tego masta?

©7, jeden, jedno maslo, i ... 50 graméw.

.. czyli... a jedno maslo, to jest co —
jedna kostka?

©19. Jak pani méwita? -
Jedna kostka, jedna kostka i 50 gra-
méw?

Mnie sie widzi, ze tak.

Tak Ci sie widzi, ... to zapisz to.
1i % dag masta.

No popatrz. 20 dag maki i 1 % dag
masta. Tak by z tego wynikalo. Tak?

Tak.

Rozpaczliwe poszukiwanie licz-
by, na dodatek liczby miano-
wanej.

Zapis ten swiadczy o tym, ze
uczennica w ogéle nie wie jak
patrzeé¢ na ten stosunek.
Nawigzanie do sensu stosunku 4
do 3.

Powrdt do interpretacji zapisu %

jako wartosci liczbowej (% = %)
Odniesienie tej wartosci do wagi
masta (i widaé, ze u niej 1 to
jedno maslo, natomiast % to ja-
ka$ cze$¢ z calodci, np. 50 graméw
masla).

Préba urealnienia zwigzku mie-
dzy 20 dag maki i iloScig masia
(dzialanie intuicyjne).
Zagubienie

Zewnetrzna zgoda — autorytet ba-
dacza. '

Dzialanie zgodnie z wla-
snymi ustaleniami (4 =1},
za$ miano jest takie samo jak
dla ilos$ci maki).

Badacz prébuje zwrdci¢ uwage na
to, ze jest ,wielka réznica wa-
gowa” miedzy tymi skladnikami
(co mogloby byé u uczennicy sko-
jarzone z realng/zyciowa sytuacja
pieczenia ciasta i mieszania pod-
stawowych skladnikéw).
Uczennica jednak tego nie za-
uwaza (nie kojarzy tego z zyciem
codziennym, dla niej to nie jest
nic dziwnego — tak jej ,wyszlo”
w zadaniu).
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61. E: Tak mieszamy. Badacz dalej prébuje ,zasiad
ziarnko niepewnosci”.

62. U: Tak. Jednak uczennica nie wycofuje sig
z tej odpowiedzi —~ pewnie dla-
tego, ze miala wielkie problemy z
jej ustaleniem.

63. E: Dobrze, to mamy 1 % dag masla. Mamy

odpowiedz juz na to?

64. U: Tak. Ile zuzyto cukru pudru? ©8. To |Uczennica czyta kolejne pytania.
jest 20 dag maki i ..., ©3, 10 dag|Od razu stara si¢ na nie zna-
cukru. lezé odpowiedz i szybko tej odpo-

wiedzi udziela. Odpowiedz jest
prawidtowa.

65. E: To zapisz to i zaraz porozmawiamy —|Badacz chce wyjasnienia sposobu
dlaczego. myslenia, ktéry doprowadzil do

tego wyniku.

66. U: (zapisuje, ©12). Pojawia sig zapis: 20 dag maki; 10
dag cukru pudru. Jest to zapis
bez uzycia zadnej symboliki
zwiazanej z proporcjami.

67. E: Dlaczego myslisz, ze 10 dag? Badacz prosi o wyjasnienie jak
uczennica obliczyla te wartosé.

68. U: Bo, ©3, p6zniej jest w przepisie, ze | Prawidlowe korzystanie z infor-
cukier puder jest w iloéci o polowe | macji zawartych w treici zada-
mniejszej niz zuzyta maka. nia, odnosi si¢ to do pojecia: czesé

pewnej wielkodci (tutaj: ilo$é cu-
kru pudru to polowa iloéci maki).

69. E: Tak...

70. U: Czyli potowe ... polowa z 20 to|Dalsze wyjasnienia jak to poli-
jest 10. czyla.

71. E: Aha, rozumiem. Rozumiem, tak sobie | Akceptowanie objasnieh uczen-
myslalas, czyli 10 dag cukru pudru. |nicy.

72. U: Tak.

73. E: Czyli co — pierwszy podpunkt...

74. U: Skonczony. Wypowiada to bardzo pew-
nie. Nie potrzebuje zadnego
potwierdzenia ze strony ba-
dacza.

75. E: Skonfczony, to fajnie. Teraz drugi. Przechodzenie do dalszej czesci
zadania.

76. U: (czyta na glos), ©4. Cztery miarki,|Pojawia sie 40 dag. Uczen-

to mi sie wydaje, ze to jest 40 dag,|nica prawdopodobnie trak-
02. tuje obliczong wczesniej wage
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77.
78.
79.
80.
81.
82.

83.

84.

85.

86.

87.
88.

89.
90.

a1.

92,

93.

cEomcd

To zapisz to.

8.

Czytasz teraz dalej, tak?

...to ile zuzyto maki, a ile masta?
Tak.

©8. Maki 80...7

To zapisz. Co si¢ tak mnie pytasz, nie
wiem, zaraz bedziemy o tym rozma-
wiac.

(zapisuje).

No i teraz mi powiedz, dlaczego tak
wymys§litas?

: Bo dodaltam, ©2, ... do tego ..., ©3,

to znaczy sie, pomnozylam przez
4 razy 20 dag maki.

A dlaczego 4 razy 20 dag?
Bo... wzieto 4 miarki cukru pu-
dru.

I co dalej?
I pomnozylam te... maki, bo jest py-
tanie ile zuzyto maki, wiec...

To jeszcze raz, jak Ci to 80 wyszlo?

: Pomnozylam 20 dag przez 4.

To zapisz, zebym ja wiedziala, Ze to
bylo 4 razy. Tak to bylo z maka. Czyli
make juz mamy, a teraz...

cukru jako jedna miarke (dla-
tego 10 dag - 4 = 40 dag).
Zapisuje: 40 dag cukru pudru.

Uczennica podaje gotowe stwier-
dzenie — odpowiedZz na pytanie,
ale trudno stwierdzié, jak do niej
doszla.

Zapis: 80 dag maki.

Badacz pyta uczennice, dlaczego
tak sadzi.

Formuluje wyjasnienie, ale
troche sie¢ w nim gubi. Szu-
kanie sléw moze wskazywaé
na to, ze uczennica dzia-
lala intuicyjnie, dopiero te-
raz porzadkuje mys$li. Docho-
dzi jednak do tego co zrobita,
mianowicie pomnozyta ilo§é
zuzytej maki przez cztery.
Pytanie o sens takiego mnozenia
»Skoro wzieto 4 miarki cu-
kru to tez zwiekszono ilo$é
maki” — jako bardzo dla niej
logiczne.

Mozna  przypuszczaé, ze
uczennica zwielokrotnia licz-
by, wystepujace w pierw-
szym punkcie tego zadania
(tam maka = 20 dag).
Kolejna prosba badacza o wyja-
$nienie tych obliczen.

I odpowiedz uczennicy jasna i
prosta.

Do zapisu 80 dag maki dopisuje
w nawiasie (20 - 4).
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94.

95.

96.

97.
98.

99.
100.
101.

102.
103.

104.

105. E:

106. U:

107. E:

Ile masta. ©12. Z 5 dag masta?

To napisz, zaraz oczywiscie spytam sie
dlaczego?

©3. Dlatego, ze pomnozylam... 4 razy
przez 1 to jest 4 i pomnozylam jeszcze
%, a jakby tak to wszystko dodaé, to
jest jakby jedno cale masto.

Aha.
To z tych, poléwek, z tych 3.

Czyli to 5 dag, to Ci wyszlo...

Mastlo.

5 dag masla, czyli tak to sobie robilas.
Czyli mamy juz?

Tak.

Dobrze. Drugi podpunkt mamy. A
trzeci?

Zapisz jakqg warto$¢ majg ilorazy. llosé
maki, 20 dag, ©3, ilo§é cukru pudru...
10 dag (zapisuje); iloé¢ maki 20, ilosé
masta 1 % (zapisuje).

Czyli taki jest ten stosunek, tak?

Tak.

Dobrze. I co, pierwsze zadanie mamy?

Szacunkowe okreslenie ilosci
masta (trudno jest jej do-
ktadnie wyznaczy¢, gdyz ma-
sta bylo — wedlug jej obliczen
-1 3 dag).

Ta sama, ustalona przez nia proce-
dura: mnozy wage przez 4. Otrzy-
muje: 4-1 =4 oraz4- 3 =...
Dodaje otrzymane wartosci i wy-
chodzi jej ,,cale masto”.
Badacz jest ,zdezorientowany”.
Wiec uczennica sama wyja$nia
jak to obliczyla (przez mnozenie:
skoro 4-1=4,to4-1 =1, aby
po zsumowaniu wynikéw otrzy-
mac 5).

W tej czeSci zadania uczen-
nica tylko podstawia otrzy-
mane wartos$ci z pierwszego
podpunktu. Zapisuje ulam-
kowo i nic z tym juz nie
robi. Nie ma tez zadnego
komentarza — miala zapisaé
stosunek tych wielkosci, wiec
to zrobila (w miejsce wyra-
zen slownych wstawia warto-
Sci liczbowe).

Badacz prébuje nawiazac¢ ten za-
pis do pojecia stosunku.
Uczennica przytakuje, ze otrzy-
mala takie stosunki, ale za-
pewne nie wie w ogodle, co to
oznacza (nie mysli w kontek-
$cie stosunkéw liczbowych).
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108. U:

109. E:

110. U:

111, E:
112.

113, E:

114,

115.

116.

117,

118.

119. E.

120.

121,

Mamy.

No to co, zabieramy sig za drugie. (ba-
dacz daje nastepna kartke). Teraz czy-
tamy to drugie zadanie.

(czyta), ©20, (jeszcze raz czyta i bierze
linijke).

Ico?
I tu jest 3 cm, (mierzy drugi).

Tu jest ile?
2 cm,

014,

(przyklada linijke¢ do narysowanego
boku drugiego prostokata).

lle Ci wyszio?

7 i p6l (zapisuje dlugosci przy odpo-
wiednich odcinkach na rysunku), ©7.

O czym myslisz?

: ©2, ze ... ten prostokat jest wigk-

szy.

Tak..., ten prostokat jest wiekszy, dla-
czego?

Bo jakbym dodala 3 i 2 to jest 5 cm, a
ten drugi jest 7,5 cm.

Juz jeden bok ma 7,5 cm

Chyba jest szcze§liwa, ze zakon-
czyla to zadanie.

Powtérne czytanie tresci zadania
wskazuje na to, Ze uczennica nie
wie, co ma, robic.

Zaczyna mierzy¢ boki dokon-
czonego prostokata, najpierw
tylko jeden bok. Nie jest
to jeszcze realizowanie planu
rozwigzywania zadania, jest
to dzialanie ,,réb cos...”.
Badacz pyta o efekt mierzenia
Badacz pyta o efekt mierzenia.
Podaje dlugosé¢ zmierzonego boku
i mierzy drugi.

drugi.

Wymierzyla do konca maly pro-
stokat

Brak pomystu co dalej.

mierzy teraz bok prostokata
niedokonczonego

Po zapisaniu odmierzonych od-
cinkéw widaé zagubienie uczen-
nicy, jej bezradnosé.

Badacz stara sie dowiedzieé¢ nad
czym uczennica si¢ zastanawia,
sprawdza, czy rozumie zadanie.
Uczennica dokonuje wizualnej
oceny figur i stwierdza, Ze drugi
prostokat jest wiekszy.

Proéba o wyjasnienie tego stwier-
dzenia.

Uczennica przedstawia swoj tok
my$lenia, a mianowicie, Ze: 3 cm
+ 2 cm = 5 cm, a bok w drugim
prostokacie juz sam ma 7,5 cm.
Wyjasnia swoje wnioskowanie ba-
daczowi (dorosty lubi liczby).
Badacz stara si¢ dowiedzieé, co
uczennica ma na mysli.
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122. U: O7. Zagubienie.
123. E: Cazyli, tu musi by¢ jaki§ wiekszy pro-
stokat, tak?

124. U: 650, (czyta jeszcze raz i my$li). |Bardzo diuga przerwa i powr6t
jeszcze raz do treSci zadania
wskazuja na to, Zze ona zupelnie
nie wie co ma robi¢.

125. E: W czym tkwi problem? Nad czym si¢|Badacz  prébuje zareagowaé

zastanawiasz? na zaistniala sytuacje poprzez
prosbe o wyjasénienie co jest dla
niej niejasne.

126. U: ©1. Martwi mnie jak to zrobié. Uczennica czuje si¢ bezradna.

127. E: Tzn. — co nie wiesz jak zrobié?

128. U: Ten stosunek. Zauwaza slowo stosunek, ale zu-
pelnie nie wie, jak z tego skorzy-
stac.

129. E: ©2. Wlasnie, ten stosunek, znala- | Potwierdzenie dobrego spostrze-

zla$, ze jest najwazniejszy. Zenia.

130. U: Tak (wpada w stowo).

131. E: Ze to jest klucz do zadania. Badacz nawiazuje do tresci zada-
nia; potwierdza uczennicy fakt, ze
tu najwazniejszy jest wlasnie ten
stosunek.

132. U: Tak. Wyraznie zauwaza to slowo, jed-
nak powiaza¢ go z zadaniem nie
jest w stanie — nie jest to slowo
— klucz do dziatania.

133. E: (czyta) ...tak, aby stosunek diugosci|W dalszym ciagu nawigzywanie

jego bokow... — o co to chodzi? do pojecia stosunku.

134. U: ©2. Milczenie jako oznaka nie-
moznos$ci udzielenia odpo-
wiedzi z powodu niewiedzy.

135. E: Ktérych bokéw? Zadawanie pytan pomocniczych.

136. U: No... dluzszych... tych dwéch bokéw. | Méwi ,dluzszych”, ale ma na my-
§li boki narysowanego prostokata

137. E: Aha, pokazata$ 3 i 2. (tak pokazuje).

138. U: Tak. Kolejno$é pokazywania, naj-
pierw bok o dlugosci 3, po-
tem o dlugosci 2, moze wska-
zywaé na rozumienie sto-
sunku jako zwigzku miedzy
bokiem dluzszym i krétszym.

139. E: To moze sobie to napiszmy, ten stosu- |Sugestia podjecia rutynowych

nek. Jaki to bylby ten stosunek? dzialah zwiazanych z rozwigzy-
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140. U: Trzy do dwdch?

141,
|142.

143.

144.
145,
146.
1147,
148.

149.

150.

E:
U:

=

151. E

152,

153,
154,
155,

SHCRCNRS

mom o

No ... zapisz to jakos.
(pisze 2).

Zapisala$ %-gich, trzy do dwoéch, prze-
praszam. No i, ten stosunek ma byé
taki sam, ... w tym drugim.

013.

Jest mozliwe, zeby byt taki sam?
Nie. (cichutko)

Dlaczego? (tez cicho).

Bo... bo jeden bok ma 7,5 cm (ta
dlugosé jest wypowiedziana jako argu-
ment nie do zbicia).

Aha. No wlasnie — jeden bok ma 7,5
cm. To dlaczego drugi bok nie
moze by¢..., dlaczego ten stosunek
na pewno nie bedzie?

Bo... ten, co jest juz narysowany pro-
stokat, jest juz mniejszy.

: Ten narysowany prostokat. jest mniej- |

szy, wlasnie. A ten?
Jest wiekszy. Bedzie wigkszy.

Bedzie wigkszy. Bylby wigkszy.

Tak.

To wiesz, zignoruj to co jest tutaj na-
rysowane i narysuj tutaj cokolwiek, nie
na zasadzie ,dokoncz prostokat”, tylko
- ynarysuj”, (napisz sobie tutaj na gé-
rze — ,narysuj”) tak, aby stosunek
dlugosci jego bokéw byt taki sam,
jak stosunek diugosci bokéw na-
rysowanego prostokata. No nary-
suj jaki$ inny prostokat sama.

186. U: (rysuje w kolejnosci: 2, 3, 3, 2).

waniem zadania tekstowego.
Niepewna.

Zapisuje stosunek dlugosci bokéw
pierwszego prostokata w postaci
ulamkowe;j.
Préba zachowania sensu za-
pisu jako stosunku dwoéch
wielkosci.

Inna forma tego samego pytania.

Liczba 7,5 nie wystepuje w zapisie

stosunku %

Czyli na pewno nie jest taki sam.

Czyli na pewno nie bedzie taki
sam.

Na stwierdzenie uczennicy, ze nie-
mozliwe jest, aby stosunek bo-
kéw w drugim prostokacie byl
taki sam jak w pierwszym, badacz
zmienia polecenie zadania.
Badacz sprawdza, czy uczen-
nica potrafi zachowa¢ stosu-
nek 3 2 reprezentowany
przez inne liczby (np. 6: 4).
Teraz juz wie, jak ma poste-
powaé, aby stosunki byly takie
same - od razu przystepuje do
rysowania.

Poniewaz prostokat ma by¢
INNY, wiec rysuje prostokat w
innym polozeniu.
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157. E: Moze podpisz. I ten (badacz pokazuje
rysunek) stosunek jest taki sam,
jak ten stosunek. Tak?

158. U: Tak.
159. E: Dobrze. Czyli co - tak to zadanie nale-
zaloby rozwiazaé; gdyby$ sama miala
rozwigzywaé to zadanie, to tak bys to
rozwigzala?
160. U: Tak (szybko, zdecydowanie). Uczennica chce skonczyé to za-

danie. Nie musi byé przekonana,

ze jest to pelne rozwiazanie, ale

moze sadzi¢, ze takie rozwigzanie
bedzie zaakceptowane.

161. E: No to dzigkuje.
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Rysunek 4. Pisemna praca Barbary — pierw-
sze zadanie
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I Bg&:b prostokat tak,aby stosunek dhugosci jego bokdw byl taki sam jak
stosunek dlugosci bokéw narysowanego prostokata.
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Rysunek 5. Pisemna praca Barbary — drugie zadanie
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The symbol of fraction and its connection with the
understanding of ratio and proportion by 2nd year
gimnasium students

Summary

The symbol ¢ is an example of ambiguous symbols (signs). It is the sign of fraction,
the sign of division of two numbers — a : b, or the sign of the ratio of two quantities
a and b. Concepts connected with the symbol % are linked to each other, yet different
epistemologies of those concepts cause that functioning of this symbol when applied
to the notions of ratio and proportion in the school practice comes up against certain
problems. In this article we present certain results of a research conducted among 2nd
grade gymnasium students, concerning the functioning of this symbol in connection
to the concept of ratio of two quantities.

This research was conducted in order to search for answers to the following qu-
estions:

1. does the symbol § evoke associations with the notion of ratio of two quantities
or with the notion of proportion;

2. is the symbol % used by students for coding ratios and proportions in a natural
way;

3. to what extent the symbol % helps or disturbs proper understanding of ratios;

4. what are the symbols that students spontaneously associate with the concepts
of ratio and proportion?

The research consisted of two stages. In the first stage lessons introducing the
concept of ratio accordingly to the course book were observed. In those lessons, to
denote the ratio of two quantities the fraction symbol was used. The second stage of
the research was conducted half a year later. The participants were the same students
that took part in the first stage of the research. It was an individual conversation
between each student and the researcher. The student was to solve two tasks, which
he got written on a sheet of paper and the researcher was trying to find out what
Symbolism the student used in connection to ratio and proportion.

In this article the analysis of a meeting with two students with different mathe-
Matical attitudes is shown. It ocurred that a talented student brilliantly dealt with
the notion of ratio but she did not use the fraction symbol. In the situation where
Tecording was needed the student started using procedures typical for operations on
fl’actionS, in isolation from the ratio. The less talented student understood the notion
of proportion in a very intuitive way. She remembered the fractional recording, she
used it, but she could not interpret it and use in the task.

Thus it was proved that the symbol of fraction, preferred for denoting the ratio
of two quantities, creates a barrier for a good understanding of ratio and proportion.

he symbol % was not assimilated by students to express this concept.



