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Utozsamianie poje¢, redukcjonizm
1 réwnos¢ w matematyce

1. Wstep. Celem tej pracy jest: 1) zidentyfikowanie trudnoéci pojawia-
jacych sie przy utozsamianiu pojeé i sklejaniu™” przy tym ich znaczen, 2) ba-
danie sensu, jaki matematycy przypisujg zapisom typu ,a = b” i stwierdze-
niom typu: ,a jest tym samym co b”. Przeanalizujemy trzy mozliwe podej$cia
do kwestii synonimicznoéci poje¢ matematycznych: 1) réwnosé rozumiang jako
identycznoéé, 2) definicja Leibniza, 3) rdwnowaznosé obiektéw (pomijanie cech
nieistotnych).

Jako przyklady ilustrujace rozwazania dotyczace tych trzech mozli-
wych podej$é do kwestii réownosci przedyskutujemy m. in. dwa stare problemy
terminologiczne:

— Czy nalezy odrézniaé ,,sume” (np. 5 + 8) od ,,wartosci sumy”?

— Czy procent to ulamek?

Pokazemy przy tym, jak kwestie semantyczne rzutuja na interpretacje ta-
kich stwierdzen, w szczegdlnosci pokazemy na odpowiednich przyktadach, ze
utozsamianie jest na ogél operacja lokalna, co jest zrédlem rozmaitych
trudnodci, gdy te lokalnosé chce sie pogodzi¢ z rozpowszechnionym przekona-
niem, ze pojecia matematyczne sa uniwersalne. Przedyskutujemy pewne kon-
sekwencje globalizacji utozsamien, typowej dla matematyki XX wieku.

"Praca ta byla wykonana w ramach badan finansowanych z grantu KBN 2 PO3A 024 18.

""Slowa sklejanie uzywamy w tej pracy nieformalnie, opierajac sie na intuicyjnym jego
sensie. Skleja¢ mozna ze soba zblizone pojecia (tworzac w ten sposéb nowe pojecie), skle-
ja¢ mozna tez zblizone znaczenia jakiego$ pojecia. Procesem odwrotnym jest rozszczepianie
pojeé, czyli analizowanie, z czego jakie$ pojecie jest sklejone. Sklejanie nalezy odrézniaé
od abstrahowania, ktére polega na pomijaniu, na niebraniu pod uwage pewnych cech
uwazanych za mniej istotne. Przy sklejaniu poje¢ ich poprzednie znaczenia nie sa
pominiete, lecz wlaczone w nowe, bogatsze znaczenie.
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W warunkach (a)-(b) wystepuja nieostre sformulowania, totez uzupelnia-
my je dodatkows uwagg: nalezy badz szukaé takich sytuacji w tekstach ksigzek
uznanych za autorytatywne, badZ prébowaé tak skonstruowaé odpowiednie
przyktady, aby ich poprawno$¢ matematyczna byla klarowna.

Oczywiscie dysonanse znaczeniowe ujawniajg sie jedynie w specjalnie
dobranych przypadkach. Powyzszy warunek (a) orzeka, ze mimo to maja to
byé przypadki w jakim$ sensie typowe. Natomiast przypadki skrajne (takie, w
ktérych intuicja zawodzi, a przy probach wykorzystania okreslen formalnych
mamy pewng swobode wyboru i nie mozemy jednoznacznie rozstrzygnaé wat-
pliwo$ci) powinny by¢ rozpatrywane pézniej, po ustaleniu interpretacji w przy-
padkach waznych i typowych.

(...) w filozofii nauki jest komunalem, iz teori¢ formuluje si¢ tak, aby
objeta ona przypadki wyraZne, a nastepnie uzywa sie jej samej do roz-
strzygania o przypadkach niewyraznych (Lyons, 1998, s. 49-50).

Przyklady przypadkéw skrajnych, nieraz paradoksalnych, wymagajg-
cych formalnego stosowania definicji, sa rozwazane w artykule (Wiweger,
1970) o trudnos$ciach pojawiajacych sie przy rozszerzaniu dobrze znanych ope-
racji na przypadek zbioru pustego.

3. Utozsamianie pojeé. Zajmiemy sie trudno$ciami zwigzanymi ze skle-
janiem pojeé. Matematycy nieraz uzywaja zwrotéw typu: A mozna utozsamié
z B. Na przyklad, punkt tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej mozna utoz-
samié z tréjka liczb (z,y, 2) (wspélrzednych tego punktu). Jest to powszechnie
stosowane w analizie matematycznej. Z drugiej strony punkt (z,y, z) mozna
utozsami¢ z wektorem wodzacym tego punktu, tzn. wektorem o poczatku
(0,0,0) i konicu (z,y, z) lub z odpowiadajacym wektorem swobodnym o wspét-
rzednych z, y, 2; jest to szczegdlnie wygodne w mechanice. Mozna tez nie méwi¢
o utozsamianiu, ale wprowadzi¢ operacje: dodawania punktéw i mnozenia ich
przez liczby (Borsuk, 1950, s. 20); w praktyce oznacza to, ze punkt zaczyna
odgrywac role wektora.

Istote utozsamiania trafnie ujal Mostowski (1948, s. 83). Uogdlniajac po-
dany przezen przyklad, mozna jego my$l uja¢ nastepujaco. Gdy méwimy, ze
pojecie A utozsamiamy z pojeciem B, rozumiemy to w tym sensie, ze wyraze-
nie A uwazamy za réwnoznaczne z wyrazeniem B. Zamiast ,,A” mozemy
powiedzieé¢ ,,B”. Innymi slowy, utozsamianie wyraza sie tu w jezyku: pewne
zwroty jezykowe dotyczace A, mozna zastapi¢ przez odpowiednio skonstruo-
wane zwroty, dotyczace utozsamianego pojecia B i oba takie zwroty uwazamy
za réwnoznaczne, tzn. przypisujemy im to samo znaczenie.

Mys$lg przewodnia takiego postepowania jest stwierdzenie, ze miedzy utoz-
samianymi pojeciami zachodzi tak bliski izomorfizm, Ze nie ma potrzeby ich
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Scile zwigzana z tymi zagadnieniami jest kwestia redukcjonizmu —
wazna, choé niedoceniana przez dydaktykéw. Tendencje redukcjonistyczne by-
ly jedna z przyczyn niewlasciwych tendencji gloszonych pod hastami , nowej
matematyki”. Redukcjonizm, ktéry jest sila matematyki (a wiec nie mozna
go odrzuci¢), bywa jednocze$nie jej stabodcia w nauczaniu, zwlaszcza
gdy jest naduzywany.

Ekspansja redukcjonizmu byta $ci$le zwigzana z naciskiem na aksjomatyzo-
wanie coraz wiekszych czeéci matematyki. Gdy rozwija sie teorie aksjomatycz-
ng, wygodnie jest mie¢ niewiele poje¢ pierwotnych i ogranicza¢ liczbe definicji.
Prowadzi to do nastawienia typu: ,niepotrzebne jest pojecie A, skoro mozna
je utozsamic¢ z B”, np.: ,Po co ma sie thumaczyé, ze funkcja to jakie$ trudne
do objasnienia przyporzadkowanie, skoro istnieje wzajemnie jednoznaczna od-
powiednioéé miedzy funkcjami a ich wykresami, a te z kolei mozna utozsamié
z pewnymi zbiorami par?” (Semadeni, 2002b, 2.2). Podobnie jedna z przyczyn
zanikania geometrii na studiach jest redukcjonistyczne utozsamianie pojeé geo-
metrycznych z algebraicznymi i nadmierny nacisk na algebre kosztem geometrii
(np. rozpatrywanie linii prostych, stozkowych lub kwadryk sprowadza sie do
rozpatrywania odpowiednich wyrazen algebraicznych).

2. Opis stosowanej metody. Metoda badawcza stosowana w tej
pracy polega na konfrontowaniu wymienionych na wstepie okreslen (iden-
tycznosé, definicja Leibniza, réwnowaznoé¢) z konkretnymi przyktadami do-
tyczacymi odpowiednio dobranych, podstawowych poeje¢ matematycznych. W
przypadku powazniejszych watpliwosci dotyczacych stopnia synonimicznosci
jakich$ poje¢, zastosujemy metode, ktéra nazwiemy tu metoda testdw konteks-
towych. Polega ona na tym, ze szukamy takich sytuacji, w ktérych pojawiaja
si¢ owo dyskusyjne twory (pojecia, symbole, wyrazenia) i wnioskujemy — ana-
lizujac te sytuacje — jakie znaczenie nalezy przypisa¢ tym obiektom w tym
kontckscie i w jakim sensie mozna uwazac je za réwne. Najlepiej do tego nadaja
si¢ przyklady, w ktérych ujawniajg si¢ dysonanse poznawcze (zblizong
metode stosowal Thom, 1974, s. 122-129).

Istotnym zalozeniem jest to, ze sytuacje dysonansowe, wybrane do anali-
zowania w tej pracy maja spelnia¢ nastepujace warunki:

(a) majg by¢ wazne i dotyczy¢ spraw dostatecznie czgsto spotykanych,

(b) pomimo paradokséw z nimi zwigzanych maja odpowiadaé standar-
dom poprawnos$ci powszechnie przyjetym w matematyce”.

“Nalezy podkresli¢, ze chodzi tu wylacznie o pojecia z matematyki szkolnej i niezaawan-
sowanej uniwersyteckiej. Rozwazania te nie obejmuja wigc probleméw dotyczacych aktualnie
prowadzonych badan z matematyki, takich jak w cyklu wypowiedzi w (Atiyah et al., 1994).
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rozrézniania. Metoda ta jest bardzo wazna, upraszcza wiele rozumowan i od-
grywa fundamentalna role w wielu teoriach. Nalezy jednak pamigta¢ o dwdéch
istotnych ograniczeniach, ktére teraz oméwimy.

3.1. Utozsamianie odbywa sie kosztem rozréziniania znaczen. Na przyklad,
dowolng wtasnosé przedmiotéw utozsamia sie zazwyczaj ze zbiorem tych prze-
dmiotdéw, ktére maja t¢ wlasnosé (Mostowski, 1948, s. 83-85, 89; Quine, 2000b,
s. 76-78); punkty w przestrzeni euklidesowej utozsamia si¢ z elementami aksjo-
matycznie zdefiniowanej przestrzeni wektorowej; w teorii prawdopodobienistwa
zdarzenia utozsamia sie z pewnymi zbiorami.

Pomijanie réznic znaczenia nie jest istotne w tych rozumowaniach, w kté-
rych znaczenie nie odgrywa roli, w teoriach sformalizowanych. Sa jednak sy-
tuacje (zwlaszcza w nauczaniu szkolnym), w ktérych sklejanie dwéch
poje¢ w jedno moze stac si¢ nie ulatwieniem, lecz utrudnieniem. Dotyczy
to przede wszystkim fundamentalnych pojeé matematyki, takich jak liczba,
wektor, figura geometryczna, zbidr, funkcja.

Sklejanie pewnych pojeé w jedno, bedace ich synteza, moze byé bardzo
owocne, gdy dana osoba rozumie kazde z tych poje¢ z osobna i pojmuje, ze
miedzy nimi jest tak bliski zwigzek, ze mozna je utozsamié. Utozsamianie, to
kwestia jezyka, terminologii, a nie tozsamosci znaczeniowej danych pojeé.

Jezeli jednak utozsamianie — jak to si¢ zdarza — ma stuzyé temu, ze
uczniowi wprowadza si¢ tylko jedno pojecie, bo drugie jest jakoby zbedne,
to jest to zludne uproszczenie, bowiem nie daje si¢ uczniowi szansy
uksztaltowania pominigtego znaczenia, a to zubaza, a moze nawet wrecz blo-
kuje pewne typy rozumowai.

Matematycy czg¢sto nie zauwazaja trudnosci, jakie moga pojawiaé si¢ przy
utozsamianiu, bowiem potrafia interpretowaé dane pojecie tak, jak tego
wymaga dana sytuacja, a ich rozumowanie jest odpowiednio elastyczne.

3.2. Utozsamianie ma charakter lokalny, a w szczegdlnosci nie jest prze-
chodnie. Z faktu, ze A mozna utozsami¢ z B, a B mozna utozsamié z C,
nie wynika bynajmniej, ze A mozna utozsami¢ z C. Na przyklad, punkt
mozna utozsami¢ z wektorem, a wektor mozna utozsami¢ z przesunieciem, nie
wynika stad jednak, ze punkt mozna utozsamié z przesunigciem; odleglo$é se-
mantyczna migdzy punktem a przeksztalceniem geometrycznym jest tu zbyt
wielka (inny przykiad znajduje sie ponizej w 7.3, test 3). Deklarujgc jakies
utozsamianie, nalezy byl Swiadomym zakresu, w jakim utozisamianie to ma
byé realizowane.

Globalizacja utozsamiania na cala matematyke jest mozliwa tylko przy
eliminacji znaczenia.



UTOZSAMIANIE POJEC, REDUKCJONIZM I ROWNOSEC W MATEMATYCE 97

4. Redukcjonizm. W filozofii i metodologii nauk przez redukcjonizm ro-
zumie sie poglad gloszacy, ze zjawiska i procesy zlozone nalezy wyjasniaé przez
sprowadzanie ich do zjawisk i proceséw prostszych oraz do praw nimi rzadza-
cych.

W matematyce redukcjonizm to postulat, aby maksymalnie staraé¢ sie
zmniejszy¢ liczbe wprowadzanych pojeé (zaréwno pierwotnych, jak i definio-
wanych). Istota matematyki jest to, ze wiele réznych, niezbyt jasnych pojeé,
dotyczacych otaczajacej rzeczywistoSci, sprowadza si¢ do jednego klarownego
pojecia matematycznego. Matematyka jest sztukg nadewania tej samej nazwy
réznym rzeczom (Poincaré, 1911, s. 20). Usuwajac, w procesie abstrakcji, ma-
tematycznie zbedne cechy, jakie utozsamiane pojecia maja poza matematyka,
umozliwiamy stosowanie w nowych sytuacjach twierdzen poznanych w innym
kontekscie.

Tak rozumiany redukcjonizm jest fundamentem wlasciwego pojmowania
matematyki; przejawia sie to m.in. w takim tworzeniu pojeé, aby dotyczyly
wielu réznych sytuacji pozamatematycznych. Sila matematyki jest to, ze —
wykorzystujac rozmaite analogie i izomorfizmy —- tworzy sie pojecie ogdl-
ne, obejmujace wiele innych.

4.1. Redukcjonizm bywa Zrodiem trudnosct, z ktorych czesto nie zdajemny
sobie sprawy. Matematyk uniwersytecki rozumie pojecia matermatyki szkolnej,
wie przy tym, jak nalezy postepowa¢ w danym kontekscie i jak sie uzywa apa-
ratu matematyki we wlasciwy sposéb. Chodzi zaréwno o te sytuacje, w ktérych
méwi sie explicite, ze jakie§ pojecie matematyczne mozna utozsamic z jakim$
innym, jak i te, w ktérych matematycy nie sa $wiadomi takiego utozsamia-
nia, bowiem ,,tak bylo od zawsze”, to znaczy taka sytuacje utozsamienia pojeé
mlody czlowiek juz zastal, gdy poznawal matematyke uniwersytecks i nikt
nie zwracal uwagi na subtelne réznice. Jest to jedna z przyczyn, dla ktérych
matematycy czesto nie pojmuja trudnosci, jakie napotykaja uczniowie.

Z tego powodu wazna jest analiza procesu odwrotnego: rozszczepianie pod-
stawowych poje¢ matematycznych (takich, jak: liczba, funkcja, dzialanie alge-
braiczne, znak réwnosci), analizuje sig, co sklada si¢ na takie pojecie i diagno-
zuje sie trudnosci, zaréwno potencjalne, jak i te, ktdre sie ujawnily u uczniéw.

Pojecia matematyczne, zwlaszcza te najwazniejsze, maja na ogél bardzo
bogate znaczenie. Na przyktad, pojecie ,,utamek” pojawia si¢ w wielu sytua-
cjach, w réznych rolach (Turnau, 1990). Podobnie wiele znaczeri maja liczby
naturalne (Freudenthal, 1973). Liczba 2 moze pojawié si¢ w najprzeréznicj-
szych aspektach (kardynalnym, porzadkowym, miarowym i w innych aspek-
tach), w réznym sensie. Dla matematyka jest to zazwyczaj jedno tylko pojecie.
Wyjatkiem sa teorie sformalizowane; Mostowski (1948, s. 174) podaje przy-
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klad stwierdzenia: ,réwnanie 2 + 2z — 5 = 0 ma dwa pierwiastki”, ktérego
nie daje si¢ wyprowadzi¢ w systemie aksjomatéw Peano, bowiem slowo dwa
nie jest nazwa tego przedmiotu 2 w arytmetyce ujetej aksjomatycznie. Warto
dodaé, ze choé z2 mozna zdefiniowaé w tym systemie jako z -z, nie mozna
jednak stwierdzié, ze z2 to iloczyn dwéch czynnikéw.

Inaczej wyglada sytuacja przy rozszerzaniu podstawowych zbioréw liczb.
Konstruujac zanurzenie polgrupy N liczb naturalnych w grupe Z liczb catko-
witych lub zanurzenia Z w cialo ulamkéw, najpierw precyzyjnie odréznia sie
»2 naturalne” od ,,2 catkowitego”, a to z kolei odréznia sie od ,,2 wymiernego”:
czyni sie tak az do momentu, w ktérym o$wiadcza sie, ze odtad bedzie sie je
utozsamiac. ‘

4.2. Jednym z przejawéw redukcjonizmu jest dazenie do minimalizowania
liczby pojeé pierwotnych w teorit aksjomatycznej. Wielu autoréw uwazalo, ze
teoria, w ktérej jest mniej pojeé pierwotnych, jest lepsza (a i dzisiaj spotyka
si¢ takie glosy).

W latach trzydziestych bardzo wybitni uczeni zajmowali sie skracaniem
aksjomatyki (dlugo$é formuly mierzona byla liczbg znakéw uzytych do
jej zapisu w symbolice beznawiasowej). Uwazano, Ze to jest problematy-
ka wazna i gleboka. Kryteria oceny si¢ zmienily i jest raczej pewne, ze
dzisiaj zadne czasopismo logiczne nie opublikowaloby nowego wyniku w
tym zakresie (Szaniawski, 1994, s. 16).

Redukowanie liczby pojg¢¢ pierwotnych teorii jest z pewno$cig niekorzyst-
ne, gdy powoduje zwigkszenie trudnosdci opanowania danej teorii przez osobe
uczacy sie jej.

W pewnych sytuacjach jednak mozna réwniez podaé argumenty czysto
naukowe przeciwko redukowaniu liczby poje¢ pierwotnych. Na przyklad, zgod-
nie ze standardowym dzi$ okreSleniem, grupa jest to zbiér G wraz z dziala-
niem m z G X G w G spelniajagcym znane aksjomaty. W tym ujeciu element
neutralny e i odwrotnosé a~! nie sa zaliczane do pojeé pierwotnych, sg de-
finiowane. Jesli jednak chce sie przedstawi¢ grupy jako algebry rdwnosciowo
definiowalne (tzn. takie, ze w aksjomatach pojawiaja sie wylacznie réwnoéci,
bez implikacji i bez kwantyfikatora 3), to grupe przedstawia si¢ jako zbiér
z trzema dzialaniami: dwuargumentowym m, jednoargumentowym a + a~!
(z G w G) i zero-argumentowym e (z {0} w G) lub jako zbiér z wigksza,
czasem nawet nieskoriczong liczba dziatan™ (por. Rasiowa 1968, s. 274, Sema-

"W czasie dyskusji na konferencji z algebry ogélnej (7-11 IX 1964) w Warszawie po-
stawiono problem: Wiadomo, ze istnieje wiele mozliwosci przedstawienia grup jako algebr
rozmaitego typu; formalnie s3 to rézne algebry, ale mimo to jest dla nas oczywiste, ze kazda z
nich jest zwykla grupa. Jak uzasadni¢ to poczucie? Na owo pytanie mozna odpowiedzieé, ze
sa to rézne, sformalizowane modele jednego pojecia glebokiego: grupy (Semadeni, 2002a).
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deni i Wiweger 1978, s. 197-200). Zwigkszenie liczby poje¢ pierwotnych okazuje
sie tu konieczne, gdy chce sie potraktowaé teorie grup jako cze$¢ waznej teorii
algebr réwnoséciowo definiowalnych.

Postulat redukcjonizmu jest jak najbardziej stuszny w podstawach
matematyki (gdzie rezygnacja ze znaczenia rozpatrywanych terméw jest zalo-
zeniem badawczym), ma tez znaczenie praktyczne. Gdy Godel (1940) konstru-
owal (w ramach teorii Zermelo-Fraenkla) model teorii mnogosci, w ktérym da
sie udowodni¢ hipoteze continuum, to fakt, ze liczba pojeé¢ pierwotnych teo-
rii i liczba aksjomatéw zostaly zredukowane, pozwalal na skrécenie procesu
sprawdzania poprawno$ci konstrukeji.

4.3. Podsumowujac to, mozemy stwierdzié, ze redukcjonizm jest w mate-
matyce tendencjg naturalng i korzysing pod warunkiem, Ze nie jest posuniety
za daleko i stosowany elastycznie oraz zalezy od kontekstu prowadzonych
rozwazan, bez préby globalnego i maksymalnego ,raz na zawsze” redukowa-
nia liczby pojeé¢. Utozsamianie powinno byé czynione ze §wiadomoscia celu,
jakiemu ma stuzyé.

5. Pojecie ré6wno$ci w matematyce. Zasadniczo mozliwe sa trzy po-
dejscia do tego, czym jest rdwnos$é dwdch obiektéw a i b: (a) identycznosé,
(b) definicja Leibniza, (c) réwnowazno$é. Oméwimy je po kolei, objasniajac je
w kontek$cie matematyki i nauczania matematyki.

5.1. Identycznosé. Pierwsze z tych trzech podejsé, ktére nazwiemy iden-
tycznosciowym, mozna, streSci¢ nastepujaco:

(1) przedmiot moze by¢é réwny tylko sam sobie.

Tak rozumiane pojecie réwnosci jest najczesciej spotykane we wspélczesnym
podejsciu do matematyki.

Rowno$é, zwana tez tozsamosciq albo identycznoscig, jest to relacja dwu-
czltonowa, ktéra nie zachodzi nigdy miedzy dwoma przedmiotami, ale
zachodzi zawsze miedzy dowolnym przedmiotem a nim samym.

Okreslenie to nie moze by¢ przyjete za $cisty definicje, gdyz uzywa-
my w nim stéw dwa i ten sam, ktére daja sie okresli¢ tylko za pomoca
relacji réwnosci; jest to wiec tylko intuicyjne wyjasnienie znaczenia slowa
réwnosé.

Widzimy z tego wyjaénienia, ze zdanie a jest rowne b, w ktérym
litery a i b s3 nazwami przedmiotéw, jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy,
gdy litery a i b sa nazwami tego samego przedmiotu. Znaczenie, jakie
nadajemy slowu réwnosé, jest wiec odmienne od tego, ktérego uzywa sie
nieraz w geometrii, méwiac o réwnosci odcinkéw lub figur geometrycz-
nych (dajacych si¢ na siebie nalozy¢) (Mostowski, 1948, s. 109).
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Konsekwencjg przyjecia w matematyce interpretacji (1) pojecia réwnosci
oraz budowania rozmaitych teorii na gruncie teorii mnogosci jest tendencja
do postugiwania sie klasami réwnowaznosci, ktéra obecnie dominuje w ma-
tematyce uniwersyteckiej. JeSli mamy jakie§ pojecie réwnosci, przy ktérym
T = y nie oznacza, ze z jest tym samym co y, to w pewnych typowych sytua-
cjach tworzymy klasy réwnowaznosci (przy oczywistym zalozeniu, ze rozwa-
zana relacja réwnoSci jest zwrotna, symetryczna i przechodnia).

Cena, ktéra za to placimy, jest windowanie w gére poziomu abstrakcji
i trudnosci pojeciowych, bowiem w miejsce poprzedniego pojedynczego ele-
mentu z rozpatrujemy zbiér zdefiniowany jako Z = {z: z = z}. Na to czesto
naklada sie potrzeba zastapienia tatwiejszego pojecia zbioru, skladajacego sie
z takich pojedynczych elementéw z, przez znacznie trudniejsze pojecie zbioru,
ktorego elementy & sa zbiorami. Do$wiadczenie pokazuje, ze znaczna
¢z¢S¢ studentéw matematyki (przysztych nauczycieli) nie potrafi dostatecznie
kompetentnie rozumowaé¢ na tym podwyzszonym poziomie abstrakcji zbioru
zbioréw; uzytecznos$é takiego podejscia (poza poziomem czystej nauki) jest
wiec watpliwa.

5.2. Definicja Leibniza. Drugie mozliwe podejscie to przyjecie definicji
Leibniza, czyli przyjecie prawa réwnosci przedmiotéw nierozréznialnych (iden-
titas indiscernibilium). Sformulujemy ja nastepujaco’:

(2)

Przedmioty uwazamy za rdwne, jesli sg nierozrdznialne,
to znaczy, gdy majg wszystkie cechy takie same.

W matematyce zazwyczaj przyjmuje sie, ze réwnosé identycznosciowa jest

tym samym, co réwnosé w sensie (2).

Dwa przedmioty nazywamy wigc réwnymi, jesli kazda wtasno$é, przy-
stugujaca jednemu z nich, przystuguje tez drugiemu i na odwrét.

Dwa przedmioty, ktére maja wszystkie wlasnosdci wspélne, nazywaé
mozna nierozréznialnymi. Definicja Leibniza utozsamia zatem relacje
réwnosci z relacja nierozréznialnosdci (Mostowski, 1948, s. 110).

Zgodnie z tym ujeciem, dla dowolnych elementéw z,y réwnoé¢ z = y zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru X warunek z € X jest réwno-
wazny warunkowi y € X. Na gruncie formalnej teorii mnogo$ci réwnowazno$é
ta jest oczywista, wystarczy jako X przyjaé zbiér {z}.

"W oryginalnej wersji Leibniza okreslenie to brzmiato nastepujaco: Eadem sunt, quorum
unum potest substituti altert, salva veritate (Tym samym sq te, w ktérych jeden mozna pod-
stawié za drugi, zachowujgc prawde); bywa tez ttumaczone Réwne sq rzeczy, ktére mogg byé
podstawione za siebie nawzajem bez zmiany prowdziwosci (Murawski, 1986, s. 182). Cztery
wieki wczesniej §w. Tomasz z Akwinu podal definicje zblizona: gdziekolwiek sq tym samym,
majg sie w ten sposdb, ze cokolwiek orzeka sie o jednym, orzeka sig tez o drugim (Stepien,
1995, s. 305, 350).
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5.3. Ro6wno$é zbioréw. Jako szczegélny przypadek rozwazan z 5.1 i 5.2
zajmiemy si¢ kwestia réwnosci zbioréw. Mostowski (1948, s. 94) okresla naj-
pierw rdwnoséé zakresowg, zgodnie z ktéra zbiory X 1Y sg réwne, gdy X C Y
i Y C X, tzn. gdy kazdy element zbioru X nalezy do Y i na odwrét. Péz-
niej stosuje on podejécie Leibniza do przypadku, gdy owe z i y s3 zbiorami,
przechodzac zwyczajowo do duzych liter.

Zgodnie z definicja Leibniza dwa zbiory X i Y sg rowne, jesli maja wszys-
tkie wlasnosci wspélne (Mostowski, 1948, s. 112).

Nastepnie Mostowski rozwaza zwigzek miedzy dwoma réznymi pojeciami
réwnoéci zbioréw. Dowodzi, ze réwnosé Leibniza pociaga zakresowa. Powotuje
si¢ tez na nastepujacy wynik Robinsona: nie da sie wyprowadzi¢ z samych
tautologii logicznych, ze réwnoé¢ zakresowa pocigga réwnos¢ Leibniza; stawia
wiec problem, czy mozna przyjaé, ze te dwa pojecia réwnosci sa réwnowazne,
tzn. czy zaakceptowaé implikacje:

jesli zbiory sq réwne zakresowo, to majg wszystkie wlasnosci wspdlne.
Pisze dalej, ze:

Pojecie wiasnosci nie jest czyms$ z géry danym i nie mozemy wobec tego
sprawdzaé, czy pojecie to, tkwiace w wyslowieniu powyzszej implika-
¢ji, spelnia ja, czy nie. Mozemy zaréwno przyjaé¢ te implikacje za nowy
aksjomat, jak i nie przyjaé, w zaleznosci od tego, jak chcemy scharakte-
ryzowaé pojecie wlasnosci.

Wiasnosci zbioréw, rozpatrywane zazwyczaj w matematyce, zaleza
tylko od ich elementéw, nie zaleza za$ od tego, jak zbiér zostal zdefinio-
wany, ani od zadnych podobnych okolicznosci. Poniewaz chcemy, by poje-
cie wlasnosci, rozpatrywane w logice, byto mozliwie bliskie temu pojeciu
wlasnosci, ktérym operujemy intuicyjnie w matematyce, wiec przyjmuje-
my powyzszg implikacje za nowy aksjomat, dotyczacy pojecia wtasnosci.
Nazywamy go aksjomatem ekstensjonalnosci.

5.4. Rownowaznoéé. Zmienimy teraz definicje Leibniza w jednym drob-
nym, ale bardzo istotnym szczegodle:

(3) Przedmioty uwazamy za réwne, jesli sq nierozroznialne,
to znaczy, gdy majqg wszystkie interesujgce nas cechy takie same.

(Wielka Encyklopedia Powszechna PWN, tom 10, hasto ,,réwnos¢”; Quine
2000a, s. 101-104). Okreslenie (3) rézni sie od (2) dodaniem kluczowych stéw
»interesujace nas”. Prowadzi nas to do trzeciego mozliwego, alternatywnego
podejécia: jest to réwnosé rdwnowaznosciowa. Polega ono na uznaniu, ze dwa
obiekty (w okreslonym kontekscie) uwazamy za réwne, gdy zachodzi miedzy
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nimi pewna relacja réwnowaznosci, adekwatna do danej sytuacji. Jest to wy-
raznie niezgodne z (1). Przyklady takiego podejscia sa dwojakiego typu:

(I) réwnowaznosci, w ktérych jakies wyjsciowe pojecie réwnosci rozwaza-
nych obiektéw jest juz ustalone, a wprowadzane nowe pojecie jest potrzeb-
ne przy rozpatrywaniu jakiej$ innej, wspdlnej, waznej cechy — przyktadami
takimi sa: kongruencje, np. kongruencja liczb catkowitych m = n modp,
przystawanie katéw obrotu modulo 27, a takze réwno$¢ odcinkdw (w sensie
przystawania) i réwnosé katéw;

(II) réwnowaznosci, w ktérych dopiero bed zie sie definiowaé pewne nowe
pojecia — omdéwimy to dokladniej ponize;j.

5.5. Réwnowazno$¢ przy konstruowaniu nowych obiektéw. Cho-
dzi tu o sytuacje, w ktdrych okre$la sie relacje réwnowaznosci dla obiektéw
pomocniczych jako wstepny etap definiowania jakich$ docelowych pojec.
Dobrymi przykladami sa: réwnos$¢ utamkéw traktowanych jako pary (p,q),
gdzie p,q € N, g # 0 oraz réwno$é wektoréw okredlonych jako pary (a, b), gdzie
a i b s3 punktami przestrzeni euklidesowej. Réwno$é par jest tym, co okreéla
nowe pojecie; stanowi to wstepny etap przed utworzeniem klas abstrakcji
(tzn. odpowiednio: liczb wymiernych, wektoré6w swobodnych).

Powszechne obecnie nastawienie, ze w przypadku réwnosci réwnowaznos-
ciowej typu (II) konieczne jest przechodzenie do klas abstrakcji, podwazyt
wybitny matematyk amerykanski S. MacLane. Zwrécil on uwage na mozli-
wo$¢ alternatywnego — i zarazem réwnie poprawnego — ujmowania sprawy
réwnos$ci obiektéw matematycznych, innego niz standardowe podejécie przez
klasy réwnowaznosci i struktury ilorazowe.

Unikamy tej trudnoéci” przez rezygnacje z rozpowszechnionej obecnie
mody na klasy réwnowaznosci (the current coset fashion) na rzecz kla-
sycznej idei kongruencji i rozpatrywania G/N jako grupy, ktérej elemen-
tami sa po prostu elementy grupy G, z nowa relacja réwnosci: g1 = g,
(mod N) wtedy i tylko wtedy, gdy g19;' € N (MacLane, 1950).

Konsekwentne stosowanie sugestii MacLane’a skomplikowaloby aksjomaty
grupy i wymagatoby przeformulowania wielu definicji, totez nie mial on bynaj-
mniej na my$li wprowadzenia tego w praktyce; klasy réwnowaznosci sg najlep-
szym sposobem ujmowania grup ilorazowych. Chodzilo mu o zasygnalizowanie,
ze klasy te nie maja monopolu na poprawno$¢ matematyczng, totez
w pewnych przypadkach mozna z nich zrezygnowaé¢ na rzecz dawniejszego

"Chodzi o to, ze jezeli H jest grupa ilorazowa grupy G (tzn. istnieje podgrupa normalna
N taka, ze H = G/N) oraz K jest grupg ilorazowg grupy H, to nie ma przechodniosci
w tym sensie, ze K nie jest grupa ilorazowa grupy G, istnieje jedynie izomorfizm miedzy K
i odpowiednia grupa ilorazowa grupy G.
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ujecia. Jest to szczegdlnie istotne wowczas, gdy klasy réwnowaznosci sa za
trudne (w szczegdlnosci w szkole); wéwczas mozna z powodzeniem postugiwaé
sie¢ pojeciem réwnoéci rozumianym jako kongruencja (tzn. jako réwnowaznosé
zgodna z dzialaniami arytmetycznymi), bez potrzeby dostosowywania si¢ do
okreslenia (1).

5.6. Ograniczenia podejsScia identycznosciowego. Niezgodno$é¢ roz-
nych podej$¢ do tego, co rozumiemy przez stowo ,réwne”, ujawnia si¢ szcze-
goélnie wyraznie wlasnie w przypadku réwnosci odcinkéw. Powszechnie réw-
no$¢ te okresla sie tak, jak u Euklidesa: odcinki sg réwne, gdy sa przystajace,
tj. gdy maja te samg dlugosé. W okresie reform w duchu ,nowej matematy-
ki” odcinki zaczeto traktowadé jako zbiory punktéw. Dwa zbiory uwaza sie za
réwne, gdy maja te same elementy; przy tym ujeciu odcinek moze by¢ réw-
ny tylko sam sobie, zgodnie z (1), jest to jednak malo uzyteczne w geometrii
szkolnej. O tym konflikcie terminologii powiedziala mi Zofia Krygowska, gdy
przy okazji kolejnego wydania swojej geometrii dla klasy I liceum odkryta, ze
w jej zadaniach stowo ,,réwnosé” zostalo uzyte w sensie Euklidesa, choé same
odcinki uwazane byty za zbiory.

Pojecie réwnosci zbioréw jest niezbedne w dwdéch sytuacjach:

1) gdy wykorzystuje sie dzialania na zbiorach, np. gdy pisze si¢ A = |J A,
(w szczegblnodci w teorii miary Lebesgue’a w topologii),

2) gdy stosuje sie przeksztalcenia zbioréw, np. rozpatrujac przeksztalcenie
¢:A— Bizbiory C C A, D C B, mozemy napisa¢ ¢(C) = D.

Gdy nie ma dzialan na zbiorach ani przeksztalcen, tak ograniczone pojecie
réwnosci zbiordw staje sie dosé jalowe (w szczegdlnosci niewiele jest sensow-
nych przykladéw takich réwnosci w nauczaniu pogladowym, gdy elementami
rozwazanych zbioréw sg przedmioty z zycia codziennego).

Przy konstrukcjach geometrycznych (np. symetralnej odcinka) zwykle mdé-
wi sie, ze pewne odcinki s3 réwne innym i stosuje sie¢ zapisy typu EF = GH.
Gdybys$my przyjeli, ze odcinek moze byé réwny tylko sam sobie, musieliby$§my
zmieni¢ sformulowania ,odcinki EF i GH sg réwne” na ,,dlugoéci odcinkdw
EF i GH s3 réwne” lub ,odcinki EF i GH s3 przystajace”. Dokladnie te
same uwagi stosuja sie do katéw (jesli traktuje sie je jako zbiory). Gdyby$my
przyjeli, ze kat moze byé réwny tylko samemu sobie, wtedy konieczne byloby
zrezygnowanie z okreslen ,katy réwne” na rzecz okreslen: ,katy o réwnych
miarach” lub ,katy przystajace”.

Z podobnym zjawiskiem mamy do czynienia w arytmetyce. Pojecie réwnos-
ci jest potrzebne, gdy dotyczy wyniku jakiegos dziatania. Gdy dzialan nie ma,
mozliwe sa jedynie jalowe réwnosci, np. 7=7; jest to jedna z przyczyn niepo-
wodzen przedwczesnego wprowadzania tréjki znakéw =, < i > w nauczaniu
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poczatkowym; zapisy typu 9 < 13 i 14 > 12 niosa tres¢ istotng dla dziec-
ka, natomiast zapisy typu 5=25 sg wprawdzie poprawne, ale zbyt ubogie, by
nadawaly sie do ksztaltowania pojecia réwnosci.

5.7. Ré6wnosé w algebrze. Gdy rozwazamy wyrazenia algebraiczne, ma-
my do czynienia z dwoma pojeciami réwnosci. Jedno z nich wynika bezpo-
$rednio z (1): wyrazenie A jest réwne wyrazeniu B jedynie w sytuacji, gdy
budowa obu tych wyrazen jest identyczna, np. (a + b)? jest réwne tylko wy-
razeniu (a + b)? i zadnemu innemu. Drugie — to w zwykly sposéb rozumiana
rownosé, np.

(a + b)? = a% + 2ab + b?

Jest to oczywiscie rownosé réwnowaznosciowa tych dwéch wyrazen. Zauwaz-
my, ze nie przechodzi sie tu do klas abstrakcji, bowiem jest to réwnowazno$é
typu (I) w sensie 5.4. Wrécimy do tej kwestii w 7.2 (test 4).

6. Ré6wnos¢ a ksztaltowanie pojeé. Przeanalizujemy definicje (2) i (3)
na odpowiednio dobranych przykladach tak, aby méc sformutowaé ogdlniejsze
obserwacje.

6.1. Pojecia powstale przez abstrahowanie. W wersji (3) istotne sg
slowa ,interesujace nas”. Pokazemy, ze takie pojecie réwnosci moze stuzyé do
okreslania pewnych poje¢. Otéz znane jest zjawisko, ze licealici lub studenci,
dostawszy typowe zadanie kombinatoryczne, sformulowane w jezyku potocz-
nym (,Na ile sposobéw mozna utozyé¢ ... ”), otrzymuja dwa, a czasem trzy
rézne wyniki, przy czym wszystkie te wyniki s3 poprawne w tym sensie, ze sa
zgodne z warunkami zadania, ale rozmaicie interpretowanymi. Podstawowym
pytaniem, zmierzajacym do ustalenia, kto ma racje, jest wéwczas: Jakie uktady
uwazamy za rowne? Na przyklad: Czy jesli obrécimy taki uklad, to otrzymany
w ten sposéb uklad uwazamy za réwny czy za réiny od poprzedniego?

Odpowiedzi na tego typu pytania prowadza do pewnych poje¢, w ktérych
zasadniczg rol¢ odgrywa réwno$¢ w sensie (3). Pojecia te ksztaltuja sie nie
przez formalne definicje, ktére bylyby na tym etapie zbyt trudne do sformu-
lowania, lecz przez abstrahowanie z konkretnych, odpowiednio objasnio-
nych sytuacji.

W wielu przypadkach doprecyzowanie, jakie obiekty uwaza sie za réw-
ne, determinuje rozpatrywane pojecie. Dotyczy to np. pojecia zbioru, ktérego
sens ekstensjonalny wynika z definicji réwnosci zbioréw, rozpatrywanej powy-
zcj. Podobnie istota pojecia kata ujawnia sie, gdy okre§lamy np. kiedy kat
a w jednym trdjkacie uwazamy za réwny katowi 8 w drugim tréjkacie; katy
moga by¢ réwne nawet wéwczas, gdy jeden tréjkat jest maly, a drugi wielki, co
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jest znang trudnoscig uczniéw szkoly podstawowej. Inny przyktad: okreslenic
réwnos$ci wektoréw swobodnych determinuje, czym sa te wektory.

6.2. ,,Takie samo” i ,,to samo”. Wiadomo, ze w jezyku potocznym z za-
dnego z tych okresleni nie wynika drugie. Na przykiad, Wista jest obecnie ta
sama, co przed rokiem, ale nie taka sama (kwestie tego typu analizuje Quine,
2000b, s. 63--65). Z drugiej strony dwa samochody moga byé identyczne, takie
same, ale sa réznymi przedmiotami, nie sg tym samym. Ponizsze przyklady sg
pomy$lane jako ilustracja, ze takie kwestie — w kontekscie bliskim matema-
tyki — istotnie zaleza od tego, czy rozpatruje sie przedmioty konkretne, czy
abstrakcyjne.

Zacznijmy od uwagi, ze w zadaniach dawanych dzieciom uzywa si¢ rozmai-
tych wersji okre$lenia ,takie same”, np. w piagetowskim tescie statosci liczby
kardynalnej uzywa sie stéw ,tyle samo”; w badaniach dotyczacych podobien-
stwa figur méwi sie ,,tego samego ksztaltu” lub np. ,taka sama, ale mniejsza”;
przy klockach logicznych ,taki sam, ale innego koloru” itp. Czesto towarzyszy
temu jaka$ préba wyjaénienia dziecku, w jakim sensie te slowa ,takie samo”
majg by¢ rozumiane. Okre$la sie w ten sposéb pewnego typu réwnowaznosé
rozpatrywanych obiektéw, a tym samym okresla sie pewne pojecie wyznaczone
przez te rownowaznosé.

Przypus$émy, ze mamy zbiér K sktadajacy sie z sze$ciu jednakowych kloc-
kéw. Klocki te sa fabrycznie identyczne, nie jestemy w stanie ich odrézni¢;
zalézmy, ze wszystkie cechy, jakie mozemy zbadaé¢ (nawet z uzyciem specjal-
nej aparatury), sa w tych klockach takie same. W mys$l definicji Leibniza (2),
klocki te mozna uwazaé¢ za réwne. Jednakze oczywiscie uznamy, ze zbiér K
ma 6 elementéw, bowiem klocki te, choé nierozréznialne przez nas, sg fizycznic
réznymi przedmiotami. W latach siedemdziesigtych, w czasie jednego z kurséw
dla metodykéw nauczania poczatkowego, pewna stuchaczka zadala pytanie:
Z ilu elementow sktada sie taki zbior K ? Twierdzita, ze zbiér ten ma tylko
jeden element, bowiem uczono ja, ze w zbiorze {k, k, k, k, k, k} elementy, ktére
sie powtarzaja, nie sa brane pod uwage. Prawdziwa jest przeciez réwno$é

(4) {k, k, k k k k} = {k}.

Wywolalo to dyskusje, ujawniajaca znaczne trudnosci u sporej grupy oséb.
Sprébujemy to oméwi¢ w kontekScie obecnej pracy. Przypu$émy najpierw,
ze symbol k oznacza nie klocek, lecz litere ,,k” polskiego alfabetu. Wéwczas
rzeczywiscie réwnos$¢ (4) musi zachodzi¢. Nawet je§li napiszemy (4) re¢cznie
i poszczegélne litery beda réznily sie nieco ksztaltem, to i tak warunck (4)
bedzie spelniony. Wynika to po prostu z tego, ze w polskim alfabecie jest
tylko jedna litera ,male k”; litera jest tu pojeciem abstrakcyjnym, majacym
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wiele konkretnych reprezentacji na papierze, na tablicy itp.

Gdybysémy rozwazyli (4) w kontekscie algebry i symbol k oznaczalby liczbe
rzeczywista, to oczywiscie réwnoé¢ (4) byltaby prawdziwa.

Zestawiajac powyzsze przyklady widzimy, ze réwnosé taka jak (4) jest
prawdziwa dla poje¢ abstrakcyjnych, w ktérych k jest symbolem pojedyn-
czego elementu; zbiory w (4) sa wéwczas jednoelementowe. Natomiast zbioér
K, owych 6 jednakowych klockéw, sklada sie z 6 elementéw kq,...,ks; sa to
bowiem konkretne przedmioty; cho¢ te klocki sa identyczne, kazdy z nich
zachowuje swa tozsamosé, sa wiec rézne jako przedmioty. Widaé tu zasadnicza
roznice miedzy identyczno$cia dla przediniotéw konkretnych a identycznoscia
dla twordéw abstrakcyjnych.

Ongi$ w publikacjach dla nauczycieli omawiano klocki logiczne (uzywane
w nauczaniu poczagtkowym do ¢wiczen zwigzanych ze zbiorami).

Material klasyczny to zestaw przedmiotéw reprezentujacych ksztaltem
tréjkaty réwnoboczne, kwadraty, prostokaty niekwadratowe i kota dwéch
wielkosci, dwéch grubosci i trzech koloréw. Kazdy z przedmiotéw zestawu
mozna okreslié¢ jednoznacznie, podajac wartosci jego czterech cech: kolo-
ru (trzy wartosci), wielkodci (dwie wartosci), gruboéci (dwie wartosci) i
ksztalttu (cztery wartosci). (Krygowska, 1977, s. 71).

Pojawila sie wéwczas pewna trudnosc, ktéra uswiadamilo sobie zapewne nie-
wiele 0oséb: czym innym sa konkretne klocki, ktére dziecko uklada na sto-
liku (klocki te moga pochodzi¢ z kilku pudelek, a moze tez ich zabraknad,
gdy si¢ zgubig), a czym innym jedno abstrakcyjne pojecie takie, jak
np. ,klocek zétty maly tréjkatny cienki”. Zestaw klockéw logicznych Dienesa
mozna wige traktowaé zaréwno jako zbiér skladajacy sie z 48 konkretnych
klockéw w pudetku, ale mozna go tez traktowaé jako zbidr 48 takich pomy§-
lanych klockéw; réwnoéé analogiczna do (4) zachodzi w przypadku klockéw
pomys$lanych, a nie zachodzi dla konkretnych.

Przy okazji warto dodaé, ze w podrecznikach szkolnych zdarzalo sie, ze
w bliskim sasiedztwie omawiane byty przyklady: zbidr {a,a,b,c,é,...} wszys-
tkich liter alfabetu i zbidr {a, b, c}, w ktérym a, b i ¢ oznaczaly jakies dowolne
elementy (np. liczby); byt to oczywisty blad dydaktyczny: catkowita zmiana
roli symboli a, b, ¢ bez jakiegokolwiek sygnaltu dla ucznia i nauczyciela.

7. Réwno$é a znaczenie. R6wnoéé¢ a = b rozumiana jako identycznos-
ciowa, tzn. w sensie (1), zaklada abstrahowanie od szerokokontekstowego zna-
czenia symboli a i b. Ponizej pokazemy przyklady sytuacji, w ktérych — pa-
radoksalnie dla matematykéw — jakie§ obiekty uznajemy za réwne w tym
sensie, ze pisze sie miedzy nimi znak ,,=", ale nie sg tozsame w sensie (1) ani
réwnowazne w sensie (3), bowiem ich znaczenie jest r6zne. Innymi stowy,
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a i b moga mieé te sama denotacje (tzn. ten sam zbidr obiektéw okreslonych
ta nazwa), a inng konotacje (tre$¢ okreslona ta nazwa); w innej terminologii.
a i b maja to samo ezxtensio, a inne intensio (Semadeni, 2002¢c, 6.1). Co wiecej,
obiekt zapisany dokladnie tymi samymi symbolami moze mie¢ rézne znaczenie,
zaleznie od kontekstu, to znaczy od sytuacji, w ktorej sie go uzywa.

7.1. Réwno$é wyrazen arytmetycznych. Zacznijmy od przyktadu
z nauczania poczatkowego. Przy analizie sensu réwnosci typu 8 + 5 = 13 po-
wstaje problem, jak nalezy ja interpretowaé. Czy 8+5 jest tym samym co 137
A przy okazji inne pytanie, stawiane dawniej przez dydaktykéw: Co jest sumg
liczb 5 i 87 Trzy odpowiedzi sa mozliwe:

(o) suma jest zaréwno 5+8 jak i 13;

(8) mianem sumy mozna nazwaé jedynie 5+8;

(v) mianem sumy mozna nazwac jedynie 13.

Pytanie to moze wydaé si¢ wydumane; jednak mysleli nad tym wybitni
matematycy, a co wiecej, dawali rézne odpowiedzi. Okazuje sig, ze kazda z po-
wyzszych trzech mozliwych odpowiedzi nasuwa istotne watpliwosci.

W poprzednich klasach zapisy dzialan, np. 8 + 5, rozumiane byly czyn-
nosciowo: ,,do 8 dodaé¢ 5”. Obecnie powiemy, ze 8 + 5 jest to wyrazenie,

ktdre oznacza sume liczb 8 i 5, czyli liczbe 13 i dlatego piszemy 8-+5 = 13
(Straszewicz, 1966, s. 113).

Jest to objasnienie zgodne z (). Uscidlijmy je. Znaczenie réwnosci 8 + 65 = 13
interpretuje sie tu nastepujaco: symbol 845 oznacza t¢ sama liczbe co sym-
bol 13, a wiec przyjaé nalezy odpowiedZ («). Takie podejscie jest obecnie naj-
bardziej rozpowszechnione wéréd matematykéw, totez osobe przyzwyczajong
do niego zdziwié moze ponizszy tekst, napisany przez wybitnego matematyka.

Pospolicie wynik z dodawania nazywa sie sumg. My tu uzywamy od-
miennej terminologii, nazywajac sumg zespot znekdw 243, a 5 wartoscig
sumy. (...) W algebrze wyraz ,suma” oznacza forme, np. ,suma dwdch
kwadratéw”. Prawidla algebraiczne dotycza raczej form niz liczb, tzn.
podkreslajg formalng strone; (...) W stosowaniu praw algebraicznych gra
role przede wszystkim posta¢ wyrazenia. Tym kierujac sie, zarezerwo-
waliSmy nazwe ,,suma” dla formy. Wynik z dodawania trzeba wiec byto
nazwaé nieco inaczej. Nazwalidmy go ,,wartoscia sumy”, a nazwa ta wy-
datla si¢ nam stosowna z tego powodu, ze i wiecej skomplikowane wyra-
zenia miewiaja wartoéci. Gdyby wynik dodawania byt uwazany za sume,
to by nie mozna bylo méwié, ze ,suma ma wyrazy”. Jakkolwiek liczba
np. 7 moze byé uwazana za warto$é sumy kilku wyrazéw, jednak liczba
ta, sama w sobie zadnych wyrazéw nie ma.

a + b ma dwa znaczenia: oznacza, ze nalezy do a dodaé b, a précz
tego oznacza wynik dodawania. (...)
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Tyle o tym ze stanowiska dydaktycznego. Gdy staniemy na $cisle
naukowym stanowisku, cala nasza dyskusja staje si¢, wtasciwie rzecz bio-
rgc, bezcelowym i niezrozumialym filozofowaniem. Istotnie, jakikolwiek
obierzemy poglad, oparty na naturalistycznym, konkretnym rozumieniu
pojecia liczby, zawsze zabrniemy predzej czy pézniej w trudnosci natury
logicznej. Wlasnie z tych to powodéw nauka zrezygnowala z takiego sta-
nowiska i obrala czysto formalny, aksjomatyczny punkt widzenia. W na-
ukowej czesci [tej ksigzki] nie wspomina sig wcale o ,,znaczeniu” wyrazen
arytmetycznych, nie okresla sie ,,wyrazen”, ,wyrazéw” itp., gdyz te poje-
cia okazuja sie tam zbedne. Inaczej rzecz przedstawia sie, gdy mamy cel
dydaktyczny przed sobg. Tutaj kazde stanowisko jest dobre, o ile tylko
jest rozsadne, celowe, a przede wszystkim, gdy nie hamuje ono rozwoju
ucznia. (Nikodym, 1930, s. 336-337).

Nikodym wigc jednoznacznie opowiedzial si¢ za interpretacja (8), postulujac.
by za sume liczb 5 i 8 uzna¢ wyrazenie 5+8, a 13 okresli¢ jako warto$é tego
wyrazenia czyli wartosé sumy liczb 51 8.

7.2. Ekstensjonalnos¢. Nalezy wiec ustosunkowaé sie do pytania: Czy
réwno$¢ 5 + 8 = 13 znaczy, ze 8+5 jest tym samym co 13 w sensie (1)? W
jaki sposéb nalezy postepowaé z tego typu watpliwosciami w sytuacji, gdy
zawodzi nas wyczucie? Zastosujemy wspomniang w czesci 2 metode testéw
kontekstowych.

Ot6z bardzo waznym aspektem relacji réwnosci jest prawo ekstensjonalnos-
ct, ktére w wersji podanej przez Mostowskiego (1948, s. 111) brzmi nastepu-
jaco: jesli réwnosé a = b jest zdaniem prawdziwym, a litery a i b s3 nazwami
przedmiotéw, to mozemy w kazdym zdaniu zastapié¢ liter¢ a przez b lub na
odwrét i otrzymamy zdanie réwnowazne poprzedniemu. Nawigzuje sie tu w
spos6b oczywisty do definicji Leibniza i do aksjomatu ekstensjonalnosci, o kté-
rym byla mowa w 5.3.

Oczywiscie, przez ,zdanie”, w cytowanym wyzej prawie ekstensjonalnos-
ci Mostowski rozumial zdanie sformutowane w jezyku logiki matematycznej.
Natomiast, jeSli rozszerzymy zakres dopuszczalnych zdari do wszelkich
zdan orzekajacych o tre$ci matematycznej formulowanych przez matematykéw
w ich tekstach, to interpretacja ekstensjonalnosci musi ulec pewnej modyfika-
cji. W pewnych sytuacjach moze sie bowiem okazaé, ze choé zachodzi réwnosé
a = b, to nie mozna symbolu a zastapi¢ dowolnie symbolem b, bowiem poja-
wia sie dysonans réznicy znaczen. Taka rozszerzong zasade ekstensjonalnosci
wykorzystamy w jednym z testéw, czy dwa pojecia oznaczaja to samo. A oto,
co pisze na ten temat Quine:

Naturalng sugestia, zastugujaca na blizsza analize, jest my$l, ze syno-
nimiczno$é dwu form jezykowych polega po prostu na ich wzajemnej
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wymienialnosci we wszystkich kontekstach bez zmiany wartoéci logicznej
tych kontekstéw — na wymienialnosci, méwiac stowami Leibniza, salva
veritate (Quine, 2000a, s. 56)

Dany kontekst jest ekstensjonalny, jesli jego wartosé logiczna nie mo-
ze ulec zmianie w wyniku zastapienia jakiego§ zdania sktadowego innym
zdaniem o tej samej wartosci logicznej, ani w wyniku zastapienia jakiegosd
predykatu sktadowego innym predykatem o tych samych denotatach, ani
w wyniku zastgpienia jakiego$ wystepujacego w nim terminu jednostko-
wego innym terminem o tym samym desygnacie. Te trzy warunki nazywa
sie zwiezle warunkami wymienialno$ci salve veritate tego, co kowalentne,
koekstensywne lub identyczne. Kontekst jest intensjonalny, jesli nie jest
ekstensjonalny.

Ekstensjonalno$é¢ jest podstawowym walorem logiki predykatéw,
a takze wszelkiej nauki, ktéra mozna gramatycznie zrekonstruowaé w lo-
gice predykatéw. Ekstensjonalno$é teorii uwazam za konieczny, choé nie
wystarczajacy warunek tego, bym ja w pelni rozumial. W szczegdlnosci
fakt, iz jakie$ prawdziwe zdanie staje sie falszywe, gdy pewien termin
jednostkowy zastapi sie w tym zdaniu innym terminem nazywajgcym te
samg rzecz, stanowi afront wobec zdrowego rozsadku. (...)

Naruszenie trzeciego warunku — wymienialnoéci czlonéw identycz-
nosci — uwazamy za najbardziej obrazliwe. (...) wszystkie trzy warunki
sg ze sobg nierozlacznie zwiazane (Quine, 1998, s. 133-134; por. Quine
2000a, s. 1481 171).

Pokazemy ponizej przyklady testéw opartych na rozszerzonej zasadzie eks-
tensjonalnosci. W kazdym z nich korzystamy z powszechnie zaakceptowanych
interpretacji matematycznych, a mimo to testy te prowadza do réznych kon-
kluzji. Swiadczy to o istnieniu dysonanséw znaczeniowych.

TEsT 1. Do réwnosci 8 + 5 = 13 zastosujemy prawo ekstensjonalnosci w
sensie wezszym, tj. w sensie sformulowanym przez cytowanego wyzej Mos-
towskiego. Jest oczywiste, ze w kazdym zdaniu sformalizowanym zamiast 13
mozna napisaé¢ 8+5 (pamietajac o dopisaniu nawiaséw tam, gdzie trzeba) i od-
wrotnie, zamiast 8+5 mozna napisac 13.

TEST 2. Poprawne jest napisanie, ze 8 + 5 € N (wszak w aksjomatach
teorii grup zaklada sie, ze g; + go € G), ponadto 13 € N, zatem 8+5 jest
liczba naturalng i 13 jest liczba naturalna; musi to byé oczywiscie ta sama
liczba. test ten potwierdzil, ze symbole 5+8 i 13 oznaczaja ten sam obiekt
matematyczny. A wiec nalezy przyjaé interpretacje («).

TEsT 3. Do réwnosci 8 + 5 = 13 zastosujemy prawo ekstensjonalnosci
w sensie szerszym, nie ograniczajac sie do zdan sformalizowanych, lecz uwz-
gledniajac tez inne zdania, pojawiajace sie w zwyklych tekstach matematycz-
nych. Rozpatrzmy zdanie: W wyrazeniu 845 skladnikami sa liczby 8 i 5.
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W zdaniu tym nie mozna za 8+5 podstawi¢ 13, bowiem mieliby$my wtedy
jedynie potencjalng i niejednoznaczng mozliwo$é rozktadu liczby 13 na sklad-
niki. Zatem 8+5 nie jest tym samym co 13, bowiem wyrazeniu 5+8 mozemy
przypisaé¢ pewne sensowne stwierdzenie matematyczne, ktérego nie mozemy
przypisaé liczbie 13. Przyklad ten wskazuje, ze 8+5 i 13 nie sg tym samym,
choé zachodzi réwnos$¢ 8 + 5 = 13. Zarazem test ten nie rozstrzyga kwestii wy-
boru migdzy (@), (8) 1 (7y); wybdér odpowiedniej terminologii zostaje sprawa
otwartg.

TEST 4. Wyrazenia (a + b)? i a? 4 2ab + b? s3 tozsamosciowo réwne, ale
mimo to, sg to dwa rézne wyrazenia algebraiczne; réznia sie bowiem swa
strukturg powierzchniowa (Kieran, 1989). Krygowska (1977, s. 84) od-
rozniata statyczng i operatywna interpretacje takich par wyrazen. Réwnosé
tych wyrazen (w danym systemie algebraicznym) nie znaczy ich tozsamosci,
bowiem s3 one réznymi elementami zbioru formalnych wyrazefi, rozumianych
jako ciagi znakéw (Malcew, 1970). Sytuacja z 8+5 i 13 jest analogiczna. Test
ten daje ten sam wynik, co poprzedni: wyrazenia arytmetyczne 8+5 i 13 sg
rézne, ale maja te samg warto$¢. Wnioski z tego testu daja sie pogodzié¢ z kazda
z interpretacji (a), (8) i (y).

TEST 5. Wyrazenie 5+8 jest szczegélnym przypadkiem wyrazenia alge-
braicznego a + b, gdzie a,b € R. Formulujac np. aksjomaty teorii grup, uwaza-
my a+ b za pojedynczy element. W arytmetyce mozemy obliczyé¢ sume 5+8
(tzn. przedstawi¢ ja w systemnie dziesietnym bez uzycia znakéw dzialan), ale
przy symbolach literowych obliczenie wartosci jest niemozliwe. Mozna wpraw-
dzie napisa¢ a + b = c i uznadé, ze to c jest sumg a i b, ale jest to nie to samo,
co wartos¢ liczbowa w przypadku arytmetyki. Test ten potwierdza interpreta-
cje ().

Powyzsze rozwazania prowadzg do nastgpujacej konkluzji. Sume takg jak
5+8 mozna nazwaé dubletem pojeciowym w sensie wprowadzonym w (Sema-
deni, 2002a, 11.1). Symbol 5+8 oznacza dwa rézne pojecia. Pierwsze z nich, to
wyrazenie rozumiane jako term (5, +,8); drugie to liczba 13. W pewnych
sytuacjach ujawnia si¢ jedno z nich, w innych drugie, a jeszcze w innych sa
one nierozréznialne. Co wigcej, pojecia te s3 tak silnie ze soba zroéniete, ze
nie byloby celowe traktowanie ich jako dwéch osobnych pojeé (z wyjatkiem
pewnych specjalnych sytuacji). Nie byloby np. celowe uzywanie dwéch réznych
oznaczen, bowiem znaczenie symbolu 5+8 moze doznaé¢ subtelnych przesunigé
w trakcie pojedynczego rozumowania. Z drugiej jednak strony czasem poja-
wiaja sie dysonanse znaczeniowe. Nie przeszkadzajg one matematykom w ich
normalnej dzialalnosci, w pewnych analizach dydaktycznych nalezy je jednak
bra¢ pod uwage.
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Na marginesie tych rozwazan zauwazmy jeszcze, ze gdyby potraktowac
wyrazenie ,5+8 =" jako cigg czynno$ci do wykonania na kalkulatorze, to
na ekranie pojawi sie wynik: 13. Nie da sie jednak zastosowaé tej procedury
w przeciwng strone, odpowiadajgca réwnoéci 13 = 8+5. Znak réwnosci na
kalkulatorze nie wyraza wigc réwnoéci w sensie (1), (2) lub (3).

Dubletem pojeciowym jest tez utamek, np. g— oznacza w jednych sytua-
cjach pare liczb (gdy méwimy, ze 6 jest licznikiem tego ulamka), a w innych
oznacza iloraz 6:8, tj. pojedyncza liczbe; to drugie jest szczegdlnie widoczne
np. w zapisie g + /2. Na opisana tu trudnosé¢ zwracat uwage Mostowski:

Inny, czesto popelniany blad wiaze sie z takimi pojeciami. jak ulamek,
licznik, mianownik itp. Méwi sie np. o mianowniku liczby wymiernej,
jak gdyby to byla pewna liczba, przyporzadkowana jednoznacznie kazdej
liczbie wymiernej. (...) Niektérzy dawniejsi logicy wysuwali stad wniosek,
ze nalezy odrzucié pewnik ekstensjonalnoéci lub Leibniz’owska definicje
réwnosci, por. J. Sleszynski, Teoria dowodu, Krakéw 1925, s. 163. Jest tez
watpliwe, czy ktokolwiek zgodzitby sie na twierdzenie, ze mianownikiem
liczby

2/1 1 1 1
(5) ;(I—§+g—?+>

jest 2, mimo, ze liczba ta jest doktadnie réwna % Trudnos¢ zniknie, gdy
zgodzimy si¢ uwazaé¢ ulamek za nazwe liczby wymiernej, mianownik za$
za te cze$é utamka, ktdra jest wypisana pod kreska pozioma. Jedna i ta
sama liczba wymierna ma rézne nazwy, z ktérych pewne s utamkami
i posiadajg mianowniki, inne za$ jak np. (5), nie sa ulamkami i nie majg
mianownikéw. W tym sensie mianownik nie jest liczba, lecz nazwa liczby
(Mostowski, 1948, s. 314).

W okresie ,nowej matematyki” niektérzy dydaktycy glosili, ze nalezy
w szkole odrézniaé¢ pojecia: ,,utamek” (para) i ,liczba wymierna” (pojedyncza
liczba). Jest jednak oczywiste, ze takie staranne rozréznianie terminologiczne
jest nierealne nie tylko w szkole, ale nawet w wykladach uniwersyteckich; po-
dobnie nie da si¢ w praktyce wprowadzi¢ tego, ze mianownik jest nazwa liczby,
a nie liczbg, skoro méwi si¢ np. o mnozeniu mianownikéw (mnozy si¢ liczby.
a nie ich nazwy).

Po prostu trzeba pogodzié sie z tym, ze pewne symbole i nazwy sa niejed-
noznaczne. W przypadku watpliwosci, co oznacza g, nalezy poprzedzi¢ taki
symbol odpowiednim stowem. Trzeba pogodzié¢ sie z tym, ze utamek jest du-
bletem pojeciowym. Dubletami analogicznymi do 548 i % sg tez wyrazenia
arytmetyczne podobnego typu, w szczegdlnosci dwuargumentowe, np. 12—3.

Pytanie, ktéra z powyzej rozwazanych odpowiedzi (), (3), (v) nalezy za-
akceptowaé, pozostaje bez definitywnej odpowiedzi. W szkole przewaza obec-
nie interpretacja («). Jednakze w nauczaniu poczatkowym najwlasciwsza wy-
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daje sic ostabiona interpretacja (), uznajaca 13 za sume liczb 5 i 8, pomijajaca
milczeniemn kwestie, czy 5+8 tez mozna nazwaé suma tych liczb, az do czasu,
gdy to bedzie do czegod potrzebne, a zarazem uczniowie dojrzeja do rozu-
mienia tej podwdéjnej terminologii. Uczniowie musza przedtem byé w stanie
pojaé, ze wyrazenie 5+8 jest symbolem pewnej liczby, a nie tylko wynikiem
obliczenia. Jest faktem empirycznym (Gray i Tall, 1994), ze dla dzieci symbol
5+8 poczatkowo jest jedynie zadaniem do wykonania, jest symbolem pro-
cesu; samodzielnym obiektem 5+8 staje sie pdzniej, na wyzszym pozio-
mie $wiadomoS$ci matematycznej (na przyklad, gdy uczen, majac do czynienia
z wyrazeniem typu 7-(5+ 8) potrafi spojrze¢ na to strukturalnie i widzieé
w tym m.in. iloczyn dwéch liczb, a nie tylko cigg kolejnych obliczeri do
wykonania).

Dodajmy, ze do szerokontekstowego znaczenia symbolu a+ b wchodzi m. in.
przyporzadkowanie (a, b) — a+b, ale nie ma powodu, dla ktérego przyporzad-
kowanie to mieliby§émy utozsamiaé z a + b.

7.3. Procenty. Oto nast¢pny przyklad, bedacy Zrédtem polemik. Wie-
lokrotnie stawiano pytanie, czy 1% to to samo co utamek 0,01 lub T%(')‘ Oto
przyklady réznych stanowisk.

Pojecie procentu wprowadzamy objasniajac, ze wyrazenie ,jeden pro-
cent” lub ,,1%” oznacza utamek 15 (...) Jednoczeénie trzeba wyraznie
zaznaczy¢, ze wyrazenia tego nie uzywamy samego w sobie jako nazwy
liczby, lecz jedynie w polaczeniu z nazwa jakiej§ wielkosci lub liczby (Stra-
szewicz, 1972, s. 97-98). '

Ot6z, 1% oznacza dla mnie funkcje liniows (...) 1%(z) = 5z (...)
Uwazam, ze wykorzystanie pojecia funkcji przy wprowadzaniu pojecia 1%
nie byloby szcze§liwym pomystem dydaktycznym. Natomiast konieczne
jest uswiadomienie uczniom faktu, ze istotne jest, z jakiej wielkosci obli-
czamy 1%. Nie jest prawdg, ze 1% jest réwny liczbie 0,01. (...) tak okre-
$lony 1% daje niepoprawne skojarzenia, bo 1% (jesli nie podamy, z czego
go wyznaczamy) nie oznacza zadnej wielkosci (Wawrzyniak-Kosz, 1997).

Odkad to odkrytam [opisany wczesniej blad ucznia), nigdy nie méwie
uczniom, ze np. 10% to %, ale ze jest to 113 czegos. Mozna by myslec, ze
powtarzanie stéwka ,czego$” jest zbyteczng pedanterig. Tak jednak nie
jest, skoro jego brak powoduje powazne bledy, podobne do wspomnianego
powyzej. (...) Waznym momentem, w ktérym zle rozumienie procentéw
moze sie utrwali¢, jest sam poczatek, a szczegélnie rozwiagzywanie zadan
typu: zamien procent na ulamek” lub ,,zamien utlamek na procent”. (...)
Zamiast pytaé: ,15% — jaki to utamek?”, pytam na przyklad: ,15%
czekolady — jaka to cze$¢ czekolady?” (Kochariska, 1999).

Z punktu widzenia matematyki zapis 3 = 5 = 0,5 = 50% jest no-

tacja tej samej liczby, a jej uzycie stosuje sie¢ w zaleznoéci od sytuacji.
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(...) Przyjmujac w podrecznikach szkolnych réwnosé 1% = 0,01, pod-
kresla sie identycznoéé¢ zasad rachunkéw na procentach i utamkach (...)
Wyrwane z calego kontekstu nauki o utamkach i procentach pytanie: czy
1% = ﬁ? nie moze by¢ rozstrzygniete za pomoca krétkiej odpowiedzi
(Siwek 1 Wachnicki, 1998).

Kontrowersje te, ktéra dotyka bardzo istotnych problemdéw, mozna roz-
strzygnaé w jeszcze inny sposéb, stwierdzajac, ze wprawdzie zachodzi réwnoéc
1% = 1—(135, ale 1% nie jest tym samym co T(liﬁ’ bowiem znaczenie tych symboli
jest rézne. Zastosujemy metode testéw kontekstowych do wyjasnicnia tych
kwestii.

TEST 1. Mozemy napisaé ,,sin ﬁ”, ale zapewne zachniemy sig, zobaczyw-
szy napis ,,sin(1%)”, zbyt duzy jest tu bowiem dysonans znaczeniowy, a co
najwazniejsze, nie wida¢ zadnego powodu, dla ktérego mielibySmy rozpatry-
waé sin(1%). Procenty maja swdj sens w pewnym zakresie rozumowan i choé
w obliczeniach nieraz wykorzystujemy réwno$é¢ 1% = ﬁ, pojeciowo
1 procent nie jest tozsamy z ﬁ. Tak wiec test z podstawieniem procentu
do wyrazenia trygonometrycznego pokazuje, ze pomimo réwnosci 1% = %(—)
znaczenie szerokokontekstowe tych pojeé jest rozne. Jakkolwiek z tej réwnosci
korzysta sie w obliczeniach, nie mozna dowolnie zastepowaé jednego wyrazenia
drugim.

TEST 2. Zadanie z podrecznika szkolnego: nalezy wskaza¢ liczbe przeciwng
do 200%. Mechaniczne zastosowanie réwnosci 1% = T%G daje odpowied: —2
(lub —200%). Zgadzam si¢ tu z opinia (Wawrzyniak-Kosz, 1997), ze takie za-
danie trudno zaakceptowaé, nie wida¢ bowiem, jaki sens mialoby stosowanie
ujemnych procentow. Wykracza si¢ tu, stosujgc niewlasciwy formalizm, poza
ich uznany powszechnie zakres znaczeniowy. OczywiScie zdarzalo sie niejed-
nokrotnie w historii matematyki, ze kto§ wychodzi z nowa ideg poza zakres
pojeciowy ustalony przez poprzednikéw, zawsze jednak mialo to jakis$ okre-
$lony cel, sluzylo to rozwiazaniu jakiego$ zagadnienia, do ktdrego wczeéniej
znane $rodki byly niewystarczajace.

Warto dodaé, ze podobne zastrzezenia budzi stosowanie poréwnywania, ilo-
razowego (ktdre powigzane jest pojeciowo z procentami i proporcjami) do liczb
ujemnych; do tego typu niestosownych uogdlnien nalezy np. polecenie typu:
»oblicz liczbe —3 razy wieksza od liczby 7”; takie zadania daje sie czasem
obecnym uczniom (np. w klasie VI) do rozwiazania, cho¢ nawet dla matema-
tyka nie jest jasne, jaka odpowiedZ mialaby byé poprawna (liczba —21 jest
przeciez mniejsza od 7), a juz zupelnie nie wida¢, czemu to mialoby stuzyé.

TEST 3. Pytamy, czy 1% jest funkcjg. Oto kryterium testowe: jesli 1%
byiby funkcja, to miatoby sens rézniczkowanie tej funkcji. Czy zaakceptujemy



114 ZBIGNIEW SEMADENI

d%l% lub tez (1%)’? Funkcja jest z — 1%z, samo 1% trudno uznaé za funkcje.
Podobnie z +— 3z jest funkcja, cho¢ 3 jest liczba, a nie funkcja. Mozna oczy-
wiscie, w pewnych sytuacjach, identyfikowa¢ 1% z odpowiednig funkcjg (tak
jak w powyzszym cytacie), ale znaczenie pojecia 1% nie pokrywa sie ze znacze-
niem tej funkcji (nie méwiac o tym, ze dydaktycznie bezcelowe byloby objas-
nianie procentéw przez odwolanie sie¢ do, bez poréwnania trudniejszego poje-
cia funkcji). Gdyby kto$ koniecznie chcial rézniczkowaé 1%, traktujac procent
jako funkcje z — 1%z (innymi slowy, utozsamiajac 1% z ta funkcjg), to
otrzymalby wynik ﬂlm. Jedli jednak uzna sie, ze procent to utamek i 1% = T(l)_o’
to rézniczkowaé nie wolno (rézniczkowaé mozna jedynie funkcje, a nie liczby).
Ale jesliby dokona¢é jeszcze innego, nieraz stosowanego, utozsamienia: licz-
by ¢ z odpowiednia funkcja stalg o wartodci ¢, to pochodna musiataby byé
rowna, 0.

Aby lepiej zrozumieé zrédlo poczucia, ze 1% jest funkcja, poréwnajmy
status trzech poje¢, okreslonych przez symbole 3, % i 3%. Dla dziecka po-
czatkowo sama liczba 3 nic nie znaczy; sens majg 3 jablka, 3 stoty itd. Pézniej
stopniowo liczba 3 odrywa, sie¢ w umys$le dziecka od konkretu i jest ono w stanie
zaakceptowa¢ samo 3, bez podania, czego to ma byé 3. Podobng sytuacje
mamy z utamkiem %; poczatkowo musi to by¢ % czego$ konkretnego: % jablka,
% pizzy itp. PdéZniej dziecko jest w stanie zaakceptowaé % bez zadnego konkretu.
Natomiast praktyka matematykéw jest to, ze na ogdl nie uzywa sie 3% bez
podania, czego to mialoby byé 3%. Stad bardzo naturalne jest poczucie, ze
sens ma jedynie 3% jakiej$ wielkosci z, a wiec poczucie, ze nalezy uwazaé 3%
za funkcje.

TesST 4. Pojecie skali tradycyjnie okreslano jako stosunek odpowiednich
liczb; warto przy tym zauwazy¢, ze pisze sie np. 1:1000, a nie pisze si¢ ﬁ, za-
pewne chcac podkreslié, ze chodzi o stosunek dwéch liczb, a nie o jedng liczbe;
mamy tu przesuniecie znaczenia dubletu pojeciowego -1310—0 w kierunku pary
liczb (1,1000). Obecnie czesto obserwujemy praktyke podawania skali w pro-
centach, np. na kserografie naciska si¢ przycisk 70%. Jest to procent pewnej
wielkosci, a wiec miesci sie w schemacie opisanym w powyzszym cytacie Stra-
szewicza. Chodzi tu o stosunek dwéch dlugosci, a wiec nadal jest to procent
czegos.

TEST 5. Wielu matematykéw uzywa nieraz procentéw przy okreslaniu, jak
duze jest prawdopodobienstwo czegos. Odnosi sie to w zasadzie tylko do sytua-
cji praktycznych, np. méwi sie ,,prawdopodobienistwo wyrzucenia orta wynosi
50%", ,,prawdopodobieristwo (czego$) wynosi mniej niz 1%”. Tutaj symbol
,1%" traktowany jest jako samodzielna liczba, ale mozna uwazaé, ze nadal
chodzi o pewien stosunek ilo§ciowy (zaréwno klasyczna definicja prawdopo-
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dobienstwa, jak i definicja prawdopodobienistwa geometrycznego ujete sg w
terminach ilorazu dwéch wielko$ci tego samego typu).

W przeciwienstwie do poprzednich przykladéw: sumy 5+8 i ulamka —g—,
procentu nie nalezy zalicza¢ do dubletéw pojeciowych; 1% to pojedyncze
pojecie, ktérego zakres znaczeniowy w wiekszosci typowych przypadkéw po-
krywa sie z liczba 1170, ale mimo to 1% i ﬁ nie sg pojeciami tozsamymi.

8. Konkluzje. Pokazaliémy na przykladach, ze pytanie, czy dane poje-
cia matematyczne sg tym samym lub czy dane obiekty s réwne, moze nie
mie¢ jednoznacznej odpowiedzi. Probleméw sklejania i rozszczepiania zna-
czen nie da sie rozstrzygnaé na drodze dedukcyjnego rozumowania. Powyzej
zarysowane trudnosci i brak jednoznacznych rozstrzygnieé typu: prawda-falsz,
mogg by¢ trudne do pogodzenia z idealem $cistosci, ktory wedtug powszechnej
opinii powinien cechowa¢ matematyke. Stulecie, miedzy rokiem 1900 a 2000
przyniosto ogromny postep w dziele oczyszczania matematyki z niejasnosci
i dysonanséw pojeciowych, jednakze pewne problemy wydaja sie nieusuwalne.

Czy jednak to zdobycie przez matematyke absolutnej Scistosci odbylo sie
bez ofiary? Bynajmniej, co wygrala ona na $cisloéci, to stracila na obiek-
tywno$ci. Wtasdnie przez oddalanie sie od rzeczywistosci zdobyla ona owa
doskonaly czystosé. Mozna dzi§ swobodnie przebiec caly jej obszar, nie-
gdy$ najezony przeszkodami, lecz przeszkody te nie znikly. Przeniesiono
je tylko na granice, i trzeba je znowu przezwyciezy¢, jesli chce sie prze-
kroczyé¢ te granice i przeniknaé do krélestwa praktyki (Poincaré, 1911,
s. 92).

Problemy omawiane w tej pracy ukazuja trafno$é opinii Poincarégo: pewne
trudnos$ci zostaly przeniesione w dalsze rejony, nie ma ich juz w teorii deduk-
cyjnej, ale ujawniaja si¢ w praktyce.

W okresie reform pod hastami ,,nowej matematyki” gloszono, ze Zrédtem
trudno$ci uczniéw sa nieScistosci w przekazywanych tresSciach i ze precyzyj-
niejsze ujecie materialu nauczania doprowadzi do poprawy wynikéw. Okazalo
sie to, w znacznym stopniu, iluzja. Doprecyzowanie matematycznych wysto-
wien i oznaczen przynosi korzysci tylko do pewnego poziomu (zaleznego od
zaawansowania uczacych si¢ i od natury zagadnienia); powyzej tego dalsze
préby usci$lania utrudniaja lub wrecz uniemozliwiajg rozumienie.

Dysonanse znaczeniowe s rzecza normalna, trzeba sie z nimi pogodzié; sa
cena, jaka placimy za uniwersalno$¢ matematyki. Warto je pozna¢, by lepiej
wiedzieé, jak sobie z nimi radzié.
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Identification of concepts, reductionism and equality
in mathematics

Summary

The purpose of the paper is to discuss various epistemological difficulties related to
questions of equality, sameness, identification and equivalence of matematical objects;
in particular, various interpretations of Leibniz’s extensionality are shown. Reductio-
nism (maximal reduction of the number of concepts) is the strength of mathematics in
research and its weakness in education; when it is stated that a concept A is the same
as concept B, often the price for it is the abandonment of the meaning. Identification
is not transitive (e.g. when ‘point’ is identified with ‘vector’ and ‘vector’ is identified
with ‘translation’); in such a case the identification cannot be global in mathematics.
Several specific educational questions are discussed as examples, e.g. ‘Is 5+8 the same

as 87 and ‘Is 1% the same as 135 7’ (with no simple answer ‘yes’ or ‘no’).



