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Trudnosci zwigzane z procesem poznawania
podstawowych pojeé¢ analizy matematyczne]

Wstep

Zgodnie z pogladami konstruktywistycznymi!, opartymi na teorii J. Pia-
geta?, tworzenie i rozwdj struktur poznawczych zachodzi dzigki dostarczaniu
nowych informacji powodujacych zaktécenie réwnowagi, dzieki usuwaniu tych
sprzecznosdci i $wiadomemu abstrahowaniu. Jak bardzo rzeczywisto$¢ w pol-
skich szkotach rézni si¢ od tego, miatam okazje przekonaé sie, prowadzac bada-
nia dotyczace rozumienia granicy funkcji i poje¢ z niag zwigzanych — funkcji,
ciggloéci, pochodnej, nieskonczonosci — przez osoby rozpoczynajace i kon-
czace studia matematyczne. Oprdcz szeregu ustalen zwigzanych ze stanowia-
cym istote badan rozumieniem pojecia granicy®, dociekania pozwolily na do-
strzezenie bardziej ogélnych probleméw. Whioski te dotycza trudnosci, ktére
moga pojawial si¢ w procesie poznawania abstrakcyjnych poje¢ matematycz-
nych?. Problemom tym bedzie po$wigcony niniejszy tekst.

1 ,,Dolgczanie” zamiast akomodacji

Najistotniejszym problemem zwigzanym z tworzeniem struktur poznaw-
czych, zauwazonym w toku badan, byly zaklécenia w procesie akomodacji.

1Zob. np. (Wygotski, 1977); (Goldin, 1990); (Noddings, 1990); (Turnau, 1995).

2Zob. np. (Piaget, 1977, 1981).

3Szczegétowe wyniki badan dotyczacych rozumienia granicy funkcji przedstawilam w
ksigzkach: (Przeniosto, 2000, 2001).

‘Ujawnienie tych probleméw umozliwily zastosowane metody badawcze. Analiza odpo-
wiednio skonstruowanych, obszernych sprawdzianéw pisemnych, a szczegélnie wywiady (roz-
mowy indywidualne) i prowadzenie ich w sposéb otwarty, a nie wedlug sztywnego scenariusza,
wyjatkowo sprzyjalo bowiem glebokiemu zbadaniu skojarzen studentéw.
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U wielu oséb, szczeglnie rozpoczynajacych studia, obraz pojecia® powsta-
wal gitéwnie poprzez mechaniczne dotaczanie nowych informacji, czesto juz
znieksztalconych. Nie dochodzilo przy tym do konfrontacji z juz istniejacymi
skojarzeniami, ani do rzeczywistej zmiany struktur poznawczych prowadza-
cej do wyabstrahowania sensu pojecia. O takim sposobie tworzenia $wiadczy
wielo$¢ ujawnionych, a nieuswiadomionych wczeéniej, sprzecznosci, niedostrze-
ganie zaleznosci migdzy poszczegélnymi elementami obrazu, czy tez rézne za-
chowania w stosunku do analogicznych sytuacji, réznigcych sie na przyklad
jedynie sposobein przedstawienia funkcji (chociazby za pomoca wzoru i wy-
kresu). Proces zaklécania i przywracania réwnowagi, umozliwiajacy rozwdj
rozumienia przyswajanych poje¢, czesto wiec w ogdle nie zachodzit.

Taki sposéb przyswajania wiedzy spowodowal ogromny chaos w struktu-
rach poznawczych czedci badanych oséb, szczegélnie rozpoczynajacych studia.
Wiele swiadczacych o tym przyktadéw zachowaii zamiescilam we wspomnia-
nej juz pracy, po$wieconej rozumieniu granicy funkcji wyniesionemu ze szkoty
Sredniej. Ilustracja skrajnego chaosu i zarazem osobliwoéci ujawnionych sko-
jarzen, zwiazanych z granica funkcji, sa do§é wyczerpujaco analizowane frag-
menty rozméw z jedna z badanych oséb, rozpoczynajacych studia’. Sadzila
ona na przyklad, ze istnieja dwa rézne pojecia granicy — w punkcie zo (gra-
nica réwna wartosci) i przy z dazacym do zo. Réwnie osobliwy okazal sie
spos6b ustalania granicy tego drugiego typu. Byl on oparty na przekonaniu,
ze jesli wartosci coraz mniej si¢ réznig na przyklad od 1, to réznig sie tez
coraz mniej od 2. To przeswiadczenie prowadzilo do przyjmowania, ze réznica,
miedzy wartosciami funkcji dla argumentéw dazacych do g a liczba bedaca
granica nie musi by¢ dowolnie matla. Czasem studentka pytana o granice przy z
dazacym do zg, obserwujac wykresy, postepowala jeszcze inaczej. Interesowalo
ja dazenie ,koncéw” wykresu bez wzgledu na to, jaki byl punkt zy. Przyjmo-

5Przez obraz pojecia (poréwnaj ,concept image” w: Tall, Vinner, 1981, s. 152 oraz ,kon-
cepcja pojecia” w: Sierpinska, 1985, s. 114) wytworzony przez studenta rozumiem strukture
poznawcza zawierajaca wszelkie skojarzenia i wyobrazenia myslowe, ktére wigze on z tym
pojeciem (takze z wlasnoSciami i twierdzeniami), w tym intuicje, elementy formalnego ro-
zumienia, schematy (réwniez swoiste) i strategie operowania. W strukturze tej istotne jest
ponadto dostrzeganie zaleznosci miedzy jej elementami i zwiazkéw z obrazami innych pojec.
Przy czym nie wszystkie jej elementy bywaja uswiadomione, a niektére moga pozostawal w
sprzecznosci ze soba.

5Uzycie slowa ,dolaczanie” a nie asymilacja (por. Turnau, 1990, s. 83; 1995, s. 137)
podyktowane jest wlasnie faktem, iz dzialania tych studentéw byly jedynie mechaniczne.
Prawdopodobnie w ogdle nie dochodzito u nich do przepuszczania nowej informacji przez
filtr posiadanych juz skojarzen i dopiero wtedy przyswajania niezbyt odleglych wiadomosci,
nie méwiac juz o zmianie struktur poznawczych pod wplywem nie pasujacej informacji.

"Analiza zachowan studenta i opis podjetych préb korygowania jego skojarzern — zob.
(Przenioslo, 2000, s. 99-100, 122-124, 135-136 oraz zalaczniki 4, 7, 9).
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wala przy tym, ze nie naniesione juz na rysunku punkty wykresu zachowuja
sie tak, jak te dane. Takie postepowanie bylo zwiazane z obserwowaniem je-
dynie punktéw wykresu w oderwaniu od dazenia argumentéw. Innym razem
studentka brala pod uwage tylko liczbe, ktéra ma by¢ granicy; patrzyta na
dziedzine funkcji w sposéb wzrastajacy, ,poruszala sie” po wykresie, szukajac
punktéw o drugiej wspéirzednej réwnej tej liczbie. Z kolei uzupetniajac po-
dane w zadaniu wykresy tak, by pewna liczba byla granica przedstawionych
funkcji w danym punkcie, dorysowywala fragmenty pewnych krzywych spel-
niajacych — jej zdaniem — zadany warunek, ignorujac przy tym istniejacy
juz fragment wykresu. Patrzac na tak uzupelnione rysunki, méwila o granicy
funkcji ,starej” — danej w zadaniu i ,nowej” — tej, ktéra dorysowata. Na-
wet po uzmyslowieniu sobie w toku dyskusji, ze uzupelnione przez nia rysunki
nie przedstawiaja funkcji i poprawieniu ich tak, by usuna¢ ten problemn, wciaz
wskazywala granice funkcji ,starej” i ,nowej”8.

Budowanie obrazu pojecia poprzez dolaczanie kolejnych informacji jest
zapewne odzwierciedleniem powszechnego (do niedawna?) w polskich szkotach
»dogmatycznego” stylu pracy nauczyciela®. Styl ten charakteryzuje si¢ wlasnie
transmisja gotowej wiedzy zamiast ksztaltowania struktur poznawczych. Nie
ma w nim miejsca na konfrontacj¢ nowych informacji z posiadang juz wiedza,
na, poszukiwanie sprzecznosci i ich usuwanie.

Interesujace jest jednak to, ze poziom rozwoju obrazéw podstawowych po-
je¢ analizy matematycznej ujawniany przez polskich uczniéw i studentéw w
zasadzie nie rézni sie od prezentowanego przez ich zachodnioeuropejskich i
amerykanskich réwiesnikéw!®. Dzieje sie tak mimo, iz wydaje si¢, ze w tam-
tych krajach duzo bardziej rozpowszechniony jest inny styl pracy nauczyciela,
np. nauczanie problemowe. Brak znaczacej réznicy w poziomie rozwoju struk-
tur poznawczych wynika prawdopodobnie z tego, ze sama gotowo$¢ uczenia
problemowo w przypadku skomplikowanych poje¢ abstrakcyjnych nie wystar-
cza do zorganizowania odpowiednich sytuacji dydaktycznych, umozliwiajacych
uczniom samodzielne odkrywanie znaczenia tych poje¢. Konieczne wydaje sie
poznanie ,natury” rozwazanych pojeé, kryjacych sie w niej trudnosci, prze-
szkdd, mozliwych skojarzen i degeneracji, a to wymaga przeprowadzenia dtugo-
trwalych i drobiazgowych badan. Dopiero na podstawie takich dociekan moz-

8Fragment zachowari i préby ich korygowania — patrz zalacznik 1.

9Zob. np. (Krygowska, 1977, s. 5), (Trelifiski, 1994, s. 11).

0Wynika to z przeprowadzonych badaii i analizy prac polskich i zagranicznych autoréw
dotyczacych podobnych kwestii (zob. m.in.: Artigue, 1986; Cornu, 1983; Davis, 1986; Drey-
fus, 1982; Dubinski, 1992a, b; Even, 1990; Ervinck, 1981; Ferrini-Mundi, 1994; Harel, 1996;
Hebda, 1989; Molenda, 1996; Norman, 1994; Orton, 1983; Pawlak, 1996; Robert, 1981; Ruc-
ker 1995; Selden, 1994; Sierpiniska, 1985, 1987, 1992; Tall, 1981, 1996; Vinner, 1992; Williams,
1991).



98 MALGORZATA PRZENIOSLO

liwe jest wypracowanie propozycji problemowego wprowadzania tych pojeé!!.

Postulat zmiany sposobu nauczania i takiego jak opisano wypracowywania
metod rozwazania pojeé trzeba odniesé takze do pracy ze studentamil?. Me-
chanizm tworzenia struktur poznawczych u wielu badanych konczacych studia
niewiele réznil sie od ujawnionego u oséb rozpoczynajacych nauke w szkole
wyzszej. Fakty rozwazane w toku kursu analizy matematycznej czesto pozo-
staja jedynie w sferze pewnego ,formalizmu”, nierzadko w ogéle nie wywie-
rajac wplywu, lub tylko niewielki, na wczeéniej istniejace skojarzenial3. Dla
uksztaltowania operatywnego obrazu kazdego z poznawanych pojeé konieczne
jest natomiast korygowanie i rozwijanie skojarzen wyniesionych ze szkoly $red-
niej, a nie jest to proste, co pokazaly przeprowadzone badania. Nie podejmo-
wanie majacych to na celu, systematycznych dziatan, powoduje pozostawienie
tego problemu samemu studentowi. Analizujac rézne rozwazane kwestie, moze
on réwniez doj$¢ do refleksji nad swoimi skojarzeniami, wyobrazeniami czy
intuicyjnymi odczuciami. Nie jest to jednak latwe, chociazby ze wzgledu na
réznorodno$é uje¢ rozwazanych teorii i zazwyczaj niewystarczajaca umiejet-
no$¢ samodzielnego uczenia sig¢. U wigkszosci badanych oséb w toku studiéw
nastapito zbyt mato koniecznych zmian.

2 Trudnosci zwiazane z definicja pojecia

W podobny, jak opisano, sposéb zazwyczaj powstawaly réwniez okresle-
nia rozwazanych poje¢. Wiele badanych oséb, szczegélnie rozpoczynajacych
studia, jako definicje postrzegalo ,zlepek” skojarzen, nierzadko wzajemnie
sprzecznych, odnoszonych do pewnych szczegdlnych sytuacji'?. Te ,czastkowe
definicje” czesto byly ,zakotwiczone” w réznych sferach myslowych. Czasem
byly to tylko skojarzenia zwigzane z wykresami lub rysunkami, innym razem
jedynie z wzorami czy pewnymi typami funkcji albo schematami (nierzadko

"'Préby takiego wypracowania sytuacji dydaktycznych podjelam w toku prowadzonych
badan, a bedaca ich efektem propozycje odkrywania pojecia granicy, poprzez stopniowe
tworzenie i precyzowanie skojarzeni coraz blizszych znaczeniu tego pojecia, przedstawilam w
pracy (Przenioslo, 2000, s. 156-176).

12Doé¢ dobre rezultaty przyniosty préby korygowania i rozwijania skojarzen podejmowane
z uczestniczagcymi w badaniach studentami, zob. (Przenioslo, 2001).

130 podobnych kwestiach dotyczacych rozumienia poje¢ analizy matematycznej pisza A.
Moleda (1996) i R. Pawlak (1996). Z analizy badan prezentowanych w pierwszej z tych prac
wynika, iz im bardziej ambitny jest program zaje¢, w sensie Scislosci i ogélno$ci wprowadza-
nych teorii matematycznych, tym wigcej skojarzen i intuicyjnych odczué uksztaltowanych
jeszcze w szkole Sredniej pozostaje w strukturach poznawczych studentéw.

“Na traktowanie réznorodnych skojarzeii jako definicji pojecia zwracaja réwniez uwage
m.in.: G. Ervinck (1981); B. Cornu (1983); D. O. Tall, S. Vinner (1981).
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swoistymi). Widoczny byt brak refleksji nad przeniesieniem tych przekonan z
jednego aspektu na inny, co mogtoby sta¢ sie bodzcem do rozwijania rozumie-
nia.

Opisany sposdéb tworzenia definicji poje¢ znajdowal m.in. odzwierciedlenie
w zwrocie ,,z definicji”, ktérego badani studenci czesto uzywali do potwierdze-
nia oczywistosci swoich przekonan. Dla wigkszosci oséb wykorzystujacych ten
zwrot nie oznaczal on, iz co§ mozna wywnioskowaé z definicji, ale ze jest to
cze$¢ wytworzonego przez nie okreSlenia pojecia, opisujaca pewna szczegdlng
sytuacje.

Rozwazany problem czasem dotyczyl takze studentéw konczacych nauke,
réwniez tych, ktérzy w toku calych badan przejawiali dobrze rozwiniete i ope-
ratywne struktury poznawcze. Na przyklad do poprawnej definicji granicy
funkcji czesto dolaczano, jako jej szczegdélny przypadek, nieistniejace poje-
cie granicy w punkcie izolowanym dziedziny. Interesujace jest to, ze korygo-
wanie tego przekonania okazalo si¢ wyjatkowo trudne wlasnie w przypadku
0s6b majacych do$¢ poprawnie uksztaltowany obraz pojecia granicy. Dobre
efekty przyniosto dopiero odwolanie sie do $cistych sformulowan zawartych w
podrecznikach akademickich. Przytaczanie przez studentéw w toku dyskusji
roznych wersji definicji bowiem nie spowodowalo pozadanego skutku. Dziato
si¢ tak, mimo iz podawali réwniez fakt, ze ,zo jest punktem skupienia dzie-
dziny”, a moze paradoksalnie wlaénie dlatego. Prawdopodobnie przyswajajac
kiedy$ definicje, zinterpretowali ten fakt nie jako warunek konieczny, ale jako
wyszczegélnienie jednego z przypadkéw okreslenia pojecia. Definicja bowiem
przyjela u nich postaé: ,Gdy z, jest punktem skupienia dziedziny, to okre-
§lenie granicy jest nastepujace...”. Biorac pod uwage fakt, ze w toku calych
badan osoby te ujawnily dobrze rozwiniety i doé¢ operatywny obraz granicy
funkcji, warto si¢ zastanowié, czy sformulowania definicji granicy, z ktérymi
zetknely sie w toku poznawania tego pojecia, nie sprzyjaly powstaniu rozwa-
zanego skojarzenia. NajwyraZniej bowiem samo wypisanie zalozenia, ze ,xg
jest punktem skupienia dziedziny”, czasem nie wystarcza nawet najzdolniej-
szym studentom. Przy jakims$ szczegdlnym usytuowaniu moze nawet stwarzaé
wrazenie, ze gdzie$ w innym miejscu pojawi si¢ druga czesci definicji dla zg
nie stanowiacego punktu skupienia. Przyklad pokazuje, wiec jak samo sfor-
mulowanie definicji pojecia moze wplywac na ksztaltowanie niepoprawnych
skojarzen.

W opisany sposdb postrzegalo jednak okreslenia rozwazanych pojeé znacz-
nie mniej 0s6b konczacych studia niz rozpoczynajacych nauke. Wiekszosé stu-
dentéw, ktérzy ukonczyli kurs analizy matematycznej, potrafita bowiem przy-
toczy¢ poprawne sformulowania definicji. W toku badan okazalo sie jednak,
ze wielu z nich traktowalo definicj¢ jako mniej ,wazny” element obrazu, jesli
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za kryterium ,waznoéci” przyjac cheé jego uzycia podczas rozwigzywania pro-
bleméw. Istotniejsze byty dla nich rozmaite skojarzenia, nierzadko sprzeczne z
okresleniem pojecia. Czasem, tak jak u oséb rozpoczynajacych studia, wigzalo
sie to z niezrozumieniem roli definicji matematycznej jako nadajacej sens po-
jeciu i prze$wiadczeniem, iz o znaczeniu pojecia decyduja wia$nie réznorodne
skojarzenia. Znacznie cze$ciej wynikalo to jednak z niedostatecznego rozumie-
nia sformulowan rozwazanych definicji i nieumiejetnosci ich interpretacji.

Przyczyna wszystkich opisanych probleméw prawdopodobnie znéw bylo
to, ze okreslenia pojeé nie byty odkrywane w wyniku $wiadomego abstraho-
wania réznorodnych konkretnych sytuacji. Definicja podana ,z zewnatrz” w
postaci sformalizowanej moze zosta¢ dolaczona do obrazu i istnieé¢ jako jego
element obok tworzacych go réwniez rozmaitych skojarzen, wyobrazen i intu-
icji. Nie dochodzi przy tym do konfrontacji tych elementéw. Zgodnie bowiem
z zasada asymilacji uczacy sie nie przyswaja informacji zbyt réznigcych sie
od posiadanych; moze je mechanicznie zapamigtaé, ale w zasadzie nie spo-
woduje to zmiany jego struktur poznawczych. Trudnoséci z odwolywaniem sie
do okredlen poje¢ abstrakcyjnych (szczegdlnie granicy czy ciaglosci funkcji)
wynikaly zapewne réwniez z samej ich struktury. Bez wzgledu na rozwazane
teorie mamy bowiem do czynienia ze skomplikowanymi definicjami nominal-
nymi'®. Ich zrozumienie wymaga znajomosci elementéw pewnego ,,stownika”,
za pomoca ktérego zostaly okreslone, a do ich wykorzystywania konieczna
jest umiejetno$é stosowania tych elementéw. ,Stownik” ten jest za$ skompli-
kowany, jest bowiem nie tylko zbiorem pewnych poje¢ matematycznych, ale
zawiera takze zaleznosci miedzy nimi.

Wedlug K. Ajdukiewicza (1985, s. 235-247) definicja nominalna wyrazu W na gruncie
stownika S jest to wypowiedz, ktéra pozwala kazde zdanie zbudowane z wyrazéw stownika S i
z wyrazu W przetlumaczy¢ na zdanie zbudowane z samych wyrazéw stownika S. W podobny
sposéb okresla definicje nominalng Tocki (2000, s. 292). Za K. Ajdukiewiczem okreslenia
pojec granicy i ciaglosci trzeba zaliczy¢ do definicji projektujacych — ,definicje nominalne
jakiegos terminu, ktére przyjmujemy na tej podstawie, zeSmy postanowili termin ten tak
rozumieé, jak tego prawdziwos$¢ definicji wymaga, nazywamy definicjami projektujacymi.
[...] Projektujaca jest definicja »log, a = c zawsze i tylko wtedy, gdy ¥ = a«, poniewaz
przyjeliSmy ja na tej podstawie, zeSmy postanowili wyraz »log« tak rozumieé, jak tego praw-
dziwo$¢ tej definicji wymaga”. Tocki (2000) zalicza rozwazane tu definicje do kontekstowych,
indukcyjnych (zob. s. 298), rezerwujac nazwe definicja projektujaca dla ksztalcenia matema-
tycznego i formulowania okre§lenia pojecia w wyniku jego odkrywania lub konstruowania
(zob. s. 306).
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3 ,Sita” intuicji

Wyjatkowsg role w strukturach poznawczych wielu badanych studentéw
odgrywaly odczucia intuicyjne!®, szczegélnie te niepoprawnie uksztaltowane.
Skojarzenia, ktére nabraly takiego charakteru, mogly bowiem blokowa¢ rozwdj
obrazu pojecia, a nawet zburzy¢ juz istniejaca strukture, réwniez poprawnie
uksztaltowana, a podejmowane préby ich korygowania nastreczalty wielu trud-
nosci. Przyczyng tak wielkiej sily tego typu przekonan byla zapewne sama
istota wszystkich intuicyjnych odczué — postrzeganie ich jako oczywiste!”.

Taka charakterystyke intuicyjnych odczué najlepiej wyjasnia przyklady
zachowan badanych studentéw. Skojarzeniem blokujacym rozwdj rozumienia
granicy ciagu byto przekonanie o koniecznodci monotonicznego dazenia wszyst-
kich wyrazéw do liczby bedacej granica, czesto taczone jeszcze z postrzeganiem
granicy jako nieosiggalnej. Takie skojarzenie bylo szczegdlnie rozpowszech-
nione wéréd oséb rozpoczynajacych studia. Funkcjonowalo ono zazwyczaj w
postaci wyobrazenia wizualnego — naniesiona w ukladzie wspélrzednych pro-
sta 1 zblizajace sie do niej wyrazy ciggu. Innym intuicyjnym odczuciem, ktére
moglo utrudniaé¢ rozwdj obrazu pojecia, bylo utozsamianie funkcji ciaglej z
mozliwg$cia rysowaniem calego wykresu bez odrywania oléwka od kartki. Ta-
kie przekonanie byto bardzo powszechne wsréd oséb rozpoczynajacych studia,
ale w réznych sytuacjach towarzyszylo réwniez czeSci oséb, ktére ukonczyly
akademicki kurs analizy matematycznej. U wiekszosci badanych zostalo ono
jednak skorygowane w toku studiéw, ale zazwyczaj tylko czesciowo. Prawdo-
podobnie przekonanie to bowiem bylo zrédlem uznawania przez wiele oséb, ze
istnienie ciagglych (w opisanym sensie) ,kawalkéw” wykresu, chociazby ,nie-
wyobrazalnie” malych, z obu stron zg, jest warunkiem koniecznym ciagtosci w
punkcie zg. Mogto spowodowad takze odniesienie takiego warunku koniecznego
do istnienia granicy w zg. Intuicyjne postrzeganie cigglosci zapewne miato réw-
niez wplyw na odrzucenie przez wiekszo$¢ oséb koriczacych studia faktu cigglo-
$ci funkcji w punkcie izolowanym dziedziny, poznanego w toku kursu analizy
matematycznej. Interesujace jest takze to, ze z kolei nieprzyswojenie pojecia
ciaglosci w takim punkcie zo moglo mie¢ pewien wplyw na powstanie u nie-
ktérych oséb przekonania o istnieniu granicy w zo (réwnej wartosci). Mogto to
dotyczyé przede wszystkim niektdrych sposréd studentéw, ktérzy tylko punkt

16Przez intuicje rozumiem (podobnie jak Fischbein i in. 1979, s. 5; Sierpifiska, 1985, s. 113)
bezposrednie, globalne, same przez si¢ zrozumiate formy wiedzy, ktérych gléwnymi cechami
sa synkretyczna struktura i oczywisto§é (spontaniczne akceptowanie). Oznaczaja one to, co
naprawde kto$ odczuwa jako oczywiste w odniesieniu do danego pojecia (nie zawsze zgodnie
z jego znaczeniem), a nie to, co akceptuje w wyniku logicznej i jawnej analizy. W podobnym
sensie rozumial intuicje juz Kartezjusz (zob. Murawski, 1994, s. 61).

17Zob. np. (Fischbein, 1979).
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izolowany uznawali za szczegblny, z innymi sytuacjami wigzali natomiast do$¢
poprawne skojarzenia. Niewykluczone, ze wlasnie rozwazajac zaskakujaca dla
nich kwestie ciaglosci w takim xg, zwrécili uwage na wyjatkowy charakter tego
punktu. Fakt ciagglodci nie zostal przez nich przyswojony ze wzgledu na zbyt
duze rozbieznosci z silnymi juz intuicyjnymi wyobrazeniami, ale mégt pozo-
stawi¢ pod$wiadome odczucie wyjatkowosci, ktdre pézniej zostalo przeniesione
na pojecie granicy.

Przyczyn powstania oméwionych intuicyjnych skojarzen mozna znéw upa-
trywaé w sposobie wprowadzania rozwazanych pojeé¢ w szkole. Na przyklad w
odniesieniu do granicy ciagu odwolywano sie prawdopodobnie do obserwacji
wykresu ciagu a, = % (takie podejécie mozna znalezé np. w podrecznikach!8).
Nawet, gdy pézniej dla ilustracji definicji wykorzystano ciagi, ktére nie sa mo-
notoniczne, to pierwsze zetkniecie z pojeciem moglo wytworzyé wyobrazenie
zwigzane z ,monotonicznym dazeniem”. To pierwsze skojarzenie, jesli zbyt
dlugo funkcjonowalo w strukturach poznawczych, mogto zostaé¢ utozsamione
z pojeciem. Tego typu zabiegi dydaktyczne, podyktowane checia przyblizenia
uczniom wprowadzanych pojeé, sa do¢ powszechne, mimo iz badania dydak-
tyczne i psychologiczne juz dawno dowiodly, jak wazne sa pierwsze wykorzy-
stywane przyklady!®. Przyklady te, jesli sa zbyt jednostronne, zbyt odlegle
od sensu pojecia a zarazem proste i ,chwytliwe”, latwo moga przerodzié si¢ w
intuicyjne odczucia i zablokowa¢ rozwéj rozumienia pojecia. Oczywisto$é intu-
icyjnych przekonan bowiem moze spowodowaé odrzucenie sprzecznych z nimi
nowo asymilowanych informacji (gdy ta sprzecznosé¢ zostanie dostrzezona). Je-
dynie umozliwienie uczniom odkrycia sensu pojecia poprzez zetkniecie z moz-
liwie réznorodnymi, ale w miare prostymi sytuacjami pozwoli na wytworzenie
wlasciwych skojarzen, gwarantujacych dalszy rozwéj rozumienia??.

Niezwyklo$¢ intuicyjnych przekonan tkwi jednak w tym, ze czesto powstaja
samoistnie i trudno przewidzie¢ konieczno$é¢ ich korygowania i mozliwe konse-
kwencje niepoprawnego uksztaltowania. Skutki te moga by¢ natomiast daleko-
siezne i wykracza¢ poza ramy obrazu pojecia, ktérego przekonanie bezposred-
nio dotyczy. Badania dostarczyly bowiem przykladéw swiadczacych o tym,
ze nawet ,drobne”, niepoprawnie uksztaltowane intuicyjne przekonanie moze
zaréwno podwazy¢ taczace sie z nim poprawne skojarzenia, jak i spowodowaé
zachwianie podwalin obrazéw pozornie nie zwigzanych z nim pojeé.

'8 Jest tak w podrecznikach autorstwa J. Anusiaka (1993) czy A. Ehrenfeucht i O. Stande
(1988).

Por. (Bruner, 1978, s. 276).

*Méwi o tym m.in. J. Bruner (1978, s. 240). Propozycja takiego wprowadzania pojecia
granicy ciaggu — zob. przypis 11.



TRUDNOSCI ZWIAZANE Z PROCESEM POZNAWANIA 103

Chodzi o przekonanie, ze liczby 0,999... i 1 réznia sie?!. Towarzyszylo
ono wiekszoéci badanych studentéw. Wielu z nich sadzito tak mimo znajomo-
$ci schematéw zamiany utamka dziesietnego nieskoniczonego na utamek zwy-
kty?2. Algorytmy te potwierdzaly — ich zdaniem — tylko to, iz ,przyjmuje
sig, ze 0,999... 1 1 nie réznia sie”. Sadzili jednak, ze ,w rzeczywistosci liczby
te r6znig sie, choé nie sposéb ustalié, o ile”. Twierdzili, iz jedynie ,,w matema-
tyce przyjmuje sie, ze sa réwne”. Przypuszczali, ze jest to czynione dlatego, iz
skazde rozwiniecie dziesietne, czy to skonczone, czy nieskonczone, jest wlasnie
tylko rozwinieciem dziesietnym pewnej liczby; wiec w tym przypadku tez tak
musi byé, a poniewaz jest okresowe, to musi by¢ to liczba wymierna, ale tak
jak dla innych wymiernych nie da sie go otrzymaé przez podzielenie licznika
przez mianownik, wiec moze by¢ to tylko jedynka”. Uwazali, ze mozna przyjac,
iz rozwazane liczby sa réwne, gdyz rézna sie ,nieskonczenie mato”, ,dowol-
nie malo”, albo ,0 najmniejsza z mozliwych wartosci”. Sadzili jednak, ze ,nie
jest to taka sama réwnosé jak 1 = % czy % = %, tylko taka prawie réwnosé”.
Nie kwestionowali wiec w zasadzie ,prawdziwosci” rozwazanej réwnosci, ale
jak napisatl R. J. Pawlak (1996) w odniesieniu do podobnych ,operacji nie-
skoriczonych”, traktowali ja ,jako rodzaj pewnej umowy — wynik operacji
(sztuczek?) matematycznych”.

Zwroty ,,dow"olnie malo” albo ,nieskonczenie mato” dla wielu badanych
wigzaly sie z nieskoniczonym procesem dazenia do zera ciagu réznic liczby 1
i kolejnych wyrazéw ciagu: 0,9; 0,99; 0,999.... Uwidocznilo to wplywy prze-
szkody epistemologicznej?® zwigzanej z postrzeganiem wielkoéci nieskoriczenie
malej jako stalej mniejszej od dowolnie danej liczby. Inna, niepokonana przez
wielu studentéw przeszkoda epistemologiczng, majaca wplyw na analizowane
przekonanie bylo postrzeganie nieskonczonosci jako istniejacej jedynie poten-
cjalnie, a nie aktualnie. Odzwierciedlaly to stwierdzenia typu: ,to dazenie do

21Badani studenci rozwazali kwestie réwnoéci liczb 0,999... i 1, rozwiazujac nastepujace
zadanie:

a) Czy liczba 0,999... jest granica takiego ciagu?

0,9; 0,99; 0,999; 0,999;...

b) Czy liczba 1 jest granica ciagu z punktu a?

¢) Czy liczby 0,999... i 1 réznig sig? Jesli tak, to o ile?

22Badane osoby przedstawialy te algorytmy na przyktad w postaci:

I — oparty na réwnaniach réwnowaznych:

z=0,999...; 10 =9,999...; 10z —£=9,999...-0,999...;9c=9; z = 1.

II — oparty na sumie nieskoficzonego ciagu (szeregu) geometrycznego, w ktérym a; = 0,9,
g=0,1:

0,999...=0,9+0,09+0,009 +--- = (&) = {2 = 1.

230kreslenie pojecia przeszkody epistemologicznej w ramach teorii kultury E. T. Halla —
zob. (Sierpinska, 1994, s. 165). Warto tez zwr6ci¢ uwage na to, jak sens przeszkéd tego typu
przyblizono w pracy (Pawlak, 1996, s. 35).
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granicy bedzie trwalo zawsze, nigdy sie nie skoriczy”, obserwowane szczegdlnie
u 0séb rozpoczynajacych studia. Takie postrzeganie nieskonczonosci wigzato
sie wiec z ideg czasu, ale réwnie czesto wynikalo z ,realistycznego” odbioru
stowa ,nigdy”. Odczucie réznienia sig liczb 0,999... i 1 czasem potwierdzano
bowiem stwierdzeniem, iz ,nigdy nie zdolamy napisaé ostatniej dziewiatki,
zawsze bedzie mozna dopisaé kolejng”.

Z rozméw wynikalo ponadto, ze studenci uznaja znane im schematy za-
miany utamkéw nieskonczonych za obliczenia jedynie przyblizone, dajace wy-
nik z niemal ,idealna dokladno$cia”, z bledem ,,prawie réwnym zero”. Sadzili
tak ze wzgledu na dzialania na ,liczbach nieskoniczonych” lub na nieskon-
czenie wielu liczbach. Jednak po dokladnym przeanalizowaniu na przyktad
algorytmu opartego na réwnaniach réwnowaznych, osoby odwolujace sie do
niego nie potrafity powiedzie¢, w jakim momencie mozna méwié¢ jedynie o
»rownosci w przyblizeniu”. U niektérych wywolalo to wahanie co do kwestii
réznienia si¢ liczb 0,999... i 1, ale nie spowodowalo jeszcze zmiany zdania.
Osoby te bowiem byly zbyt mocno przekonane o prawdziwosci swoich intu-
icyjnych przekonan. Inni badani, réwnie pewni poprawno$ci swoich intuicji,
nie mogac usunaé powstalej sprzecznosci, nie umiejac wskaza¢ miejsca przy-
blizenia, starali si¢ nawet podwazy¢ prawdziwo$¢ rozwazanego schematu, na
przyklad poprzez stwierdzenie, ze ,w ogdle jest on jaki$ taki pokretny”.

Pozostali studenci, analizujac z kolei algorytm oparty na sumie nieskon-
czonego ciagu lub szeregu geometrycznego (a; = 0,9; ¢ = 0,1), uznali za
przyblizona wiasnie jej réwnoéé liczbie —lf‘ﬂ;. Fakt, iz ta suma jest réwna 1—“_16
zapamietali schematycznie. Zapomnieli, ze suma nieskornczonego ciaggu geome-
trycznego (an) lub szeregu geometrycznego 300, an = 322, aq" ! (a = a1)
jest granica ciagu sum czg¢Sciowych, czyli dokladnie takiego samego ciagu, jak
rozwazany w zadaniu. Sposobu obliczania granicy tego ciagu (jako réwnej 1) w
zaden sposob nie kwestionowali. W czasie rozméw niektérym trudno bytlo jed-
nak dostrzec, iz suma nieskoniczonego ciagu lub szeregu geometrycznego jest
réwna granicy ciagu sum czeSciowych. Dla innych rozwazania te byty zbyt sfor-
malizowane, by zupelnie podwazy¢ intuicyjne przekonanie réznienia si¢ liczb
0,999...11.

Postrzegania przez studentow liczb 0,999... i 1 jako rézniacych sie nie
zmienila takze dyskusja o tym, ze 1 = % + % + % =0,333...+0,333... +

0,333... =0,999...11 = §+§ = 0,333... +0,666... = 0,999... oraz
1=9- é = 9.0,111.... Niektérzy uznali bowiem sumowanie skladnikéw
0,333...1 0,666... lub mnozenie liczby 0,111... przez 9 za dajace wynik
w przyblizeniu. Innym réwnosci % = 0,333..., % = 0,666... 1 % =0,111...

wydawaly sig¢ przyblizone, choé wcze$niej nie uznawali ich za takie; teraz wska-
zywali nieskonczony proces ,dzielenia licznika przez mianownik” jako potwier-
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dzenie nowego na nie spojrzenia. Co ciekawe, wcze$niej podawali wladnie to, ze
0,333...,,mozna otrzymaé poprzez dzielenie jedynki przez trzy”, jako uzasad-
nienie prawdziwosci réwnosci % = 0,333..., a faktem, iz nie mozna postapic
podobnie w przypadku 0,999... i 1, uzasadniali réznienie si¢ tych liczb.

Fakt, iz rozwazanego przekonania nie byly w stanie zmieni¢ zaréwno znane
studentom juz wczes$niej ,schematy zamiany”, jak i opisane dyskusje, wynikal
prawdopodobnie z tego, ze zabiegi te odnosily si¢ do innej sfery myslowej —
odpowiedzialnej za dzialania sformalizowane, nie oddziatujacej najwyraZniej
na intuicje. Interesujace jest, ze badani byli bardziej sktonni zakwestionowac,
przyjaé ,w przyblizeniu” te schematy, niz zmienié spojrzenie na swe intuicyjne
przekonania.

Na zmiane tego typu przekonan prawdopodobnie moga wptynaé jedynie
dzialania oparte na innych intuicyjnych wyobrazeniach. W czasie dyskusji z
uczestnikami badan dobre efekty przyniosto odwolanie si¢ do skojarzen zwigza-
nych z granicg ciaggu. Bylo to na przyktad wyobrazenie, iz ,wyrazy ciggu daza
do, coraz mniej sie réznia od 0,999. .., a ta réznica staje sie dowolnie mata”
lub jego bardziej ogélna postaé — przekonanie, ze dzieje si¢ tak poczawszy
od pewnego miejsca. Studenci wykorzystywali tez bardziej precyzyjne skoja-
rzenia, np.: ,do dowolnego otoczenia liczby 0,99Y...naleza prawie wszystkie
wyrazy ciggu”, ,do dowolnego otoczenia liczby 0,999..., czy tez pasa ryso-
wanego wokét prostej y = 0,999.. ., poczawszy od pewnego miejsca, wpadaja
wszystkie wyrazy” lub tez ,dla kazdego otoczenia liczby 0,999. .. mozna wska-
zaé takg liczbe naturalng ng, ze dla wszystkich liczb naturalnych wiekszych od
niej warto$ci ciggu naleza do tego otoczenia liczby 0,999...”. Odwotanie sie
do takich wyobrazen w czasie rozméw pozwolilo im dostrzec, iz liczba 0,999. ..
jest granicg rozwazanego ciagu. To z kolei, w polaczeniu z przekonaniem, ze
granica jest réwniez liczba 1 i $wiadomoscia jednoznacznosci-granicy, umozli-
wilo wiekszosci z nich zaakceptowanie tego, iz liczby 0,999...1 1 sa po prostu
réwne, a nie tylko w przyblizeniu.

Jednak niektérym osobom réwniez te wyobrazenia nie umozliwity uzmysto-
wienia sobie analizowanej réwnosci. Co prawda, pod wplywem tych skojarzen
wydawalo im sie, ze zaréwno 0,999. .., jak i 1 jest granica rozwazanego ciaggu.
Sadzily jednak, ze pierwsza z tych liczb jest granica, poniewaz ,kolejne wy-
razy zblizaja sie do 0,999. .., az wreszcie ja osiagaja”, druga — gdyz ,kolejne
wyrazy daza do 1, ale jej nie osiggaja”. Niezwykle jest to, Ze powstala sprzecz-
no$é z jedynoscia granicy usunely, przyjmujac jednoznaczno$¢ granicy z ,nie-
skoriczenie mala” dokladnoscia. Intuicyjne przekonanie, ze liczby 0,999...i 1
réznig sig, byto wiec tak silne, iz spowodowalo podwazenie jednego z najistot-
niejszych faktéw w teorii granic. Po dyskusji o tym, czy wyrazy ,osiagaja’
liczbe 0,999. .., tylko czes¢ studentéw stwierdzila, ze tak nie jest, gdyz ,wtedy
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0,999. .. musialoby by¢ ostatnia wartoscia, co nie jest mozliwe, ciag bowiem
jest nieskonczony”. Innym wcigz wydawalo sie, iz ,,gdzie§ w nieskonczonosci
wyrazy osiagaja 0,999..., a 1 nie”, choé jedynka tez byla dla nich granica w
nieskonczonosci.

Na niedostrzeganie sprzeczno$ci obu przytoczonych ostatnio stwierdzen
mégt wplynaé, co wynikalo z rozmowy z jednym z badanych (zob. zalacznik
2), przyswojony w czasie studidéw fakt istnienia réznych liczb kardynalnych
nieskoriczonych. Student bowiem wyciaggnal z tego faktu wniosek o istnie-
niu réznych rodzajéw nieskonczonosci i opierajac sie na nim, przeprowadzit
do$é misterne i przekonujace rozumowanie. Liczbe 0,999. . . postrzegal on jako
yumowny ostatni wyraz ciggu, znajdujacy sie w nieskoriczonosci typu Ng, bo
przeciez méwimy o ciagu, a tak wiele jest liczb naturalnych, wiec i odpowiada-
jacych im wyrazéw”. Jedynke postrzegal natomiast jako wieksza od kazdego
z wyrazéw rozwazanego ciggu. Wartosci do niej dazyly, ale jej nie osiagaly.
Byla ona, jego zdaniem, granica ,,w wiekszej nieskonczonosci” — ,typu con-
tinuum”. Doprowadzenie do u$wiadomienia sobie przez studenta niepopraw-
noéci tych wyobrazen nie bylo tatwe. Umozliwilo to dopiero dostrzezenie w
toku dyskusji, iz skojarzenia te prowadza do sprzecznoéci z niepodwazalnag dla
niego gestoscia zbioru liczb rzeczywistych.

Zaréwno przedstawione rozwazania, jak i zamieszczony w zalaczniku frag-
ment rozmowy, pokazujg, jak trudno jest intuicyjne przekonania korygowaé i
do jak ewidentnej sprzecznosci musi doj$¢ badany, by dostrzec niepoprawnosé
takich przekonan. Nie znaczy to oczywiscie, ze nalezy unikaé tworzenia si¢ in-
tuicji, wrecz przeciwnie, ich ksztaltowanie wydaje sie konieczne?*. Bez rozma-
itych skojarzen, wyobrazen i intuicyjnych przekonan powstanie operatywnego
obrazu ktéregokolwiek z poznawanych poje¢ wydaje sie¢ mato prawdopodobne.
Wazne jest jednak podejmowanie dzialan majacych na celu ksztaltowanie sko-
jarzen zgodnych ze znaczeniem tych pojec¢ i jednocze$nie umozliwiajacych za-
pobieganie tworzeniu sie niewlasciwych przekonan i korygowanie niepoprawnie
uksztaltowanych. Wskazujac tak wiele nieprawidlowych skojarzen, wyobrazen
i intuicyjnych przekonan, chciatam zwrdcié¢ uwage na mogace sie pojawié trud-
nosci, w ktérych pokonaniu trzeba poméc zaréwno uczniom jak i studentom.

4 Umysly wizjonerskie
Kolejna kwestia, ktdéra chce poruszyé, dotyczy szczegdlnej grupy badanych

0s6b — tych najzdolniejszych. Wydaje sie oczywiste, ze struktury poznawcze
tych studentéw byly najlepiej rozwiniete. Rzeczywiscie zazwyczaj tak bylo. Za-

24Zob. m.in. (Krygowska, 1977, s. 29), (Steinhaus, 1998), (Thom, 1974, s. 119).
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skakujace jest jednak, ze wladnie wérdd tych oséb byly réwniez takie, ktdre wy-
tworzyly niezwykle, bardzo skomplikowane, ale i réwnie niepoprawne ,teorie”;
nalezal do nich takze student, ktérego przekonania przedstawiono w omdéwio-
nym juz zalaczniku 2. W poréwnaniu z innymi niepoprawnymi skojarzeniami
ujawnionymi w czasie badan ,teorie” te mialy bardzo zwarta strukture, a ich
autorzy z duza stanowczoscia ich bronili. Ustalenia te i osobliwy charakter
przekonan kaze upatrywaé zrodel powstania tych skojarzen w specyficznych
wlasciwosciach umystéw ich twércéw. W okresleniu tych przyczyn pomocne
moga by¢ prace dotyczace psychologicznych typ6w intelektu (zob. np. Dobro-
towicz, 1995, s. 141-147; Préchnicka, 1991, s. 59-63). Do posiadaczy skrajnych
typéw zaliczono w przytoczonych ksigzkach z jednej strony ,racjonalistéw”, z
drugiej ,intuicjonistéw” oraz ,fantastéw-wizjoneréw”. Jako podstawowsg ceche
tych ostatnio wymienionych wskazano sklonnoé¢ do pomystéw oryginalnych i
zaskakujacych, cho¢ nierzadko niepoprawnych. By¢ moze do nich nalezg réw-
niez zdolni studenci budujacy misterne, aczkolwiek odlegle od znaczenia po-
jecia, ,teorie”. Wedlug autoréw wspomnianych prac omawiany typ umystu w
przypadku naukowcéw bywa bardzo tworczy. Niezbedna jest jednak $§wiado-
mos$¢ koniecznosci i umiejetnosé weryfikacji wlasnych pogladéw, czego zwykle
brakuje uczniom i studentom. Tych bardzo zdolnych czasem gubi tez pewnosé
siebie i wiara we wlasne mozliwosci, choé cechy te sa przeciez korzystne w
tworczej dzialalnosci. Zachwyt wywolany naglym ol$nieniem nie pozwala im
jednak dostrzec bledéw, a nadmierna pewno$é siebie kaze z uporem bronié
swoich przekonan. Niepoprawnie uksztaltowane skojarzenia moze podwazyé
jedynie dostrzezenie bardzo ewidentnej sprzecznosci.

Interesujace jest to, ze umysly wizjonerskie dzialaja podobnie juz u ucz-
niéw. Ich wytwory ujawniono takze w badaniach z osobami rozpoczynajacymi
studia. Jako przyklad moze stuzy¢ przekonanie o mozliwosci istnienia wielu
granic funkcji przy z dazacym do jednego punktu zp. Student, analizujac
dane w zadaniu wykresy?® tak opisal swéj sposéb ustalania granicy funkcji
przedstawionej na rysunku 1: ,,Zaczynam patrzeé na iksy od —oo, a potem od
+00, nie musza one naleze¢ do dziedziny, daze w kierunku 1 [przesuwa otéwek
po wykresie], az napotkam punkt graniczny, ten koniec wykresu, to bedzie ja-
kie$ powiedzmy 1 dla z = —%, al;l—»ml f(z) = 1. Dalej daze do 1, ale tu juz nie
ma z-6w z dziedziny, dopiero zo = 1. Ale poniewaz nie ma z-éw z dziedziny

5 Treéé rozwigzywanego zadania byla nastepujaca: Wiemy, ze granica funkcji w punkcie
zo = 1 jest réwna 2. Czy wykres tej funkcji moze by¢ taki jak na podanym rysunku? Wszyst-
kie wykresy rozwazane przez osoby rozpoczynajace studia zamiescitam w ksiagzce (Przeniosto,
2000, s. 19-20). W tym tekscie przedstawie jedynie dwa konieczne do zilustrowania analizo-
wanego problemu, oznaczajac je na uzytek artykulu jako 1 i 2. Student bowiem ujawnil
omawiane przekonania rozwazajac wykresy:
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blisko zo, wiec 2 nie jest granica przy z dazacym do 1, jest tylko granicag w
tym punkcie. Potem daze do 1 od +00 i podobnie dostaje druga granice przy
z dazacym do zp, to jest lim;, 1 = 22, bo tu bedzie tez punkt graniczny,
jakies 2; dla z = 2", Warto dodaé, ze student, Aapytany, stwierdzil, iz ,gra-
nice przy ¢ dazacym do —5 tez sg réwne 1 i 22, ale gdyby funkcja nie byla
okre$lona dla z = 2, to wtedy 21 nie byloby granica”; uznajac przy tym liczby
—% ii2 za konce ,skrajnych” przednalow zawartych w dziedzinie, a 1 i 2l
za odpowiadajace im wartosci. Analizujac rysunek 2, wskazal, rozumujac w
podobny sposéb, oprécz granic podanych w odniesieniu do wykresu 1, jeszcze
lim;y f(z) = 2. Zapytany o punkty o pierwszych wspéirzednych bedacych
koncami przedzialu, do ktérego nalezy xzg, okreslone przez niego jako (%, 1%)
oraz (1%, 2%), stwierdzil, ze ,to nie sa punkty graniczne, nie bedzie granic, bo
iksy nalezg do przedziatu, ktéry otacza zg, bylyby gdyby gdzie$ jeszcze przed
zg byly przerwy w wykresie”. Chodzilo mu o sytuacje, gdyby dziedzing funkcji
byt na przyktad zbiér (—oo, %) U (-é—, %) U (%, 1%) U (1%, 1%) U (2, +00). Wtedy
granicami mialy byé, oprécz liczb wskazanych w odniesieniu do rysunku 2 i
wspomnianych wyzej 1% i 2%, jeszcze wartosci dla argumentéw réwnych % i
1%. Miatlo tak byé w zwiazku z pojawieniem si¢ dwich nowych punktéw gra-
nicznych (%,f(%)), i (lé,f(lé)). W podobny sposéb student ustalal granice
innych rozwazanych w zadaniu funkcji. Z przytoczonych wypowiedzi wynika
takze, iz wyrdznial on dwa pojecia granicy funkcji: opisana juz granice przy z
dazacym do z¢ i granice w punkcie g — réwna wartosci26.

Z rozmowy wynikalo, ze opisane postrzeganie granicy przy z dazacym do
zo wigzalo sie ze sposobem rozumienia przez studenta samego zwrotu ,,z dazy
do zy”. Interpretowal on bowiem ten zwrot w nastepujacy sposéb: gdy z dazy
do —%, to dazy tez do 1. Takie skojarzenie i jego degenerujace konsekwencje
ujawniono réwniez u innych badanych o0séb (wspominano juz o tym). Wyobra-
zenia tego studenta maja jednak wszelkie opisane cechy wytworu umystu wi-
zjonerskiego. Charakter tych skojarzen jest tez na tyle osobliwy, ze trudno po-
dejrzewad, iz ich Zrédlem byly jakie§ zabiegi dydaktyczne podejmowane przez
nauczycieli lub autoréw podrecznikéw, majace na celu przyblizenie uczniom

_— l” _—
Liree
/.

/ Il T / ll z

rys. 1. rys. 2.
26Szerzej skojarzenia studenta — zob.: (Przeniosto 2000, s. 75-77, 100-101, 124-126).
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znaczenia granicy funkcji, czy nawet sama ,natura” pojecia. Przyczyn powsta-
nia takich wyobrazen trzeba wiec raczej upatrywaé wlasnie w wizjonerskich
wladciwosciach umystu ich twércy.

W szkole skojarzenia te nie zostaly ujawnione prawdopodobnie dlatego, ze
nie rozwazano podobnych sytuacji w toku dyskusji; rozwiagzywane zadania byty
zbyt jednostronne. Uczen, poszukujac sensu pojecia granicy, stworzyl wlasng
steorie”, pomijajac przy tym fakt jednoznacznosci granicy, niestety lekcje na-
tematyki nie umozliwity mu jej weryfikacji. Standardowe zadania rozwigzywal
zapewne poprawnie, a nauczyciel nie podejrzewal, ze zdolny uczen moze miec¢
tak zaskakujaco niepoprawne skojarzenia. Ze wzgledéw dydaktycznych wazna
jest wiec §wiadomosé, ze zdolnych uczniéw i studentéw sta¢ nie tylko na po-
mysty niezwykle twércze, ale i na te zaskakujaco niepoprawne.

5 ,,Schematys$ci”

Algorytmy postepowania w okreslonych sytuacjach sa oczywiscie waznym
i konstruktywnym elementem obrazu kazdego pojecia. Spetniaja one taka role
tylko wtedy, gdy wykorzystywanie schematéw nie blokuje myslenia pojecio-
wego. Niestety, niekorzystne skutki postugiwania si¢ algorytmami obserwo-
wano w réznych sytuacjach u wielu studentéw. W toku badan ujawniono po-
nadto grupg oséb, dla ktdrej schematy mialy szczegélne znaczenie. Obrazy
przyswajanych pojeé¢ studenci bowiem tworzyli niemal wytacznie w postaci
zbioru procedur postgpowania w réznych sytuacjach. Wszystkie nowe infor-
macje ,przerabiali” na takie wlasnie schematy i dopiero wtedy dolaczali do
obrazu. Byly to zaréwno poprawne procedury postepowania, jak i wiele zde-
generowanych, a nierzadko swoistych i wzajemnie sprzecznych. Na kazdy roz-
wazany problem patrzyli przez pryzmat posiadanych schematéw. Byla to dla
nich juz nie tylko strategia rozwigzywania zadai?’, ale istota tworzenia struk-
tur poznawczych.

Interesujace jest to, ze zarébwno w przypadku oséb rozpoczynajacych, jak
1 konczacych studia, rozwazany problem dotyczyl podobnego procentu ba-
danych (odpowiednio 16% i 13%). Bylo tak mimo, iz obie grupy oséb tylko
czeSciowo pokrywaly sie — okoto 40% studentéw bralo udzial w badaniach
na poczatku i koncu studiéw. Nasuwa to przypuszczenie, iz przyczyn bu-
dowania struktur poznawczych w opisany sposéb trzeba znéw upatrywaé w
specyficznych wilasciwo$ciach umysltéw ich twércéw. W przytoczonych wcze-
$niej pracach dotyczacych psychologicznych typéw intelektu trudno jednak

2"Na powszechno$é strategii ,przyporzadkowanego schematu” wskazuja m.in. autorzy
pracy (Ciosek, 1974).
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znalezé odpowiedni typ. Zestawienie to bowiem dotyczy wybitnych umystéw,
a wyrdzniony tu typ jest charakterystyczny dla nienajzdolniejszych uczniéw i
studentow.

Sposéb postepowania studentéw najlepiej wyjasni kilka przykladéw za-
chowan. Obserwujgc wykresy, niektérzy dostrzegali na nich — jak méwili —
wznane” funkcje i na podstawie informacji o tych funkcjach ustalali wlasno-
$ci, granice, a nawet ciaglo$¢ i pochodna. Za znane uznawali zaréwno funk-
cje elementarne, jak i te kojarzone z pewna wlasno$cig. Przykladem dru-
giego typu jest identyfikowanie granicy réwnej 1 przy z dazacym do +oo
z krzywa zblizajaca sie monotonicznie i nie-
ograniczenie do asymptoty y = 1, lub ewen-
tualnie zréwnujaca sie z ta prosta od pewnego

miejsca. Studenci postepowali tak, mimo iz / \
w istocie nie byly to wykresy takich funk-

y

¢ji. Na przyklad pytani o istnienie pochodnej 2u *
w punkcie g = 2 funkcji przedstawionej na

rysunku 3 niektérzy stwierdzali, ze ,to wy-

kres funkcji y = cosz, wiec y'(2) = —sin2”. rys. 3.

Postepowali tak, cho¢ wyraznie bylo powie-

dziane, ze xop = 2 jest punktem przeciecia krzywej z osia z-6w i choé oczywiscie
sam ksztatt wykresu — dwa pdtokregi, rézni sie od y = cos z. Zapamigtywali
wiec tylko ,,przyblizony” ksztalt wykreséw w postaci schematycznego obrazka.
Badani nie potrafili natomiast ustosunkowa¢ si¢ do rysunkéw, z ktérych ,nie
wiadomo, jakiej funkcji jest to wykres”.

Z kolei w odniesieniu do funkcji okreslonych za pomoca dwucztonowych
wzoréw charakterystyczny byl na przyklad taki sposéb obliczania granicy:
»jak jest klamra, to licze granice najpierw z jednego wzoru, potem z drugiego,
jesli wyjda takie same, to ma granice, gdy rézne, to nie ma”. W takiej for-
mie studenci stosowali ten schemat zaréwno do ciagéw, jak i innych funkcji,
do punktéw zy € R oraz bedacych plus lub minus nieskoniczonoscig. Niekto-
rzy podobnie postepowali réwniez w odniesieniu do kilkuczlonowych okre$len
funkcji. Nierzadko badani wykorzystywali analogiczny schemat do ustalania
ciaglodci i pochodnej w punkcie .

Jako schematy funkcjonowaly takze na przyktad skojarzenia utozsamia-
jace granice funkcji w punkcie =g z wartoscig w zo. Niektérzy badani odnosili
takie przekonanie tylko do sytuacji, gdy wykres ,skladal sie z samych oddziel-
nych punktéw”, tzn. wszystkie elementy dziedziny byty jej punktami izolowa-
nymi. Inni stosowali to skojarzenie do kazdego zy bedacego takim punktem.
Podobne przekonanie odnoszono takze do funkcji opisanych za pomoca dwu-
czlonowych wzoréw i punktdw z( postrzeganych jako ,oddzielone”, przy czym
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nazwa ta okreslano kazdy punkt, gdy ktdras z czeéci wzoru odnosita sie tylko do
tego jednego argumentu. W przypadku niektérych studentéw takie przekona-
nie byto skutkiem mechanicznego rozszerzenia zakresu stosowania powszechnie
uzywanego schematu: ,granica funkcji statej jest réwna tej stalej”. Z kolei ten
schemat byl zapewne konsekwencja pierwotnego (uksztaltowanego jeszcze w
szkole) utozsamiania funkcji stalej z prosta réwnolegla do osi argumentdw.
Studenci prawdopodobnie skorygowali ostatnio wymienione przekonanie, nie
zmieniajac jednak skojarzenia dotyczacego granicy funkcji stalej albo nie za-
stanawiali sie nad jego sprzecznoscia ze schematem odnoszonym do granicy w
punkcie ,,oddzielonym”.

Wiele algorytméw dotyczylo ,typowych” funkcji opisanych wzorem, po-
wstalych na podstawie zdobywanych do$wiadczen. Byly wéréd nich na pray-
ktad standardowe schematy obliczeniowe, réwniez odnoszace sie do wtasnosci
poznawanych pojecé i twierdzenl z nimi zwigzanych. Nierzadko schematy te byly
zdegenerowane, na przyktad dla czesci studentéw twierdzenia dotyczace dzia-
lan arytmetycznych na granicach przyjely forme uwzgledniajaca jedynie teze:
»granica sumy jest réwna sumie granic”.

Uwagi koncowe

W toku prowadzonych badan do$é wyraznie uwidocznily sie tez wplywy
czesto opisywanych przeszkdd. epistemologicznych zwiazanych z procesem po-
znawania podstawowych pojeé¢ analizy matematycznej?®. Dotyczylo to szcze-
g6lnie rozumienia nieskonczonoéci — wspomnianego juz, postrzegania jej jako
istniejgcej jedynie potencjalnie, a nie aktualnie albo traktowania jej jako bar-
dzo duzej liczby lub tez stosowania do wielko$ci nieskonczenie matych i nie-
skoniczenie duzych praw zachodzacych tylko dla tych skonczonych. W przy-
padku pojecia granicy wplywy przeszkéd epistemologicznych uwidocznity sie
szczegblnie w odwolywaniu si¢ do dazenia punktéw wykresu, do ,ruchu” po
nim. Takie ,dynamiczne” spojrzenie na granice bowiem cechowalo zaréwno
zachowania wielu matematykéw na przestrzeni wiekéw, jak i badanych studen-
tow. Wiekszo$¢ 0séb rozpoczynajacych studia traktowala granice funkeji jako
wlasnosé globalng. Przejawialo sie to w checi ,poruszania si¢” po wykresie bez
odrywania otéwka od kartki, poczynajac od ,koncéw” tego wykresu, i dotarcia
do punktu (zo, f(zo)) albo do ,pustego kéteczka dla zy”. U wielu 0séb koncza-

28Zob. m.in. (Sierpifiska, 1987, 1990, 1992); (Norman, 1994); (Pawlak, 1996). W rozpo-
znaniu trudnosci tkwiacych w ,naturze” rozwazanych poje¢, mogacych stanowié tego typu
przeszkody, pomocne sg prace opisujace proces okreslania tych pojeé przez matematykéw na
przestrzeni wiekéw. Wiele informacji na ten temat mozna znalez¢ na przyklad w ksigzkach:
{Boyer, 1974), (Grabiner, 1981).
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cych studia wptywy omawianej przeszkody epistemologicznej uwidocznily sig
na przyktad w przekonaniu, iz do istnienia w punkcie zy granicy konieczne jest
istnienie, chociazby ,niewyobrazalnie matego”, ciagglego w sensie intuicyjnym
kawatka wykresu z obu stron zg. Przekonania te wigzaly si¢ z inna niepo-
konang przez wielu badanych studentéw przeszkoda epistemologiczna, ktora
byto utozsamianie funkcji z krzywa. Wplywy tej przeszkody szczegdlnie czesto
przejawialy sie w niedostrzeganiu zaleznosci miedzy zachowaniem argumentow
i wartoéci funkcjiZ®.

Whioski przedstawione w artykule potwierdzaja takze badania, ktére obec-
nie prowadze wéréd uczniéw i studentéw, dotyczace juz bezposrednio kazdego
z pozostatych (oprécz granicy) podstawowych poje¢ analizy matematycznej:
funkcji, ciagu, nieskoniczonosci, cigglosci funkeji, pochodnej oraz calki. Tworze-
nie struktur poznawczych gléwnie poprzez mechaniczne ,dolgczanie” nowych
informacji dotyczyto wszystkich tych pojeé. Dostrzezono takze wiele, podob-
nych do opisanych, trudnosci zwigzanych z tworzeniem i stosowaniem definicji,
duze wplywy intuicyjnych przekonan i przeszkdd epistemologicznych, wytwory
umystéw wizjonerskich oraz sklonnoséci do schematyzacji. Interesujace jest jed-
nak, ze w przypadku pojecia pochodnej i catki budowanie obrazu w postaci
zbioru schematdéw postepowania dotyczylo znacznie wiekszej liczby oséb, niz
tylko tych, ktére mozna by zaliczy¢ do ,schematystéw”. W duzym stopniu wy-
nikalo to zapewne, jak wiele oméwionych w artykule probleméw, ze sposobu
nauczania. Mozna wiec przypuszczaé, ze podobne do ujawnionych trudnosci
pojawiaja sie takze podczas poznawania pojeé abstrakcyjnych spoza analizy
matematycznej. Pokonanie tych trudnosci przez uczniéw i studentéw wydaje
sie mozliwe jedynie poprzez umozliwienie im odkrycia sensu kazdego z po-
je¢ w procesie tworzenia skojarzen coraz blizszych temu znaczeniu. Do tego
konieczne jest poznanie mogacych sie pojawié skojarzen, wyobrazen i intuicyj-
nych przekonan, co moga umozliwié tylko bardzo drobiazgowe badania.

29Trudnosci zwiazane z istnieniem obu ostatnio wspomnianych przeszkéd wyraznie poka-
zuje rozmowa zamieszczona w zalaczniku 1.
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Zalacznik

N: Spdjrzmy moze w takim razie na rysunek b, czy tu mozna uzupetnié ten
fragment wykresu funkeji tak, zeby granica funkcji, ktéra otrzymamy
byta réwna 1, przy z dazacym do +o00?

S: Nie tu juz wykres dazy do +o0, chociaz [zastanawia si¢] moze tak [do-
rysowuje — patrz rys. 4].

B o S

rys. 4.

N: Ale to granica przy r dazacym de +o0c ma by¢ réwna 1.
S: Hm [zastanawia sig].

N: A poza tym, czy to jest wykres funkcji, czy kazdemu argumentowi od-

30Tresé zadania, o ktérym rozmowe przedstawiono w zalaczniku, byta nastepujaca: Uzu-
pelnij, jesli to mozliwe (gdy jest to niemozliwe, wyjasnij dlaczego), wykres funkcji f w taki
sposéb, aby limz— 400 f(z) = 1. W zadaniu znajdowalo si¢ kilka wykreséw (mozna je zna-
lezé w pracy: Przeniosto, 2000, s. 20-21), tu podam jedynie ten, ktérego dotyczy fragment
rozmowy umieszczony w zalaczniku 1, czyli rysunek b. Byl on nastepujacy:

y

Szerzej na temat rozméw z tym studentem o caly zadaniu pisze w przytoczonej pracy —
zob. s. 135-136, 207-216.
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powiada tylko jedna warto$¢ [juz o tym rozmawialy$my]?
No, nie.

To moze inaczej mozna uzupeinié?

Moze tak jak w a.

Niech pani narysuje, moze tu na tym czystym tescie.

[Rysuje — rys. 5, zastanawia si¢] Ale tu znowu jest podwdjny ten wykres
[zastanawia sig].

rys. 5.

N: To moze, mam chyba jeszcze jeden czysty wykres, o moze tylko tu
[rysuje — rys. 6]. Czy wtedy jest dobrze, czy granica tej funkcji przy z
dazacym do +oo jest rowna 17
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S:

[Zastanawia sie] Znaczy tylko dla tej nowej funkcji wartoéci zblizaja si¢
do 1 [pokazuje dorysowana krzywa| a dla tej co byla to nie, tutaj juz
wykres dazy do +oo. No moze jeszcze od —oo do tego punktu [zaznacza
punkt przeciecia wykresu z asymptota y = 1 — patrz rys. 6] granica
bedzie jeden.

Ale pamietajmy, ze chcemy, by 1 byta réwna granica przy = dazacym
do +oo0.

No tak dazymy od —oo do +oo [,porusza si¢” po wykresie od jego
»lewego kofica” do zaznaczonego punktu| najpierw do tego punktu, a
potem dalej.

Ale tak jak pani chce dazyé, to moglibySmy tez od —oo do punktu
(0,0) [pokazujg]. Czy to oznacza, ze granica przy = dazacym do +oo
jest réwna zero?

[Zastanawia sig]

Albo dazac tak dalej do tego punktu, dla z powiedzmy % [zaznaczam
punkt o drugiej wspdlrzednej %] Czy to oznacza, ze granica przy
dazacym do +oo jest réwna 57

[Zastanawia sig] No, nie jest.

A pani zaznaczajac ten punkt [pokazuje zaznaczony przez nig punkt o
drugiej wspéirzednej réwnej 1] wskazala, ze 1 jest réwna granica przy
z dazacym do jakiego zp, niech pani go zaznaczy.

[Zastanawia sig]

Wartosci daza, coraz mniej si¢ réznig od 1, gdy = dazy do? [Zaznaczam
kilka wartosci i odpowiadajacych im argumentdéw]

[Zastanawia sie]

[Zaznaczam na osi argumentéw zg, takie ze f(zrp) = 1] Gdy argumenty,
tksy daza, coraz mniej si¢ réznia od takiego zo, to wartosci daza do 1,
czy tak?

No, tak.

A tutaj, gdzie jest ta asymptota pionowa, tez jest jakie$ skonczone z
np. réwne 27

[Zastanawia sig] Jest.

To jest asymptota pionowa o réwnaniu z = 2, a nas interesuje granica
przy z dazacym do +oo.
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No, ale tu wykres dazy do +o0.
Ale czy dla = dazacego do +oo, czy dla z dazacego do 27
[Zastanawia sig]

Popatrzmy tylko na to, co juz bylo na rysunku w zadaniu. Taki z [za-
znaczam 0 < z < 2| taka warto$¢, taki z [zaznaczam blizszy 2] jaka
wartosé?

Taka [zaznacza).

Taki z (jeszcze blizszy 2] jaka wartos§é?

Taka.

Gdy z dazy, coraz mniej sie rézni od 2, to co dzieje sie z wartosciami?
[Zastanawia si¢] Rosng [zastanawia si¢] daza do +oo.

Czyli ten fragment wykresu oznacza, ze granicg jest +o0o, gdy = dazy
do?

[Zastanawia si¢] Do dwa z lewej strony.

A nas interesuje granica przy z dazacym do +oo.

Tak.

Czy musimy braé¢ pod uwage iksy od —oo, wszystkie iksy z dziedziny?
[Zastanawia si¢] Chyba musimy.

A co to dla pani jest nieskoriczono$¢?

To bardzo, bardzo duzo, nigdy sie nie konczy.

A co dla pani znaczy = dazy do nieskonczonosci?

Jest coraz wiekszy i wiekszy, bardzo, bardzo duzy i coraz wiekszy.

Gdy zatem bada pani granice przy = dazacym do +oo, jakie iksy bierze
pani po uwage?

Coraz wicksze i wigksze, bardzo duze.

Czy mozna sie¢ zatem ograniczy¢ do rozpatrywania z-6w wiekszych od
powiedzmy dziesieciu, czy stu, do tych bardzo duzych?

[Zastanawia sie]

A moze pani pamieta, jaka jest granica funkcji y = % przy = dazacym
do +00?

Do +o0, to bedzie +—25, czyli zero.



TRUDNOSCI ZWIAZANE Z PROCESEM POZNAWANIA 117

N:

A niech pani narysuje wykres tej funkcji.

To tak [rysuje].

Powiedziala pani, ze granica przy z dazacym do +oo jest réwna zero.
Tak.

A co z tym fragmentem wykresu z ta dolng hiperbola, czy pani zdaniem
ona ma wplyw na granice przy z dazacym do +oo?

[Zastanawia sig] No, nie ma.

Chociaz tutaj ten wykres ucieka do —oo?
No, tak.

Ale dzieje sie tak dla x dazacych do?

Do zera.

To co, czy méwigc o granicy takiej funkcji [rys. 6] przy z dazacym do
+00, musi nas interesowaé takze ten stary kawalek [z rysunku b]?

[Zastanawia si¢] W takim razie chyba nie musi.

To mozna tak dorysowaé, ze wtedy granica przy = dazacym do 400 jest
réwna 17

[Zastanawia si¢] Teraz wydaje mi sie, ze mozna.

Zatacznik 2

N:
S:

@

Napisal pan, ze liczba 0,999... jest granica tego ciagu.

Tak, poniewaz od pewnego miejsca kolejne wyrazy, tu nawet wszystkie,
zblizaja sie, coraz mniej si¢ réznia od niej, az wreszcie ja osiagaja.
Aha, napisal pan réwniez, ze liczba 1 jest granica tego ciggu.

Tak, bo wyrazy daza do 1, ale jej nie osiagaja.

I napisal pan, ze jednak te liczby sie réznia, a tylko przyjmuje sie, ze sa
réwne.

Tak wladnie, 0,999... jest takim umownym ostatnim wyrazem tego
ciaggu w nieskoniczonosci typu alef zero [pisze jednoczesnie symbol: Ny,
bo przeciez méwimy o ciagu, a tak wiele jest liczb naturalnych, wiec i
odpowiadajacych im wyrazéw. Jeden jest natomiast granica w [zasta-
nawia sig], nie wiem jak to poprawnie powiedzie¢.

Prosze powiedzie¢ tak jak pan my$li, wlasnymi slowami.
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No to mozna powiedzie¢, ze w wiekszej nieskonczonoéci, no chyba mozna
tak, bo alef zero jest mniejsze od continuum.
Aha.
1 jest granica w nieskonczonoéci typu continuum.
A co z jedynoscia granicy?

No najwyrazniej jednoznaczno$¢ granicy okre$lona jest z pewna nie-
skoriczenie mala doktadno$cia, ktéra sie pomija, przyjmujac, ze 0,999. ..
jest rowne 1.

Granice ciggu ustalamy przy n dazacym do nieskoriczonosci.
Tak.

A co to dla pana znaczy, ze n dazy do nieskonczonosci?

Jest coraz wieksze i wieksze, dowolnie duze.

Aha, z tego co pan przed chwila powiedzial wynika, ze sg rézne rodzaje
tej nieskonczonosci, inna dla liczb naturalnych, inna dla liczb rzeczywi-
stych?

Tak wlasnie.

Czyli liczby naturalne w nieskonczonosci koncza si¢ wczedniej niz rze-
czywiste?

[Zastanawia sie]. Z tego tak wynika, alef zero jest mniejsze od conti-
nuum.

A czy nie jest tak, ze zawsze mozna znalezé liczbe naturalng wigksza
od wskazanej rzeczywistej?

Tak, ale w skoficzonosci.

A co z granica dowolnej funkeji przy z dazacym do nieskoniczonosci, czy
to granica w innej nieskorniczonosci niz granica ciagu?

[Zastanawia si¢]. Tak w nieskonczonosci typu continuum.
Ale ciag to tez funkcja?

Tak, ale szczegélna o dziedzinie naturalnej [zastanawia si¢] i wlasnie
dlatego mozna méwié o granicy w nieskoriczonoéci typu alef zero i con-
tinuum.

Aha, to porozmawiajmy o tych typach nieskoriczonosci, co to jest alef
zero?

Moc zbioru liczb naturalnych, czyli mozna powiedzieé, ze tyle ich jest.
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S:

Ale dokladnie méwiac [zastanawia sig], to klasa abstrakcji wzgledem
relacji réwnolicznosci, czyli jest to tez moc wszystkich zbioréw nieskon-
czonych z nim réwnolicznych, jednym stowem [zastanawia si¢] wszyst-
kich nieskoniczonych przeliczalnych.

Uhm, a continuum?

To moc zbioru liczb rzeczywistych, a on niewatpliwie jest nieprzeli-
czalny.

Powiedzial pan, ze 0,999..., to taki ostatni wyraz rozwazanego ciagu.
Tak, taki umowny w nieskonczonosci, ale tej typu alef zero.

Skoro ostatni, to dla ostatniej liczby naturalnej, tej umownej, jak pan
to okreslil, w nieskoniczonosci.

Tak, wlasnie.

A 1 jest wieksze od 0,999....

Jest.

Wiec miedzy 110,999... jeszcze co$ jest?

[Zastanawia sig].

Z tego co pan powiedzial wynika, ze nie ma wyrazéw ciagu.
To na pewno.

Wiec co jest?

[Zastanawia sie].

Powiedzial pan, ze 1 jest granica tego ciagu w, jak pan to ujal, w wiek-
szej nieskonczonosci.

Tak typu continuum.

To znaczy, ze miedzy 0,999... i 1 sa jakies$ liczby rzeczywiste, ktére nie
sa wyrazami tego ciaggu?

[Zastanawia sie].

A jesli sa, to czemu ktérej$ z nich nie przyjac jako tej wigkszej, nazwijmy
ja, granicy, tylko akurat jedynke?

[Zastanawia si¢]. No tak wyrazy tez dazylyby do takiej liczby, ale jej
nie osiagaly [zastanawia sig].

Aha, no to co z tego wynika?

[Zastanawia sie]. Ze nie ma innych liczb pomiedzy 0,999... i 1 [zasta-
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nawia sie].

I1 jest wieksze od 0,999...7

Tak.

10,999... to jest pewna liczba rzeczywista?

No musi byé rzeczywista [zastanawia sie]. A z tego wynika [ze zdzi-
wieniem|, ze zaprzeczylem cigglosci, a nawet juz gestosci zbioru liczb
rzeczywistych, miedzy dwiema liczbami rzeczywistymi zawsze mozna
znaleié trzecia.

A co z tego wynika odnosnie liczb 0,999...1 17
Pozostala tylko jedna mozliwosé, ze sa dokladnie réwne [ze $miechem).

Wtlasdnie, zastanéwiny si¢ jeszcze, méwiliSmy o tym przed chwilg, nad
tymi nieskonczonosciami w konteks$cie granicy ciagu, co to znaczy n
dazy nieskonczonosci?

[Zastanawia sig]. Jest coraz wigksze i wieksze, dowolnie, nieskoriczenie
duze.

No i jak to by bylo z tymi nieskonczonoséciami, ta dla liczb naturalnych,
gdy n dazy do nieskonczonosci, to by sie koriczyta wczedniej, niz gdy =
rzeczywiste dazy do nieskonczonosci?

[Zastanawia sig]. No tak jako$ mi si¢ wydawato, moze za dlugo sie nad
tym zastanawialem i przefilozofowalem albo raczej to bylo falszywe
olénienie, bo to przeciez nie ma sensu, bo rzeczywiscie od kazdej rze-
czywistej [ze Smiechem] znajde wigksza naturalna.

Na przyklad jaka?
[Zastanawia sie).

Jesli ta liczbg rzeczywista jest a, to np. cze$é calkowita a plus 1 [jedno-
cze$nie pisze: [a] + 1], moze byé?

No wlasnie, to stary numer [ze $miechem). Jako$ za bardzo wydawalo mi
sie, ze te liczby sie réznia, i1 dorobilem sobie teorie. A te moce zbioréw
liczb naturalnych i rzeczywistych, ktére przeciez co innego oznaczaja,
a continuum jest wieksze od alef zero, chociazby dlatego, ze miedzy
dwiema liczbami naturalnymi jest nieskonczenie wiele liczb rzeczywi-
stych, ale te moce byly taka dobra pozywka. Najdziwniejsze, ze juz
po tym teScie tez si¢ nad tym zastanawialem i wydawalo mi sie, ze to
prawda, ze to Swietny pomysl. No, ale paradoksy chyba zawsze bywaja
chwytliwe [ze $miechem].
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N: Wtlasnie diatego s3 paradoksami, najwazniejsze, zeby dostrzec, ze nimi
$3.
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Difficulties connected with the cognition process
of fundamental calculus notions

Summary

In this article conclusions are presented of an extensive research on images of basic
calculus notions shaped by people both entering and finishing mathematical studies.
First problem discussed here is the existence of disturbances of an accommodation
process. Many students built their cognitive structures ,adding” only new informa-
tion, without any real changes of these structures. Next come difficulties with creating
a definition. The third problem is the role of intuition. Fourth is the phenomenon of
forming cognitive structures in visionary minds of some gifted students. Characte-
ristic for this kind of mind is creating unusual, complicated though often incorrect
conceptions. The research has also shown that some students built their cognitive
structures solely in the form of a set of algorithms. The last problem discussed in this
article is the influence of epistemological obstacles.



