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O rozumieniu pojecia kresu zbhioru
ograniczonego przez uczniow liceum

1 Wstep

Ksztaltujacy sie w procesie poznawania obraz pojecia matematycznego!
jest ,tworem” indywidualnym, wyrazajacym subiektywne wyobrazenia ucza-
cego sie, jego wiedze i dodwiadczenie. Badanie réznych uczniowskich koncepcji
tego samego pojecia moze prowadzié, z jednej strony, do ustalenia zrdédet sta-
nowiacych je wyobrazen i skojarzen, z drugiej umozliwia w dalszym etapie
wypracowanie sposob6w ich korygowania i rozwijania.

Celem badan opisanych w-tym artykule jest scharakteryzowanie obrazéw
pojecia kresu zbioru ograniczonego, poznawanego w toku uczenia si¢ mate-
matyki w pierwszych trzech latach nauki w liceum ogdlnoksztalcacym. Nie
zajmuje si¢ tu w szczegdlnosci geneza pojecia (historyczng, fenomenologiczng
czy psychologiczna), nie rozwazam jego wagi, sposobéw definiowania w teo-
riach matematycznych i wynikajacych z nich rozwiazan metodycznych, nie
zamierzam rozstrzygaé, czy racjonalne jest wprowadzanie kresu w nauczaniu
szkolnym, ani nie dokonuje analizy pojecia w zadnym z mozliwych aspektow.
Niektére z tych probleméw sa przedmiotem moich badari i beda przedstawione
w kolejnych publikacjach. Tu postaram sie przedstawi¢ odpowiedz na pytanie:
Jakie koncepcje pojecia kresu zbioru ograniczonego posiadaja lice-
alisci?

"Méwigc o ,obrazie pojecia” bede miata na mysli strukture poznawcza zawierajacg in-
tuicje, wyobrazenia myslowe, ktére badana osoba wiaze z pojeciem, reguly operowania nim,
formy wigzania z innymi pojeciami, itp. W pracy tej zamiennie uzywaé bede terminéw: ,,0b-
raz pojecia” (poréwnaj ,concept image” w (Tall, S. Vinner, 1981, s. 152)) oraz ,koncepcja
pojecia” (poréwnaj Sierpinska, 1985, s. 114)).



52 BEATA BUGAJSKA-JASZCZOLT

Przedstawiam wyniki wstepnego etapu badan, obejmujacych:

1. wylonienie skojarzeil, wyobrazen, ciagéw czynnodci i schematow poste-
powania, reprezentacji (np. geometrycznych, porzadkowych) sktadaja-
cych si¢ na wytworzony obraz pojecia;

2. wyrdznienie charakterystycznych typéw rozumowan stosowanych w toku
badania pojecia i postugiwania sie nim, bedacych oznakami jego rozu-
mienia. G. Brousseau (Krygowska, 1989, s. 143) méwi o ,wiedzy i intuicji
uczniéw, ktére — choé niekompletne badz wadliwe — zastuguja na to,
by byé brane pod uwage i z cala powaga dydaktycznie potraktowane”.
Nicktore bowiem z tych skojarzen, intuicji czy wyobrazen stac sie moga
péiniejszymi blokadami czy przeszkodami w prawidlowym zrozumieniu
i operowaniu pojeciem kresu zbioru.

Zyczylabym sobie, aby wyniki badan dotyczacych rozumienia pojecia kresu
zbioru ograniczonego przyczynilty sie do wzbogacenia naszej wiedzy na temat
psychologicznych uwarunkowan procesu jego ksztaltowania. Badanie procesu
psychologicznego wymaga jego ,uzewnetrznienia” w formie dostepnej dla ob-
serwacji (J. S. Bruner, 1978, s. 236). Takie ,,uzewnetrznienie” powinno ujawnié
czynnodci ucznia majace znaczenie dla uruchomienia operacji stanowiacych
myslowa tre$¢ pojecia i warunek jego opanowania (J. Konior, 1998, s. 53).
Wiedze na temat tych proceséw moina wykorzysta¢ do wypracowania badz
ulepszenia istniejacych koncepcji dydaktyczno-metodycznych, wprowadzania
i ksztaltowania jego rozumienia poczawszy juz od liceum. Pozwala ona wyroz-
ni¢ to, co moze sprzyja¢ modelowaniu pojecia kresu, i to, co moze stanowié
blokade czy przeszkode w jego rozumieniu.

Artykul sklada sie z trzech rozdzialéw:

e Rozdzial pierwszy zawiera opis organizacji badan i charakterystyke in-
strumentu badawczego.

¢ Rozdzial drugi to analiza jako$ciowa i ilo§ciowa uzyskanego materiatu.
Na podstawie przeprowadzonej analizy wykonania zestawu zadan (za-
dania 2 oraz zadania 8), sformutuje¢ tu hipotez¢ badawcza o istnieniu
dwoch grup koncepcji kresu, opisze¢ w kolejnych podrozdziatach jej cze-
$ciowq weryfikacjg, wreszcie dokonam préby oceny stopnia operatywnoéci
wiedzy licealistéw.

o Koricowa cz¢s¢ artykulu (rozdzial trzeci) stanowia wnioski z przeprowa-
dzonego badania.
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2 Opis badania

Przedstawione w niniejszym artykule badania sondazowe przeprowadzono
w Kielcach w 1998 roku. Stanowia one fragment podejmowanych przeze mnie
szerszych badan dotyczacych réznorodnych probleméw zwiazanych z rozumie-
niem pojecia kresu zbioru ograniczonego. W badaniu wzielo udzial 60 oséb,
w tym 34 uczniéw klasy trzeciej oraz 26 uczniéw klasy drugiej. Wsréd uczniow
tych klas byli laureaci olimpiad przedmiotowych oraz uczestnicy Konkursu
Gier Matematycznych i Logicznych, uczniowie mniej zainteresowani matema-
tyka, a nawet slabi. Wydawalo mi si¢ rozsagdne poddanie badaniom uczniéw
klas II i ITI, bo choé pojecie kresu opracowuje sie w klasie I szkoly $redniej,
to pierwszoklasisci, jak wynikalo z rozméw z nauczycielami, s3 mniej otwarci
w rozmowach, a $wiadomos$é wlasnej nieporadnosci jezykowej (matematycznej)
wplywa hamujaco na spontaniczno$é ich wypowiedzi.

2.1 Przebieg badania

Na kilka dni przed planowanym terminem badan nauczyciele matema-
tyki zapowiedzieli uczniom pisemny sprawdzian dotyczacy kresu zbioru. Na
wykonanie zadan przeznaczono 60 minut (45 minut lekcji + 15 minut prze-
rwy, w szkole nie ma dzwonkéw). Istniala mozliwo$¢ przedtuzenia sprawdzianu
o kwadrans, ale badani nie chcieli z niej skorzysta¢. Przed rozpoczeciem pracy
uczniowie zostali poinformowani, ze:

— ich prace nie bedg oceniane, ale bedzie mial w nie wglad nauczyciel,

— zadania nalezy wykonywa¢ samodzielnie,

— prosi sie o pisanie komentarzy, uzasadnien do udzielanych odpowiedzi,
— w razie trudnosci w interpretacji odpowiedzi beda prowadzone z ucznia-

mi indywidualne rozmowy.

Badanym sugerowano, aby przed podaniem odpowiedzi wykonali odpowiednie
rysunki, pomagali sobie przykladami. Uczniowie pracowali w swoich salach
lekcyjnych i byli obserwowani jednoczeénie przez badajacego oraz nauczyciela
matematyki. Pracowali indywidualnie.

2.2 Cele badania
Cele przeprowadzonego sondazu mozna okresli¢ nastepujaco:

1. Zidentyfikowanie istotnych elementéw uczniowskich koncepcji pojecia
kresu zbioru, specyfiki intuicji, wyobrazen, regul czy schematéw poste-
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powania u licealistéw. Wydobycie istniejacych miedzy nimi zaleznosci
i sprzeczno$ci; ustalenie stopnia ich operatywnosci.

. Ujawnienie powtarzajacych si¢ nieprzypadkowych, niewtasciwych i po-

tencjalnie bledorodnych intuicji dotyczacych kresu, $wiadczacych naj-
prawdopodobniej o istnieniu jakiego§ wspélnego dla nich sposobu ,wi-
dzenia” pojecia.

. Wstepne wyselekcjonowanie probleméw do dalszych badan rozumienia

pojecia kresu zbioru ograniczonego.

Uswiadomienie i opisanie skojarzen, intuicji, wyobrazen, ktére moze nies¢

ze sobg poznawanie pojecia kresu zbioru w szkole $redniej, moze stanowi¢ zré-
dlo informacji na temat podstawy rozumienia tego pojecia przez badanych
uczniéw, a z drugiej strony jest cennym zbiorem wiadomosci utatwiajacych
wypracowanie sposobéw korygowania i rozwijania rozumienia przez uczniéw
obecnego liceum, gdyby badania dostarczyly sygnaléw, ze wypracowane i po-
pularyzowane w sytuacjach szkolnych ujecia metodyczne wykazujg jakie$ nie-
dostatki.

Analiza zebranego materiatu nasuneta wiele interesujacych pytan, m. in.:

e Jaki wplyw ma rozumienie pojeé zbioru i nieskoficzonoéci na rozumienie

kresu?

Do jakich metodycznych rozwiazan moga prowadzié¢ rézne sposoby defi-
niowania pojecia kresu i w jaki sposéb moga one wpltywaé na ksztaltto-
wanie obrazu tego pojecia u uczniéw?

Pojawily si¢ tez problemy i tematy, ktére powinny byé uwzglednione
w trakcie wielowymiarowej analizy pojecia kresu zbioru ograniczonego,

m. in.:

problem waznosci tego pojgcia w teorii matematycznej, a w szczegdlnosci
w nauczaniu szkolnym i

e temat historycznych prawidlowosci jego rozwoju.

Planowane dalsze pogl¢bione badania pozwola wydzieli¢ czynniki episte-

mologiczne tkwigce w naturze samego pojecia, jak i zewnetrzne, zwiazane
z procesem dydaktycznym jego opracowania, wplywajace na proces ksztal-
towania rozumienia pojgcia kresu zbioru ograniczonego.
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2.3 Metoda badan

W badaniu postuzono sie metoda analizy prac pisemnych, wzbogacong
o indywidualne rozmowy. Zgodnie z terminologia stosowanag w dociekaniach
pedagogicznych (Nowak, 1981, s. 61-126) ta forma badan miala zaréwno cechy
wywiadu, prowadzonego w sposéb otwarty, jak i zwyklej rozmowy. Rozmowy
nieformalne, zachecajace do uzywania jezyka naturalnego do opisu sytuacji
matematycznych, zwigkszaly szanse ujawnienia skojarzen z pojeciem. Celem
rozméw bylo uzyskanie dodatkowych informacji dotyczacych pracy pisemne;j,
gdy ich interpretacja budzila watpliwoéci. Starano sie przede wszystkim uzy-
ska¢ odpowiedZ na pytanie: Co sktonito pana (panig) do udzielenia takiej, a nie
innej odpowiedzi?, stawiane w przypadku, gdy brakowalo uzasadnienia tej od-
powiedzi w pracy pisemnej. Rozmowy te mialy wiec charakter diagnozujacy,
a nie oceniajacy czy korygujacy (patrz ANEKS 1). Starano si¢ niczego nie su-
gerowad, jedynie zadawano szereg pytan, majacych na celu dotarcie do istoty
skojarzen. Pytania nie byly ujete w jeden scenariusz, powstawaly w trakcie
rozmowy 1 zalezaly od jej przebiegu. Osobom udzielajacym w trakcie pisem-
nego sprawdzianu, w okreslonej sytuacji podobnych odpowiedzi, zadawano te
same pytania i proponowano dodatkowe zadania A-D. Taki sposéb prowadze-
nia badan pozwolil okreslié¢ skojarzenia, wykry¢ sprzecznosci w ich konstrukeji,
a takze ,poréwnaé¢” wypowiedzi uczniéw i szuka¢ wspélnych elementéw pre-
zentowanych przez nich koncepcji. Rozmowy prowadzone byty w kilka dni po
sprawdzianie pisemnym. Czas ten mial umozliwi¢ badajacemu analize prac,
sformulowaé hipotezy oraz kierunki czesciowej ich weryfikacji w toku wypo-
wiedzi ustnych. W trakcie rozméw badajacy na biezaco wykonywal notatki,
a po ich zakonczeniu uzupelnial te notatki pewnymi spostrzezeniami i porzad-
kowal tak, aby na ich podstawie, po jakim$ czasie odtworzyé sytuacje.

2.3.1 Narzedzie badawcze

Narzedzie badawcze stanowil nastepujacy zestaw zadan:

Zadanie 1

Do zbioru A naleza liczby naturalne z przedziatu (2,11). Do zbioru B naleza
liczby wymierne z przedziatu (1,v/3). Zbiér C = {z € N: z € (1, 5%)} Zbiér
D={zeQ:z€(mT7)}

Uzupetlnij zdania:

Kres dolny zbioru A jest réwny ............
Kres gorny zbioru B jest réwny ............
Kres gérny zbioru C jest réwny ............
Kres dolny zbioru D jest réwny ............
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Zadanie 2
Uzupelnij tabele

Zbior Kres dolny | Kres gérny

{17%’%1%9"'}

Uzasadnienie:

Zadanie 3

Dany jest zbiér G = (-2, %,) U (0, v/5). Wypisz te, charakterystyczne Twoim
zdaniem elementy, wsréd ktérych poszukiwaé nalezy kresu gérnego, i wythu-
macz, jak wybraé sposdréd nich wlasciwy.

Zadanie 4

Dopisz brakujace elementy zbioru H = {0, 10; 0,11; ...; 0,19; 0,20; ...; 0, 30;
...;0,99} tak, aby kresem gérnym tego zbioru bylo 1 oraz 1 ¢ H.

Zadanie 5

Nastgpujacy graf opisuje pewne uporzadkowanie zbioru Z = {1, 3,8, 11}

1

11
rys. 1.

Na poczatku strzaltki znajduje si¢ element wczesniejszy niz element znaj-
dujacy si¢ na jej koficu (tym samym na koncu strzalki znajduje sie element
poézniejszy niz element znajdujacy si¢ na jej poczatku), czyli np. 8 jest wcze-
$niejsze niz 1 oraz 1 jest pdzniejsze niz 8.

Wpisz w kratke jest lub nie jest. Uzupelnij zdania, uzasadniajac swéj wy-
bor:
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8 ':I kresem dolnym zbioru Z, poniewaz

............................................................................

............................................................................

...............................................

............................................................................
............................................................................

............................................................................
............................................................................

...............................................

............................................................................
............................................................................

............................................................................
............................................................................

...............................................

Zadanie 6
Okreél prawdziwoéé kazdej odpowiedzi, wpisujac w kratke stowo TAK lub NIE.

Dany jest zbiér A = (7,8) U (-2, 5):

a) Liczba 9 ogranicza zbiér A z gory 1:
b) Kresem gérnym zbioru A jest 9 [____:I
c) —2 jest kresem dolnym zbioru A [:]
d) Kresem dolnym zbioru A jest 7 E:]
e) Kresem gérnym zbioru A jest 5 [_—_)
f) 8,0000001 jest kresem gérnym zbioru A [:j
Zadanie 7

Dany jest zbiér F = (a,6) U (—3,b). Dobierz a i b tak, aby —2 bylo kresem
dolnym oraz 7 kresem gérnym tego zbioru.

Zadanie 8

Pewien uczen na lekcji nie zrozumial definicji kresu. Wyjasnij mu, jak wyzna-
czy¢ kres dolny i gérny nastepujacego zbioru:
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Zadanie 9
Podaj przyktad nieskoniczonego zbioru G, ktérego kresem dolnym jest 2 oraz

2¢G.

Zadanie 10
Wyznacz, o ile istnieja, kres gérny i dolny nastepujacego zbioru:

E={z€R:z=t—-t?Ate(-4,1)}.

Odpowiedz uzasadnij.
Kres dolny: oo e e
S TR -0 ) @ 112

2.3.2 Uwagi o doborze zadan

Zadania dotycza réznych aspektéw rozumienia kresu zbioru ograniczonego.
Mialy one na celu ujawnienie intuicji, elementéw formalnego rozumienia, sko-
jarzen typu geometrycznego oraz umiejetnosci operatywnego ich wykorzysta-
nia.

Tresci zadan byly ,negocjowane” z nauczycielami badanych oséb. Uwzgled-
niano w nich te sytuacje, z ktérymi uczniowie zetkneli si¢ na lekcji matematyki
przy okazji wprowadzania pojgcia kresu zbioru, a wiec zwigzane bezposrednio
z przedzialami liczbowymi i zbiorami utworzonymi z wyrazéw ciagu. Zadania
tego zestawu mozna uja¢ w trzy grupy.

Pierwsza tworza zadania 2 i 8; analiza odpowiedzi uczniéw moze zasuge-
rowaé, jak uczniowie poszukuja kresu wskazanego konkretnie zbioru, ustalié
sposoby jego ,widzenia” oraz wskaza¢ kierunki organizowania czynnosci zwia-
zanych z jego wyznaczaniem. Druga grupa to zadania 1, 3, 6, 7, 10. Zadania
tej grupy dotycza wyznaczania kreséw przedzialéw badz zbioréw skonstru-
owanych za pomoca przedzialu. Umieszczenie ich w zestawie mialo na celu
zbadanie, jakie wyobrazenia mys$lowe dotyczace kresu zbioru maja uczniowie,
ktorzy na lekcjach zetkneli sie z ta problematyka na podobnych przykladach.
W szczegdlnosci interesujace bylo ustalenie, jakie wyobrazenia dotyczace poje-
cia kresu zostaly uksztaltowane w toku nauki, jakimi zwrotami przekazywano
informacje mozliwe do wykorzystania w rozumowaniu, na ile wiedza uczniéw
ma charakter pamieciowy, a na ile polega na glebokim rozumienia kresu zbioru.
Trzecia grupe tworza zadania 4, 5, 9. Ich wykonanie miato pokazaé, w jakim
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stopniu pojecie jest operatywne?. Zadanie 4 wymagato odwrécenia czynnosci
wyznaczonych definicja i skonstruowania zbioru o podanym kresie. Zadanie
9 réwniez wymagalo wykonania operacji odwrotnej do ,wyznacz kres zbioru”
i ponadto takiego doockredlenia zbioru, by mial on podany kres. Zadanie 5
umieszczono w zestawie celem stwierdzenia, czy uczniowie wiaza pojecie kresu
zbioru ograniczonego z uporzadkowaniem. Prawidlowe jego wykonanie §wiad-
czyloby zapewne nie tylko o powierzchniowym rozumieniu pojecia, a o rozu-
mieniu glebokim (R. Skemp, 1982, s. 281-288), strukturalnym (J. Piaget, 1970,
s. 351-354), ktére pozwala operatywnie postugiwac si¢ kresem, dajac mozliwosé
dokonywania ewentualnych uogdlnient pojecia w pézniejszym etapie.

2.3.3 Zadania wykorzystywane w trakcie prowadzonych rozméw
W trakcie rozmdéw, poza interpretacja pisemnego wykonania zadan 1-10,
postugiwano si¢ zadaniami A, B, C, D.

Zadanie A
Wyznacz kres dolny i gérny zbioru

Kres dolny: ... e e
Kres gérny: ... e e

Zadanie B
Dol gbioru A naleza elementy, ktére powstaja przez podstawienie do wzoru
g3_T-2T za n kolejnych liczb naturalnych, tzn:

A_{l_l 1 1 (=n }
13 927 81T gl Y

Wpisz w kratke stowo istnieje lub nie istnieje. Jesli wybrale§ (wybralas)
odpowiedz ,istnieje”, uzupelnij zdania:

Ograniczenie gérne zbioru A I |

Ograniczeniem gérnym zbioru A jest ........... ,8dyz ..o
Ograniczenie dolne zbioru A ' .
Ograniczeniem dolnym zbioru A jest ........... , 8Ayz o

?Termin ,operatywno$é” odnosi sie do pojecia operacji rozumianej w sensie J. Piageta,
jako ,odwracalnej czynnoéci umystowej” (por. J. Piaget, 1966, s. 6).
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Kres gérny zbioru A[ l

Kresem gérnym zbioru A jest ........

......................................

Kres dolny zbioru A | l

Kresem dolnym zbioru A jest ........

......................................

Zadanie C

BEATA BUGAJSKA-JASZCZOLT

......................................

Ktére z ponizszych zdan sg prawdziwe? Wpisz w okienku stowo prawda lub

falsz i uzasadnij decyzje.

Zbiér jest ograniczony
1. Zbidr ten jest skonczony

Zbidr jest nieograniczony
1. Zbiér ten jest skoriczony

. Kazdy podzbiér tego zbioru jest
ograniczony

.................................

. Istnieje liczba najmniejsza i naj-
wieksza w tym zbiorze

gdyz ...l

.................................

. Istnieje liczba wigksza od kazdej
liczby tego zbioru

,gdyz ...l

.................................

. Istnieje liczba mniejsza od kazdej
liczby tego zbioru

b gdyz ..ol

.................................

.................................

.................................

2. Kazdy podzbidr tego zbioru jest
nieograniczony

3. Istnieje liczba najmniejsza i naj-
wieksza w tym zbiorze

.................................

4. Istnieje liczba wieksza od kazdej
liczby tego zbioru

.................................

5. Istnieje liczba mniejsza od kazdej
liczby tego zbioru
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Zadanie D

Liczby naturalne parzyste uporzadkowano wg nastepujacej zasady: liczba jest
wczeéniejsza niz druga, jesli pierwsza z nich dzieli druga (tym samym druga
jest podzielna przez pierwsza). Odpowiedz na pytanie, wybierajac jedng z od-
powiedzi tak lub nie i uzupelnij zdania.

Czy dla tak uporzadkowanego zbioru istnieje kres dolny?

Tak
kresem dolnym JESt .. .....coiii it e

Nie
000 1 (= 7 Y/

Czy dla tak uporzadkowanego zbioru istnieje kres gérny?

Tak
kresem gornym Jest ...........iuiiiiiiii

Nie
POTCWAZ .« v ettt e eee e ete et tee e ae e s eeeetaseesneeenesanneneseeeneannnenas

............................................................................

............................................................................

KOMENTARZ

W zadaniu A rozwazany byl ten sam zbiér co w zadaniu 2b, tj.

{—-1,.1_ 11 (—l)n,...} (zadanie A),

Y
1 1 11
{. oy —g, —g, -‘1, 5, Z, .. } (zadanie 2b)
Zadanie A wykorzystywano w rozmowach gléwnie wéwczas, gdy zachodzilo
podejrzenie, ze badany uczen interpretujac sytuacje dana w zadaniu 2b, wziat
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pod uwage jedynie (badZz giéwnie) symboliczny opis konstrukeji zbioru, a $ci-
$lej méwiac pewien ,widziany” w tresci zadania ciagg symboli (tj. najpierw
s+ - potem pigé liczb, potem znowu ,,...”). Chciano za jego pomoca stwier-
dzi¢, czy badany identyfikuje te zbiory jako réwne, a jeéli tak, to czy wyznaczy
kresy tak, jak w sprawdzianie pisemnym, czy tez wiaze z ta nowa sytuacjg inne
skojarzenia, inaczej odczytuje informacje zapisane w tym zadaniu. Zadanie B
wykorzystywane bylo w rozmowie z tymi uczniami, ktérzy w swoich rozwa-
zaniach odwolywali si¢ do osi liczbowej, poszukujac elementéw wysunietych
skrajnie na lewo badZ na prawo. Chciano za jego pomocs zbadaé rozumienie
zakreséw poje¢ kres i ograniczenie. Zadanie C pojawialo sie gléwnie w se-
kwencji z zadaniem B. Jego celem bylo ujawnienie, czy badana osoba kojarzy
pojecie ,ograniczenie” ze zbiorem, czy z elementem, a jesli z elementem, to czy
odréznia go od kresu. Ponadto chodzilo o wydobycie pewnych intuicji doty-
czacych nie tylko samego kresu, ale rowniez rozumienia zbioru nieskoriczonego.
Zadanie D wykorzystywano w rozmowach z tymi uczniami, ktérzy prezento-
wali skojarzenie z metaforycznym ruchem po osi liczbowej badz zignorowali
porzadek opisany grafem w zadaniu 5.

3 Analiza uzyskanego materiatu

Zebrany material nie byl poddany analizie statystycznej, gdyz w bada-
niu chodzilo giéwnie o ustalenie mozliwie réznorodnych skojarzer, intuicji
i wyobrazen, jakie badani wiaza z pojeciem kresu zbioru ograniczonego. (Ze-
stawienie sposobéw poszukiwania kreséw i liczby oséb je prezentujacych za-
wieraja tabele w ANEKSIE 2.) W analizie rezultatéw sprawdzianu uwzgled-
niono, poza pisemnymi odpowiedziami, wyjas$nienia uzyskane w czasie rozméw
(zadania A-D).

Uzyskany material uporzadkowano i przeanalizowano w trzech plaszczy-
znach:

1. Poszukiwanie odpowiedzi przez ucznia.
2. Kres zbioru ograniczonego w praktyce szkolne;j.

3. Ocena stopnia operatywno$ci wiedzy licealistéw.

Wyniki tej analizy oméwie w trzech kolejnych podrozdziatach.
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3.1 Analiza wykonania zadan 21i 8

Zadania 2 i 8 to przyklady czesto spotykane w podrecznikach szkolnych
i zbiorach zadani3; chodzi w nich o wyznaczenie kreséw zbioréw, ktérych ele-
mentami s wyrazy ciaggu nieskoriczonego. Analiza odpowiedzi prowadzona
byla (w odniesieniu do kazdego ze zbioréw oddzielnie) w kierunku ustalenia
podstawowych rodzajéw dzialan podejmowanych przez uczniéw w celu wyzna-
czenia kreséw oraz wykrycia réznych sposobdw organizowania poszukiwania
odpowiedzi. Przedstawie tylko wnioski z tej analizy.

Odpowiedzi uczniéw podzielono na grupy reprezentujace dominujacy
w nich element rozumowania, wyrézniajac tym samym cztery rézne koncepcje
pojecia kresu zbioru ograniczonego, zdefiniowane poprzez cztery nastepujace
sposoby jego poszukiwania.

Kres to:

1. najmniejsza (najwieksza) liczba,
2. pierwszy (ostatni) na liScie (w zapisie zbioru) element,

3. warto$¢, do ktérej ,daza”, ,zblizaja si¢” (nigdy jej nie osiagajac) ele-
menty zbioru,

4. warto$¢, wokét ktorej ,skupiajg sie” elementy zbioru.
Prezentacja kazdej koncepcji obejmuje:

¢ opis skojarzen, wyobrazen i intuicji ujawnionych w wykonaniu poszcze-
gblnych zadan,

¢ ilustracje charakterystycznymi dla niej wypowiedziami ucznidéw,

o komentarz, wskazujacy na domysine powody — dydaktyczne lub psy-
chologiczne — powstania tego typu skojarzen.

Opisujac koncepcje pojecia kresu zbioru starano sie je tak charakteryzowad,
by dawaly bardziej ogdlny zarys sposobdw jego postrzegania. Jest to przybli-
zona charakterystyka, giéwnie dlatego, ze wzigto pod uwage skojarzenia pre-
zentowane konsekwentnie, stanowiace istote obrazu, choé czesto byt to jeden
z wielu jego elementéw. Nazwy koncepcji dobierano tak, by oddawaly sposéb
my$lenia rozwiazujacych. W konicowej czesci tego podrozdziatu, na podstawie
przeprowadzonej analizy, zostanie sformutowana hipoteza badawcza o istnieniu
dwdch grup koncepcji. .

Chcac zaprezentowaé przestanki sformulowania tej hipotezy, dos$é szcze-
gétowo omawiam odpowiedzi uczniéw na pytania postawione w zadaniach 2

3Zobacz literatura s. 92.
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i 8. Przytoczenie niektérych wypowiedzi wydaje sie ponadto wazne z powodu
ujawnianych w nich trudnosci i to zwigzanych nie tylko z rozumieniem i ope-
ratywnym postugiwaniem si¢ pojeciem kresu, ale réwniez rozumieniem innych
terminéw (ograniczenie, najmniejsze ograniczenie, najmniejszy element) i sym-
boli matematycznych (symbolu ,,...”"). Wskazujac za$ na réznorodnoé¢ intuicji
i wyobrazen licealistéw, chcialabym zaprzeczy¢ obiegowej opinii, ze uczniowie
niewiele ,wynosza” na temat kresu ze szkoly Sredniej; przeciwnie, maja zaska-
kujgco wiele skojarzen odlegtych od matematycznego sensu pojecia kresu.

NAJMNIEJSZA, NAJWIEKSZA WARTOSC

Poszukujac kreséw zbioréw z zadan 2 oraz 8 pewna grupa badanych ucz-
niéw rozpoczynala swoje rozwazania od rysunku osi liczbowej i zaznaczenia
na uniej kilku liczb:

— czterech w przypadku zbioru {1, %, %, %, .. }

11 1 1
0 43 3 1
rys. 2.
.. . 1 _1
— pieciu w przypadku zbioru {...,—g, -3, -1 %, ;i—,.. }
— 1 1 1
1 -3-s 0 & 3
rys. 3.
Al : _8 _6 _4 _2135729
dziewigciu w przypadku zbioru { 51— 7 5,—3,0,5,3,5,5,...}
N
7
.8 4 _é 6 9 s 7 3
9°5 3 8 1 5 2
rys. 4.

Dalej czynnosci tych uczniéw sprowadzaly si¢ do ustalenia, czy wséréd liczb
zaznaczonych na osi liczbowej jest najmniejszy (najwigkszy) element zbioru.
Ten sposob poszukiwania kreséw okazal si¢ skuteczny w przypadku zbioru

1 _1 11 . o
{...,--5,—§,~1,§,4—,...} oraz kresu gérnego zbioréw: {1,%,%,%,...},

8 6 _4 _ 2035709 :
{...—-9-,—7,—5,—-3,0,5,3,-6—,5,...}.Wprzypadkuzbloru{...,—%,—%,—1,

%, %, .. } pojawily si¢ m. in. stwierdzenia: ,—1 jest najdalej po stronie ujem-

nych na osi, a % po stronie dodatnich najbardziej wysunieta na prawo”.

Trudnosci dotyczyly wyznaczenia kresu dolnego zbioru {1, %, %, %, .. } oraz
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zbioru { o= %, —g, —-g—, —%,0, %, %, %, %, .. } Badani zwracali uwage na (in-
dywidualnie rozumiang) konieczno$é przynaleznosci kresu do zbioru. W zwigz-

ku z tym wyréznitam dwie grupy koncepcji:

a) Najmniejsza, najwieksza wartoS¢ nalezaca do zbioru

Ta grupa os6b, ktéra przynaleznosé¢ kresu do zbioru traktowata jako waru-
nek konieczny jego istnienia, twierdzitla w przypadku zbioréw: {1, %, %, ;‘1-, . .},

8 _6 _4_2(93579

T T TN e 8

wach badani potwierdzali, ze wybdr takiej odpowiedzi wiaze si¢ z przekona-
niem, ze kresem moze by¢ tylko element nalezacy do zbioru. Twierdzili np.:
»Kres gérny zbioru E wynosi -g-, bo na prawo od 0 nie ma liczby wiekszej
z tego zbioru, a dolny nie istnieje, bo nie istnieje liczba z tego zbioru wysunigta
najbardziej na lewo na osi liczbowej”. Rozmowy potwierdzily przypuszczenie,
ze chodzilo o umieszczenie na osi liczbowej tylko tych elementéw, ktére po-

}, ze ,kres dolny nie istnieje”. W rozio-

jawily sie¢ w zapisie zbioru — dziewig¢ elementéw danych w tresci zadania:
—g, —%, —%, —%,0, %, %, %,% — i wskazanie ,krancowych”. Naturalnymi kan-

dydatami na kresy tak skonstruowanego na osi liczbowej zbioru sa pierwszy
zaznaczony z lewej i pierwszy z prawe]j. Brak mozliwosci ich wskazania prowo-
kowal decyzje ,kres nie istnieje”.

W rozmowach badani zwracali uwage na kolejnos¢ zaznaczania elementéw
zbioru na osi liczbowej. ,Wezmy na prawo od 0. Zaznaczam kolejno % Potem
% blizej 1, potem % jeszcze blizej, % jeszcze blizej, czyli kolejne beda coraz
blizej 1. Najbardziej wysunieta na prawo to liczba %.” »Zaznaczmy ujemne,
—2 zaznaczam (tu czynno$é wykonana na osi liczbowej) na lewo od 0, dalej

—3 jeszcze dalej -57- itd. Nie zaznacze ostatniej, bo jej nie ma.”

(al) Najmniejsza, najwieksza warto$é nalezaca do zbioru

Byty to stowa-klucze. Wéréd oséb deklarujacych przekonanie, iz kresem
zbioru ograniczonego moze byé jedynie element nalezacy do zbioru, byly ta-
kie, ktére poprzestawaly na zlozeniu tej deklaracji. Udzielali m. in. odpo-
wiedzi: ,Kres gérny zbioru {1, L %,} nie istnieje, bo kresem moze by¢
tylko liczba najmniejsza nalezaca do zbioru”, albo ,kresem dolnym jest naj-
mniejsza liczba ograniczajaca go z dotu”. Zadna z badanych oséb, w trakcie
prowadzonych rozméw, nie wskazala kreséw. Powtarzano ciagle to, co znalazlo
sie w pracy pisemnej, bez efektywnego dzialania. Autorzy takich odpowiedzi
w rozmowach akcentowali jedynie, Ze w zbiorze nie ma elementu najmniej-
szego czy tez najwiekszego, gdyz ,zbidr jest nieskornczony, nie wiadomo jakie
sg nastepne elementy”, ,nie mozna wskaza¢ w zbiorze nieskoficzonym wartosci
najmniejszej (najwiekszej)”. Definicja pojecia, choé zostala przez uczniéw tej
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grupy zapamietana (nie przez wszystkie osoby poprawnie), jednak — pozosta-
jac niezrozumiala — okazala si¢ bezuzyteczna w rozumowaniu.

KOMENTARZ

Badani uczniowie, prezentujacy omawiane powyzej wyobrazenia, odwoly-
wali si¢ najczedciej do osi liczbowej i uporzadkowania zbioru wyznaczonego
przez nig, poszukujac elementéw potozonych skrajnie na lewo badz na prawo.
Prawdopodobnie ten rodzaj skojarzen powstal w trakcie poznawania pojecia
kresu zbioru ograniczonego na lekcjach matematyki. Ich Zrédlem mdégt byé
wypracowany schemat poszukiwania kreséw:

1. Sprawdz, czy w zbiorze istnieje element najmniejszy (najwiekszy);

2. Je$li w zbiorze nie ma elementu najmniejszego (najwiekszego), wskaz
przyklady ograniczenia dolnego (gérnego) i wybierz najwieksze (naj-
mniejsze); i

oraz jego wizualizacja za pomoca dyskretnego, fragmentarycznego modelu osi
liczbowej, a co za tym idzie, ograniczenie sie¢ do poszukiwania kreséw wéréd
elementéw zaznaczonych na niej. Ten rodzaj skojarzen zwigzanych z modelem
geometrycznym, cho¢ poprawny z punktu widzenia uporzadkowania elemen-
téw zbioru, nie jest jednak adekwatny do sytuacji, gdy w zbiorze brak elementu
najmniejszego badz najwickszego.

Ujawnione wyobrazenia moga wigza¢ si¢ z bledna interpretacja terminu
»ograniczenie zbioru”. Postugiwanie si¢ za§ wyrazeniami zaczerpnietymi z de-
finicji (w przypadku grupy prezentujacej koncepcje opisane w punkcie (al)),
moze by¢é sygnalem braku operatywnej znajomosci definicji kresu zbioru, a tak-
ze brakiem rozumienia roli definicji jako wykladni wiedzy na temat pojecia i jej
znaczenia w konstrukcji matematyki.

b) Najmniejszy, najwigkszy element nalezacy badz nie nalezacy do
zbioru

W koncepcjach tej grupy dominuja intuicje dotyczace ,koncéw” zbioru
,widzianego” na osi liczbowej*. Akcentowano przekonanie, iz kresem moze
by¢ element najmniejszy (najwigkszy) badz najwiekszy (najmniejszy) ograni-
czajacy zbiér z dotu (z géry), réwnowaznie nazywany najmniejszym (najwiek-
szym) nie nalezacym do niego. Badany, ktéry w przypadku zbioru E udzielil
nastepujacej odpowiedzi:

“Metafory ,widzenia zbioru” na osi liczhowej uzywaé bede do opisania sposobu konstru-
owania w mysli zbioru nieskonczonego.
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Jezeli dobrze zrozumialem kres, to istnieje, gdyz daza do —1 wartosci -
tego zbioru, czym dalej, tym blizej. Kres gérny jest réwny %, gdyz liczby
te daza do 1, wigc 3 jest najwigksze,

w trakcie rozmowy, stwierdzenie:

Kres dolny, jak twierdzisz, wynosi —1, bo wartosci tego zbioru daza do
-1

skomentowal nastepujaco:

Uczen: Tak. Widaé, ze te ujemne ulamki maja licznik coraz bardziej réwny
mianownikowi, ale mniejszy od mianownika i dlatego one zblizaja sie do —1;
to widaé zreszta na osi.

[
©olm

'
P il

1 -

o

rys. 5.

Badajacy: A co z kresem gérnym?

Uczeni: Wynosi % , bo % jest najwieksza liczba, pozostale zblizaja sie do jeden
i s3 mniejsze od %

Badajacy: A czy w przypadku kresu dolnego tez nalezy zapytaé o istnienie
elementu najmniejszego?

Uczeni: Tak, ale tu sie patrzy na te liczby —%, —%, —43, ——%. Tu najmniejsza jest
na koncu, —%, wiec zapewne wszystko dalej jest jeszcze mniejsze i dazy do —1.

Gdyby ktéras z liczb — £, -4, —3 byla mniejsza niz —§, to ona bylaby kresem.

»,Nie wiem jak wygladaja inne elementy, ale widaé, ze sa coraz mniejsze

i dodatnie. Na koncu bedzie 0” — twierdzili badani, kt6rzy uznawali, ze kresem
dolnym zbioru {1, %, %, %,. . } jest 0.
KOMENTARZ

Z wypowiedzi badanych os6b wynikalo, ze termin ,najmniejszy element nie
nalezacy do zbioru” funkcjonuje w ich jezyku (prawdopodobnie réwniez w wy-
obrazeniach) jako terminologiczny skrét wyrazenia ,najwieksze ograniczenie
dolne zbioru”, a zatem sens jego stosowania jest poprawny, zgodny z sensem
pojecia kresu zbioru. Struktury poznawcze w tej grupie obejmuja, jak wynika
z analizy wypowiedzi badanych, réznorodne wyobrazenia dotyczace pojecia
kresu. Ich fundament tworza intuicje zwiazane z widzeniem zbioru nieskonczo-
nego na osi liczbowej oraz wiedza o tym, jak wyglada cala ich nieskonczona
zbiorowo$¢, tkwiagca gdzie§ w wyobrazni. Choé zwroty ,dazy”, ,zbliza sie”
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uzywane przez badanych w celu ,materializacji” tych my$li sugerowalyby dy-
namiczne skojarzenia zwigzane z widzeniem zbioru, to jednak nie pozostaja
one w sprzecznoéci z kluczowym elementem tego obrazu, a mianowicie koniecz-
noscig szukania w przypadku braku elementu najmniejszego (najwiekszego)
odpowiednio najmniejszego ograniczenia gérnego (najwiekszego ograniczenia
dolnego).

PIERWSZY, OSTATNI ELEMENT

Inne podej$cie reprezentuja te prace, w ktérych istota mys$lenia o kresie
jest uklad symboli uzytych do opisu konstrukcji zbioru. Interpretacja tego
opisu stanowi oé rozumowania badanych: kres to ,pierwszy”,  ostatni” ele-
ment na liScie w zapisie zbioru. W przypadku obydwu zbioréw z zadania 2
oraz zbioru z zadania 8 poszukiwanie kreséw wigzalo sie z interpretacja sym-
bolu ,...”, znajdujacego sie badz na poczatku, badz (albo i) na koricu listy
jego elementéw. W zwiazku z réznymi sposobami tej interpretacji wyrézniono
pewne podkoncepcje:

a) Pierwszy lub ostatni element nalezacy do zbioru, przy réwnocze-
snym ignorowaniu konwencjonalnego znaczenia symbolu ,,...”

Badani, ktérzy w zadaniu 2 udzielili odpowiedzi typu: ,,% jest kresem gér-
nym zbioru { 1, %, 515-, é, - .}, a 1 jego kresem dolnym”, w rozmowie potwierdzili
swoje stanowisko w sprawie brania pod uwage jedynie pierwszego lub ostat-
niego ,z nazwiska” elementu zbioru. Nie uzyskano réwniez iadnych wyjasnien
od tych uczni(')w ktérzy wyznaczajac kresy zbioru { . -—%, -1, ;, 411’ }
twierdzili: ,,— 5 jest kre‘;em dolnym tego zbioru, za$ 4 jego kresem gérnym?”,
dodajac jedynie, ze ,— 5 jest pierwszym elementem zbloru, za$ % ostatnim”.
Autor wypowiedzi : ,,Kres dolny zbloru E jest réwny — gdyz wszystkie ele-
menty zbioru E leza na prawo od —— , a kres gérny zbioru E jest réwny %,
gdyz jest ograniczeniem gérnym zbloru E” potwierdzil w rozmowie, iz wyra-
zenie ,na prawo od” odnosi sie do symbolicznego oznaczenia zbioru. Badany,
ktéry w pracy napisal: ,Kresem dolnym zbioru jest —%, poniewaz jest liczba
najmniejsza w zbiorze i ogranicza zbiér od dotu”, w toku rozmowy utozsamial
kresy zbioru z jego koncami, to znaczy pierwsza, ostatniag wartoscia liczbowa
i nazywal je zamiennie ,najmniejszym, najwiekszym elementem”, ,ogranicze-
niem gbérnym, dolnym”, ,kresem dolnym, gérnym”.

KOMENTARZ

Ujawniony tu rodzaj skojarzen zwiazany jest gléwnie z rozumieniem sym-
bolu ,,...”. Wyraza si¢ przekonaniem, iz stosowany w réznego rodzaju tekstach
(nie tylko matematycznych) symbol ,....” (czytany potocznie ,i tak dalej”), nie
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kryje na temat konstrukcji zbioru innych informacji précz tych, ktére przeka-
zujg symbole liczb. Ignorowanie konwencjonalnego znaczenia symbolu ,,...”
i traktowanie go wylgcznie jako znaku graficznego, nie przekazujacego istot-
nych treéci matematycznych mozliwych do wykorzystania w rozumowaniu,
prowadzi do stwierdzenia, ze kresem dolnym (gérnym) jest element rozpoczy-
najacy (konczacy) liste elementéw w zapisie zbioru.
b) Symbol ,,...” na poczatku lub na koncu listy elementéw zbioru
Poszukujac kreséw zbioréw: {1,%,%,%,...}, {...,-—%,—— 1,;,4, }
{ - g,—%,—%, 2 O,g, 2,;, g, } badani odwolywali sie¢ do symbolicz-
nego oznaczenia zbloru, biorgc pod uwage nie wartosci liczbowe elementéw,
a jedynie miejsce wystepowania symbolu ,,...” w kodzie zbioru. Wyrézniono
dwie zasadnicze podkoncepcje ze wzgledu rézne sposoby interpretacji tego
symbolu:

(bl) kres istnieje i wynosi *oo

Badani prezentujacy koncepcje tej grupy w zadaniu 2 udzielali m. in. od-

powiedzi: ,Kres dolny zbioru {1,% % % } wynosi 1, a gérny oo”, ,kres
érnty zbioru {...,—%, -+ —1,1 1} wynosi 00 , a dolny —1”, ,kres doln,
g v 7T F 217 Yy " y

zbioru E wynosi —oo, zas gorny +00”, a w rozmowach wyjadniano, iz sym-
bol +o0o wskazuje na istnienie kresu gdzie$ w nieskonczonosci, plus lub minus.
W wielu przypadkach badany byl nawet gotéw go wskazaé; np.: ,1 jest pierw-
szym elementem zbioru, za$ ostatni jest gdzie§ w nieskonczono$ci, jest nim -7];,
gdy n jest najwieksze”. Na pytanie badajacego o najwiekszg liczbe naturalng
badany odpowiedzial: ,Nie umiem poda¢ takiej liczby, bo ona jest niewyobra-
zalnie duza, ale na pewno taka jest”. ,,Czy jest to bilion?” — pytal badajacy.
Badany odpowiedzial: ,Bilion nie, bo jest bilion jeden itd., ale nie umiem
podaé takiej, ktéra na pewno jest najwieksza. Moze kto$ inny wie, ja nie”.
Podobne skojarzenia ujawnito dwéch uczniéw w przypadku zbioru E twier-
dzac, ze: ,Kres dolny wynosi ——+—1 oraz gorny —?t—” albo: ,kresem dolnym -
jest —328 5 gérnym jest 33227

Ten rodzaj wyobrazen wiaze sie prawdopodobnie z akceptowaniem nie-
skoniczonosci jako istniejacej jedynie potencjalnie, a wigc uznawaniem, ze nie
istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych i odczuciem, ze mozna tylko —
jesli zachodzi potrzeba — podaé wiecej liczb naturalnych wikazych od dowol-
nie duzej liczby; stad w pojeciu niektérych uczniéw symbole: 1, —1

— —.n
340 312 no n? n+1?
= —3an 312 mogy byé kresami osigganymi w nieskoriczonoéci.
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(b2) kres nie istnieje

Koncepcje tej grupy prezentuja badani, ktérzy w wykonaniu zadania 2
w przypadku zbioru {1, %, %, %, .. } udzielali odpowiedzi: ,,Kresem dolnym jest

1, a kres gérny nie istnieje”, za$ w przypadku zbioru { e Tl TE 1 SO }

byty to stwierdzenia: ,Kres dolny i gérny nie istnieja”, badz ,kresem dolnym
jest —1 — najmniejsza liczba w zbiorze, gérny nie istnieje”, ,Kres dolny i gérny
nie istnieja, bo zbidr ciggnie sie w nieskonczono$é”, a w rozmowach wyjasnia-
jac: ,1 jest pierwszym elementem zbioru, a wiec kresem dolnym, zas kres gérny
nie istnieje, bo sg trzy kropki, a wiec jest nieskonczony, nie mozna powiedzie¢,
co bedzie na koncu”.

Wigkszos¢ odpowiedzi przejaww.lo »cechy” koncepcji mieszanych, to jest
takich, w ktérych inny rodzaj skojarzen ujawniano w przypadku kresu dol-
nego, a inny w przypadku kresu gérnego. Autor pisemnej odpowiedzi: ,Kres
dolny nie istnieje, za$ gérny jest 1”, w rozmowie wyjasnil, ze: ,,1 jest elementem
najwiekszym (bral pod uwage porzadek elementéw zbioru), zad twierdzac, ze
dolny nie istnieje, bral pod uwage symbol ,,...” i interpretowal go jako symbol
nieograniczonego ,malenia elementéw”. W przypadku zbioru E sa tu m. in.
stwierdzenia: ,,Zbidr ciagnie si¢ w nieskornczono$é w jedng i druga strone, wiec
ten zbidr nie posiada kreséw. Kresy nie istniejg”. Autor jednej z takich odpo-
wiedzi swéj wybér uzasadnial nieograniczonym ,wzrostem” i ,maleniem” ele-
mentéw, co symbolicznie, jak twierdzil, zanotowane jest w konstrukcji zbioru
umieszczeniem symbolu ,...”" na jego poczatku i koricu.

Miejsce symbolu ,,...” w oznaczeniu zbioru stanowilo informacje o nieogra-
niczonym ,wzroécie” (,maleniu”) elementéw zbioru dla tych uczniéw, ktérzy
stwierdzali m. in.: ,Kres dolny nie istnieje, poniewaz trzy kropki oznaczaja nie-
skonczonosé, a zatem kres gérny nie istnieje”, badz ,,Kres dolny to liczba, do
ktérej zmierzaja wartosci, a tu widaé, ze do niczego nie zmierzaja; gdyby zmie-
rzaly, to tu co$ by stalo, np. —2, w takim zbiorze {—2, cers —g, -—‘75, 5 — -2 O}
podobnie z prawej kres gérny nie istnieje, bo te wartoéci nie zmlerzajq do
zadnej, ten zbidr jest nieskonczony, nic go nie ogranicza”, albo wreszcie ,,Kres
dolny nie istnieje, gdyz zbidr nie posiada liczby, ktéra by go ograniczala z dotu
i biegnie az do minus nieskonczonosci. Kres gérny nie istnieje, poniewaz nie
ma liczby, ktora ograniczalaby go od gory i liczby biegna az do plus nieskon-
czonosci”.

KOMENTARZ

Prawdopodobnie ten rodzaj skojarzen wynika z dzialania oderwanego od
konstrukeji zbioru. Nie warto$¢ liczbowa elementéw zbioru ma tu decydujace
znaczenie, a jedynie — jak twierdzg badani uczniowie — ,ich nieskoficzona
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ilo§¢”, o ktérej informuje symbol ,,...” znajdujacy si¢ na poczatku lub koncu

listy elementéw zbioru. Wybdr jednej z dwéch odpowiedzi: ,kres nie istnieje”,
badz ,istnieje i wynosi +o00” zwiazany jest z rozumieniem nieskonczonosci.
Wybér pierwszej odpowiedzi wiaze sie z pojmowaniem symbolu ,...” jako
wyrazajgcego nieograniczone ,malenie”, czy ,wzrost” elementéw zbioru; stad
wniosek: kres nie istnieje, bo jest nieosiagalny. Wybdr drugiej odpowiedzi wiaze
si¢ z pojmowaniem nieskoriczonosci jako istniejacej potencjalnie, a nie aktual-
nie.

Zrédlem wszystkich prezentowanych wyobrazen jest symbol ,...”, uzy-
wany w zapisie zbioru nieskoniczonego. Réznorodnoé¢ prezentowanych przez
te grupe uczniéw koncepcji wynika wiec z wieloéci mozliwych interpretacji
tego symbolu.

”

c) Pierwszy (ostatni) wyraz ciggu monotonicznego

Do symbolicznego oznaczenia zbioru odwolywala si¢ réwniez ta grupa oséb,
ktérej skojarzenia dotyczyly ,caloSciowego” spojrzenia na symboliczny kod
zbioru. Istota tych wyobrazen byta $wiadomos$¢, iz elementami zbioréw z zadan
2 oraz 8 sg wyrazy : 4

— ciggu malejacego o wyrazie ogdlnym % w przypadku zbioru {1, %, %, %, .. .},

— dwéch ciggéw w przypadku zbioru { ey —%, -3 —Li3,7-- .}, a mianowi-
cie:

ciagu malejacego o wyrazie ogdlnym % ,

ciagu rosnacego o wyrazie ogélnym _;1:,
— dwoéch ciagéw w przypadku zbioru { .. g, —g, ——%, —%,O, %, %, %, %,. . .},
a mianowicie:

ciaggu rosnacego o wyrazie ogélnym — +1 , badz —-%—,

ciagu malejacego o wyrazie ogélnym 2, badz 3£2n 3 n n
Ten ,oglad” zbioru pozbawiony by} refleksji dotyczacej ograniczonosci zbioru
wyrazéw odpowiedniego ciagu. Badani brali pod uwage pierwszy wyraz ciggu
malejacego w przypadku zbioru {1, 53 ;, } uznajac, iz jest on kresem gor-
nym. Ujawnione tu skojarzenia okazywaly sie nieoperatywne takze dla wyzna-
czenia kresu dolnego tego zbioru. Najczesciej stwierdzali oni, ze ,ten ciag jest
nieskorniczony i nie ma ostatniego wyrazu, ktéry méglby by¢ kresem dolnym”

Podobne rozumowanie wystapilo w przypadku zbioru {...,—5, 3,—1, é,

%, .. } i prowadzilo badanych do wniosku, ze kresem dolnym jest —1, a gér-

nym % Takie intuicje ujawniali tez badani w przypadku zbioru E' (zadanie 8),
dajac odpowiedz: ,Kres dolny: szukamy najmniejszej liczby spoéréd zbioru E
(jest bliska —%) Mozemy, sprowadzajac do wspélnego mianownika, sprawdzié,
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czy jest ona rzeczywiécie mniejsza od wszystkich liczb ujemnych. Kres gérny:
Szukamy najwiekszej liczby sposréd zbioru E (jest to liczba %) Sprawdzamy,
czy liczba jest wigksza niz inne liczby dodatnie, gdyz wiadomo, ze ona tylko
moze byé kresem gérnym, poniewaz idac w prawo napisanego zbioru, zbior
si¢ nie konczy.” Z autorka powyzszej wypowiedzi przeprowadzitam rozmowe,
ktérej fragment przytaczam:

Uczen: Najmniejsza liczba moze by¢ tylko %, bo (tu uczennica przeczytala
pisemng odpowiedZ ze swojej pracy).

Badajacy: Jak sprowadzitaby$ do wspdlnego mianownika liczby zbioru E?

Uczen: To si¢ teoretycznie da zrobié. Trzeba znalez¢ wspdlny mianownik dla
4 _2

R !
Badajacy: Mozesz to zrobié¢?

Uczeni: Tak, ale tak naprawde, w tych przykladach jest tak, ze wszystkie war-
tosci w zbiorze albo sa coraz wigksze, albo coraz mniejsze, czyli wystarczy
poréwnaé pierwszy —% i zobaczy¢, jak jest z pozostalymi. Sa coraz wieksze,
wiec najmniejszy wynosi %

Badajacy: A kres gérny?

Uczen: Tak samo wyznacza sie kres gérny, ale tu widaé ze -2— jest najwieksze,

bo %, %, -g- sg coraz mniejsze, az w nieskonczono$é”.

KOMENTARZ

Prawdopodobnie Zrédet powstawania tych szczegdélnych dekompozycji po-
jecia kresu zbioru ograniczonego mozna szuka¢ w procesie dydaktycznym. Ten
szczegblny rodzaj zbioréw zlozonych z wyrazéw ciaggu monotonicznego, mdgt
by¢ powodem ogniskowania uwagi ucznia na pierwszym badz ostatnim wyrazie
ciaggu i przenoszenia tego osobliwego sposobu ,widzenia” kreséw na inne sy-
tuacje, przy zalozeniu, ze pierwszy (ostatni) element kazdego zbioru jest jego
kresem dolnym (gérnym). Tak uksztaltowane wyobrazenia staly sie kluczowym
elementem obrazu pojecia.

WARTOSC, DO KTOREJ ,DAZA”, ,,ZBLIZAJA SIE” ELEMEN-
TY ZBIORU (NIGDY JEJ NIE OSIAGAJAC)

W koncepcjach tej grupy dominuja wyobrazenia zwigzane z metaforycznym
ruchem elementéw zbioru. Wyrézniam tu dwie zasadnicze podgrupy koncepcji:

a) Kres to warto$é graniczna, do ktorej ,zblizaja sie” elementy
zbioru

Istota tych skojarzen jest metaforyczne dazenie elementéw zbioru do kresu.
W przypadku zbioru {1, %, %, %,...} prowadzily one do nastepujacych wnio-
skéw: ,Kres dolny jest réwny 0, bo te liczby zblizaja sie coraz bardziej do 0,
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ale nigdy go nie osiagna”, albo ,,Coraz blizej 0 leza kolejne elementy, ale 0 nie
osiagng, nie ma takiej mozliwosci, bo tu jest 1 przez cos, ale sg bardzo blisko,
np. 1 przez miliard to bardzo blisko 0”. Podobne postawy ujawniali badani
w przypadku zbioru { ey —%, —%, -1, %, %, .. .}, m. in. podajac odpowiedz:
,Kres dolny wynosi —1, a gérny wynosi 1, bo wszystkie dodatnie wyrazy tego
ciggu daza do 1”. W rozmowach badani potwierdzali te decyzje, argumentujac:
,Ciag ztozony z dodatnich wyrazéw (tj. ciag 1 przez liczba parzysta) dazy do
0”. Na osi liczbowej zaznaczono coraz blizej zera kropki:

™
=

Wi ¢
FNTH
o=

1 B A

rys. 6.

Na pytanie badajacego, dlaczego —1 jest kresem dolnym odpowiadano:
»—1 jest najmniejsza liczba nalezaca do zbioru, za$ pozostale zblizaja sie do 0;
najmniejszej ograniczajacej z géry nie mozna wskazac¢”, za$ na prosbe o zwré-
cenie uwagi na sporzadzony rysunek, badani odpowiadali, ze ,na rysunku jest
zblizanie sie elementéw do 0”. O ,dazeniu” elementéw zbioru {1, %, %, %, .. }
do kresu méwili réwniez ci badani, ktérzy przywolywali pojecie granicy ciggu
0 wyrazie ogélnym % Pisali m. in.: ,0 jest kresem dolnym tego zbioru, bo
% — 07, a w ustnych wyjasnieniach pojawialo si¢ odwolanie do pojecia granicy
ciagu nieskonczonego jako istoty dazenia elementéw zbioru do wartosci ,kon-
cowej”, czyli 0”. W przypadku zbioru {...,—%, —%,—1, %, %,...} ten rodzaj
intuicji, wyrazony dynamicznym wrecz sposobem ,widzenia” zbioru, prowa-
dzil do falszywych wnioskéw: ,,Kres dolny i gérny wynosza 0, bo ciagi -—71—1 — 0,
i,0.

W wykonaniu zadania 8, u badanych prezentujacych koncepcje tej grupy,
réwniez dominujg przekonania, ze wigkszo$¢ (indywidualnie pojmowana) ele-
mentéw zbioru musi ,zmierza¢” do kresu. Sa tu zaréwno skojarzenia z poje-
ciem granicy ciggu u trzecioklasistéw, jak i wyobrazenia zwigzane z ,ruchem”,
nie odnoszace sie do zadnego pojecia matematycznego — gléwnie u drugo-
klasistéw. Znajdujemy u nich m. in. wypowiedzi: ,Kres dolny wynosi —1, bo
elementy daza do —1, czym dalej tym blizej, a najwieksza liczbg w tym zbiorze
jest %”, »Kres dolny wynosi —1, bo kazda kolejna liczba, liczac w dét, bedzie
si¢ coraz bardziej przybliza¢ do —1, ale nigdy tej liczby nie osiggnie”. Szesciu
uczniéw klasy I1I twierdzilo, ze ,—1 jest kresem dolnym, bo — 47 dazy do -1,

kres gérny wynosi 1, bo "T“ ==, 1”7; ,Kres dolny réwny jest —1, bo liczby

zbioru E daza do —1 z dotu, a do 1 z géry, wiec 1 jest kresem gérnym”; , Kres
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dolny wynosi —1, bo ——JC—" — —1, kres gérny wynosi 1, bo 322 — —17.

Tak wiec po wyoerbmemu pewnych ciggéw badany ustala ich granice
i mechanicznie identyfikuje je z kresami odpowiednich zbioréw. Wydaje sig,
ze u trzecioklasistéw pojecie kresu zespolilo si¢ z pojeciem granicy i nastepnie
przez nie zostalo zdominowane.

b) Kres nie istnieje, bo elementy zbioru ,,zmierzaja” w nieskonczo-
nosé

Do$¢ liczna grupa oséb, ujawniajacych dynamiczne skojarzenia z ,widze-
niem” zbioru, odwolywala si¢ w swoich rozwazaniach do osi liczbowej, koncen-
trujagc uwage na tym, jak kolejne elementy zbioru stopniowo na niej powstaja,
jak ,,poruszaja sie”, zmierzajac ,,w nieznane”, w nieskonczonos¢. W przypadku
zbioru E byly to odpowiedzi: ,,Kres dolny zbioru nie istnieje”. Autor jednej
z takich odpowiedzi sporzadzil nastepujacy rysunek:

®jo
Sl

—
o~ e
N

rys. 7.

W trakcie rozmowy wyjasnil: ,Zbiér F nie posiada kresu dolnego. Strzatka
nad osia liczbowa oznacza, ze te wartosci daza w lewo gdzie§ w nieskoriczo-
nos$¢ i dlatego nie ma kresu dolnego”. Podobna argumentacja byta wykorzy-

stywana do uzasadnienia odpowiedzi: ,,Kres dolny zbioru {1, ;, é, ;, } nie

istnieje”, oraz ,kres gérny zbioru {1, 33 4, } nie istnieje”. Zrédlem tego
rodzaju skojarzen byl brak rozréznienia pomiedzy moca zbioru wskaznikdw
ciaggu, a wartoSciami liczbowymi. Na plan pierwszy wysuwa si¢ tu moc zbioru,
co eliminuje rozwazania dotyczace ograniczono$ci zbioru jego wartosci. Taka
interpretacja symbolicznego oznaczenia zbioru prowadzila do blednych wnio-
skéw.

KOMENTARZ

Scharakteryzowany powyzej rodzaj skojarzen z metaforycznym ruchem,
jak pokazuje analiza wypowiedzi badanych uczniéw, moze powstaé¢ w efek-
cie wchloniecie pojecia kresu przez pojecie granicy u trzecioklasistéw badz
pojawi¢ si¢ przed formalnym wprowadzeniem pojecia granicy u drugoklasi-
stow. U uczniéw klas drugich, uzywajacych wyrazen ,elementy zbioru daza”,
»zblizaja si¢”, jako metafor jedynie, bez powigzania z formalnymi pojeciami
matematycznymi, jest to rodzaj spontanicznych wyobrazen nasuwajacych sig
niezaleznie od obudowy dydaktycznej pojecia kresu czy granicy. Byé moze ten
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rodzaj intuicji wywolany jest u niektérych sposobem konkretyzowania pojecia
zbioru nieskonczonego.

Proces zaznaczania elementéw zbioru nieskonczonego na osi liczbowej spro-
wadza sie do zaznaczenia na niej kilku liczb i ,kontynuowania” tego zaznacza-
nia w mysli. Obraz tego, jak elementy zbioru powstaja stopniowo, nie sa dane
od razu, nasuwa skojarzenia z ,ruchem”, z ,dazeniem” nieskoriczenie wielu
elementéw do pewnej wartosci — kresu. Zrédel utozsamiania przez trzeciokla-
sistéw pojecia kresu zbioru i granicy ciggu mozna szuka¢ w tematyce zadan,
sprowadzajacej sie do ciggéw monotonicznych i ograniczonych.

WARTOSC, WOKOE KTOREJ ,,SKUPIAJA SIE” ELEMENTY
ZBIORU

Wspélnym elementem koncepcji tej grupy sa wyobrazenia zwigzane z ob-
serwowaniem zachowania sie nieskoriczenie wielu elementdéw zbioru i zadaniem,
by ,skupialy” sie one wok6l pewnej wartosci — kresu. Skojarzenia takie pro-
wadzily w wykonaniu zadania 2 do odpowiedzi typu: ,,Jesli zaznacze elementy
zbioru: {1, %, %, %, .. } na osi liczbowej, to one zageszczaja sie koto 0”. Niekto-
rzy, argumentujac swa decyzje, wykonywali odpowiednie czynnodci zaznacza-
nia elémentéw na osi liczbowej. W przypadku zbioru { cey— %,— %,—1, %, %, . }
podkreslano, iz skupianie sie elementéw wokél 0 ma charakter dwustronny. Dla
jednych byla to informacja, ze ,,0 jest kresem gérnym tego zbioru, gdyz pozo-
stale elementy tego zbioru, nieskonczona ilo$é, skupiaja sie wokol niego”, inni
natomiast byli przekonani, ze ,,0 jest jednocze$nie kresem dolnym i gérnym”.
Podobna argumentacja pojawita sie w przypadku zbioru F z zadania 8. Jedna
z 0s6b rozwazajac zbiér E wykonala nastepujacy rysunek:

-1 1
rys. 8.

oraz napisala: ,Kres dolny wynosi —1, bo te liczby zblizaja sie do —1, lecz
nigdy jej nie osiaggna i to jest najwieksza liczba nie nalezaca do zbioru. Kres
gérny wynosi 1, gdyz te liczby coraz bardziej zblizaja sie do 1, lecz nigdy nie
osiggny jej i to jest najmniejsza liczba nie nalezaca do tego zbioru”. W trakcie
rozmowy, na pytanie badajacego, dlaczego na osi liczbowej sa tylko —1 i 1,
autor wyjasnil: ,Te dwie liczby tylko sie¢ licza, bo wszystkie liczby ze zbioru
»grupuja si¢” wokét —11i 1, a wiec to beda kresy” (na rysunku dokumentowane
bylo to umieszczeniem coraz blizej —1 1 1 duzej liczby kropek po obu stronach
tych punktéw). ,Wida¢, ze w tych ulamkach licznik i mianownik sig zblizaja,
wigc wszystko zmierza do jedynki z plusem, badz z minusem” — tu pojawit
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si¢ rysunck osi liczbowej:

f )
ol
! CoKO

rys. 9.

KOMENTARZ

Opisany tu rodzaj skojarzeii prawdopodobnie ma swoje Zrédto w sposobie
wizualizacji zbioru nieskonczonego w skonczonym modelu osi liczbowej. Wyra-
zenia: ,elementy zbioru grupuja sie wokét kresu”, | skupiajg sie” sg odbiciem
obrazu pojecia zbioru nieskonczonego u badanych uczniéw. Blednie zada sie,
by regularne zachowanie — ,grupowanie sie” dotyczylo nieskoriczenie wielu
elementéw zbioru. Wyobrazenia te staja sie wrecz pseudo-definicjami, $wiad-
czgcymi o szczegolnych dekompozycjach pojecia kresu zbioru ograniczonego.

Analiza materialu zebranego i opisanego w cze$ci poczatkowej tego roz-
dzialu, sktania do postawienia hipotezy o istnieniu dwéch grup koncepcji, ktére
mozna zdefiniowaé nastgpujaco:

A: Kres to ,to co na koricu zbioru”,

B: Kres to granica (w sensie metaforycznym).

Badani reprezentujacy koncepcje grupy A porzadkowali zbiér poszukujac
sbierwszego”, ,ostatniego” jego elementu. Niektérzy z nich porzadkowali ele-
menty wedtlug:

1. wartosci liczbowej, poszukujac najmniejszej lub najwiekszej wartosci —
grupa Al,

2. kolejnosci na liscie w zapisie zbioru, poszukujac koficowych elementéw
tej listy — grupa A2.

Badani reprezentujacy koncepcje grupy Al korzystali najczesciej z osi licz-
bowej, poszukujac elementéw wysunigtych skrajnie na lewo, badZ na prawo
na tej osi, zakladajac najczesciej przy tym, iz kresem moze byé tylko element

nalezacy do zbioru. Stad w przypadku kresu gérnego zbioru {1, 35 i, }
i kresu dolnego zbioréw {1, %, 3 ;,...}, { §,—?,—%, 20, g, 2, g, g, }

badani dawali odpowiedzi: ,Kres nie istnieje, bo nie istnieje hczba najmniejsza
(najwieksza) nalezaca do zbioru; ten zbidr jest nieskoriczony”. Badani liceali-
$ci prezentujacy koncepcje grupy Al, wyznaczajac kresy zbioru z zadania B,
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twierdzili, ze: ,,% jest kresem gérnym i ograniczeniem gérnym jednocze$nie,
za$ kres dolny nie istnieje, bo nie istnieje w tym zbiorze liczba najmniejsza,;
ten zbidr nie jest ograniczony z dotu”, wyrazajac w rozmowach przekonanie, iz
pojecia kres i ograniczenie moga by¢ uzywane réwnowaznie lub — jak wyjasnit
jeden z badanych — ,zamiennie, gdyz kres i ograniczenie oznaczaja to samo”.

Brak umiejetnosci rozgraniczenia zakreséw poje¢ kres i ograniczenie spo-
wodowany jest byé moze trudno$ciami jezykowymi. Pamigta¢ bowiem nalezy,
iz ,ograniczony” i ,skonczony” sa w jezyku potocznym synonimamij stad, by¢
moze, w wykonaniu zadania C, wéréd oséb prezentujacych koncepcje grupy
Al, pojawily sie odpowiedzi: ,,Zbidr ograniczony jest skonczony”, ,kazdy zbidr
ograniczony jest z dotu najmniejsza, a z géry najwieksza liczba”.

Inng zauwazona kwestia jest wplyw mereologicznych skojarzen na rozu-
mienie pojecia zbioru (patrz ANEKS 1), wyrazajacy si¢ w traktowaniu kaz-
dego podzbioru jako czesci zbioru, a w konsekwencji na uznawaniu, ze jest on
zawsze ograniczony. ,Kazdy podzbidr zbioru, ograniczonego czy nieograniczo-
nego, jest ograniczony” — twierdzili badani tej grupy. Pozostajace w sprzecz-
nosci z nim przekonanie, ze zbidr ograniczony, ,ograniczony jest z géry liczba
najwickszg, a z dolu najmniejsza” sugerowaloby, iz w kazdym zbiorze istnieje
elemont najmniejszy, najwiekszy. Terminy: ograniczenie dolne (gérne), liczba
najmniejsza (najwieksza) funkcjonuja w ich skojarzeniach jako interpretacje
kluczowego elementu obrazu pojecia, a mianowicie postrzegania i uznawania,
ze ykonce zbioru” sa jego kresami. ,Widzenie” na osi liczbowej nieskonczenie
wielu elementéw zbioru w skoficzonym modelu rodzi przekonanie, ze element,
ktérego nie ,wida¢”, nie moze by¢ jego kresem.

Fakt akceptowania i postugiwania sie tylko fragmentem definicji szkolnej
pojecia kresu przez niektérych badanych uczniéw (patrz str. 65) wynikaé moze
z braku rozumienia roli definicji. W konstrukcji matematyki wyraza sie to jej
zastgpowaniem przez wypracowane w toku rozwiazywania zadan procedury,
dobrze funkcjonujgce w typowych przypadkach. Jednym z zasadniczych wa-
runkéw $wiadomosci metodologicznej, ktdrej rozwijanie jest waznym celem
nauczania matematyki, jest — zdaniem Krygowskiej (1977a, s. 143) ,prawi-
dlowe rozumienie przez ucznia roli definicji matematycznej”. Przecietny uczen,
Jjak pokazalo badanie, nie zdaje sobie sprawy z tego, ze definicja wyznacza sens
pojecia i — co wiecej — umozliwia wytworzenie jego obrazu. Gdy brak ob-
razu, uczen staje bezradny przed najprostszym pytaniem, na ktére odpowiedz
otrzymatby od razu, gdyby tylko umial wykorzysta¢ definicje.

Konwencjonalne matematyczne rozumowanie zawiera co prawda wiele nie
doé¢ precyzyjnie uzasadnionych ogniw, jednakze najwazniejsza w nim jest
swiadomos¢, ze sg to tylko uproszczenia, skréty, ktére mozna rozwinaé. Glebo-
kie rozumienie wyraza si¢ nie tylko gotowoscia rozwiniecia tych zamierzonych
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uproszczen, ale tez wiedza, jak mozna to zrobié. W tym badaniu postugi-
wanie si¢ przez badanych skrétami myslowymi wynika z braku rozumienia
podstawy dzialania oraz braku operatywnej znajomosci definicji kresu zbioru.
Mozna przypuszczad, ze elementy koncepcji pojecia kresu, opisywane stowami-
kluczami ,ograniczono$¢” i ,najmniejsza (najwieksza) warto$é”, dobrze funk-
cjonowaly w sytuacjach szkolnych. Kontekst, 0§ liczbowa, ustalony (domys$lnie)
porzadek, ciagglosé i gesto$é zbioru liczb rzeczywistych redukuje rozumienie po-
jecia kresu zbioru do przypadku szczegélnego. Badani uwierzyli, ze operowanie
stowami-kluczami wystarczy do otwierania wszystkich sytuacji.

Cho¢ wspélnym elementem wszystkich koncepcji grupy Al jest sposéb po-
rzadkowania elementéw zbioru (najczesciej zreszta nie u§wiadomiony) wedlug
ich wartosci liczbowej, jedynie operatywne sa te, ktére nie zaktadaja koniecz-
nosci przynaleznosci kresu do zbioru. Badani uczniowie, prezentujacy takie
wyobrazenia, na ogét nie postugiwali sie wyrazeniami ,najmniejsze ogranicze-
nie gérne”, ,najwicksze ograniczenie dolne”, a uzywali jedynie terminu ,naj-
mniejsza liczba nie nalezaca”, ,najwieksza liczba nie nalezaca”, czynigc to
jednak zgodnie z sensem pojecia kresu zbioru ograniczonego. Byé moze celowo
unikali w ten sposéb przypisywania funkcji ,ograniczania” elementowi zbioru,
ktdrego nie chcieli utozsamiaé z kresem.

W koncepcjach grupy A2, kres jest utozsamiany z symbolem uzytym do
opisu konstrukcji zbioru. Badani uczniowie, reprezentujacy koncepcje tej gru-
py, porzadkowali elementy zbioru wedlug ich kolejnoéci na liscie w zapisie
zbioru, ustalajac w ten sposéb kresy dolny i gérny jako odpowiednio pierwsza
i ostatnia pozycje tej listy. Cze$¢ badanych uznawala za kres pierwszy (ostatni)
wymieniony element zbioru, ignorujac konwencjonalne znaczenie symbolu
-+ — grupa A2l. Inni badani uczniowie — grupa A22 — brali pod uwage
symbol ,...” i interpretowali go na dwa sposoby:

1. kres nie istnieje — grupa A221,

2. kres wynosi 200 — grupa A222.

Zauwazono, ze rodzaj sformutowania: ,nie istnieje kres”, ,kres istnieje i
wynosi oo ” — zwigzany jest z pojmowaniem nieskonczonosci. Méwiac, ze
kres nie istnieje, dobierano takie zwroty, ktére wskazywalyby na rozumienie
nieskonczono$ci w kategoriach ,nieskoniczonosci nieograniczonej” (niewyobra-
zalnie duzej, badz malej, nieskonczenie duzej, badz malej), a kresu jako war-
tosci nieosiggalnej. Ci badani, ktérzy twierdzili, ze kres istnieje i wynosi oo,
méwili o wartosci osigganej w nieskonczonodci; —1, 1 n n 3+2n

3 2" . . ’ - ’ . H.’ H,-,_-m’ n_H’ 2" ’
—+—_2n moga, zdaniem niektdrych, to wyrazac¢. Inni licealiSci — grupa A23 —
uznawali, iz pierwszy (ostatni) element zbioru utworzonego z wartoéci ciggu
monotonicznego stanowi jego kres dolny (gérny).
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Osobliwym pojmowaniem kresu jest postrzeganie go jako pewnej informa-
¢ji zakodowanej w symbolicznym opisie zbioru nieskonczonego, bez odwoly-
wania sie do definicji (czy to formalnej, czy odformalizowanej) badz innych
wyobrazen. Czesto ujawnione skojarzenia stawaly sie pseudo-definicjami, re-
gulujacymi sposéb poszukiwania kresu w zaleznosci od miejsca wystepowania
symbolu ,....” w oznaczeniu zbioru. Réznily sie one zupelnie od sensu pojecia
kresu zbioru nadanego definicja. Symbol jest dla tych badanych podstawowym
noénikiem informacji na temat kresu, determinujacym sposéb organizowania
czynnosci zwigzanych z jego wyznaczaniem.

Badanie ujawnilo, ze pojecie zbioru odgrywa w rozumieniu pojecia kresu
role kluczowa i nie mozna liczyé na to, ze uczen potrafi zrozumieé¢ pojecie
kresu, jesli nie zadba si¢ o stworzenie rzetelnych podstaw do tego rozumienia.
Szczegdlnie niepokojace sa czeste przypadki odwolywania sie do kolejnosci,
a nie znaczenia symboli opisujacych konstrukcje zbioru. Moze sie to wigzaé
z trudno$ciami w rozumieniu zbioru nieskonczonego. By¢ moze ma to zwiazek
ze specyfika procesu nauczania — uczenia sig, a dokladniej z koncepcja wpro-
wadzania i ksztaltowania rozumienia pojecia kresu w nauczaniu licealnym,
opartego na jednym tylko modelu. W przypadku, gdy model geometryczny
okazuje sie nieadekwatny do potrzeb rozwazanej sytuacji, tworzony jest nowy,
»jezykowy”, degenerujacy i blokujacy rozumienie pojecia. Dalo to znaé o so-
bie w odpowiedziach na pytania i polecenia z zadan 2 (w przypadku zbioru

{. ey —%, —%, -1, %, 43,}) oraz 8. Badani, ktérzy poszukujac kreséw zbioru
odwotywali sie do symboli i interpretowali je, poproszeni zostali o wykonanie

zadania dodatkowego A, w ktérym rozwazono zbiér {—1, %, —%, %, .. .}, a wiec

ten sam, co w zadaniu 2. W zadaniu A obydwa kresy wyznaczylo poprawnie
po 8 uczniéw z klasy II i III, natomiast w zadaniu 2 trafnie odpowiedzialo 16
uczniéw klasy III oraz 10 klasy II. W zadaniu A wyznaczenie kresu dolnego
nie stanowilo trudnosci. Mozna tylko przypuszczaé, ze —1, jako najmniejszy
z wymienionych w zadaniu elementéw i pierwszy na liScie, byl jedynym kan-
dydatem na kres dolny. Stad stwierdzenie, ze —1 jest kresem dolnym, pojawilo
sie w zdecydowanej wiekszosci odpowiedzi (32-111, 26-11)3. Poszukiwanie kresu
gbérnego ,symetrycznie”, tj. na koncu zbioru, powodowalo klopot, stad m. in.
stwierdzenia: ,kres nie istnieje” lub ,kres istnieje i wynosi 41”.

W zadaniu 2 wieksza liczba poprawnych odpowiedzi sugerowalaby, ze to
oznaczenie zbioru jest bardziej ,czytelne” (takie zreszta uwagi pojawily sie
w rozmowach). Dalej mozna przypuszczaé, ze powodem tego jest taki zapis
zbioru, ktéry pozwala, bez jawnego przywolywania osi liczbowej, widzieé ele-

5Zapis (32-111, 26-11) oznacza, ze dane stwierdzenie dotyczy odpowiedzi udzielonych przez
32 uczniéw klasy trzeciej oraz 26 klasy drugiej.
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menty w ich naturalnym uporzadkowaniu, tj. wieksze od 0: %, %, ... 1 ponadto
y,malejace”, z drugiej za$ ujemne ... —é, —-%, —11i ,rosngce”. Prawdopodobnie
ten rodzaj wyobrazen, bardzo silnie powigzanych z modelem geometrycznym,
ksstaltowany byl w nauczaniu. W takiej wizualnej reprezentacji kres to po
prostu ,koniec zbioru” zaznaczonego na osi liczbowej. Koncepcje grupy A2
zbudowane sg na braku rozréznienia miedzy moca zbioru wyrazéw ciagu a
ograniczeniami zbioru jego wartosci.

Warto zwrdécié jeszcze uwage na fakt, iz opisany tu rodzaj wyobrazeni do-
minuje gléwnie w odpowiedziach drugoklasistéw. Nie znaja oni jeszcze poje-
cla granicy ciggu, rzadziej odwoluja sie do metaforycznego ruchu (,dazenia”,
wzblizania sie”). W sytuacjach, gdy model geometryczny okazuje sie niewystar-
czajacy do znalezienia odpowiedzi, poszukuja oni innych sposobéw wyznacze-
nia kreséw, odwolujac sie najczescie) do symbolicznego kodu zbioru. Na tym
etapie nauczania nalezy dba¢ o ksztaltowanie prawidlowych, glebokich intuicji
pojecia, aby w trakcie formalnego poznawania kresu, a pézniej granicy ciagu,
mogly one dobrze funkcjonowa¢ w niezmienionej postaci.

Intuicje dotyczace kreséw zbioru, a wyrazone metafora ruchu, ,skupiania
si¢”, ,zblizania si¢”, ,dazenia” do pewnej wartoSci — to wspdlne elementy
wszystkich koncepcji grupy B. Prawdopodobnie statyczne koncepcje pojecia
(ich przystosowywanie czy odrzucanie, gdy nie prowadzily do wyznaczenia
kresu zbioru) zostaly zastapione nowymi, dynamicznymi jego koncepcjami.

Wyobrazenia grupy B, konstruowane w oparciu o ,ruch” kojarzony wrecz
z ciggloscia i odczuciem, ze liczy sie regularne zachowanie nieskonczenie wielu
elementéw zbioru, nie wystarczaly w wigkszo$ci przypadkéw do znalezienia
poprawnej odpowiedzi na stawiane w zadaniach pytania. Mysle, ze powstawa-
nie koncepcji tej grupy determinowane jest gléwnie ,,widzeniem” zbioru na osi
liczbowej. Geneza skojarzen, o ktérych mowa, moze byé réwniez zwiazana z
rozumieniem nieskonczonosci — czesto dla ucznia elementy zbioru tworza sig
stopniowo, a nie s3 one dane od razu. Kres to warto$¢, do ktérej zblizaja sie
elementy zbioru w sposéb ,wzrastajacy” czy ,malejacy”; ,dazg”, ,zbiegaja
sie”, ale nie osiaggaja wartosci granicznej — kresu; kres mozna jedynie oszaco-
wad, np. obliczajac odpowiednia granice w plus (minus) nieskorniczonosci — to
wyobrazenia grupy Bl1.

Fundamentem koncepcji grupy B2 jest przekonanie, ze kresem moze byé
jedynie warto$é, wokdl ktoérej ,grupuje sie” nieskonczenie wiele elementéw
zbioru. Wizualne reprezentacje osi liczbowej, wyobrazenia oderwane od defi-
nicji, milczaco ustalony porzadek stanowia potencjalny czynnik konfliktu po-
migdzy tworzonym przez ucznia a ksztaltowanym na lekcjach obrazem pojecia
kresu zbioru. Opisane skojarzenia z osia stanowia ten rodzaj niebezpieczen-
stwa, o ktérym pisze Krygowska (1977a, s. 134 — 136): ,,Czasem natretny obraz
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modelu sugeruje jego wlasnosci szczegdlne”, ktére nie powinny by¢ zachowane.
Szczegdblnie niepokojace w tym modelu sa skojarzenia z ruchem, ciggtym ,zbli-
zaniem sie” do pewnej wartosci — kresu, czy ,skupiania si¢” wokél niego. Ten
model moze stanowi¢ rodzaj blokady w rozumieniu. Co wiecej, ta intuicja rzu-
towa¢ moze na rozumienie poznawanego pézniej pojecia granicy ciaggu. Dla
wielu badanych narzedzie analityczne (granica ciagu), wygodne w badaniu
pewnego rodzaju ciggéw, zostalo rozciggniete na inne pojecia i sytuacje do-
tyczace ciagéw. Formalnie, definicje obu pojeé réznig si¢ w sposéb oczywisty,
ale pojawia sie takze pewne ich ,podobienstwo”: na to, by M bylo kresem,
wystarczy, by w otoczeniu M o promieniu ¢ znalazl sie element zbioru, a w
przypadku granicy — by wszystkie wyrazy ciagu poczawszy od pewnego byty
w tym otoczeniu. W obydwu sytuacjach inny jest charakter otoczeni. W przy-
padku granicy otoczenie jest ustrukturowane; konstruowanie otoczenia wiaze
si¢ z obserwowaniem, co dzieje si¢ z wartoSciami wyrazéw ciggu ze wzrostem
wskaznika. W przypadku kresu otoczenie jest jednowymiarowe, statyczne; two-
rzy je dana (gotowa) w konstrukcji zbioru informacja o jego elementach. W
przypadku ograniczonego ciagu monotonicznego, nieskonczonego, tj. takiego,
w ktérym porzadek wyrazéw jest zgodny z porzadkiem wyznaczonym przez
relacje, mniejszosci lub wiekszoéci, jeden z kreséw (zbioru utworzonego z wyra-
z6w tego ciggu) jest granica ciggu i to jest sytuacja, w ktérej skojarzenie obu
poje¢ moze byé pozadane i nie musi rodzi¢ btedéw. W innych zas przypadkach
skojarzenie obu poje¢ moze rozwijaé intuicje dotyczace kreséw w zlym kie-
runku. Ci spoéréd badanych uczniéw, ktérzy w rozumowaniu odwolywali sie
do granicy ciggu (zadania 2b, 8, B) udzielali blednych odpowiedzi. To sygnal,
ze ich intuicje dotyczace kresu nie odnosily sie do struktur glebokich. W ten
sposéb niejasne i fragmentaryczne rozumienie pojecia kresu zostalo wchloniete
przez pojecie granicy ciagu. Fakt asymilacji obu pojeé uwidocznil sie jasno w
sytuacji nietypowej. Ci sami uczniowie, ktérzy w odpowiedziach pisemnych
kojarzyli kres z granica, w czasie rozméw dotyczacych wyznaczania kreséw
zbioru uporzadkowanego przez relacje podzielnosci (zadanie D) nie udzielili
zadnych odpowiedzi.

Warto w tym miejscu przypomnieé, ze ,,wybdr odpowiedniego modelu nie-
jednokrotnie rozstrzyga o sukcesie” (Krygowska, 1977a, s. 135), za$ rozmaitosé
modeli sprawia, ze trudne pojecia szczegdlnie intensywnie nasycone sg rézno-
rodnymi intuicjami. Jednomodelowa, szkolna prezentacja pojecia kresu zbioru
ogranicza réznorodno$¢ i wielos¢ skojarzen. Rola nauczyciela organizujacego
proces dydaktyczny ma tu, jak wida¢, ogromne znaczenie. Wydaje si¢ to tym
bardziej istotne, w $wietle prowadzonych badan, iz uéwiadamia, ze uczniowie
kojarzacy kres z granica to gléwnie trzecioklasisci.
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3.2 Analiza wykonania zadan 1, 3, 6, 7, 10, czyli kres zbioru
w praktyce szkolnej

Podrozdzial ten jest sprawozdaniem z czeSciowej weryfikacji hipotezy ba-
dawczej o istnieniu dwéch grup koncepcji. Celem tej weryfikacji jest uzyskanie
odpowiedzi na pytania:

1. Czy badani uczniowie postuguja sie¢ w wykonaniu zadan tej grupy zwro-
tami lub wyrazeniami sygnalizujacymi skojarzenia charakterystyczne dla
koncepcji A lub B?

2. Czy i jakie ,nowe” koncepcje pojecia kresu ujawniaja te zadania?

3. Czy badani traktuja warunek przynaleznoéci kresu do zbioru jako waru-
nek konieczny istnienia kresu?

Przeanalizujmy odpowiedzi badanych na pytania i polecenia zadan 1, 3,
6, 7, 10, dotyczacych wyznaczania kreséw przedzialu liczbowego lub zbioréw
skonstruowanych przy uzyciu przedziatu, czyli takich, ktére spotyka sie w pod-
recznikach szkolnych i zbiorach zadan. W zadaniach tej grupy wyeliminowano
koniecznoé¢ poszukiwania hipotetycznego ,kandydata na kres”, ,podsuwajac”
go w postaci konca przedzialu. W ten sposéb, przez wytworzenie u badanego
odczucia znajomosci problemu, stworzono warunki umozliwiajace dotarcie do
wielu skojarzen i intuicji wskazujacych, na ile czynnosci zwiagzane z wyznacze-
niem kresu sg wyrazem glebokiego rozumienia pojecia.

W odpowiedziach na pytania zadania 3 dominowaly intuicje dotyczace
ykoncéw zbioru”. W trakcie prowadzonych rozméw ten rodzaj mechanicz-
nego okreslania kreséw kojarzony byl gléwnie (16-I1, 19-1II)® z symbolicz-
nym jego zapisem. Nieliczni badani (3-II, 3-III) odwolywali si¢ do osi licz-
bowej, udzielajac m. in. wyjasnieni: ,/5 jest najwiekszym elementem zbioru
G = (-2, %)U (0,V5), tzn. najbardziej wysunietym na prawo na osi liczbowej”;
-V jest kresem gérnym, bo wszystkie elementy zbioru G leza na lewo na osi
liczbowej”. Wyznaczanie kreséw sprowadzano do zaznaczenia na ost liczbowej
czterech liczb -2, %,0,\/5 oraz rozstrzygniecia, ktéra z nich jest najwieksza,
a ktora najmniejsza (koncepcje grupy A). Kilkoro badanych wspomnialo w
rozmowie o ,dazeniu” elementéw tego zbioru do v/5, a na pytanie badajacego,
co maja na mysli, ttumaczyli, jak rozumieja rysowanie przedzialu otwartego
na osi liczbowej, uzywajac przy tym wyrazenia ,dazy do v/5”: ,,+/5 nie nalezy
do zbioru G, to oznacza to kétko na osi liczbowej nie zamalowane. Wszystkie

6Zapis (16-11, 19-I1I) oznacza, ze dane stwierdzenie dotyczy odpowiedzi udzielonych przez
szesnastu uczniéw klasy drugiej oraz dziewigtnastu klasy trzeciej.
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inne elementy (tu wskazal badany na o$ liczbowa) naleza do przedziatu i cho-
ciaz v/5 nie nalezy, to naleza wszystkie, ktdre.sg bardzo blisko tej liczby, daza
do niej” (po lewej stronie v/5 zaznaczy! kilka kropek). Znalezli si¢ réwniez
uczniowie (2-II, 1-III), ktérzy w rozmowie odwolywali si¢ do wlasnej ,defi-
nicji” kresu. Oto dwie takie odpowiedzi: ,Kresu gérnego nalezy poszukiwaé
wéréd elementéw —2 oraz /5. Wlasciwym kresem bedzie —2, ze wzgledu na
to, ze nalezy do zbioru (przedzial zamkniety)”; ,,Kresu gérnego nalezy poszu-
kiwaé wéréd elementéw: —2, /5. Aby wybraé wlasciwy nalezy sie zastanowié,
ktéry z nich jest najmniejsza liczba nie nalezaca do zbioru lub najwieksza
liczba nalezaca do zbioru. Kresem gérnym jest w tym przypadku V5.” Autor
pierwszej odpowiedzi w trakcie rozmowy wyjasnil, ze ,zgodnie z definicjg kres
musi do zbioru nalezeé, zatem —2 jest tym koncem, ktéry do niego nalezy”.
»Definicja”, ktéra mial na mysli, nie miata jednak wiele wspélnego z definicja
pojecia. Badany, ktéry podal druga odpowiedZ, réwniez sygnalizowal, iz for-
mulowane przez niego wnioski ,wynikaja z definicji”, a na pytanie badajacego,
ktéry z warunkéw przez autora zapisanych jest speitniony dla v/5 stwierdzit:
»V'5 jest najwieksza liczba nalezaca do zbioru. Kres to po prostu dany koniec
zbioru”. Na pytanie, czy v/5 nalezy do zbioru, po chwili zastanowienia powie-
dzial: ,Tak, to znaczy wlasciwie nie, bo to zaznacza sie kétkiem otwartym na
osi liczbowej, ale to jest koniec, najwiekszy w zbiorze”.
Badajacy: Ktéry wiec warunek zapisany przez Ciebie nalezy odniesé do /57
Uczen: Teraz widzeg, ze to jest tak, V5 jest wlasciwie najmniejsza liczba nie
nalezaca do zbioru.
Badajacy: Wyjasnij, dlaczego jest najmniejsza.
Uczeni: Jak postawie kropke za /5, gdyby jaki$ element wigkszy byl tym koi-
cem przedziatu, to juz bytby wiekszy od /5, czyli v/5 jest najmniejszym.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze wiekszo$¢ badanych zupelnie mecha-
nicznie ustala zwigzek kresu z koficami przedzialu. Nie byloby to szczegdlnie
niepokojace, gdyby (szczegdlnie w poczatkowej fazie poznawania pojecia) sad
ten byl weryfikowany definicja. Jak pokazala analiza nastepnych zadan, ru-
tynowa procedura wyznaczania kreséw byla przenoszona na inne sytuacje.
Przedstawiona wyzej rozmowa wskazuje, ze nie nalezy poprzestawa¢ na wska-
zaniu kandydata na kres. Tak oczywista dla ucznidw sytuacja moze postuzyé
do ksztaltowania prawidlowych, pozadanych wyobrazen.

Zadanie 7 to zadanie nietypowe (sprzeczne warunki). Nalezy dobraé a i
b tak, aby kresem dolnym zbioru F = (a,6) U (—3,b) bylo —2, a gérnym 7.
W zadaniu tym zdecydowana wigkszo$é (19-11, 28-I11) ustalila, ze poszukiwa-
nymi liczbami sa a = —2 1 b = 7; pojawienie sie przedzialéw w tresci zadania
uruchomilo procedure ,koncéw”. Chcac zminimalizowaé potencjalne trudno-
$ci odformalizowania opisu zbioru i podkresli¢, iz zbiory A, B, C, D (zada-
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nie 1) sg ztozone z wybranych elementéw przedzialu, stosowano na przemian
stowny i symboliczny opis ich konstrukcji. Niezaleznie jednak od zastosowa-
nej formy opisu, kolejnoéé¢ czynnosci ucznia uruchamia schemat ,przedzial”,
zdefiniowany przez konce. Wiekszosé (18-11, 20-11I) badanych uczniéw w przy-
padku zbioréw B i D twierdzila, ze kresem gérnym zbioru B jest /3, za$
kresem dolnym zbioru D liczba n. Gdy w rozmowie badajacy prosit o kon-
frontacje wskazanego ,konca” zbioru z informacja: ,,Do zbioréw B i D naleza
liczby wymierne”, ustyszal: ;Wlasciwie kresem gérnym zbioru B i kresem dol-
nym zbioru D powinna by¢ liczba wymierna (dodawano: element nalezacy do
zbioru), ale nie da sie przeciez wskazaé liczby wymiernej najblizszej 7 czy
v/3”. Nieliczni podjeli prébe wskazania takich, dajac w pisemnej pracy od-
powiedzi: 3,14 i 1,71 lub 3,11 1,7 lub 3,15 i % ; inni twierdzili, ze kresy
nie istnieja. 100% blednych odpowiedzi udzielonych w przypadku zbioru A to
skutek zastosowania schematu ,przedzialu”. Idee dzialania wszystkich bada-
nych zwerbalizowal jeden z nich nast¢pujaco: ,Podejrzanym elementem jest
2 i 2 jest liczbg naturalng, wiec skoro 2 € N, to jest kresem dolnym zbioru
A”. Inny tak opisal swéj dylemat w przypadku zbioru C (nie byl to zreszta
jeden przypadek): ,Kres gérny zbioru C = {z € N : :1:(0,5%)} wynosi ... To
bedzie 5 lub 6... Wybieram 5”. Inni wybierali 5 badz 6. Nikt nie dociekal,
jak naprawde ,wyglada” zbiér C, nikt nie zauwazyl, ze jest to zbiér skon-
czony. Byl to prawdopodobnie moment, o ktérym pisal Skemp (1982): ,dla
ucznia nastawionego na struktury powierzchniowe watpliwa pomoc stanowi
odwolanie si¢ do struktur glebokich w przypadku utkniecia”. Prawdopodob-
nie z tych samych powodéw, a wiec dzialania w izolacji od definicji w zadaniu
6, badani (23-1I, 32-III) uznali, ze ,liczba 9 nie ogranicza zbioru A z géry,
gdyz to 8 jest ograniczeniem gérnym i kresem gérnym jednoczes$nie dla zbioru
A = (7,8) U (-2,5)". Takie postgpowanie ma na celu ,wyprodukowanie” roz-
wiazania, ,zalatwienie” problemu poszukiwania kreséw gotowymi schematami
ustalajacymi te kresy jako elementy otwierajace i zamykajace przedzial.

W zadaniu 10 wigkszo$¢ badanych twierdzila, ze ,kres dolny zbioru E wy-
nosi 20, a gérny 0”, motywujac swoja decyzje rachunkiem: ,z(t = —4) = -20,
a ostatni kres gérny z(t = 1) = 0”. Nikt nie udzielil poprawnej odpowiedzi.
Jedna z rozméw byta szczegblnie interesujaca. Badany uczer podczas spraw-
dzianu napisal: ,Kres dolny wynosi —20, bo jest to najmniejszy element zbioru,
gdyz z € {-20,...,0) i z = t(1 — t). Kres gérny jest réwny 0, bo 0 jest naj-
wiekszym elementem zbioru”. Wykonal rysunek (zob. rys. 10).

Badajacy: Wyjasnij, jak wyznaczyles kresy wykorzystujac rysunek.

Uczen: Wtasciwie takich zadan nie robiliSmy na lekcji, ale chcialem zobaczyé,
jak jest z tymi iksami ze zbioru E, wiec zrobilem rysunek.

Badajacy: Co na nim widac?
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Uczeni: No, ze —20 jest najmniejsze, a 0 najwieksze.
Badajacy: Pokaz, jak te informacje odczytujesz z rysunku.
Badany zademonstrowal (zob. rys. 11).

Y y
-4 1 -4 1
z z
-20 920
rys. 10. rys. 11.

Rozpoczal rysowanie od punktu o wspéltrzednych (—4, —20), nie odrywajac
otéwka od narysowanej krzywej, az dotart do punktu o wspétrzednych (1,0);
nie zwracal przy tym uwagi na ograniczono$é zbioru wartosci funkcji f(t) =
t2 —t'dlat € (—4,1).

Analiza zadan drugiej grupy potwierdzila przypuszczenie, sformutowane w
postaci hipotezy badawczej (patrz str. 76), ze koncepcje licealistéw pojecia
kresu zbioru ograniczonego koncentruja si¢ wokét dwéch zasadniczych sposo-
béw ,myslenia” o nim. Ze wzgledu na specyfike tej grupy zadan, dominuja-
cymi wyobrazeniami byly te opisane przez konce zbioru. Przybraly one wrecz
forme schematu-procedury wyznaczania kreséw jako pierwszego i ostatniego
elementu zbioru, elementu otwierajacego i zamykajacego przedzial. Wiekszos¢
badanych byta przekonana, iz warunkiem koniecznym bycia kresem jest przy-
nalezno$¢ do zbioru.

3.3 Operatywny charakter rozumienia pojecia kresu zbioru

Celem trzeciej grupy zadan bylo zbadanie, czy wiedza, ktéra posiadaja
uczniowie klas drugich i trzecich ma cechy wiedzy operatywnej, a wiec ta-
kiej, w ktérej ujawniaja sie aspekty algorytmiczny i intuicyjny. Szczegélnie w
przypadku tej grupy zadan o sukcesie ucznia decydowalo postepowanie oparte
na rozumieniu intuicyjnym, elastycznym (S. Turnau, 1990, s. 24). Zadania
tej grupy (4,5,9) to gléwnie zadania ,otwarte”, w ktérych nalezy skonstru-
owaé zbiér o danym kresie (np. zadania 4 i 9) i takie (zadanie 5), w ktérym
proponuje sie niestandardowe uporzadkowanie zbioru. Sa to zadania rzadko
pojawiajace si¢ w podrecznikach i zbiorach zadan. Do ich rozwigzania nie wy-
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starczy algorytmiczne, schematyczne postepowanie. W zadaniu 4 badani (7-11,
14-1IT) utozsamili symbol ,,...” z miejscem, ktére nalezy wypelnié. Totez w ich
odpowiedziach (pomimo braku jakichkolwiek dodatkowych warunkéw wynika-
jacych z tresci zadania), w miejscu trzech kropek pojawily sie liczby 0,12; 0,25;
0,66; lub 0,17; 0,22; 0,55 itp. Produkcje te byly niejednokrotnie poprzedzone
misternym rachunkiem w rodzaju:

»H = {0,10; 0,11; 0,12; 0,19; 0, 20; 0,25; 0, 30; 0, 55; 0,99}
0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18

0,21 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26 0,27

0,28 0,29.”

Te bledne odpowiedzi moga wynikaé z braku rozumienia oznaczenia zbioru
i symbolicznego opisu jego konstrukeji, badz dotyczyé trudnoéci odformalizo-
wania zwrotu ,kres gérny zbioru H wynosi 11 1 ¢ H”. Na to wskazywa-
taby rozmowa z uczniem klasy III, ktéry jako jeden z niewielu podjal prébe
znalezienia zbioru; inni prébowali ,obej$¢” te trudnoéé konstruujac przedzial
H ={0,10;1):

Badajacy: Powiedz, co$ wigcej na temat zbioru H (napisal H = {...; 0,99;
0,999; 0,9999; 0,99999}), niz to co mozna przeczytaé w Twojej pracy.
Uczen: Wszystkie elementy, ktére byty w zbiorze H to te trzy kropki i dopisa-
lem dalej brakujace, tak jak widaé.

Badajacy: Czy kresem tego zbioru nie jest 0,99999?

Uczen: I tak i nie. Chodzilo mi o to, ze tych dziewiatek ma byé¢ bardzo duzo.
Badajacy: Ile?

Uczen: Nieskoriczona ilo§¢. Gdybym jednak zapisal na koncu 0,999...to zna-
czyloby, ze kresem jest 0, (9) a nie 1.

Badajacy: Czy jest prawda, ze 0,(9) = 17

Uczen: Nie, skadze. Tu powinien by¢ znak 0,(9) = 1, bo przeciez 0,(9) jest
bardzo blisko 1, ale nigdy réwne nie s3. W tym zbiorze trzeba napisaé elementy
(nieskonczenie duzo) jakim$ wzorem, zeby one coraz bardziej zblizaly sie do
1, ale jej nie osiggaly.

W zadaniu 9, podajac przyklad nieskonczonego zbioru G o kresie dolnym
212 ¢ G, niektérzy badani (24-II, 19-11I) konstruowali przedzial (2, +00), a w
rozmowach méwili wylgcznie' o jego krancach jako kresach. Nie bez powodu,
jak wskazywaly rozmowy, umieszczono w tej konstrukeji symbol +oo, aby pod-
kresli¢, iz jest to zbiér nieskonczony. Zauwazytam bowiem, iz wielu badanych
traktuje przedzial, np. (2,4), jako nie nieskonczony. Tylko dwaj uczniowie
klasy III prébowali inaczej skonstruowaé zbiér G. Oto odpowiedz jednego z
nich: ,(2+ ;1;) , gdy n € N i elementy tego zbioru powstaja przez podstawienie
za n kolejnych liczb naturalnych, tzn. G = (2+ 1,2+ 1,2 + 3»---)" Autor
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wyjadnil, ze: zapisal ,,% — 0, wiec 2+ % — 2” i przeczytal zapisane wyrazenia
uzywajgc zwrotu ,dazy do”, dodajac, ze 2 € G, bo ,,% nigdy nie bedzie réwne
0”. W zadaniu 5 badani (19-11, 28-III) zignorowali informacje¢ dang grafem na
temat uporzgdkowania zbioru Z i twierdzili, ze ,1 jest kresem dolnym, bo jest
najmniejszym elementem zbioru, za$ 11 jest najwieksza liczba w tym zbio-
rze, czyli jest kresem gérnym”. W trakcie rozméw, na pytanie, czy graf nie
ustala innej kolejnosci elementéw tego zbioru, stwierdzali: ,,Nie rozumiem, jak
miedzy 11 11 moze byé inna kolejnosc”.

Te czterdziestosiedmioosobowa grupe poproszono o wykonanie zadania D.
Czterdziesci pie¢ oséb odwolalo sie do naturalnego uporzadkowania zbioru
twierdzac, ze: ,2 jest kresem dolnym, gdyz jest to liczba najmniejsza”.

Dla uksztaltowania operatywnego obrazu pojecia kresu zbioru konieczne
jest rozwijanie dotyczacych go skojarzen w wielu réznorodnych sytuacjach.
Brak systematycznych dzialan ukierunkowanych na ten cel, powoduje bloko-
wanie intuicji i wyobrazen, ktére u wielu oséb funkcjonuja jedynie jako jedno-
kierunkowe skojarzenia badz sa zastepowane wadliwymi procedurami. Sprzyja
temu niedostateczna liczba sytuacji i probleméw, ktére ksztattowalyby intu-
icyjne rozumienie kresu zbioru.

4 Whnioski

Przeprowadzone badania pozwolily na ujawnienie réznorodnych, czasem
bardzo osobliwych wyobrazen i intuicji zwigzanych z pojeciem kresu zbioru
ograniczonego. Pokazaly, iz koncepcje licealistéw grupuja sie wokét dwéch za-
sadniczych sposobéw my$lenia o nim:

A: Kres to ,,to co na koricu zbioru” Badani uczniowie prezentujacy kon-
cepcje tej grupy (Al) odwolywali si¢ do osi liczbowej, uporzadkowania
wyznaczonego przez nig, poszukiwali elementéw skrajnie wysunietych na
prawo badZ na lewo, zaktadajac najczesciej przy tym, iz kresem jest ele-
ment nalezacy do zbioru. Najblizsze wladciwemu znaczeniu pojecia sg
wyobrazenia zwigzane z poszukiwaniem najmniejszego (najwiekszego)
elementu nalezacego, badZ nie nalezacego do zbioru, prezentowane przez
niewielu licealistéw.

W koncepcjach grupy A2 mysl badanych krazyta wokét symboli uzytych
do opisu konstrukcji zbioru. Porzadkowali oni elementy wedlug ich ko-
lejnosci na liscie w zapisie zbioru, ustalajac w ten sposéb kresy dolny
i gérny jako odpowiednio pierwszy i ostatni element tej listy. W przy-
padku zbioréw utworzonych z wyrazéw ciagu nieskonczonego ujawnit si¢
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degenerujacy wplyw zatarcia réznicy miedzy ciagiem i zbiorem wyrazéw
ciaggu. Na braku tego rozréznienia zbudowane s3 koncepcje grupy A2.
Charakterystycznym elementem zachowan wielu oséb byla sklonno$é do
postugiwania sie schematami i nierzadko tworzenie wlasnych procedur,
czysto symbolicznych, stanowigcych normy postepowania w okres$lonej
sytuacji (na przyklad w przypadku przedzialu liczbowego byl to sche-
mat ustalania kreséw jako jego krancéw). W czasie badan uwidocznilo sie
nadmierne przywiazywanie wagi do reprezentacji graficznej — osi liczbo-
wej oraz symbolicznej — zaznaczenia trzema kropkami nieskoriczonosci
zbioru (a nie do konstrukcji zbioru); obie pozostawaly dominujacym ele-
mentem koncepcji A. Sktonno$¢ do tworzenia reprezentacji ikonicznych
jest w poczatkowej fazie poznawania pojecia zjawiskiem znanym i po-
wszechnym (Bruner, 1978). W tym przypadku skojarzenia zrodzone na
podstawie wizualnych reprezentacji staly si¢ ,pseudo-definicjami”.

B: Kres to granica (metaforycznego) ruchu Intuicje dotyczace pojecia

kresu determinowane ,widzeniem” zbioru na osi liczbowej, a wyrazone
metafora ruchu, ,skupiania si¢”, ,zblizania” lub ,dazenia” do pewnej
wartosci-kresu to wspélne elementy wszystkich koncepcji grupy B. Grupe
B1 tworza koncepcje tych uczniéw, ktérzy w badaniu wyrazali przeko-
nanie, ze kresem jest wartos¢ (liczba), do ktérej ,zblizaja si¢” elementy
zbioru w sposéb ,wzrastajacy” czy ,malejacy”, nie osiggajac jej. Koncep-
cje grupy B2 ogniskowaly si¢ wokdl zadania, by nieskonczenie wiele ele-
mentéw zbioru ,skupialo sie” wokél kresu. Wyobrazenia konstruowane
w oparciu o metaforyczny ruch elementéw zbioru no ogét nie prowadzity
badanych do poprawnych odpowiedzi. Jak sie wydaje, metafora ruchu
moze degenerowac, a nawet blokowa¢ rozumienie kresu w toku dalszej
nauki. Tworzenie si¢ takich skojarzen moze byé wynikiem braku zabie-
goéw (sytuacji) dydaktycznych majacych na celu ksztaltowanie intuicji
dotyczacych kresu jeszcze przed formalnym pojawieniem sie tego poje-
cia.

Dostrzezone trudnosci maja dwojaka geneze: kryja si¢ w naturze pojecia

badz, jak mozna przypuszczaé, maja Zrédlo w procesie dydaktycznym jego

opracowania. Przedwczesna wydaje si¢ ich klasyfikacja, jednakze po lekturze

zebranego materialu nie sposéb przemilczeé trudnosci zwigzanych z rozumie-
niem zbioru nieskoriczonego i opisem jego konstrukcji. Dociekanie ich natury
jest zamierzonym celem dalszych moich badan. Wiekszo$¢ badanych uczniéw
nie potrafita postugiwaé si¢ definicja kresu; nierzadko obserwowano zjawisko
akceptowania i postugiwania sie tylko jej fragmentami. Jest prawdopodobne,
Zze w procesie poznawania sensu pojecia definicja nie zostala przez nich od-



O ROZUMIENIU POJECIA KRESU ZBIORU OGRANICZONEGO 89

kryta, ale przyjeta jako obca, zewnetrzna wiedza werbalna. Zostala wiec po-
traktowana jako mniej wazny skladnik obrazu pojecia, a dominujacymi jego
sktadnikami staly sie reprezentacje: graficzna oraz symboliczna. Odwolywanie
si¢ do jednego z tych modeli w réznych sytuacjach nie jest, jak pokazato bada-
nie, wynikiem §wiadomego wyboru, lecz raczej swego rodzaju automatyzmem.
Wiele systematycznie pojawiajacych sie blednych skojarzen, szczegdlnie tych
zwigzanych z dynamicznym ,widzeniem” osi liczbowej, ,ruchem” na osi oraz
trudnoéci oderwania sie od ,wizualnych” wyobrazen zwiazanych z osia, spra-
wiaja wrazenie, jakby ten model geometryczny stanowil przeszkode epistemo-
logiczng dla pojecia kresu. Uznanie go za taka wymagaloby jednak dalszych
badan.

ANEKS 1

Przykladowa analiza pracy pisemnej uzupetniona rozmowa wyjasniajaca
z jej autorem. Wykonanie zadania 2 wygladalo nastepujaco:

Zbiér Kres dolny [ Kres gérny
{1,5,5.4,--} 1 nie istnieje
{-., —-%, —%, -1, %, %, ...} |nie istnieje | nie istnieje

Analizujgc wykonania tego zadania postanowilam wyjasni¢ w trakcie roz-
mowy, jak rozumiane jest przez badanego stwierdzenie ,nie istnieje”, gdyz jest
ono kluczowym elementem rozumienia kresu. Oto fragment rozmowy:
Badajacy: Wyjasnij mi, co znaczy wyrazenie ,nie istnieje”.

Uczen: W pierwszym przypadku, pierwszym elementem zbioru jest 1, czyli jest
kresem dolnym, nie ma ostatniego, tu sa trzy kropki, wiec zbidr jest nieskori-
czony, nie ma kresu.

Badajacy: W drugim przypadku?

Uczen: Podobnie jak méwilem. Sa trzy kropki, czyli nieskonczenie wiele liczb,
ktére gdzie$ biegna w nieskoriczono$é, w obydwie strony. Kreséw ten zbidr nie
ma.

Badajacy, chcac zwrécié uwage ucznia na elementy zbioru, ktérych nie
rozwazal, poprosil o wykonanie zadania B. Uczent ,myslal gloéno”:

Uczent: Tu jest jaki$ blad. Te liczby w zbiorze nie po kolei stoja.

Badajacy: Wiec dlaczego napisales, ze ten zbidr jest ograniczony z géry?
Uczen: Patrzac na te liczby: %, —%, —21—7, —%. Mianownik roénie i tak na
przemian, dodatnie i ujemne, jedynka ciagle w liczniku; no to % jest najwieksze.
Badajacy: Najmniejszej nie ma?
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Uczen: Mozna tak na przemian w nieskoficzono§¢ wypisywaé, najmniejszej nie

ma.

Osoba, ta poproszona o wykonanie zadania C udzielita nastepujacych od-

powiedzi:

Zbidr jest ograniczony
1. Zbidr ten jest skonczony

m, gdyz zbidr ograni-
czony ma skonczong liczbe wyra-

z26w

2. Kazdy podzbiér tego zbioru jest
ograniczony
gdys istnieje liczba
najmniejsza 1 najwieksza tego

zbioru

3. Istnieje liczba najmniejsza i naj-
wigksza w tym zbiorze
m gdyz zbidr ten jest
ograniczony z dolu liczba naj-
mniejsza, a z gbéry najwieksza
liczba

4. Istnieje liczba wieksza od kazdej
liczby tego zbioru

nieprawda gdyz nie istnieje
iczba wieksza od ograniczajacej
ten zbidr z goéry

5. Istnieje liczba mniejsza od kazdej
liczby tego zbioru

nieprawda | gdyz nie istnieje
iczba mniejsza od liczby ograni-
czajace] ten zbidr z dotu

Dalej w trakcie rozmowy:

Zbidr jest nieograniczony

1. Zbidr ten jest skoniczony
, gdyz zbidr nieogra-
niczony ma nieskonczong liczbe
wyrazéw

2. Kazdy podzbiér tego zbioru jest
nieograniczony

[fatsz_ |, gdyz kasdy pod-

zbidr zbioru jest ograniczony

3. Istnieje liczba najmniejsza 1 naj-
wieksza w tym zbiorze
falsz , gdyz zbiér ten nie
jest ograniczony ani z géry, ani z
dotu zadna liczba

4. Istnieje liczba wigksza od kazdej
liczby tego zbioru
, gdyz zbiér nieogra-
niczony nie posiada najwiekszej
liczby ograniczajacej z dotu

5. Istnieje liczba mniejsza od kazdej
liczby tego zbioru

, gdyz zbidér ten nie
posiada ograniczenia gérnego

Badajacy: Czy kazdy podzbiér zbioru nieograniczonego jest ograniczony?
Uczen: (po chwili zastanowienia) Tak. Kazdy podzbiér, jakiegokolwiek zbioru

jest ograniczony.
Badajacy: Wyjasnij to.

Uczen: Wyobrazam to sobie tak (wykonal nastepujacy rysunek):
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rys. 12.

Jest jaki$ zbidr. To jest jego podzbidr. (Tu uczeri wskazal strzatke na rysunku.)
Wida¢ wiec, ze jest on ograniczony.

Badajacy: Napisales, ze kazdy podzbidr zbioru nieograniczonego jest ograni-
czony.

Uczen: Tak. Juz méwilem, jak to sobie wyobrazam. To tak, jakby wyciaé ten
kawalek. Na koricu jest kres dolny (z lewej strony) i gérny (z prawej).
Badajacy: Jak wyglada w tym Swietle twoje stwierdzenie, ze nie istnieje liczba
wieksza od kazdei liczby tego zbioru?

Uczen: To ograniczenie — kres jest na samym koncu, jak to utne, to juz nic
wiekszego tam nie ma.

Badajacy zanotowal, Zze u tego ucznia rozumienie pojecia kresu zbioru zo-
stalo wypaczone przez falszywe sugestie jezyka potocznego, ukierunkowane na
kolektywne, a nie na dystrybutywne intuicje dotyczace rozumienia zbioru.

ANEKS 2
Liczba | Liczba
Sposéb poszukiwania kreséw uczniéw | uczniéw
klasy klasy
drugiej | trzeciej
1. Najmniejsza, najwieksza wartosé 14 26
2. Pierwszy, ostatni element 14 8
3. Wartos¢, do ktérej daza, zblizaja sie elementy | 6 18
zbioru
4. Warto$é, wokél ktorej skupiajy sie elementy | 2 3
zbioru

Tabela 1. Zestawienie sposobéw poszukiwania kreséw zbioru { 1,331} ilicz-
by o0séb tak postepujacych.
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Liczba | Liczba
Sposéb poszukiwania kreséw ucznidéw | uczniow
klasy klasy
drugiej | trzeciej
1. Najmniejsza, najwieksza wartosc¢ 16 19
2. Pierwszy, ostatni element 11 9
3. Wartosc¢, do ktorej daza, zblizajg sie elementy | 4 11
zbioru
4. Warto$é, wokol ktoérej skupiaja sie elementy | 1 1
zbioru
Tabela 2. Zestawienie sposobéw poszukiwania kreséw zbioru {...,—%,—%,—1,
1,4,...} i liczby oséb tak postepujacych. '
Liczba | Liczba
Sposéb poszukiwania kreséw uczniéw | uczniéw
klasy klasy
drugiej | trzeciej
1. Najmniejsza, najwieksza wartos¢ 13 8
2. Pierwszy, ostatni element 11 11
3. Wartos¢ do ktorej daza, zblizaja sie elementy | 7 15
zbioru
4. Wartoéé wokot ktoérej skupiaja sie elementy | 3 3
zbioru
Tabela 3. Zestawienie sposobéw poszukiwania kreséw zbioru {...— 8, —¢, -4,

79

—%,0, %, %, I } i liczby oséb tak postgpujacych
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Understanding of the upper (lower) bound
by secondary school students

Summary

This article contains discussion on a test carried out among students of a secondary
school in Kielce. The test enabled to settle preliminarily some hypotheses concerning
images of the upper (lower) bound shaped in pupils during the lessons about the set of
real numbers. The analysis of the carried out test showed that images of this concept
revealed in the tested students very often differ from the mathematical sense of the
concept at stake. Analysis of students’ work led to identification of two characteristic
intuitions (operating rules) of the upper (lower) bound:

A: The bound is ,what is at the ‘end’ of the set”
B: The bound is the limit of a (metaphorical) movement



