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Schemat myslowy szeregowo-kolumnowego
ukladu figur u dzieci w wieku od 6 do 9 lat

Tematyka pracy® dotyczy pewnego typu regularnych ukladéw figur na
plaszczyZnie zwanych w rozprawie szeregowo-kolumnowym ukladem fi-
gur (w skrécie SKUF). Istota tego typu ukladéw jest mozliwoéé wyréznienia
dwdéch rodzin réwnoleglych rzedéw, czesto do siebie prostopadtych. Réwnole-
gte rzedy jednej rodziny (,poziome”) stanowiy szeregi, drugiej (,,pionowe”)
— kolumny. Na przyklad biale konie w grafice Eschera (rys. 1) tworza pro-
stokatny szeregowo-kolumnowy uktad figur. Elementy SKUF nie musza by¢
do siebie przystajace; moga to by¢ dowolne figury, tak jak na rysunku 4. Istotne
jedynie jest miejsce ich potozenia. Rysunek 2 ilustruje uktad ukoény, gdyz sze-
regi i kolumny nie sa wzajemnie prostopadte. SKUF moze by¢ nieskoriczony
(rys. 3), gdy figury sa rozmieszczone na obszarze o nieokre$lonych granicach,
badz skoriczony o wymiarach m X n (rys. 4), w ktérym elementy ulozone sa
w m szeregach po n w kazdym.

rys. 1. Prostokatny SKUF rys. 2. Ukoény SKUF

®Tekst jest skrécong wersja autoreferatu rozprawy doktorskiej obronionej 8 VII 1999 r. na
Wydziale Matematyczno-Fizyczno-Technicznym Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Krakowie.
Promotorem pracy byt dr hab. Stefan Turnau, a jej recenzentami — dr hab. Bogdan Nowecki
i prof. dr hab. Zbigniew Semadeni.
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rys. 3. Nieskonczony SKUF rys. 4. Skonczony SKUF

Szeregowo-kolumnowy uklad figur pelni wazng role w procesie nauczania
matematyki: w ksztaltowaniu wielu matematycznych poje¢ i ich wlasnosci.
SKUF moze stuzy¢ do geometrycznej interpretacji iloczynu liczb naturalnych,
a obliczanie dwoma sposobami liczby elementéw tego ukladu, pomaga dostrzec
prawo przemienno$ci mnozenia. Uchwycenie podwéjnego ukladu szeregéw i ko-
lumn w prostokacie wylozonym jednostkowymi kwadratami jest pewnym eta-
pem procesu ksztaltowania pojecia pola prostokata. Podwdjna koordynacja
pionu i poziomu jest tez istotna przy postugiwaniu si¢ m. in. uktadem wspéi-
rzednych, diagramami, macierzami oraz w geometrycznym modelu iloczynu
kartezjanskiego.

Przedmiotem prezentowanych w rozprawie badan byl hipotetyczny sche-
mat mys$lowy szeregowo-kolumnowego ukladu figur tworzacy sie w
umyéle dzieci w wieku od 6 do 9 lat. Chodzilo o badanie pierwszego, po-
gladowego wyobrazenia, o ktérym Krygowska® pisze, ze

.. .nie jest jeszcze pojeciem matematycznym, ale jest pewnym mySlowym
schematem w tym sensie, w jakim A. Rubinstein méwi o wyobrazeniach-
schematach, ktére z jednej strony »przechodza w pojecia, z drugiej —
odtwarzaja w obrazach wspomnieniowych indywidualne spostrzezenia«.

W wyniku empirycznych badan poszukiwano odpowiedzi na pytanie, jaka
wiedza spontaniczng na temat szeregowo-kolumnowego ukladu figur
dysponuja dzieci w tym wieku. Jadrem tej pracy byla kwestia, do jakiego
stopnia dziecko jest w stanie, widzac szeregowo-kolumnowy uktad figur, wy-
r6zni¢ tam uktad szeregéw, uklad kolumn oraz — co najwazniejsze — czy ma
ono $wiadomoéé istnienia obu tych ukladdéw i czy potrafi je skoordynowadé.

Waznym elementem pracy byla teoretyczna analiza réznych aspektéw po-
jecia szeregowo-kolumnowego ukladu figur oraz préba opisu tego w jezyku ma-
tematycznym. Matematyczna analiza ukladéw szeregowo-kolumnowych prze-
platala sie z analizowaniem zachowan dzieci obserwowanych w trakcie badan.

SKrygowska Z., Zarys dydaktyki matematyki, cz. 1, WSiP, 1979, Warszawa, s. 50
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W efekcie takiego dwutorowego podejscia, stopniowo wylaniala sie terminolo-
gia shuzaca do opisu tego typu zjawisk. Chodzito o zbudowanie takiego systemu
pojeé matematycznych, ktdry bytby mozliwie bliski temu, co badamy u dzieci,
i umozliwial opis obserwowanych u nich trudno$ci. Jezyk matematyczny po-
magal interpretowaé ujawnione w czasie badan rozumowania dzieci i dzieki
temu, mozliwe bylo usystematyzowanie réznorodnych wynikéw badan empi-
rycznych. Proces matematyzacji tego typu ukladéw doprowadzil do definicji
szeregowo-kolumnowego ukladu figur jako pojecia matematycznego.

Praca badawcza zainspirowana zostala wynikami Lynne Outhred (Austra-
lia) przedstawionymi na kongresie ICME
w 1992 r. w Québeku.” Badania te do-
tyczyly postrzegania przez dzieci pro-
stokata o wzorze szachownicy (rys. 5),
ktéry w omawianej rozprawie nazwano |
pokratkowanym prostokgtem. Wy- :
niki wskazywaly, ze dzieci na poczatku i
szkoly maja trudnosci z uchwyceniem ‘
ukladu regularnych pionowych i pozio-
mych rzedéw.

Przeprowadzone dla potrzeb rozprawy badania bytly typu diagnostycznego.
Jako gléwne cele badan przyjeto:

rys. 5. Pokratkowany prostokat

1. Wstepne zbadanie spontanicznej wiedzy dziecka w wieku od 6 do 9 lat,
zwigzanej z szeregowo-kolumnowymi ukladami figur.

2. Diagnoze niektérych trudnoéci i prawidlowosci rozwojowych tych dzieci
w rozumieniu szeregowo-kolumnowego ukladu figur.

Metody badan zostaly zaczerpniete z dorobku pedagogiki, psychologii i
ogélnej metodologii nauk. Do planowego organizowania i prowokowania sytu-
acji, ktére ujawniaja wiedze dzieci zwiazana z szeregowo-kolumnowymi ukta-
dami figur, zastosowano w badaniach zadania diagnostyczne. Diagnozie pro-
wadzone] za pomoca skonstruowane;j serii zadan towarzyszyly nastepujace me-
tody: obserwacja uczestniczaca, indywidualna rozmowa z dzieckiem oraz ana-
liza dokumentéw, a w szczegblnosci rysunkéw dzieci. Badania empiryczne byty
prowadzone od 1992 do 1998 roku w przedszkolach i szkolach podstawowych
poludniowej Polski. Lacznie uczestniczylo w badaniach 388 dzieci. Uczniowie
pracowali z badaczem indywidualnie.

"Outhred L., The array: convention or confusion, referat wygloszony na ICME-7, 1992,
Québec
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Gléwnym zadaniem badanych bylo ukladanie, rysowanie oraz stowne opi-
sywanie szeregowo-kolumnowych ukladéw figur ukazanych w réznych kontek-
stach. Ponizej przedstawiono najwazniejsze wnioski z badan zilustrowane wy-
branymi pracami dzieci®.

e Szeregowo-kolumnowy ukfad figur dzieci postrzegaja w trzech aspektach:
punktowym, pokryciowym i liniowym. SKUF jest postrzegany jako punk-
towy (rys. 6), gdy na plan pierwszy rzucaja si¢ pojedyncze, izolowane
od siebie elementy. Uklad jest postrzegany jako pokryciowy (rys. 7),
gdy obserwator zwraca uwage na to, ze elementy ukladu pokrywaja cala
powierzchnie, nie pozostawiajac luk. Wreszcie aspekt liniowy (rys. 8) w
percepcji ukladu — to skupienie uwagi na przecinajacych sie liniach, a
ignorowanie obszaréw miedzy nimi. Oczywiscie, pokratkowany prostokat
moze by¢ postrzegany we wszystkich trzech aspektach. Jak wynika z ba-
dan, kazdy aspekt z osobna jest w zakresie kompetencji dzieci w wieku
6 lat; nie znaczy to jednak, ze dzieci s3 w stanie swobodnie przechodzié
od jednej percepcji uktadu do drugie;j.
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rys. 6. Damian — 7 lat rys. 7. Magda — 6 lat

rys. 8. Paulina — 9 lat

8Jednym z zadasi badawczych bylo pokrywanie prostokata 12 jednostkowymi kwadratami
w ukladzie 3 na 4 oraz przedstawianie na rysunku powstalego w ten sposéb pokratkowanego
prostokata. W niniejszym tekscie zaprezentowano jedynie prace dzieci bedace rozwigzaniem
tego zadania.
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e Dzieci w réznym stopniu ujawniaja w swoich rozumowaniach cechy trzech
podstawowych struktur SKUF: szeregowo-kolumnowej, liczbowej i powierz-
chniowej. Przy rysowaniu SKUF istotne jest dostrzezenie podwéjnego
uktadu szeregéw i kolumn, tymczasem znaczna cze$é dzieci w wieku do
7 lat, a takze pewna grupa oémiolatkéw, nie uwzglednila jednoczeénie
szeregéw i kolumn (rys. 6). Trudnosci w zachowaniu cech struktury licz-
bowej polegaly m. in. na nie uwzglednieniu zadanej we wzorze liczby
szeregéw i kolumn (rys. 6-8). Tego typu trudnosci pojawialy si¢ w kazdej
grupie wiekowej od 6 do 9 lat, z tendencja do zmniejszania sie. Problemy
z odzwierciedleniem cech struktury powierzchniowej ujawnity sie gléwnie
brakiem pokrycia calej powierzchni (rys. 6). Najtrudniejsze jednak dla
badanych dzieci bylo uchwycenie cech wszystkich struktur jednocze$nie.

Skupienie uwagi tylko na cechach pewnej struktury, prowadzito do domi-
nacji jednej struktury nad pozostalymi i bledéw popelnianych w odnie-
sieniu do innych struktur. Nastawienie dziecka na uwzglednienie jednej
z tych cech (np. na to, by elementy SKUF rozmieszczone byly réwno-
miernie na calej powierzchni) powodowalo nieraz nie zwracanie uwagi na
inne cechy (np. na konieczno$¢ uwzglednienia liczby elementéw uktadu).

e Trudnosci zwigzane z jednoczesnym uchwyceniem cech struktur SKUF ma-
leja z wiekiem dzieci od 6 do 9 lat. Wniosek ten potwierdzaja zamieszczone
w pracy wyniki ilo§ciowe, przedstawiajace ujawnione w trakcie badan za-
chowania dzieci zwigzane ze strukturami SKUF.

e Dzieci rysujace pokratkowany prostokat przez liniowanie nie zawsze s3 $wia-
dome ukfadu szeregowo-kolumnowego. Dla wielu dzieci nie bylo oczywi-
ste, ze prostokat pokryty kwadratowymi kafelkami mozna przedstawié
na rysunku za pomoca linii pionowych i poziomych. Dopiero stworze-
nie odpowiedniego kontekstu sytuacyjnego spowodowalo, ze liniowanie,
nawet bez specjalnego uczenia, jest dostepne juz dla dzieci szeSciolet-
nich. W takim $wietle szczegdlnie zaskakujacy okazal sie fakt, ze czes¢
dzieci, ktére w poczatkowych zadaniach rysowaly linie, podczas rysowa-
nia pojedynczych kwadratéw miala trudnosci w zachowaniu ukladu sze-
regéw i kolumn (rys. 9). Umiejetnoéé liniowania nie spowodowala ominie-
cia trudnoéci zwigzanych z koordynacja szeregdéw i kolumn. Liniowanie
nie $wiadczy wiec jednoznacznie o u§wiadomieniu sobie, przez rysujace
dziecko, podwdjnego ukladu szeregéw i kolumn; nie stanowi tez najwyz-
szego etapu przedstawiania pokratkowanego prostokata na rysunku.
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rys. 9. Ania 6;4

e Dzieci obliczajg elementy SKUF na rdézne sposoby: licza wskazujac poje-
dyncze elementy, licza po 2, dodaja jednakowe sktadniki, wykonuja mnoze-
nie. Czesto$é wystepowania poszczegélnych sposobéw zalezy od wieku
dziecka. Dodawanie kilku jednakowych skladnikéw swiadczy o dostrze-
zeniu przez dziecko ukladu szeregéw badZz ukladu kolumn, zaleznie od
tego, co dodaje. Jednak znajdowanie liczby elementéw za pomoca mno-
Zenia, nie zawsze oznacza umiejetno$é widzenia przez dziecko ukladu
kilku rzed6w, po tyle samo w kazdym. Cze$é dzieci automatycznie stosuje
wyuczony w szkole schemat: rozpoznaje sytuacje prostokatnego ukladu
i wie, ze nalezy pomnozy¢ liczbe elementéw pierwszej kolumny przez
liczbe elementéw pierwszego szeregu.

Podsumowujac, mozna powiedzieé, ze wyniki badan $wiadcza o istnieniu u
dzieci w wieku od 6 do 9 lat naturalnych ograniczen rozwojowych, zwigzanych
z uchwyceniem jednoczeénie kilku cech SKUF. Pokazuja one, jak trudne dla
dzieci okazalo sie¢ reprodukowanie na rysunku pozornie oczywistego ukladu i
jak réznie dzieci spostrzegaly jego strukture. Istnieje duzy rozdzwiek pomiedzy
tym, co dziecko wie naprawde, a powszechnym wyobrazeniem dorostych na ten
temat. Na poczatku nauki szkolnej dzieci nie maja jeszcze dobrze uksztalto-
wanych elementéw SKUF, potrzebnych do rozumienia zwigzanych z nim poje¢
matematycznych. Postugiwanie si¢ w nauczaniu pojeciami, ktérych uczen na-
lezycie nie rozumie, jest bezcelowe, a moze by¢ nawet szkodliwe.

Omawiana praca dotyczy jedynie fragmentu zaproponowanej tu tematyki.
Przeprowadzone badania dotyczyly diagnozy stanu istniejacego: zaobserwowa-
nia wystepujacych prawidlowosci i rejestracji trudnoéci uczniéw. Wyniki tych
badan sugerujg wyraZnie potrzebe podjecia dalszych i glebszych poszukiwan
w zakresie rozumienia, SKUF przez dzieci, a takze projektowania koncepcji
dydaktycznych, wdrazania ich do szkoly i weryfikowania.



