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Obraz granicy funkcji ksztaltowany
w czasie studiéw matematycznych

Praca poswiecona jest obrazom granicy funkcji powstajacym w toku
naukil.

Przez obraz pojecia? u studenta autorka rozumie strukture poznawcza, za-
wierajaca wszelkie skojarzenia i wyobrazenia myslowe, ktére wigze on z tym
pojeciem, takze odnoszace sie do jego wlasnosci i dotyczacych go twierdzen,
w tym intuicje, elementy formalnego rozumienia, schematy (réwniez swoiste)
i strategie operowania nim. Istotne jest w niej ponadto dostrzeganie zalezno-
$ci miedzy jej elementami i zwigzkéw ze strukturami odnoszonymi do innych
pojeé. Przy tym nie wszystkie jej elementy bywaja uswiadomione, a niektére
mogg pozostawal w sprzecznosci ze soba. Mechanizmy poznawania poje¢ ma-
tematycznych sprawiaja, ze uczacy sie, przyswajajac nowe pojecie, tworzy w
umysle takg strukture poznawcza, ktéra umozliwia mu postugiwanie si¢ nim
i dalsze rozwijanie jego rozumienia. W procesie asymilacji wcigz nowych in-
formacji, poprzez usuwanie sprzecznoéci i §wiadome abstrahowanie, ulega ona
nieustannym przeksztalceniom. W przypadku skomplikowanych poje¢ abstrak-
cyjnych, jakim jest niewatpliwie granica funkcji, struktura ta moze by¢ bardzo

!Tekst jest zmodyfikowana wersja autoreferatu rozprawy doktorskiej obronionej 8 VII
1999 r. na Wydziale Matematyczno-Fizyczno-Technicznym WSP w Krakowie. Promotorem
pracy byl dr hab. Gustaw Trelifski, a jej recenzentami — dr hab. Maria Korcz i dr hab.
Eugeniusz Wachnicki.

?Poréwnaj ,concept image” w D. O. Tall, S. Vinner, Concept image and concept defini-
tion in mathematics with particular reference to limit and continuity, Educational Studies
in Mathematics 12, 1981, s. 152, oraz ,koncepcja pojecia” w A. Sierpifiska, O niektérych
trudnoéciach w uczeniu si¢ pojecia granicy na podstawie studium przypadku, Dydaktyka
Matematyki 4, 1985, s. 114.
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ztozona. Najistotniejsze sa w niej skojarzenia zwigzane z nieformalnym zna-
czeniem pojecia; gdy s3 z nim zgodne, moga by¢ operatywnie wykorzystane
zwlaszcza w rozumowaniach.

Analizujac literature dotyczaca rozumienia granicy funkcji stwierdzono, ze
polskich pozycji omawiajacych te problematyke powstalo niewiele. Relacjono-
wane w niej badania odnosza sie jedynie do intuicji pierwotnych, zwigzanych z
granica ciggu u oséb, ktdre nie poznaly jeszcze tego pojecia w toku nauki. Bo-
gatsza jest natomiast rodzima oferta propozycji wprowadzania granicy. Wéréd
prac niepolskich autoréw mozna znalezé juz znacznie wiecej pozycji dotycza-
cych rozumienia tego pojecia. Badania w tym zakresie prowadzili m.in. we
Francji Bernard Cornu i Aline Robert, w Wielkiej Brytanii i Stanach Zjedno-
czonych — Robert Davis, David Tall, Shlomo Vinner i Steven Williams.

Praca zostala oparta na szerokich badaniach przeprowadzonych wéréd stu-
dentéw matematyki WSP w Kielcach. Objeto nimi osoby z réznych rocznikéw
studiéw, w tym szczegdlnie pierwszego roku i roku konczacego kurs analizy;
ogélem byto to 21 grup i 325 studentéw. Prowadzono je systematycznie, po-
czawszy od roku akademickiego 1993/94, skonczywszy na 1996/97. Celem ba-
dan przeprowadzonych wsréd studentéw, ktérzy ukonczyli kurs analizy mate-
matycznej, byla odpowiedz na wynikajace z tytutu pracy pytanie, jaki obraz
granicy funkcji zostal uksztaltowany na studiach. Chodzilo zwlaszcza o iden-
tyfikacje skojarzen, wyobrazen i intuicji zwigzanych z pojeciem granicy, $wia-
domo$¢ ich wzajemnych zalezno$ci oraz zwigzkéw z innymi pojeciami matema-
tycznymi, stopien ich operatywnosci, przyczyny powstawania i zrédla ,,degene-
racji” pojecia granicy. To z kolei miato prowadzi¢ do ogdlniejszych wnioskéw
dotyczacych tworzenia si¢ obrazéw pojecia granicy. Wiagzal si¢ z tym takze
gléwny cel badania 0séb rozpoczynajacych studia: identyfikacja ich obrazu
granicy jako wyjsciowej podstawy dalszych badan. Badania prowadzone na
pierwszym roku mialy ponadto stuzy¢ wypracowaniu sposobéw korygowania
i rozwijania rozumienia pojecia granicy w czasie studiéw, jak i poprawienia
sposobu jego wprowadzania w szkole.

Przy realizacji wymienionych celéw postuzono sie kilkoma metodami ba-
dawczymi. Byla to analiza prac pisemnych, wywiad (rozmowa indywidualna)?,
a takze obserwacja uczestniczaca dyskusji grup studentéw. Wykorzystano przy

3W pracy uzywano zamiennie obu terminéw. Biorac pod uwage metodologie stosowang w
dociekaniach pedagogicznych i psychologicznych, czy odnoszaca sie do dydaktyki matema-
tyki (zob. np. M. Eobodzki, Metodologia badari pedagogicznych, Warszawa 1982; W. Nowak,
Wybrane zagadnienia metodologii badan dydaktyki matematyki, Dydaktyka Matematyki 1,
1981, s. 61-126) forma tej czeSci badan miala zaréwno cechy wywiadu, jak i rozmowy. Byt to
bowiem specyficzny rodzaj wywiadu, prowadzonego nie wedlug sztywnego, z géry ustalonego
kwestionariusza, ale w sposéb otwarty. Stawiane pytania zalezaly od przebiegu rozmowy i
powstawaly w jej trakcie.
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tym obszerne zestawy specjalnie dobranych zadan, pozwalajacych na badanie
postrzegania znaczenia pojecia granicy w konkretnych sytuacjach, a jedno-
cze$nie umozliwiajacych wyciaganie wnioskéw ogdlniejszych, niz tylko ich do-
tyczacych. Zgromadzony material badawczy okazal sie bardzo bogaty (kilka
tysigcy stron sprawdzianéw pisemnych i transkryptéw nagran magnetofono-
wych).

Analiz¢ zebranego materialu rozpoczeto od kategoryzacji rozwigzan kaz-
dego z zadan sprawdzianu badawczego oddzielnie. Wyrézniono réznorodne ka-
tegorie i podkategorie, reprezentujace podobny typ rozumienia granicy funkcji.
(Dla wiekszej przejrzystoséci zostaly one nazwane przy uzyciu zwrotéw stoso-
wanych przez studentéw.) Jednocze$nie poszukiwano przyczyn powstawania,
i zrédet ,degeneracji” ujawnionych skojarzen. Nastepnie dokonano syntezy
wszystkich tych ustalen, wyrézniajac w przypadku badan ze studentami, kté-
rzy ukonczyli kurs analizy matematycznej, kilka obrazéw. Zostaly one nazwane
z uwzglednieniem kluczowego elementu kazdego z nich i uporzadkowane po-
czynajac od tych najlepiej oddajacych sens pojecia granicy do najbardziej
biednych.

Scharakteryzuje tu w skrécie kluczowy element kazdego z wyrdznionych
obrazéw. Pierwszy z nich to ,Otoczenia”. Skojarzenia z nim zwiazane pre-
zentowane byly przez 10% badanych studentéw i okazaly sie (w wigkszosci)
najbardziej operatywne z wszystkich ujawnionych. Byly to rézne formy od-
formalizowania definicji pojecia granicy, gléwnie w sensie Cauchy’ego, mniej
lub bardziej precyzyjne. Na przyklad w odniesieniu do granicy ciagu, dosé
powszechne bylo wyobrazenie, iz ,,do dowolnego otoczenia liczby bedacej gra-
nicy, czy tez pasa wokdl odpowiadajacej jej prostej, musza wpadaé wszystkie
wyrazy poczawszy od pewnego miejsca”’. Czasem badani chcieli jednak, by
bylo to jedno ,miejsce” (wskaznik, czy tez wyraz) dla wszystkich otoczen,
albo wystarczalo im rozwazanie tylko jednego w rézny spos6b wybieranego
otoczenia.

Kolejny kluczowy element opisanego obrazu to ,Dagzenie wartosci”, cha-
rakterystyczny dla 16% badanych. W tym przypadku nierzadko widoczne byly
wplywy okreslenia w sensie Heinego, choé¢ do samej definicji odwotywalo sie
niewielu studentéw. Najbardziej charakterystyczne z ujawnionych skojarzen to
rozwazanie, ,czy dla argumentéw bliskich, coraz mniej odleglych, az wreszcie
»nieskonczenie« bliskich punktu o (zg9 € R), w ktérym ustalano granice, war-
tosci dazg do pewnej liczby, coraz mniej sie réznig od niej, czy ta réznica staje
si¢ dowolnie mata”. Nie dla wszystkich musiala byé¢ jednak dowolnie mata; to
jedna z ujawnionych ,degeneracji”.

Nastepny wyrézniony obraz to ,Dazenie wykresu”, wystepujacy u najwiek-
szej grupy (34%) badanych oséb. Charakterystyczne bylo tu ustalanie granicy
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funkcji przez obserwacje ,,dazenia” punktéw wykresu, ,ruchu” po nim. W przy-
padku zo € R i granicy ,wlasciwej” towarzyszyla mu zazwyczaj che¢ dotarcia
do punktu o pierwszej wsp6lrzednej zg, choé samo zy nie musialo naleze¢ do
dziedziny. Wigkszoéci studentéw wystarczalo, by byto tak jedynie dla argu-
mentéw bliskich zo. Wydawalo im sieg, ze dla istnienia granicy funkcji w takim
punkcie konieczne jest istnienie cigglych — w sensie intuicyjnym — ,kawal-
kéw” wykresu z obu stron zg, chociazby ,niewyobrazalnie”, ,nieskonczenie”
malych, jak méwili. Byli jednak réwniez tacy, ktérzy chcieli ,,poruszaé si¢” w
taki sposéb po wykresie w calej dziedzinie. Traktowali wiec granice funkcji jako
jej wlasnoéé globalna; sadzili, iz wplyw na nia maja wszystkie jej argumenty
i wszystkie wartosci.

Kolejny kluczowy element to ,Musi byé okreSlona”. Dla 18% badanych
pierwszym branym pod uwage elementem byla okreslono$é funkcji w punkcie
(oczywiscie, gdy zo € R). Traktowana byla wiec ona jako warunek konieczny
istnienia w nim granicy. Niektérzy z nich w takiej sytuacji wprost kojarzyli
granice z ciggloscia w tym punkcie, inni odwotywali sie¢ np. do skojarzen zwia-
zanych z ,dazeniem” wykresu.

Nastepny wyr6zniony element to ,Warto$¢”. Przyjmowalo ja za granice
funkcji w punkcie 9% badanych. Przy tym dla potowy z nich okre§lono$¢ w zg
byla warunkiem koniecznym i wystarczajacym do istnienia w nim granicy, za$
dla pozostalych wystarczajacym.

Ostatni obraz posiadany przez pozostale 13% studentéw nazwany zostal
»Schematy”. Charakterystyczna dla nich byla sktonnos¢ do organizowania wie-
dzy w procedury postepowania w okreslonych sytuacjach, czesto swoiste, nie-
poprawne i wzajemnie sprzeczne.

Powyzej przyblizono gltéwnie kluczowy element kazdego z obrazéw granicy,
a — jak wspomniano — kazdy z nich zawieral jeszcze wiele innych. Niektére
mozna bylo znalezé nawet w skrajnie odmiennych obrazach. Interesujace sa
skojarzenia zwigzane z rozwazaniem granicy funkcji w punkcie izolowanym jej
dziedziny. Doéé duza grupa badanych (11%) wprost stwierdzila, iz granica w
takim punkcie, jako szczegdlnym, jest réwna jej wartoéci (czesto jako uzasad-
nienie pojawial sie zwrot ,z definicji”). Dla kolejnych 15% studentéw byto tak
w sytuacji, gdy wszystkie elementy dziedziny byly jej punktami izolowanymi
(np. w odniesieniu do ciaggu i naturalnego zy). Nastepne 18% stwierdzilo, ze
granica funkcji w takim zg jest réwna wartoéci, gdy dostrzegali wizualne da-
zenie tych ,oddzielnych”, jak méwili, punktéw wykresu do (zo, f(zo)) . Warto
jeszcze wspomnieé np. o skojarzeniach zwigzanych z podstawowymi twierdze-
niami dotyczacymi granic. Az 51% badanych zastosowalo twierdzenie o gra-
nicy sumy réwniez do nieskonczenie wielu ciggéw, a tylko 11% stwierdzilo, ze
nie mozna tego zrobi¢. Ponad jedna trzecia (38%) z nich sadzila, ze granica
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réznicy funkcji jest réwna réznicy ich granic réwniez dla funkcji o granicy
+00; mniej, bo 22% podalo, iz by mozna je stosowaé, granice musza byé skon-
czone. Wielu badanych studentéw przyswoilo wiec te twierdzenia w postaci
nie uwzgledniajacej ich zalozen.

W strukturach poznawczych studentéw wspélistnialy sprzeczne elementy:
poprawna definicja i sprzeczne z nia skojarzenia, ktére nigdy nie byly kon-
frontowane. Dla wigkszosci z nich to nie definicja byla ,wazniejszym” elemen-
tem obrazu, jedli za kryterium ,waznoSci” przyja¢ wykorzystywanie podczas
rozwigzywania probleméw. Czesto wynikalo to z niedostatecznego rozumienia
samego sformulowania definicji granicy funkcji i nieumiejetnosci jej interpre-
tacjit. Nierzadko wiazalo sie jednak z niezrozumieniem roli definicji matema-
tycznej, nadajacej sens pojeciu, i przeSwiadczeniem, iz o znaczeniu pojecia
decyduja wladnie réznorodne skojarzenia. Czasem wprost te skojarzenia trak-
towane byly, w szczegdlnych przypadkach, jako definicja.

Warto jeszcze wspomnieé, jakie skojarzenia w mniejszym, a jakie w wiek-
szym stopniu ulegly korekcie w toku studiéw. Zupelnie skorygowane zostaly
gléwnie te bardzo osobliwe, stanowiace indywidualne procedury postepowa-
nia, znacznie rézniace sie od znaczenia pojecia. W poréwnaniu bowiem z oso-
bami rozpoczynajacymi studia, u koficzacych je ujawniono ich niewiele. Udzial
procentowy niektérych niepoprawnych skojarzen, do§¢ powszechnych wséréd
badanych z pierwszego roku, nie ulegl natomiast zbyt znaczacym zmianom.
Dotyczylo to na przyklad traktowania okreslonosci funkcji w punkcie, jako
warunku koniecznego istnienia w nim granicy (w obu przypadkach bylo to
okolo 30% badanych). Zasieg wielu innych zmalal w mniejszym lub wiekszym
stopniu. Za przyklad moze stuzyé odpowiednio: utozsamianie granicy funkcji
w punkcie skupienia dziedziny z jej warto$cig w nim oraz to samo przekona-
nie w odniesieniu do ciggu. Niektére skojarzenia, ktérych bezposredni wplyw
byl znacznie mniejszy u oséb koriczacych studia niz u rozpoczynajacych je,
pozostawily jednak swdj slad. Dotyczylo to na przyklad postrzegania granicy
funkcji jako jej wlasnosci globalnej; przekonania, iz wplyw na granice maja
wszystkie jej argumenty i wszystkie wartosci (byto ono do§é powszechne wéréd
0s6b rozpoczynajacych studia, wéréd konczacych je dotyczylo 13% badanych).
To wlasnie moglo byé 7rédlem uznawania przez wielu studentéw za konieczne
istnienie cigglych, w sensie intuicyjnym, ,kawalkéw” wykresu, chociazby ,nie-
skoniczenie” matych, z obu stron z.

4Prawie 70% badanych podawalo definiens definicji, nawet w réznych wersjach, ale tylko
9% potrafilo operatywnie go wykorzystaé. Zwykle studenci nie uwzgledniali zalozenia, ze
punkt, w ktérym funkcja ma granice, musi byé punktem skupienia jej dziedziny. Czesto nie
byli tego $wiadomi, skoro — jak wspomniano — blisko potowa z nich wskazywala wartoéé
jako granice w punkcie izolowanym.
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Wydaje si¢ zatem, ze wiele blednych skojarzen zwiagzanych z granica funk-
cji, jakie stwierdzono u 0séb, ktére ukonczylty akademicki kurs analizy matema-
tycznej, powstalo jeszcze podczas poznawania tego pojecia w szkole $redniej.
Istotne jest wiec pytanie, dlaczego w toku studiéw nie tylko nie zostaly one
w pelni skorygowane, ale pojawily sie nowe, a uksztaltowany obraz granicy
funkcji u 0séb konczacych studia okazal si¢ niezadowalajacy. Skoro stan ten
jest poréwnywalny z obserwowanym w uczelniach zagranicznych, co wynika z
publikacji, nasuwa si¢ wniosek, iz przyswajanie pojecia granicy niesie ze sobg
tak wiele trudnosci, przeszkéd i mozliwosci degeneracji, kryjacych sie w same;j
jego naturze, ze ksztaltowanie tego pojecia wymaga specjalnej organizacji i
nie powinno by¢ pozostawione — jak to si¢ dzieje obecnie — gléwnie samym
studentom.



