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Dziewie¢ rozwigzan zadania geometrycznego
— studium heurezy

1 Wstep

Sprawdzanie prac pisemnych z egzaminéw wstepnych na nauczycielskie

studia matematyczne sklania do podjecia poglebionej analizy dydaktycznej
takich prac w celu uzyskania, przynajmniej czeéciowej, odpowiedzi na pytania:
Jak absolwenci dotychczasowej szkoly Sredniej radza sobie z rozwigzywaniem
zadan? Jak wykorzystuja zdobyte w szkole wiadomos$ci i umiejetnosci mate-
matyczne? Czy stosuja, a jesli tak, to jakie, zabiegi heurystyczne ulatwiajace
rozwigzanie zadania? Na jakie trudnosci napotykaja? Jak rozumieja metode
matematyczna?
Badanie dydaktyczne polegajace na analizie gotowego juz materialtu, jaki sta-
nowia pisemne rozwiazania zadan przedstawione przez kandydatéw na studia
matematyczne, choé ograniczone co do metody (badania kliniczne procesu roz-
wigzywania zadania sa niewatpliwie glebsze), spelniaja wazny warunek: obej-
muja niemala populacje absolwentéw szkdt $rednich i uwzgledniajg znaczng
réznorodnoéé szkot.

Przedmiotem analizy prezentowanej w tym artykule sa gléwnie pisemne
rozwigzania zadania z geometrii analitycznej z jednego z egzaminéw wstep-
nych na kierunek matematyka WSP w Krakowie. Jako element wspomaga-
jacy metode analizy prac pisemnych zostala zastosowana metoda obserwacji
indywidualnych. Obserwowano 20 innych oséb w czasie rozwiagzywania tego
zadania: uczennice IV klasy jednego z krakowskich liceéw oraz 19 studentéw
IV i V roku matematyki Akademii Pedagogicznej] w Krakowie (pazdziernik
1999). Chodzilo o uzyskanie odpowiedzi na pytanie, czy byly wykonywane i
ewentualnie w ktérym momencie pracy nad zadaniem: rysunek do zadania
oraz sprawdzanie rachunku i otrzymanego wyniku rozwigzania. Tych informa-
cji nie mozna bylo w sposéb pewny odczytaé z prac pisemnych kandydatéw
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na studia. Wyniki obserwacji indywidualnych mialy pewien wplyw na sposéb
interpretacji niektérych zapiséw z prac pisemnych egzaminowanych oséb.

Analiza wspomnianego materiatu jest ukierunkowana na pytania posta-
wione na poczatku artykuly; jej celem jest w szczegdlnodci ujawnienie:

1) pozytywnych zabiegéw heurystycznych stosowanych w rozwigzywaniu
zadan z geometrii analitycznej,

2) charakteru trudnosci, na jakie uczniowie i absolwenci dotychczasowych
szk6t érednich napotykaja w rozwiazywaniu takich zadan.

Zadania z dzialu ,geometria analityczna” zostaly wybrane z dwu powodéw.
Po pierwsze, wydaje sie, ze analiza rozwigzan zadan z egzaminéw wstepnych
moze ujawnié przyczyny sukcesu i porazki w procesie rozwigzywania zadania w
wickszym stopniu niz analiza rozwiazan innych zadan egzaminacyjnych. Tym,
co sklania do takiego zalozenia jest fakt, ze w odrdznieniu od innych zadan
— préby rozwigzania zadania z geometrii analitycznej podejmuje wiekszos¢
kandydatéw. Po drugie, refleksja nad przyczynami sukcesu i porazki w roz-
wigzywaniu zadan tego dzialu moze poméc w takim ukierunkowaniu uczenia
ich rozwigzywania, by szczegblnie sprzyjalo realizacji celéw ksztalcenia, jakie
stawia sie przed reformowang szkota. Mam tu na mysli przede wszystkim $wia-
dome planowanie rozwigzania zadania, $wiadomy wybdr srodkéw do realizacji
poszczegdlnych punktéw tego planu oraz §$wiadome kontrolowanie przez ucznia
wynikéw swojej pracy.

2 Tre$é¢ zadania. Kierunek analizy jego rozwiazan

Na pisemnym egzaminie wstepnym na kierunek matematyka WSP w Kra-
kowie w lipcu 1996 r. kandydaci rozwiagzywali, miedzy innymi, nastepujace
zadanie: '

Na ptlaszczyznie dane sg punkty A(1,-3), B(5,-1).

a) Ile jest tréjkatéw prostokatnych o wierzchotkach A,
B, C, gdzie C nalezy do wykresu funkcji y = |z — 2| - 27

b) Wyznacz wspéirzedne tego punktu C, dla ktérego po-
le tréjkata ABC z punktu a) zadania jest najmniejsze.
Oblicz to pole.

W éwietle klasyfikacji zadar matematycznych wedlug Z. Krygowskiej (Kry-
gowska, 1977b) jest to zadanie-zwykle zastosowanie teorii. W pewnym sensie
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jest to nietypowe zadanie ,na ekstrema” w kontekscie pél figur; rozwigzu-

jac je, nalezy wskazaé figure o najmniejszym polu w skoficzonym zbiorze figur,

ktory to zbiér trzeba wezesniej wyznaczy¢. Uzyskanie koricowej odpowiedzi nie

wymaga jednak ani trudnego rozumowania, ani skomplikowanego rachunku.
Analiza prac kandydatéw na studia ujawnila z jednej strony

(1) réznorodnosé¢ drég rozwigzywania zadania,
z drugiej zas

(2) trudnoéci, na jakie absolwenci szkoly éredniej napotykali w rozwigzywa-
niu tego zadania, a takze bledy, jakie byly ich udzialem.

Ta cze$é artykutu zawiera dokladniejsze oméwienie wymienionych wyzej punk-
téw (1) i (2) oraz — na tym tle —

(3) ogoélniejsze refleksje odnoszace si¢ do przyczyn sukcesu i porazki w roz-
wigzywaniu zadan z geometrii analitycznej, w tym w szczegélnosci uwagi
o roli rysunku w rozwigzywaniu takich zadan.

3 Roézne podejscia do zadania

Z liczby 161 kandydatéw, ktérzy przystapili do egzaminu, 18 nie podjeto
zadnych préb rozwiazania analizowanego zadania. Pozostale prace réznig sie
wieloma cechami. Wymienie niektére z nich.

1. Cecha rézniaca prace, widoczng juz na pierwszy rzut oka, jest to, czy
znajduja sie¢ w nich rysunki danych zadania, czy tez nie. W 20 pracach
pierwszego typu rysunek zostal wykonany blednie (le narysowano wy-
kres funkeji).

2. Nastepna réznica zwiazana jest z kolejnoscia, w jakiej kandydaci rozwia-
zywali czesci a) i b) zadania. Niekt6rzy odpowiadali najpierw na pytanie
a), stwierdzajac wyraznie, ile zadanych tréjkatéw istnieje, a dopiero po-
tem podejmowali prébe rozwigzania zadania b), na ogét wykonujac pe-
wien rachunek. Inni — wykonywali najpierw rachunek, by w jego nastep-
stwie odpowiedzieé niejako réwnolegle na pytanie a), jak i na polecenie
zawarte w czesci b).

3. Dalsze cechy, ktére réznicujg rozwigzania, odnosza sie do:
— liczby wskazanych tréjkatéw,

— tego, czy na rysunku danych, o ile taki znajdowal si¢ w pracy, wska-
zywano polozenie poszukiwanych punktéw,
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— sposobu wykonywania takiego rysunku (odrecznie, przy pomocy
ekierki, konstrukcyjnie),

— sposobu uzyskania odpowiedzi do zadania b), w szczegélnosci spo-
sobu obliczania wspélrzednych poszukiwanych punktéw.

Rozwigzujacy to zadanie podawali rézne odpowiedzi na pytanie a). I tak:

e wielu stwierdzilo poprawnie, ze sg 4 takie trdjkaty; katy proste dwu z
nich umiejscawiali w wierzchotkach odpowiednio 4 i B, natomiast dla
dwu pozostatych tréjkatéw wierzchotek kata prostego wskazywali odpo-
wiednio na pélprostej o réwnaniu y = —z dla £ < 2 oraz pélprostej o
rownaniuy =z —4dlaz > 2;

e inni wskazali 3 lub tylko 2 z opisanych wyzej trojkatéw;

e byli i tacy, ktérzy w wyniku przeprowadzonego (z bledem) rachunku
odpowiadali: albo — istnieje tylko jeden trdjkat spelniajacy warunki
zadania, albo — nie ma takiego tréjkata, ktéry te warunki spelnia, albo
— istnieje pie¢ takich tréjkatéw.

Ze wzgledu na sposéb poszukiwania przez rozwiazujacych odpowiedzi na pyta-
nie, ktdry z tréjkatéw, o jakich mowa w zadaniu, ma najmniejsze pole, mozna
wyodrebni¢ trzy rézne podejsécia do zadania.

Podejscie pierwsze, typowo analityczne, charakteryzuje sie tym, ze do-
minujacym elementem rozumowania prowadzacego do rozwigzania zadania byt
rachunek analityczny obejmujacy:

— obliczenie wspélrzednych kazdego ze wskazanych w odpowiedzi do zada-
nia a) punktéw C; (1 =1,2,3,4),

— obliczenie pél wszystkich tréjkatéw prostokatnych, odpowiadajacych
tym punktom,

— pordéwnanie tych pdl i wskazanie tréjkata o najmniejszym polu.

W podejsciu drugim — geometrycznym — istotnym elementem bylo
wczesniejsze ustalenie (w wyniku dostrzezenia zwiazkéw geometrycznych mie-
dzy figurami na rysunku), ktéry ze wskazanych trojkatéw spelnia warunek
b) zadania, a dopiero pézniej przeprowadzenie rachunku wyznaczajacego nie-
znane wspétrzedne jednego z jego wierzchotkdw, réznego od punktéw A i B.

W podejéciu trzecim — uwzgledniajacym elementy rachunku réznicz-
kowego — wykorzystywano schemat badania ekstremum funkcji.

Ponizej przedstawie 9 przykladowych rozwigzan omawianego zadania.
Przyklady dobrane sa tak, by ilustrowaly opisane wczeéniej réznice w rozwia-
zaniach, a takze ujawnialy stosowane przez kandydatéw zabiegi heurystyczne
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oraz wskazywaly na trudno$ci napotykane podczas rozwigzywania tego zada-
nia. Prezentacja kazdego rozwigzania bedzie obejmowac:

— kopie fragmentu pracy kandydata,
— opis rozwiazania zadania znajdujacego sie w tej pracy,

— komentarz, ktéry jest probg przedstawienia w zwiezlej formie umiejet-
nosci matematycznych kandydata, postrzeganych w §wietle jego rozwia-
zania zadania.

Wspomniany komentarz uwzglednia trzy z wymienionych przez Schoenfelda
(1985, 1987) kategorii czynnikéw majacych wplyw na proces rozwigzywania
zadania przez jednostke. Tymi kategoriami sa:

o wiedza (resources),

e heurystyka (heuristics) — strategie i techniki stosowane w rozwiazywa-
niu zadan,

e samoregulacja, zarzadzanie — panowanie nad sytuacja (control): ogoét
decyzji odnoszacych sie do wyboru wiedzy i strategii stosowalnych w da-
nej sytuacji, planowanie czynnoSci, sprawdzanie stopnia ich wykonania
oraz poprawno$ci otrzymywanych rezultatéw na kazdym etapie rozwia-
zywania zadania.

W komentarzach znajda sie takze odniesienia do idei rozwoju wiedzy matema-
tycznej wedtug M. Hejny’ego, ktérej istote autor ujmuje krétko w nastepujacy
sposéb:

... Zrédlo naszych matematycznych dzialan rozlozymy na cztery czesci:
pojecia, fakty, umiejetno§é stosowania i schematy. (Hejny, 1997, s. 15)

Poza tym w artykule zwrdcona bedzie uwaga na typy rozumowania uwi-
docznione w rozwiazaniach zadania. Chodzi tu o rozumowanie formalne, ro-
zumowanie intuicyjne oraz wnioskowanie empiryczne (Krygowska, 1977a).

UWAGA: W opisach rozwiazan zadania znajda sie dwojakiego rodzaju wy-
réznienia tekstu. Jedno z nich, zaznaczone jako ,[...]” jest interpretacja, jaka
autorka artykulu nadaje zapisom rozwiazujacych zadanie, drugie, wyttusz-
czenia, obejmuje opisy tych czynnosdci rozwiazujacego, ktére wedlug pisza-
cej te stowa zdecydowanie pomogly rozwigzaé zadanie albo zdecydowanie to
utrudnity.
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4 Przyklady rozwiazan zadania
4.1 Rozwigzanie 1

4.1.1 Kopia fragmentu pracy autora Rozwigzania 1
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4.1.2 Opis Rozwigzania 1

W pracy znajduje si¢ poprawnie wykonany rysunek danych zadania, ze sta-

rannie naniesionymi czterema tréjkatami, z ktérych kazdy ma jako dwa wierz-
cholki punkty A, B, a trzeci wierzcholek nalezacy do wykresu danej funkcji.
Z rysunku mozna odczytaé, ze tréjkaty te sa prostokatne.
Ponizej rysunku rozwiazujgcy napisal réwnanie prostej przechodza-
cej przez punkty A, B. Zauwazy! dalej, ze wierzcholek kata prostego w
tréjkatach, o jakie chodzi w zadaniu, moze si¢ znajdowaé albo w punkcie A,
albo w punkcie B, albo w punkcie C; zapisal bowiem: , Sq trzy mozliwosci”.
Zilustrowal je ponizszymi rysunkami:

i l c/ﬂéc\
p‘ 6 A 6 A S

Potem kandydat zapisal wspéirzedne punktu C jako C(z, |z — 2| —2) i ob-
liczyl odleglo$¢ AB, natomiast odlegtosci AC i BC wyrazit za pomoca nie-
wiadomej z. Nastepnie zajal sie dokladniej przypadkiem I, to jest obliczyt
wspéirzedne punktu C; wedlug planu:

Sposé6b 1. Stosowanie twierdzenia Pitagorasa

(w A ABC; kat przy wierzchotku A jest prosty):

a) wyrazenie wspo6lrzednych punktu C; jako (z,|z — 2| — 2),
b) wyzna,czeme odleglosm AB, AC oraz BC jako dlugoscx wektoréw odpo-
wiednio AB AC BC’
¢) rozwiazanie réwnania (z niewiadoma z) AB? + AC? = BC2.
W podobny sposéb zdajacy rozpatrzy! wyréznione wezeéniej przypadki ITi I11.
Ostatecznie, w wyniku przeprowadzonego rachunku, podal odpowiedz do za-
dania a) w nastepujacej postaci:
Sq catery takie trajkgty:
1. A(1,-3), B(5,-1), Ci(—1,1);
2. A(]-a —3)a ( 1)’ 02(43’ 3)s
3. A(la _3)1 B(57 -l)a 03(1a —1);
4. A(1,-3), B(5,-1), C4(4,0).
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Rozwiazujacy obliczyl nastepnie pole kazdego z czterech tréjkatéw jako po-
lowe iloczynu jego przyprostokatnych, po czym wskazal wéréd otrzymanych
liczb najmniejsza. OdpowiedZ (poprawna) do czesci b) zadania wyrazil w na-
stepujacy sposéb: Pole trdjkgta ABC jest najmniejsze wtedy, gdy punkt C ma
wspdtrzedne (4,0).

UMOWA: W opisach wszystkich pozostalych rozwigzan zostang
zachowane oznaczenia punktéw C;—C; z Rozwigzania 1. W niekté-
rych przypadkach beda wiec one niezgodne z oznaczeniami na kopii
pracy kandydata.

4.1.3 Komentarz

Wiedza

fakty: autor Rozwiazania 1 zna

— wzér wyrazajacy réwnanie prostej przechodzacej przez 2 pun-
kty o zadanych wspdirzednych,

— wz0r na pole tréjkata prostokatnego,

— wzdr na pole tréjkata wyrazony za pomoca wspélrzednych jego
wierzcholkéw,

— twierdzenie Pitagorasa;

umiejetnos$é stosowania: autor Rozwigzania 1 umie

— zastosowal definicje bezwzglednej wartoéci liczby do przedsta-
wienia przepisu funkcji y = |z — 2| — 2 w postaci dwunormowej,

— sporzadzié wykres funkcji zadanej dwunormowo,

— rozwiazaé réwnanie, w ktérym wystepuje symbol bezwzglednej
wartosci,

— wykorzystaé twierdzenie Pitagorasa do wskazania, o ile istnieje,
punktu, ktérego wspdlrzedne opisuje dany zwiazek i ktéry wraz
z dwoma danymi punktami wyznacza tréjkat prostokatny.
[Kandydat nie ma chyba $wiadomosci faktu, ze w rozwigzaniu tego
zadania stosuje sie zaréwno twierdzenie Pitagorasa, jak i twierdze-
nie do niego odwrotne.]

Heurystyka — autor Rozwigzania 1 stosuje strategie ,Przedstaw sytuacje
na rysunku” (chodzi tu o rysunek, na ktérym wystepuja dane zadania,
jak réwniez rysunki pomocnicze).

Jest prawdopodobne, ze punkty C; — Cj zostaly naniesione na rysunek
na pierwszej stronie pracy autora Rozwiazania 1 (patrz kopia) dopiero
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po obliczeniu ich wspélrzednych. Rysunek ten pelni role ilustracji wy-
nikéw otrzymanych droga rachunkowa — jest forma sprawdzenia, czy
wyznaczone punkty spelniaja warunek prostopadlosci odpowiednich od-
cinkow.

Panowanie nad sytuacja. Sprawdzanie wynikéw — autor pracy niepo-
trzebnie pisal réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A, B —
nigdzie go nie wykorzystal. Byé moze obliczyl ,to, co mozna”, zanim
powstal plan rozwiazania. W dalszej czeSci swojej pracy rozwiazujacy
postepowal juz planowo. Sa oznaki §wiadomego wyboru $rodka do re-
alizacji (fragmentéw) planu: najpierw — zamierzal liczy¢ pole tréjkata
ABC (cze$é b) zadania) za pomoca wzoru, bedacego konsekwencja wzoru
wyznacznikowego. Zapisany wzér autor rozwigzania jednak przekreslit i
wybral wzér na pole tréjkata prostokatnego — byé¢ moze dlatego, ze
uznal go za prostszy do stosowania w rozwazanej sytuacji.

Wszystkie rachunki autor pracy wykonal bezbtednie.

4.2 Rozwigzanie 2

4.2.1 Kopia fragmentu pracy autora Rozwigzania 2

4= -2 - ):-‘1 x 7L ’Ld.@[, novk A ufdy
X x <L

A
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4.2.2 Opis Rozwigzania 2

Autor omawianego rozwiazania wykonal rysunek danych. Umie$cit w nim,
rysujac odrecznie, 4 tréjkaty zachowujace pewne wlasnosci tréjkatéw, o jakie
chodzi w zadaniu. Dla zaznaczenia tego, ze tréjkaty sa prostokatne uzyty zostat
symbol kata prostego (bez tego trudno byloby te wlasnoéé tréjkatéw odczytaé
z rysunku).

Pod rysunkiem znalaz! sie zapis: Przypuszczalnie tych wierzchotkéw C moze
by¢ 4;

Ch1,Cy — gdy kgt A lub kqt B jest prosty

1 C3,Cy — gdy kgt C jest kgtem prostym.

Dalsza czes¢ pracy stanowi rachunek majacy na celu ustalenie wspélrzed-
nych wspomnianych wczeéniej punktéw: Cy, Csy, Cs3, Cy.

Wspéirzedne punktu C; obliczone zostaly (poprawnie) w nastepujacy spo-
séb:

Sposé6b 2. Szukanie punktu wspélnego prostych

(w AABC, kat przy wierzcholku A jest prosty):

a) napisanie réwnania prostej przechodzacej przez punkty A, B,
b) napisanie réwnania prostej k prostopadlej do prostej AB przechodzacej
przez punkt A,

c) rozwiazanie ukladu warunkéw: réwnania prostej k oraz réwnania y =
-z, z dotaczeniem warunku = < 2 (cze$¢ wykresu funkcji y = |z —2|-2).
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Ostatni punkt powyzszego planu rozwigzujacy zadanie wykonat (po-
prawnie) — bez zapisania drugiego ré6wnania ukladu, tj. réwnania frag-
mentu wykresu danej funkcji, pod pierwszym réwnaniem.

W analogiczny sposéb obliczone zostaly wspélrzedne punktu Cs, dla ktérego
kat przy wierzchotku B w tréjkacie ABC, jest prosty (tym razem poprowa-
dzono prosta przechodzaca przez punkt B, prostopadla do prostej AB). I tu
takze kandydat nie zapisal drugiego réwnania ukiadu pod pierw-
szym. Wynik, jaki tu otrzymal: C; = (-3, -—%), jest bltedny.

Dla obliczenia wspdlrzednych poszukiwanego wierzchotka tréjkata prosto-
katnego o kacie prostym w tym wierzchotku, nalezacym do wykresu danej
funkcji, rozwiazujacy wykonal czynnosci obejmujace:

Sposéb 3. Stosowanie zaleznosci miedzy wspdélczynnikami kierunkowymi

prostych prostopadtych
(w AABCj kat przy wierzchotku Cj jest prosty):

a) wyrazenie wspéirzednych punktu Cj jako (zo, yo),

b) napisane réwnania prostej k, przechodzacej przez punkty A, Cs (z para-
metrami: zg, o),

c) napisanie réwnania prostej ! przechodzacej przez punkty B, Cs,

d) napisanie réwnania wyrazajacego zwiazek migdzy wspélczynnikami kie-
runkowymi prostych k, ! jako prostych do siebie prostopadtych,

e) rozwiazanie dwu ukladéw warunkéw:

(1) réwnania opisanego w punkcie d) i réwnania: y = z — 4, z dolacze-
niem warunku z > 2 -
oraz

(2) réwnania opisanego w punkcie d) i réwnania y = —z, z dolaczeniem
warunku z < 2.

Do rozwiazania ukladu (1) wkradl si¢ blad rachunkowy; jego nastepstwem
bylo stwierdzenie rozwiazujacego, ze uklad ten nie ma rozwiazania.

Uktad (2) rozwiazany zostal poprawnie. W wyniku przeprowadzonego ra-
chunku rozwiazujacy zadanie napisal: S¢ wiec trzy takie tréjkgty. Wprowadzil
tez poprawki do zdania napisanego w rozwiazaniu pod rysunkiem na wstepie.
Cyfre ,4” zamienil na ,3” oraz wykreélit symbol Cj.
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4.2.3 Komentarz
Wiedza

fakty: autor Rozwiazania 2 zna

— wzdér wyrazajacy réwnanie prostej przechodzacej przez 2 pun-
kty,

— zwigzek miedzy wspélczynnikami kierunkowymi w réwnaniach
prostych wzajemnie prostopadlych,

— twierdzenia odnoszace sie do rozwigzania réwnania kwadrato-
wego;

umiejetnos$é stosowania: autor Rozwiazania 2 umie

— sporzadzié wykres funkcji, w ktdrej wystepuje znak bezwzgled-
nej wartosci,

— zastosowal wymienione wyzej wzor i twierdzenie,

— rozwigzaé uklad réwnan: réwnanie o dwu niewiadomych w po-
staci proporcji oraz réwnanie liniowe o dwu niewiadomych z
dolaczeniem dodatkowego warunku w postaci nieréwnosci typu
rz<alubz>a.

Heurystyka — autor Rozwiazania 2 stosuje strategie ,,Przedstaw sytuacje na
rysunku”. Po przedstawieniu danych zadania w ukladzie wspéirzednych,
probuje odpowiedzie¢ na pytanie — Ile moze istnieé¢ obiektéw spelnia-
jacych warunki zadania? Hipotetyczna (prawdopodobna) odpowiedz na
to pytanie ilustruje na rysunku. Samo wykonanie rysunku, choé tu nie-
zbyt starannego, jest integralna czeScia rozwiagzania. Rysunek przedsta-
wia globalny, geometryczny obraz sytuacji powstaly w wyniku pewnego
rozumowania — poszukiwania odpowiedzi na pytanie: Jak geometrycz-
nie okresli¢ polozenie poszukiwanych punktéw? Dopiero po wykonaniu
rysunku kandydat przystepuje do analizy lokalnej sytuacji, tj. rachunku
wspodlrzednych poszczegblnych punktdéw.

Panowanie nad sytuacja. Sprawdzanie wynikéw — sg w analizowanej
tu pracy oznaki panowania nad sytuacja; jej autor zmienit wstepna, hi-
potetyczna, odpowiedz na pytanie ,Ile?”, uwzgledniajac wynik przepro-
wadzonego rachunku. Nie uéwiadomit sobie jednakze tego, ze to rachunek
jest przeprowadzony z bledem, a nie blednie postawiona hipoteza. Roz-
wigzujacy popeknit kilka bledéw rachunkowych. Ich przyczyna moze byé
miedzy innymi to, ze nie zapisywal wyraznie obok siebie réwnan ukladu:
jedno zapisal, drugie ,przerzucil” w pamieci z innej czesci kartki. Przy
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takiej technice latwo o pomylke, a trudno sprawdzié poprawno$é ra-
chunku. Tej ostatnio wspomnianej czynnosci zdajacy raczej nie wykony-
wal.

4.3 Rozwiazanie 3

4.3.1 Kopia fragmentu pracy autora Rozwigzania 3
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4.3.2 Opis Rozwigzania 3

Kandydat wykonal rysunek danych. Zapisal wspélrzedne poszukiwanego
punktu C jako:

C=(z,z—-4) dlaz>2 C=(z,—-z) dla z<2.

Nastepnie obliczyl odlegloéé AB oraz wyrazit odleglo§¢ AC jako funkcje zmien-
nej z, okreSlong dwunormowo. Obliczenia te zostaly jednak przekreslone, a w
dalszej czeSci pracy nad rozwigzaniem zadania zdajacy przeszed! na rachunek
wektorowy. Podjal najpierw obliczenie wspdlrzednych tego z poszukiwanych
punktéw, dla ktérego kat przy wierzcholtku A jest prosty. Rachunek przebiegal
wedlug planu:

Sposéb 4. Stosowanie warunku: iloczyn skalarny wektoréw prostopadlych

jest réwny 0 (w AABC, kat przy wierzchotku A jest prosty):

a) wyrazenie wspllrzednych punktu C) jako (z,|z — 2| — 2),
—_ = —
b) wyznaczenie wspé6lrzednych wektoréw AB, AC, BC,

. . ’ . - -
¢) rozwigzanie réwnania AB o AC= 0.

W realizacji ostatniego punktu powyzszego planu kandydat uwzglednil dwa
— — —
przypadki. W réwnaniu AB o AC= 0 podstawil wspélrzedne wektora AC:

1. raz przy zalozeniu, ze punkt C nalezy do pélprostej o réwnaniuy = z—4,

2. drugi raz — przy zalozeniu, ze punkt C nalezy do péiprostej o réwnaniu
y=—z.

W zadnym 2z tych przypadkéw rozwigzujacy nie uwzglednil stosow-
nego zalozenia odnoszacego sie do z, a wiec: £ > 2 w pierwszym z nich
oraz £ < 2 — w drugim. W ten sposéb w pierwszym przypadku otrzymat
warunek z = 1, obok ktérego zanotowal: (czyli 1A). Rozwazajac przypadek 2.
doszedl do warunku z = —1; obok niego takze zanotowal (czyli 1A).

W zadnym z tych dwu przypadkéw rozwigzujacy nie obliczyl rzed-
nych poszukiwanych punktéw, dla ktérych otrzymane kolejno liczby bytly
odcietymi.

— —

Nasfgpnie z_d)aja(cy zajal si¢ warunkiem CA 1 CB, prowadzacym do réw-
nania CA o CB = 0. Znéw rozréznil dwa przypadki, analogiczne do 1. i
2. Otrzymal kolejno dwa réwnania kwadratowe z niewiadoma z jako odcieta
poszukiwanego punktu C. Stwierdzil, ze jedno z tych réwnarn ma dodatni wy-
réznik. Obok tego zapisu zanotowal: (czyli 2A\). Drugie z rozwazanych réwnan

\
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kwadratowych przyjelo postaé 2 = —1; stosownie do tego rozwiazujacy zapi-
sal: z € 0.
— —

Warunek BC 1 BA, rozwazany jako ostatni, doprowadzil autora rozwia-
zania najpierw do réwnania T = 4%, opatrzonego komentarzem (czyli 14), a
potem do réwnania r = 9, opatrzonego analogicznym komentarzem.

Przedstawiony wyzej etap rozwiazywania zadania kandydat zamknal
stwierdzeniem: ,Zgodnie z warunkami zadania mozna otrzymaé 6 trdjkgtow
prostokgtnych ABC”.

Nastepny etap swojej pracy zdajacy zaczal od obliczania rzednych punk-
téw, ktérych odciete obliczal wczesniej. Podstawial kolejno otrzymywane
wartosci z, tak do przepisu y = z — 4, jak i do przepisu y = —z, bez
uwzgledniania zalozen, przy ktérych te przepisy obowiazuja.

Po otrzymaniu wspétrzednych tylko trzech punktéw:

(*) C(la_3)a C(l’_l)a C(—1,4)

(ten ostatni obliczony z bledem), kandydat przeszed} do obliczania pdl tréjka-
téw odpowiadajacych wyznaczonym powyzej punktom C. Stwierdzil, ze pole
tréjkata odpowiadajacego punktowi C(1,-3), liczone jako polowa wartosci

— —
bezwzglednej wyznacznika pary wektoréw (AB, AC), jest réwne 0. Prawdopo-
dobnie po uzyskaniu takiego wyniku zdajacy uswiadomil sobie, ze ten punkt
nie spelnia warunkéw zadania. Widoczne jest bowiem, ze w rozwiazaniu zo-
staly dokonane poprawki:

~— skreslono zapisy (x),

— skre$lono notatke (czyli 1A) obok zapisu z = 1,

— odpowiedZ do czedci a) zadania: ... mozna otrzymaé 6 trdjkgtow zasta-

piono sformulowaniem: ... mozna otrzymac 5 trajkgtow.

Ostatnim rachunkiem zapisanym w pracy jest obliczenie pola jeszcze jednego
tréjkata ABC, odpowiadajacego kolejnemu z wyznaczonych punktéw C (patrz
(x)).

4.3.3 Komentarz

Wiedza

fakty: autor Rozwigzania 3 zna

— warunek prostopadiosci wektoréw o zadanych wspétrzednych
jego konicdw,
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— wz6r na pole tréjkata wyrazone za pomoca wyznacznika pary
wektoréw;

umiejetnosé stosowania: autor Rozwigzania 3 umie

— zastosowaé wspomniany wyzej warunek oraz wzoér na pole tréj-
kata,

— zastosowaé definicje bezwzglednej wartosci liczby do przepisu
funkcji f, gdzie f(z) = |z — 2| — 2, w konsekwencji czego otrzy-
muje funkcje zadang dwunormowo:

_ filz)=—z dlaz<?2
flz) = {f;(.z')=:l:—4 dla z > 2,

— sporzadzi¢ wykres funkcji f,

— natomiast nie umie zastosowaé przepisu funkcji f, jako funkcji
zadanej dwunormowo; rozumie jej przepis jako: y = fi(z) lub
y = fa(z), bez zalozen ograniczajacych zakres stosowalnosci
kazdego z przepiséw, mimo iz odpowiednie zalozenia zapisuje
obok przepiséw funkcji.

Heurystyka — autor Rozwigzania 3 nie stosuje strategii ,, Przedstaw sytuacje
na rysunku”, bo cho¢ wykonat rysunek danych, to nie wykorzystal go ani
do uzyskania odpowiedzi na pytanie typu: ,Ile?”, ani do sprawdzenia,
czy uzyskane rachunkiem rezultaty sa prawdopodobne;

Panowanie nad sytuacjg. Sprawdzanie wynikéw — autor Rozwigzania
3 postepowal wedlug ustalonego planu. W zasadzie sprawdzal otrzy-
mane wyniki (wspélrzedne punktéw) wybiérezo. Odrzucil punkt (1, -3),
otrzymany w wyniku przeprowadzonego rachunku, jako pozostajacy w
sprzeczno$ci z warunkami zadania; obliczert odnoszacych sie do wspéi-
rzednych innych punktéw raczej nie sprawdzat.

Odpowiedz: Jest 5 punktow... $wiadczy o tym, ze autor omawianego
rozwigzania w ogoble nie ma caloSciowego obrazu sytuacji — polega je-
dynie na rachunku, ktérego nie wykonal poprawnie z powodu trudnosci
pojeciowe;j.
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4.4 Rozwiazanie 4

4.4.1 Kopia fragmentu pracy autora Rozwigzania 4
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4.4.2 Opls Rozwxqzama 4

Kandydat wskazal na rysunku danych tylko dwa punkty, ktére spelniaja
warunki zadania, mianowicie te, dla ktérych wierzchotek kata prostego nalezy
do wykresu danej funkcji. Wyznaczy! je konstrukcyjnie, kreslac okrag
o $rodku w punkcie, ktéry jest érodkiem odcinka AB, i promieniu diugosci
réwnej dtugosci odcinka AB. Szukane punkty, wskazane przez rozwiazujacego
zadanie, to punkty wspdlne wspomnianego okregu z wykresem danej funkcji.
Wspélrzedne tych punktéw obliczone zostaly w wyniku postepowania obej-
mujacego:

Sposéb 5. Szukanie punktéw wspdlnych okregu z wykresem funkcji

(w AABC; kat przy wierzchotku Cj jest prosty)
(w AABCy kat przy wierzcholtku Cy jest prosty):

a) napisanie réwnania okregu o(0O, %), gdzie O jest érodkiem odcinka AB,

b) rozwiazanie ukladu réwnan: réwnania okregu z a) oraz ré6wnania y =
lz ~2| -

Odpowiedz do zadania a), napisana przez zdajacego, brzmiala: Sqg 2 takie trdj-
katy.

Nastepnie rozwigzujacy obliczyl pola trOqutow prostokqtnych 0dp0w1adajq-
cych wyznaczonym punktom, kolejno jako: 2ld(AB AC3)| oraz 2|d(AB AC4)|
Wynik poréwnania otrzymanych liczb zapisal w nastepujacej postaci: Dia
C = (4,0) pole tréjkgta ABC jest najmniejsze i wynosi 352.

4.4.3 Komentarz

Wiedza

fakty: autor Rozwiazania 4 zna

— twierdzenie: Kat wpisany w okrag oparty na jego $rednicy jest
prosty,

— wzory wyrazajace wspdlrzedne $rodka odcinka przy zadanych
wspolrzednych jego koricéw,

— wzor na dlugo$¢ odcinka przy zadanych wspélrzednych jego
koncow,

— postaé réownania okregu o zadanych wspétrzednych jego $rodka
i znanej dlugoséci promienia,

— wzdr na pole tréjkata prostokatnego;

umiejetnosé stosowania: autor Rozwigzania 4 umie
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— zastosowal (w nietypowej sytuacji) wymienione wyzej twier-
dzenie oraz wykorzysta¢ wymienione wzory,

— rozwigzaé uklad réwnan, z ktérych jedno jest réwnaniem dru-
giego stopnia o dwu niewiadomych, a drugie réwnaniem, w kt6-
rym wystepuje znak bezwzglednej wartosci.

Heurystyka — autor Rozwiazania 4 stosuje heurystyki: ,,Przedstaw sytuacje
na rysunku”, ,Jesli potrafisz, skonstruuj poszukiwang figure”.
Tu poszukiwanych figur jest kilka; kazda z nich jest tréjkatem prostokat-
nym, w istocie wyznaczonym przez poszukiwany jeden jego wierzcholek.
Sposéb konstrukcji wskazuje jednoczes$nie sposéb obliczania wspéirzed-
nych poszukiwanych punktéw. Polega on na przetlumaczeniu kazdego
kroku konstrukcji na jezyk rachunku, np. ,narysuje¢ okrag” — ,napisze
réwnanie tego okregu”.

Panowanie nad sytuacjg. Sprawdzanie wynikéw -— autor Rozwigzania
4 po znalezieniu dwéch tréjkatéw raczej nie zadaje sobie pytania, czy nie
ma jeszcze innych tréjkatéw spelniajacych warunki zadania. Powodem
moze byé to, ze niejako dodatkowo zalozyl (czyli natozyl wiecej warun-
kéw, niz wynikaloby to z tresci zadania), iz wierzchotek kata prostego
musi nalezeé¢ do wykresu danej funkcji. Wyznaczyl wiegc tylko takie tréj-
katy i uznal, ze zadanie rozwigzal. Mogloby by¢ i tak, ze ta sytuacja
skojarzyla sie zdajacemu od razu z twierdzeniem ,kat wpisany w okrag,
oparty na jego $rednicy jest prosty”. Te idee zaczal od razu realizowac, i
to spowodowalo, ze zagubil kierunek myslenia nastawionego na pytanie
»11e?”. OdpowiedZ na to pytanie moglaby polega¢ na postawieniu sobie
pytania: ,Przy ktérym z trzech wierzchotkéw moze byé umiejscowiony
wierzcholek kata prostego?”.

[Prowadzone przeze mnie obserwacje pokazaty, ze obydwie interpretacje po-
stepowania autora omawianego rozwigzania s3 prawdopodobne.]
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4.5 Rozwigzanie 5
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4.5.2 Opis Rozwiazania 5

Na rysunku wykonanym przez kandydata znajduja sie dane zadania oraz

naniesione 4 tréjkaty, o ktérych rozwiazujacy zaklada, ze spelniajg warunki
zadania.
[OdpowiedZ do czeéci a) zadania zapisana pod rysunkiem sugeruje, ze do ob-
liczenia wspétrzednych poszukiwanych punktéw rozwigzujacy przeszedt po wy-
raznym uswiadomieniu sobie, ile jest tréjkatéw spetniajacych warunki zadania.
Najpierw widziat 3 takie tréjkaty (Swiadczg o tym ,niekolejne” oznaczenia wska-
zanych wierzchotkdw oraz cyfra , 3" wyraznie widniejagca w zapisie odpowiedzi do
czesci a) zadania), a pdzniej dostrzegt jeszcze jeden i poprawit cyfre ,3" na ,4".
W ktérym momencie to sie stato, nie wiadomo. Jest faktem, ze ostatecznie autor
wskazat wszystkie tréjkaty spetniajace warunki zadania.]

Sposéb obliczenia poszukiwanych wspétrzednych sugeruje, ze autor roz-
wigzania zadal sobie pytanie: W jaki spos6b skonstruowaé poszukiwane
punkty? Kazdy z 4 wskazanych na rysunku punktéw Cy, Ca, C3, Cy zostal
wyznaczony przy pomocy rysowania odpowiednich prostych.

Rachunek wspélrzednych tych wierzchotkéw tréjkatéw prostokatnych, dla
ktérych katy proste znajduja si¢ przy wierzchotkach A i B przebiegal odpo-
wiednio wedlug sposobu opisanego juz na str. 13 jako Sposéb 2 (poszukiwa-
nie punktéw wspélnych dwu prostych). Punkty, dla ktérych odpowiadajace
im tréjkaty maja katy proste przy wierzchotkach nalezacych do wykresu da-
nej funkeji, autor tego rozwigzania skonstruowal inaczej niz autorzy wczesniej
opisanych rozwigzan.

I tak — dla wyznaczenia poszukiwanego punktu nalezacego do pélprostej

= —z dla z < 2 kandydat poprowadzil prostg przechodzaca przez punkt B i
prostopadly do osi Oy oraz prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadis
do osi Oz. Te proste przecinaja sie, oczywiscie, w punkcie nalezgcym do prostej
Yy = —z, bo odcieta punktu A wynosi 1, a rzedna punktu B jest liczbg do niej -
przeciwna. Zgodnie z przyjetymi wczeéniej oznaczeniami wspélrzedne punktu
C3 (na rysunku kandydata jest to punkt Cy) wyznaczone zostaly w nastepujacy
sposéb:

Sposéb 6. Prowadzenie prostych réwnolegtych do osi ukladu wspéirzed-

nych (w AABC; kat przy wierzchotku Cj jest prosty):

a) napisanie réwnania prostej przechodzacej przez A i prostopadtej do osi
Oz, czyliz =1,

b) napisanie réwnania prostej przechodzacej przez punkt B, prostopadtej
do osi Oy,

c) wskazanie punktu (1,—-1) jako punktu wspélnego prostych wyznaczo-
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nych w a) i b).

Dalej zdajacy zauwazyl, ze punkt A nalezy do prostej o réwnaniu y = z — 4.
Skonstatowal wiec, ze dla wskazania punktu Cy (na rysunku tej osoby od-
powiada on punktowi C) wystarczy poprowadzié prosta przechodzaca przez
B, prostopadla do prostej, réwnanie ktérej z warunkiem = > 2 opisuje czesé
wykresu danej funkcji. Stosownie do tego sposobu konstrukcji, wspéirzedne
punktu C4 obliczone zostaly wedlug planu:
Sposéb 7. Szukanie punktu wspélnego prostych prostopadlych
(w AABC; kat przy wierzchotku Cy jest prosty):

a) napisanie réwnania prostej m przechodzacej przez punkt B, prostopadiej
do prostej o réwnaniu y = z — 4,

b) rozwiazanie ukladu warunkéw: réwnania prostej m i réwnania y = z —4
z dolaczeniem warunku z > 2.

Po obliczeniu wspélrzednych punktu C; rozwiazujacy od razu obliczyt
pole AABC, jako polowe iloczynu przyprostokatnych. Podobnie postepo-
wal w odniesieniu do kazdego z pozostalych punktéw. Liczby wyraza-
jace pola trojkatéw w tekécie rozwigzania jego autor wyréznil podkresleniem.

W ten sposéb uzyskal i zapisal poprawna odpowiedZ do czeéci b) zadania.

4.5.3 Komentarz
Wiedza

fakty: autor Rozwigzania 5 zna

~— wz0r wyrazajacy réwnanie kierunkowe prostej przechodzacej
przez 2 punkty o zadanych wspéirzednych,

— wz0r wyrazajacy zwiazek miedzy wspélczynnikami kierunko-
wymi prostych prostopadlych,

— wzdr na dlugoéé odcinka o zadanych wspéirzednych jego koni-
cow,

— wz0r na pole tréjkata prostokatnego;

umiejetnosé stosowania: autor Rozwigzania 5 umie

— zastosowaé wymienione wyzej wzory,

— sprawdzié, czy punkt o zadanych wspéirzednych spetnia réwna-
nie prostej oraz podaé zwiazek miedzy wspélrzednymi punktu
nalezacego do wykresu funkgji,

— rozwigza¢ uklad réwnan liniowych o dwu niewiadomych.
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Heurystyka — autor Rozwiazania 5 stosuje heurystyki: ,,Przedstaw sytuacje
na rysunku”, ,Zbadaj, czy dane zadania pozostaja ze soba w jakims$
zwigzku” (chodzi tu np. o to, czy dany punkt nalezy do danej prostej),
»Jesli potrafisz, skonstruuj poszukiwang figure”. Jesdli chodzi o zwigzki
miedzy danymi zadania, to autor tego rozwiazania wykorzystal zaréwno
to, ze punkt A nalezy do danej prostej, jak i to, ze odcigta punktu A jest
przeciwna do rzednej punktu B.

Panowanie nad sytuacja. Sprawdzanie wynikéw — zapis Rozwiazania
5 $wiadczy o tym, ze Autor kontrolowal wyniki swojej pracy. Zmienil
pierwotng odpowiedz na pytanie ,Ile?” z 3 na 4. Mozna wnosié, ze za-
dawal sobie pytanie: ,Czy wyznaczylem juz wszystkie punkty, o ktére
chodzi w zadaniu?”. Wyraznym przejawem panowania nad calodcia za-
dania jest optymalne gromadzenie wynikéw czeéciowych potrzebnych do
uzyskania konicowej odpowiedzi na zadanie b): po obliczeniu wspé6irzed-
nych wskazanego punktu od razu obliczal pole tréjkata odpowiadajacego
temu punktowi (inni przechodzili do obliczania pél tréjkatéw dopiero po
obliczeniu wspéirzednych wszystkich wyznaczonych punktéw, co wyma-
galo odszukania w tekscie rozwigzania — skladajacego sie nieraz z kilku
stron — potrzebnych danych).

4.6 Rozwigzanie 6

4.6.1 Kopia fragmentu pracy autora Rozwiazania 6

. A 4.3
D54
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4.6.2 Opis Rozwigzania 6

Kandydat wskazal na rysunku trzy tréjkaty jako spelniajace warunki za-
dania.

[Do petnej liczby poszukiwanych tréjkatéw brakuje tréjkata ABCy o kacie prostym
przy wierzchotku nalezacym do pétprostej y =z — 4 dla z > 2.]

Pod rysunkiem znajduje sie zapis réwnania prostej przechodzacej przez
punkty A, B. Wspéirzednych punktéw C; i Cs rozwigzujacy nie obliczal. Od-
czytal je z rysunku — wyraznie to w pracy zaznaczyl.
[Najprawdopodobniej punkt C3 zostat wyznaczony konstrukcyjnie, tak jak w Roz-
wigzaniu 5. Konsekwencjg tego sposobu wyznaczenia punktu byto odczytanie jego
wspétrzednych (obserwacje indywidualnej pracy studentéw nad rozwigzaniem tego
zadania pokazaty, ze byt on stosowany przez wiele oséb). Jesli chodzi o punkt C1,
to z rysunku wykonanego przez rozwigzujacego na kratkowanym papierze i by¢
moze przy pomocy ekierki, odczytana zostata jedna z jego wspétrzednych jako
prawdopodobna, a druga obliczona z warunku y = —z.]

Nastepnie zdajacy obliczyl pola tréjkatéw odpowiadajacych kazdemu z punk-
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téw C1, Cs. Jesli chodzi o wspélrzedne punktu Cy, to wyznaczy! je inaczej niz
w dotychczas opisanych rozwigzaniach:
Sposéb 8. Stosowanie wzoru na odlegtoé¢ punktu od prostej
(w AABC, kat przy wierzchotku B jest prosty):

_...}
a) obliczenie odleglosci BCs, gdzie Ca(z, z—4), jako dlugosci wektora BCy,
b) obliczenie odleglo$ci BC> jako odlegtosci punktu Cs od prostej AB,

c) rozwigzanie réwnania wyrazajacego réwnos$é odleglodci z a) i b).

4.6.3 Komentarz

Wiedza

fakty: autor Rozwigzania 6 zna

— wz6r na dlugoéé odcinka o zadanych wspélrzednych jego kon-
céw,

— wzdr wyrazajacy réwnanie prostej przechodzacej przez 2 punk-
ty o zadanych wspélrzednych,

— wzdr wyrazajacy odleglosé punktu od prostej,

— wzdr na pole tréjkata prostokatnego;

umiejetnosé stosowania: autor Rozwiazania 6 umie

— zastosowaé wymienione wczeSniej wzory,
— rozwiazaé réwnanie, ktére da sie sprowadzié do réwnania kwa-
dratowego.

Heurystyka — autor Rozwigzania 6 stosuje heurystyki, ktére zostaly opi-
sane w poprzednim rozwiazaniu (str. 27). Jesli chodzi o heurystyki typu
»Zbadaj zwigzki” oraz ,Skonstruuj”, to zostaly one zastosowane do wy-
znaczenia punktu C3. Mimo iz autor rozwigzania dostrzeg! fakt nalezenia
punktu A do prostej o réwnaniu y = z — 4, to nie umial go wykorzystaé
do wyznaczenia punktu Cy (tego punktu w ogéle nie wskazal).

Panowanie nad sytuacja. Sprawdzanie wynikéw — autor Rozwigzania
6 raczej nie kontrolowal swoich zapiséw, a jesli to robil, to niedokladnie;
w jego pracy widnial zapis

- P
Ix_”:{m L,z 21
—z,r < 1.
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Drugi wiersz zapisu po prawej stronie jest oczywiscie bledny, zamiast —z
powinno byé: —z + 1.

Rozwigzujacy nie zadawal sobie takze pytania typu: ,,Czy nie ma jeszcze
innych punktéw spelniajacych warunki zadania poza tymi, ktére wska-
zalem?” (wskazal trzy z czterech mozliwych punktéw).

4.7 Rozwiazanie 7

4.7.1 Kopia fragmentu pracy autora Rozwigzania 7
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4.7.2 Opis Rozwigzania 7

Kandydat nie wykonal zadnego rysunku. Punktéw spetniajacych wa-
runki zadania szukal jedynie na prostych prostopadtych do prostej AB i prze-
chodzacych odpowiednio przez punkty A, B. Wspdlrzedne tych punktéw ob-
liczal, rozwigzujac 4 ponizsze uklady warunkéw:

(1) réwnanie prostej k, (k L pr.AB, A € k),
réwnanie prostej y =z — 4, ¢ 2 2.

réwnanie prostej [, (I L pr.AB, B €l),
(2) \ . L
réwnanie prostej y = —z — 4, x 2 2.

(3) réwnanie prostej k,
réwnanie prostej y = —z, ¢ < 2.

(4) réwnanie prostej [,
réwnanie prostej y = —z, z < 2.

Tylko uklad (1) zostal rozwigzany poprawnie. W rozwigzaniach ukladéw
(2) i (4) wystapily btedy rachunkowe. Rozwigzujac uklad (3) — popraw-
nie rachunkowo — zdajacy otrzymal punkt (—1,1); odrzucilt go, chyba przez
nieuwage, jako niespelniajacy zatozen.

Ostatecznie, w odpowiedzi do czeéci a) zadania, rozwigzujacy wskazal tylko
jeden punkt, mianowicie punkt (—11,11), jako spelniajacy warunki zadania.
Pola tréjkata odpowiadajacego temu punktowi nie obliczal.

4.7.3 Komentarz

Wiedza

fakty: autor Rozwiazania 7 zna

— postaé kierunkowa réwnania prostej,
— wzdr wyrazajacy zalezno$¢ miedzy wspélczynnikami kierunko-
wymi prostych prostopadlych;

umiejetnosé stosowania: autor Rozwigzania 7 umie

— napisaé réwnanie proste), gdy dane sg wspéirzedne dwu punk-
téw do niej nalezacych,

— zastosowal wyzej wymieniony wzor do napisania prostej pro-
stopadtej do prostej o zadanym réwnaniu, przechodzacej przez
punkt o zadanych wspélrzednych,
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— zastosowaé definicje bezwzglednej wartosci liczby do przedsta-
wienia funkcji danej przepisem y = |z — 2| — 2 w postaci dwu-
normowe;j,

— rozwiazaé uklad réwnan liniowych o dwu niewiadomych, przy
dodatkowym zalozeniu nakladanym na jedna z niewiadomych.

Heurystyka — autor Rozwigzania 7 nie stosuje heurystyki ,,Przedstaw sy-
tuacje na rysunku”.

Panowanie nad sytuacja. Sprawdzanie wynikéw — autor Rozwigzania
7 nie ma geometrycznego obrazu sytuacji zadaniowej. Nie zadaje sobie
pytania, czy tréjkat, jaki wskazal jest rzeczywiscie prostokatny i czy nie
istnieja jeszcze inne. Popelnia bledy rachunkowe. Nie sprawdza wykony-
wanych rachunkéw.

4.8 Rozwiazanie 8 (podejscie drugie)

4.8.1 Kopia fragmentu pracy autora Rozwigzania 8

Uanes ALY B[S, y= k-]t
/}'\" i ‘ -l L | . wloe ‘1\:[ Iy
e b bttt
\ib
\ N
1 b,
\\
W RN S
“ ) y”/ [
T G X
A | 4 LY £ 6 \
- A 'Y 4‘1, \g
1 ‘ R \\\ E \
NP : o= ~0
4 o% K
- N~
5 Coefsr -t

0.) T'VA\\ sq\'hu M"o\ »‘* \M(« I« ABC " ‘\u{ (A.'."w\



DzIEWIEC ROZWIAZAN ZADANIA GEOMETRYCZNEGO 33

b) Pract—=—Lrmecs
Poncn = 1 Ab-n, \
Pances * EAb-h, 57 Pacs Y Panced

b

24 GG wywmila W Wy Chy

0a ABC, < Panncs

Ontonds v 1 wheeah  tadjlabio  proatoligtugh M'Mw;z"n] o
‘\w'o'\\q‘\ AOC,

I ovpunlic weda (e padd G0 me sapilveden {401

4.8.2 Opis Rozwigzania 8

Na rysunku danych zdajacy wskazal wszystkie cztery poszukiwane punkty.
Wyznaczy! je konstrukcyjnie. Te, ktére odpowiadaja tréjkatom o katach pro-
stych przy wierzchotkach A i B — przez poprowadzenie prostych prostopa-
dlych do prostej A i B i przechodzacych odpowiednio przez A i B (by¢ moze
przy pomocy ekierki). Dwa pozostale punkty zostaly wyznaczone przy po-
mocy okregu, tak jak w Rozwigzaniu 5. Po wykonaniu rysunku rozwiazujacy
przeszedl do poréwnania pd6l wskazanych tréjkatéw.

Z rysunku zapewne odczytal, ze tréjkat o kacie prostym przy wierzchotku
A zajmuje najwieksza powierzchnie [nie zanotowat tego, a wigc mozna przypusz-
czaé, ze byto to dla niego oczywiste]. Jesli chodzi o tréjkaty ABC, oraz ABCy,
to poczatkowo uznal, ze maja one jednakowe pola; §wiadczy o tym pierw-
sza linijka zapisu pod rysunkiem (patrz kopia pracy). Ten zapis zostal jednak
przekreslony. Dla poréwnania pél wspomnianych dwu tréjkatéw narysowal w
kazdym z nich wysoko$ci odpowiednio h; i hy opuszczone na wspélny bok AB.
Na podstawie ogladu stwierdzil, ze hy > hg, a stad wywnioskowal, ze pole tréj-
kata AC) B jest wieksze od pola tréjkata AC2B. O tym, ze pole tréjkata ACoB
jest mniejsze od pola tréjkata AC3B, kandydat rozstrzygnal dedukcyjnie. Mia-
nowicie zauwazyt, ze w AAC,B (patrz rysunek w kopii pracy) — wysoko$é
ho poprowadzona do odcinka AB jest przyprostokatna AC2D B, natomiast
odcinek Cy B, oznaczony jako hg3, jest przeciwprostokatna tego tréjkata. Stad,
wiedzac, ze przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego jest wieksza od kazdej
jego przyprostokatnej, zapisal: hy < hz. Jako wniosek z tego warunku zapisal:
pole tréjkata AC2 B jest mniejsze od pola tréjkata AC3B.

[Taki wniosek bytby uzasadniony, gdyby pole ostatnio wymienionego tréjkata wy-
razi¢ jako potowe iloczynu dtugosci odcinkéw ACj3 i hs (odcinek AC3 jako prze-
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ciwprostokatna w tréjkacie AC3B jest dtuzszy od odcinka AB, bedacego przypro-
stokatna w tym tréjkacie). Czy wiasnie tak zdajacy rozumowat — nie wiadomo.]

Ostatecznie, jako wniosek z przeprowadzonego rozumowania kandydat na-
pisal: Z czterech trdjkqtéw prostokgtnych najmniejszy jest trojkgt AC2B (oczy-
wiscie, chodzi o pola tych tréjkatéw). Po tym stwierdzeniu rozwiazujacy za-
danie odczytal z rysunku (wyraZznie to napisal), ze punkt C, ma wspéirzedne
(4,0) i obliczy! (poprawnie) pole odpowiadajacego mu_t)réjkit}a — jako polowe

wartoéci bezwzglednej wyznacznika pary wektoréw CaB, CaA.

4.8.3 Komentarz

Wiedza

fakty: autor Rozwiagzania 8 zna

— twierdzenie: kat wpisany w okrag oparty na jego $rednicy jest
prosty,

— wzér wyrazajacy pole tréjkata poprzez dlugosé jego podstawy
i odpowiadajacej jej wysokosci,

— wzér wyznacznikowy na pole tréjkata,

— zwiazek: przyprostokatna tréjkata prostokatnego jest krétsza
od jego przeciwprostokatnych;

umiejetno§é stosowania: autor Rozwigzania 8 umie

— zastosowaé wyzej wymienione wzory, zwiazek oraz twierdzenie
(w nietypowej sytuacji).

Heurystyka — autor Rozwiazania 8 stosuje heurystyki ,,Przedstaw sytuacje
na rysunku”, , Jesli mozesz, skonstruuj figure, o jaka chodzi w zadaniu”,
»,Dla zwrdcenia uwagi na jaka$ wlasno$¢ figury wystepujacej na rysunku
ujmujacym caloéé¢ sytuacji zadaniowej, przedstaw te figure na oddziel-
nym rysunku”.

Panowanie nad sytuacja. Sprawdzanie wynikéw — autor planuje roz-
wigzanie zadania i dazy do uzyskania globalnego geometrycznego obrazu
sytuacji zadaniowej (rachunek sprowadza do niezbednego minimum). Sa
oznaki autokontroli (kandydat poddaje weryfikacji wstepne przypusz-
czenia stwierdzajace réwno$é pdl tréjkatéw, ktére odpowiadaja punk-
tom znajdujacym sie na okregu). Nie sprawdza jednak, czy wspélrzedne
odczytanego z rysunku punktu rzeczywiScie spelniaja warunki zadania.
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4.9 Rozwigzanie 9 (podejscie trzecie)

4.9.1 Kopia fragmentu pracy autora Rozwigzania 9
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4.9.2 Opis Rozwigzania 9

Na rysunku danych rozwiazujacy zaznaczyl 4 punkty, o jakie jego zdaniem

chodzilo w zadaniu. Wspélrzednych tych punktéw nie obliczal.
[Tréjkat odpowiadajacy jednemu z tych punktéw — na rysunku wyraznie nie jest
prostokatny. Chodzi o ten z dwu punktéw nalezacych do pétprostej o réwnaniu
y=1x—4dlaz > 2, ktéry znajduje sie blizej punktu A (patrz kopia pracy).
Prawdopodobnie jest tak dlatego, ze w odréznieniu od pozostatych punktéw szu-
kanych, tego punktu rozwigzujacy nie umiatby skonstruowaé. Umiescit go wiec
»Jjakkolwiek” i za pomocg symbolu kata prostego dat wyraz temu, ze odpowiada-
jacy mu tréjkat ma byé prostokatny. Mozliwe jest tez inne wyjasnienie. Najpierw
rozwigzujacy wskazat tylko 3 tréjkaty, odpowiadajac na pytanie a) zadania. Ra-
chunek, jaki przeprowadzit dla rozwigzania czesci b) zadania uswiadomit mu, ze
istnieje jeszcze jeden tréjkat — o wyliczonych wtasnie wspétrzednych. Nie zwrécit
jednak uwagi na to, ze tréjkat, jaki powstat, nie wydaje sie by¢ prostokatny. To
drugie wyjasnienie jest chyba bardziej prawdopodobne.]

Cze$é b) zadania kandydat rozwigzal w nastepujacy sposéb. Wyrazil pole
poszukiwanego tréjkata ABC jako polowe iloczynu przyprostokatnych AC i
CB, oznaczajac nieznang odcieta jego wierzcholka przez z, natomiast rzedng
przez z — 4. Nie dodal zalozenia: = > 2. [Znaczy to, ze zdajacy zatozyt, iz
poszukiwany punkt nalezy do prostej o réwnaniu y = z — 4.] W wyniku odpo-
wiedniego podstawienia (wykonanego z bledem w znaku) i przeprowadzenia
rachunku zapisal réwnosé:

PA = %\/%2 — 4z + 2-v/222 — 16z + 34.

Nastepnie symbol Pa potraktowal jako f(z), po czym zapowiedzial: ... obli-
czam pochodng f(xz) — pola. Po obliczeniu zapowiedzianej pochodnej funkcji,
przyréwnal ja do zera. Rozwiazaniami otrzymanego réwnania trzeciego stopnia
okazaly sie: £ = 1, z = 3 oraz z = 3%. Po naszkicowaniu wykresu odpowied-
niego wielomianu, rozwiazujacy stwierdzil, ze funkcja f przyjmuje minimum
lokalne dla dwu wartosci: £ = 1 oraz = = 3%. Dalej kandydat podstawil z =1
do przepisu funkcji y = —z, natomiast z = 3% do przepisu y =z — 4. W
ten sposéb wskazal dwa punkty: C(1,-1), C(34, —1). Nastepnie obliczyt pola
odpowiadajacych im tréjkatéw ABC, podstawiajac odpowiednio odciete tych
punktéw do przepisu funkcji wyrazajacej pole tréjkata prostokatnego ABC
(patrz strona 1 kopii pracy). Praca koficzy sig zapisem: Dia z = 3% 1Yy = —%
(wspdtrzednych punktu C) pole tréjkgta prostokginego jest najmniejsze i wy-
nosi % -1/31,25. Odpowiedz jest oczywiscie bledna. [Nalezy zwrécié uwage na
to, ze wbrew pogladowi autora tego rozwigzania podany przez niego wzér nie wy-
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raza pola zadnego tréjkata ABC, gdzie A, B s3 danymi w zadaniu punktami, a
punkt C nalezy do wykresu funkcji zadanej wzorem: y = z — 4.]

4.9.3 Komentarz

Wiedza

fakty: autor Rozwigzania 9 zna

— wzdr wyrazajacy pole tréjkata prostokatnego,

— wzory na pochodng funkcji wielomianowej, funkcji y = /= oraz
funkcji zlozonej z tych funkcji,

— schemat badania ekstremum funkcji;

umiejetno$é stosowania: autor Rozwigzania 9 umie

— narysowaé wykres funkcji, w ktérej przepisie wystepuje znak
bezwzglednej wartosci,

— przedstawié¢ przepis danej funkcji w postaci dwunormowej fi,
f 2

— zastosowal wymienione wcze$niej wzory,

— rozwigza¢ réwnanie wielomianowe,

— zna. schemat badania ekstremum funkcji,

— nie umie zastosowaé przepisu tej funkcji dwunormowej (podsta-
wiajac za y np. f1(z), nie uwzglednia zalozenia ograniczajacego
dziedziny f).

Heurystyka — autor Rozwiazania 9 stosuje heurystyke ,Przedstaw sytuacje
na rysunku”.

Panowanie nad sytuacja. Sprawdzanie wynikéw — autor Rozwiazania
9 nie panuje nad caloscig sytuacji: punkty a) i b) zadania traktuje jakby
niezaleznie od siebie. Wybiera schemat niestosowny do sytuacji. Raczej
nie sprawdza rachunku ani nie konfrontuje wyniku ze sporzadzonym
przez siebie wczeéniej rysunkiem — i to, miedzy innymi, jest przyczyna
niedostrzezenia sprzeczno$ci wyniku rachunku z rysunkiem.

4.10 Reprezentatywno$é przykladéow

Przedstawione rozwigzania reprezentuja zaréwno poprawne, jak i te, kté-
rych autorom udalo si¢ podaé tylko czeSciowy wynik poprawny, jak wreszcie
i te, ktére sg rozwigzaniami blednymi. Pelne, poprawne rozwiazanie zadania
przedstawito tylko okoto 10% badanych.



DZIEWIEC ROZWIAZAN ZADANIA GEOMETRYCZNEGO 39

5 Wyniki obserwacji 1ndyw1dualnych

W grupie 0os6b obserwowanych indywidualnie w czasie pracy nad zadaniem
Zauwazono, co nastepuje:

1. Wszystkie osoby wykonywaly rysunek danych i wskazywaly na nim pun-
kty, o ktére chodzi w zadaniu: na ogét odrecznie, a pie¢ oséb przez wy-
konanie pewnej konstrukeji. Niektorzy wskazali wszystkie 4 punkty, inni
— samodzielnie wskazali tylko 1, 2 albo 3 poszukiwane punkty. Czesto
jako pierwszy wskazywany by! punkt Cj3, za pomoca konstrukcji opisanej
w Rozwiagzaniu 5.

2. Stosowane byly rézne, z juz opisanych, sposoby wyznaczania wspdlrzed-
nych wskazywanych punktéw, ale w mniejszej réznorodnoséci, niz w gru-
pie os6b egzaminowanych.

3. Pojawily sie dwa podejécia do zadania: podejscie pierwsze wybierane
przez wickszo$é oséb i drugie — przez uczennice — Beate. Po wyko-
naniu rysunku, na ktérym Beata wskazala hipotetyczne polozenie po-
szukiwanych punktéw, stwierdzila, ze je$li chodzi o czeéé b) zadania, to
w gre moga wchodzié tylko dwa tréjkaty: ABC3 i ABCy. Wyznaczyla
wspélrzedne punktéw Csz i Cy, stosujac warunek na zerowanie sig ilo-
czynu skalarnego wektoréw, po czym obliczyla pola tréjkatéw odpowia-
dajacych tym dwu punktom i nastgpnie wskazala (poprawnie) tréjkat
prostokatny o najmniejszym polu. Uczennica kilkakrotnie powracala do
pytania ,Ile?”, ale rachunku nie sprawdzala. Skonstatowala ostatecznie:
Innych trojkgtow juz chyba nie ma. Na pytanie obserwatora, czy moglaby
uzasadni¢ jako$ swdj poglad, Beata odpowiedziala: Nie wiem, jak to zro-
bié, ale jako$ czuje, ze nie ma juz innych tréjkgtow, ktore by spetniaty
warunki zadania.

4. Spoéréd innych obserwowanych os6b niektérzy sprawdzali poprawno$é
wynikéw w ten sposéb, ze konfrontowali je z rysunkiem. Sam rachunek
sprawdzany byl sporadycznie.

6 Synteza wynikéw badania

W paragrafie tym zestawione beda trudnosci, ktére byly przyczyna porazki,
jak réwniez pozytywne zabiegi o charakterze heurystycznym i technicznym
sprzyjajace sukcesowi w rozwigzywaniu analizowanego zadania przez kandy-
datéw na studia matematyczne. Zestawienie to uwzglednia Rozwigzania 1 —
9, jak i fragmenty rozwiazan, ktére nie byly wczedniej analizowane.
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6.1 Trudno$ci — przyczyny porazki
6.1.1 Trudnosci odnoszace sie do wartosci bezwzglednej liczby

Jak juz wcze$niej wspomniano, wielu kandydatéw nie umiato poprawnie
narysowaé wykresu funkcji y = |z — 2| — 2. Przedstawiali go na przyklad tak:

4% £-2 ’/0=>(4=x—2 -2 -—>/a-',»—a
.720 *‘l(g DYz -asd =D DY = -x-y

4 x,le=21 -2
Ao NH ' 4/‘(\t(i U-2)
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M4-3) By -3)
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Praca jednego z kandydatéw wskazala na trudnosci w rozwigzywaniu réw-
nania, w ktérym wystepuje znak bezwzglednej wartosci liczby. Réwnanie

lc—2|=1-2c,

gdzie ¢ to odcieta poszukiwanego w zadaniu punktu, autor wspomnianej pracy
rozwiazal w nastepujacy sposdb:

le-al=4-2c

c-2= 1-Qc s ¢ R=-4*2cC
dc=23 —c=1
c=4 c= 4

C(4;-4) bl C(-4i4)

Réwnanie rozwigzane zostalo blednie. Dla liczby ¢ = 1 bowiem, wyrazenie
po lewej stronie tego réwnania przyjmuje warto$¢ ujemna, réwna —1. Znaczy-
toby to, ze wartoé¢ bezwzgledna wyrazenia moglaby byé¢ liczba ujemns. Blad,
jaki tu wystapil, jest wynikiem zastosowania schematu

[If ()| = k] = [f(2) = k lub f(z) = —k],

ktéry funkcjonuje tylko przy zalozeniu k& > 0. Z koniecznoéci uwzglednienia
tego zalozenia autor rozwigzania najwidoczniej nie zdawal sobie sprawy.

6.1.2 Trudnosci dotyczace pojecia funkcji

Na przykladzie Rozwiazan 3 i 9 (tak bylo w wigkszej liczbie przypadkéw)
widaé, ze niektérzy absolwenci dotychczasowej szkoly $redniej umieja zasto-
sowaé definicje bezwzglednej wartosci liczby do przepisu funkcji wystepujacej
w tredci zadania, by zapisa¢ ja w postaci dwunormowej, umieja tez sporzadzié
wykres takiej funkcji, ale nie umieja stosowaé przepisu tej funkcji dwu-
normowej: nie uwzgledniaja zalozen ograniczajacych stosowalno$é¢ kazdego z
dwu wzoréw opisujacych taka funkcje.



42 MARIANNA CIOSEK

6.1.3 TrudnoSci w rozumieniu pojecia ekstremum funkcji oraz
zmiennej

Poznany w szkole schemat badania ekstremum funkcji, wykorzystywany
przez okolo 10% rozwiazujacych zadanie, nie byl dobrany stosownie do sy-
tuacji. Na przykladzie Rozwigzania 9 widaé, ze litera z, ktéra wystepowala
w wyrazeniu opisujacym pole poszukiwanego tréjkata, zostala potraktowana
jako zmienna ciagla. Tymczasem, tréjkat, ktérego pole autor rozwigzania wy-
razil w ten sposéb, jest tylko jeden (jest to wyraznie uwidocznione na rysunku,
ktéry wlasnorecznie rozwigzujacy wykonal). Traktowanie prawej strony tego
wzoru (zob. 4.9.1) jako funkcji f(z) zmiennej ciaglej zupelnie rozmija si¢ z
jego sensem. Zwrot . ..dla ktérego pole tréjkata ... jest najmniejsze”, wyste-
pujacy w treéci zadania, byl dla autora Rozwigzania 9 (i wielu innych) sy-
gnalem uruchamiajacym stosowanie znanego schematu, jak sie¢ wydaje — bez
glebszego wnikania w to, warto$¢ najmniejsza jakiego zbioru nalezy wyzna-
czyé. Postepowanie odpowiadajace na ten sygnal jest przykladem stosowania
tzw. strategii pierwszego obiecujacego sygnalu (strategy of the first promising
signal — Hejny, 1992; patrz przyktad w pracy: Ciosek, 1995, s. 47).

Trudno$¢ polegajaca na traktowaniu niewiadomej jako zmiennej ciaglej.
uwidocznila si¢ takze w ponizszym (zaskakujacym) rozumowaniu:

Rozwigzanie 10. Kandydat wykonal (poprawnie) rysunek danych, ale nie
wskazal na nim poszukiwanych punktéw. Badal oddzielnie polozenie
punktu C na pélprostej o réwnaniu y = z — 4 dla z > 2 oraz péliprostej
o réwnaniu y = —z dla z < 2. Napisal: Aby trdjkgt o wspdlrzednych
C(z,z — 4), C(z, —z) byt prostokgtny, powinien zostaé spetniony ktorys
z nastepujgcych warunkdéw:

a) |[ABJ? +|AC|? = |BC|?
lub

b) |ABJ? +|BC|? = |AC)?
lub

c) |BC|*+|AC|? = |AB|?

Rozwazajac przypadek a) obliczyl AB (z bledem) oraz wyrazit odlegtosci
AC, BC za pomocy z. Otrzymal réwnoéé:

32+2(1-2)2=(5-2)2+(3-12)%



DzIEWIEC ROZWIAZAN ZADANIA GEOMETRYCZNEGO 43

ktdra przeksztalcil do postaci
2z% — 4z 4 34 = 22% — 167 + 34 (¥%)

Stwierdzil, ze wyrazenie wystepujace po lewej stronie tej réwnosci jest
rézne od wyrazenia po prawej stronie. W podobny sposéb rozwazyt po-
zostalych pieé przypadkéw, za kazdym razem stwierdzajac, ze warunek
konieczny na to, by tréjkat byl prostokatny nie jest spelniony. Ostatecz-
nie skonstatowal:

M wotvn  obliten ‘(L foun™>swp  bigduch | mpite. | 2e wde he
Wty Y= lx-721-2 Yolugo fuadet u wu v pﬁoaw 2 oluo
potantalyna M’J‘ I ;z’!anblq%(wy .

Przedstawione rozumowanie §wiadczy o tym, ze jego autor zinterpreto-
wal zapis (**) w nastepujacy sposéb: wielomiany wyst¢pujace po obu
stronach znaku réwnosci maja mie¢ te same wartosci dla kazdego z.
Tymczasem, chodzi o zbadanie, czy istnieje takie z, dla ktérego oba
wielomiany przyjmuja te sama wartos¢.

6.1.4 Brak glebszej analizy sytuacji zadaniowej

Wielu kandydatéw, ktérzy w odpowiedzi do czeéci a) zadania podali albo
»2 tréjkaty” albo ,3 tréjkaty”, po prostu nie analizowalo sytuacji zadaniowej
glebiej. Wielokrotnie u obserwowanych studentéw mialo miejsce takie postepo-
wanie: je$li po narysowaniu danych rozwiazujacy umial opisa¢ w jaki§ sposéb
polozenie ktdéregosé z poszukiwanych punktéw, to bezposrednio po zaznaczeniu
tego punktu przechodzil do obliczenia jego wspélrzednych, nie zatrzymujac
sie dluzej nad zagadnieniem liczby wszystkich poszukiwanych punktéw. W
ten sposéb my$l rozwigzujacego zadanie, skierowana poczatkowo na pytanie
»11e?” (czy ,,Ktére?”) zostala jakby przerwana i zwrécona w innym kierunku,
mianowicie na pytanie: ,Jak wyznaczy¢ wspéirzedne domniemanego punktu?”
Poniewaz rachunek wymagal pewnego wysitku i czasu, pytanie ,Ile?” czesto-
kroé¢ nie powracato w dalszej czesci pracy. Mozna przypuszczaé, ze w podobny
sposéb postepowali kandydaci na studia i to bylo przyczyna podania przez
nich niepelnych odpowiedzi na pytanie a).

6.1.5 Brak autokontroli

Czesta przyczyna niepowodzenia w rozwigzaniu analizowanego zadania
przez kandydatéw na studia, mimo calkiem rozsadnego, planowego poszuki-
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wania przez nich tego rozwiazania, byly bledy rachunkowe. Autorzy rozwia-
zan raczej nie sprawdzali swoich rachunkéw. W znalezieniu btedu omawianego
typu wielu rozwiazujacym zadanie mogla poméc konfrontacja wynikéw otrzy-
manych na drodze rachunku z rysunkiem globalnym sytuacji, jaki na ogét
wykonywali na wstepie. Takiej konfrontacji w bardzo wielu przypadkach kan-
dydaci nie podejmowali. Autor Rozwigzania 2 co prawda zestawial rysunek
z wynikiem rachunku, ale w tym przypadku kryterium poprawnoéci rysunku
byl wynik rachunku; rachunek weryfikowal rysunek, a nie odwrotnie. Rachunek
byl bledny i spowodowalo to odrzucenie jednego z rozwiagzan uwidocznionych
na rysunku. Przyczyna bledu tkwila w technice zapisu. Dla przypomnienia:
na pewnym etapie swojej pracy kandydat rozwigzywal uktad réwnan. Jedno
z tych réwnan zapisal (zob. 4.2.2), a drugie, otrzymane w wyniku wcze$niej-
szego rachunku (znajdowalo sie w innej czesci kartki) w pamieci dotaczyt do
pierwszego. W rozwiazywaniu tego ukladu popelnit blad rachunkowy. Mozna
powiedzieé, ze brak zestawienia w jednym miejscu poszczegdlnych réwnan
ukladu pogrzebal szanse wykrycia bledu rachunkowego. Po rozwiazaniu zada-
nia trudno jest bowiem szybko zorientowaé sig, w wyniku rozwiazania jakiego
ukladu otrzymalo si¢ taks, a nie inng pare liczb.

6.2 Zabiegi heurystyczne i techniczne sprzyjajace sukcesowi
w rozwigzaniu zadania 1

6.2.1 Wykonanie rysunku sytuacji zadaniowej

Bardzo wazng role w wielu rozwigzaniach odegralo wykonanie rysunku:
przedstawienie danych oraz naniesienie w ukladzie wspélrzednych punktéw
poszukiwanych w zadaniu. Wykonanie takiego rysunku to przejaw stosowania
heurystyki, ktéra wczedniej zostala nazwana ,,Przedstaw sytuacje na rysunku”.

Samemu poszukiwaniu punktéw, o jakie chodzilo w zadaniu, towarzyszyto
zapewne pytanie: Przy ktérym wierzcholku tréjkata moze byé umiejscowiony
kat prosty? Niektdrzy zadawali sobie dalsze pytanie: Jak taki punkt mozna
wyznaczyé geometrycznie, czyli jak go skonstruowaé¢? Osoby, ktére zadawaly
sobie to ostatnie pytanie, stosowaly heurystyke ,Jedli potrafisz, skonstruuj
poszukiwang figure”.

W tej grupie znalazly si¢ osoby, ktére dla skonstruowania poszukiwanego
punktu wykorzystaly w istotny sposéb zwiazki miedzy danymi, a wigc stoso-
waly oprécz heurystyki ostatnio wymienionej jeszcze inng, mianowicie ,Zba-
daj, czy dane zadania pozostaja ze sobg w jakim$ zwigzku?”

Rysunek danych z naniesionymi punktami, o ktére chodzilo w zadaniu,
prezentowal globalne ujecie sytuacji zadaniowej przez rozwiazujacego zadanie.
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W odpowiedzi na pytanie, jak wykonany przez rozwiazujacego rysunek byt
wykorzystany w dalszej czeéci rozwiazania zadania, mozna wyréznié kilka jego
funkecji.

(1)

(2)

(3)

(4)

Rysunek jako $rodek pomagajacy w dokonaniu lokalnej analizy sytuacji
zadaniowej.

Autor Rozwigzania 2 na przyklad, zatrzymywal si¢ na poszczegélnych
fragmentach schematycznie wykonanego rysunku sytuacji i odczytywat,
ktére odcinki sg do siebie prostopadte. Nastepnie zastanawial si¢ nad
tym, jakim warunkiem opisaé te wlasnos$¢. Podobna role petnily rysunki
pomocnicze w Rozwigzaniu 1, a takze w rozwigzaniach wielu obserwo-
wanych studentéw.

Rysunek jako wskaznik sposobu wykonania rachunku.

Taka funkcje pelnil rysunek w przypadku, gdy rozwigzujagcemu zadanie
udalo si¢ odpowiedzieé na pytanie, jak skonstruowaé poszukiwany punkt.
Wtedy poszczegdlne czynnoéci konstrukeji zostaly przettumaczone na je-

zyk algebry, np.: ,narysowaé okrag” — ,napisa¢ réwnanie tego okregu”,
ynarysowaé prostg [ prostopadla do prostej k7 — ,napisa¢ réwnanie
prostej 1”.

Rysunek jako $rodek stuzacy weryfikacji poprawnosci rachunku.

Taka role spelnil rysunek na przyktad w Rozwigzaniu 1, ktérego autorka
najpierw obliczyla wspélrzedne poszukiwanych punktdw, a nastepnie na-
niosta na rysunek danych otrzymane punkty. Stuzylo to sprawdzeniu,
czy odpowiadajace tym punktom trdjkaty wydaja sie byé prostokatne
(w podobny sposéb sprawdzalo swoje rozwigzania 11 z obserwowanych
indywidualnie studentéw).

Rysunek jako érodek do odczytywania zwigzkéw miedzy figurami geo-
metrycznymi.

Rysunek jako sposéb wyznaczania wspélrzednych punktu.

W taki sposéb wykorzystal rysunek konstrukcyjny na przyklad autor
Rozwigzania 8 (wystapilo to takze u innych oséb).

Ten empiryczny sposéb bylby do zaakceptowania, o ile towarzyszyloby
mu sprawdzenie, czy wspélrzedne tego punktu spelniaja réwnanie zbioru
punktéw, do ktérego on nalezy.
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6.2.2 Ujecie caloSciowe sytuacji zadaniowej

Mozna méwié¢ o dwu wyraznych przejawach spojrzenia calo$ciowego na sy-
tuacje zadaniows.
Pierwszy z nich to starania rozwigzujacego zadanie, by odpowiedzie¢ wyczer-
pujaco na pytanie, gdzie moga by¢ umiejscowione wierzchotki katéw prostych
rozwazanych tréjkatéw. Te starania uwidacznialy sie na rysunkach badz w za-
pisach uwzgledniajacych mozliwe polozenia wierzchotka kata prostego.
Drugi przejaw caloiciowego ujecia zadania to traktowanie czesci b) zadania
jako nierozerwalnie zwiazanej z czeScia a) i niejako réwnoczesne myslenie o
obu tych czesciach. Najwyrazniej mozna bylo to zaobserwowaé w Rozwigza-
niu 5 (zob. 4.5). Jego autor po wyznaczeniu wsp6irzednych jednego z punktéw
od razu obliczal pole tréjkata prostokatnego odpowiadajacego temu punktowi
i wyréznial podkre§leniem otrzymang liczbe. Tak postepowal w odniesieniu
do kazdego z rozwazanych punktéw. Taka kolejnoé¢ rachunku pozwolila na
szybkie odszukanie w tekécie rozwigzania informacji potrzebnych do uzyska-
nia odpowiedzi.

6.3 Elementy rozumowania matematycznego uwidocznione
w rozwigzaniach

W analizowanych rozwiazaniach przeplataly sie: rozumowanie dedukcyjne,
rozumowanie intuicyjne oraz wnioskowanie empiryczne.

Elementy rozumowania dedukcyjnego zostaly uwidocznione, miedzy in-
nymi, w:

—— rozréznianiu przypadkéw: wierzcholek kata prostego moze znajdowaé sie
albo w punkcie A, albo w punkcie B, albo w punkcie nalezagcym do
wykresu danej funkcji,

— zapisaniu i rozwigzaniu ukladu warunkdéw, jaki spelnia¢ maja wsp6l-
rzedne punktdw,

— uzasadnieniu, ze jeden z tréjkatéw ma pole wieksze od drugiego (zob.
4.8.2).

Mozna uznaé, ze rozumowanie intuicyjne wystapilo w rozwigzaniach tych oséb,
ktére nie obliczaly wspélrzednych wskazanych na rysunku punktéw, a stwier-
dzaly, ze istnieja dokladnie 4 punkty, o ktére chodzi w zadaniu. Nie uzasad-
nialy swojej odpowiedzi droga rozumowania dedukcyjnego, ze podany przez
nich sposéb wyznaczenia punktéw prowadzi do uzyskania 4 punktéw, i ze nie
ma ich wiecej.

Jesli chodzi o empirig, to wystapita ona w rozumowaniu tych oséb, ktére:
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— odczytywaly wspélrzedne punktu z rysunku,

— stwierdzaly tylko na podstawie rysunku, ktdry ze wskazanych tréjkatow
ma pole wigksze od innych, np. Rozwiazanie 8 (zob. 4.8.2) badz rozumo-
wanie uczennicy — Beaty (zob. 5).

Poprzestanie w badaniu matematycznym na stwierdzeniu jakiego$ faktu
tylko na drodze empirycznej §wiadczy o stosunkowo niskim poziomie rozumie-
nia metody matematycznej. Egzamin wstepny na kierunek matematyka do
Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Krakowie w roku 1999 zdaje si¢ wskazywag,
ze taki jest on u wiekszoéci maturzystéw.

7 Uwagi konicowe

Przedstawiona w tym artykule analiza ujawnila réznorodnos¢ drég, na ja-
kich kandydaci na studia matematyczne poszukiwali rozwigzania prostego za-
dania geometrycznego, jak réwniez i trudnosci, na ktére rozwigzujacy napoty-
kali. Sktania to do pewnych refleksji na temat oceny zadan egzaminacyjnych.
Obserwuje si¢ tendencje, by do zadan egzaminacyjnych dolaczaé precyzyjne
kryteria oceny az do przyznawania punktéw za poszczegélne elementy roz--
wigzania wlacznie. Wyniki analizy tu przedstawionej sklaniaja do krytycznej
oceny tych tendencji. Jesli chcemy, by uczniowie autentycznie rozwigzywali
zadanie, a nie tylko stosowali wyuczone schematy post¢powania, to musimy
si¢ liczy¢é z potencjalng réznorodnoscia drég rozwigzywania i w konsekwencji
sposobéw rozwigzania zadania. Niektére z tych sposobéw moga w ogdle nie
przystawa¢ do zaproponowanej punktacji. Ocena powinna braé¢ pod uwage nie
tyle poszczegdlne elementy rozwiazania, co to, czy rozwiazujacy ma cato$ciowy
poglad na sytuacje zadaniows, czy w jego rozumowaniu nie ma sprzecznosci.

Ponadto, jesli egzaminowany rozwiazuje zadanie niezaleznie, to moze wej$¢
na droge trudna, moze si¢ zdarzyé, ze nie zdazy zadania rozwigza¢ w prze-
widzianym czasie, moze popelnié blad. Nalezaloby wiec oceniaé¢ niezaleznoéé
podejscia do zadania, prébe samodzielnego uporania si¢ ucznia z zadaniem.
System oceniania powinien ulec zmianie. Na potrzebe zmiany stosowanych
narzedzi oceny zwracal uwage S. Turnau juz w latach osiemdziesigtych (Tur-
nau, 1986). Ten postulat jednakze ciagle nie jest uwzgledniany.
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2

Nine ways of solving a geometrical problem
— a heuristic study

Summary

The article presents an analysis of the process of solving a geometrical problem. The
problem to solve was:

Two points: A(1,—3) and B(5,—1) are given.

a) How many right-angled triangles ABC, where C belongs to the
graph of function f(z) = |z — 2| — 2, do exist?

b) Calculate coordinates of one of possible points C from a), for which
the area of the corresponding triangle ABC is minimal. Calculate
this area.

Sources of the study are written entrance exam papers of candidates to the mathe-
matics university department.
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Schoenfeld’s three categories — resources, heuristic, control — and also Hejny’s
theory of the development of mathematical knowledge are used in the analysis. Re-
asons of success and failure in solving the problem have been distinguished.



