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Glowne problemy i kierunki badan
wspélczesnej dydaktyki matematyki

Przedstawiony tu szkic aktualnej sytuacji w dydaktyce mate-
matyki nie pretenduje ani do szczegdlowej, ani do wyczerpujgcej
analizy tego tematu, Pelna prezentacja tego, co si¢ dzié w dyda-
ktyce matematyki na swieclie dzieje, wymagataby obszernego opra-
cowania monograficznego, przekraczajgcego mozliwosci autorki wo-
bec tego, 2e jest je] dostepna tylko cze$é materialdéw publikowa-
nych zagranicg, wobec ogromnego zrdéznicowania tych publikacji
Zz punktu widzenia ich wartosci, wobec skomplikowanej bardzo sie-
¢l réznych nurtéw dzialalno$ci dydaktykéw matematyki na swiecie.
Sgdze Jjednak, e nawet taka, zawierajaca wiele luk, wstepna i
tylko szkicowa charakterystyka problematyki i kierunkéw rozwoju
badan w tej dziedzinie, zilustrowana niewielu wybranymi przykia-
dami, ze zwrdéceniem szczegélnej uwagi na wazniejsze zagadnienia
otwarte, moze by¢ juz dzis pozyteczna. Dlatego z cala swiadomo$-
cig duzych niedostatkéw i powierzchownos$ci tego artykulu przed-
stawiam go jako wst¢p do cale) serii DYDAKTYKA MATEMATYKI.

1. DYDAKTYKA MATEMATYKI JAKO AUTONOMICZNA I INTERDYSCYPLINARNA
DZIEDZINA BADAN

W roku 1929 S,Neapolitanski nastepujacq definicjg rozpoczal
Przedmowg¢ do pierwszego wydania swej ksigzkil "Zarys dydaktyki
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matematyki"s "Przez dydaktyke matematyki rozumiem naukeg, Ktéra
poucza, jak stosowaé zasady 1 wnioski dydaktyki ogélnej do nau-
ozania matematyki, uwzgledniajgc tresé materialng tej nauki, jej
metody badaria oraz cel jej nauczania w szkole" /Neapolitanski,
1958, str. 5/.

Typowg pracqg z zakresu tak rozumianej dydaktyki matematyki
jest ksigzka F.Urbanczyka "Zasady nauczania matematyki", zaopa-
trzona celowo przez autora podtytulem: "Stosowanle zasad naucza-
nia w procesie nauczania matematyki" /Urbariczyk, 1960/. Te zasa-
dy - wediug autora ksigzki traktowanej jako istoiny fragment dy-
daktyki matematyki - to "0gdlne normy, wskazujace, jak nalezy
postepowaé w procesie nauczania w celu uzyskanlia dobrych wyni-
kéw" ,.. "ich uzasadnieniem stato sie doswiadczenie pedagogiczne
potwierdzajgoce ich siusznosé" ... "sq to niewagtpliwie zasady
szczegélnie wazne dla nauczania" - pisze autor - "W stosunkowo
nielicznych wskazaniach, tatwych do ogarnie¢cia pami¢cig, obejmujg
one calo$é procesu nauczania. Nauczyciel, ktéry je rozumie i
systematycznie, a przy tym umiejetnie stosuje, jest z reguty do-
brym, jezeli.nie przodujacym nauczycielem" /Urbanczyk, 1960,
str. 8,9/,

W tymujeciu zatem,w istocle rzeoczy, "calos$¢é procesunauczania®
Jest okreslona przez pieé zasad ogélnodydaktycznych. Dydaktyka ma-
tematyki ma wige za zadanie przede wszystkim poszukiwanie sposobéw
realizacji tych zasad w praktyce nauczania matematyki. Ten poglad jest
juz dzis$ nie do utrzymania, z réznych powodéw. Ustala on jednostron-
ng zaleznod¢ jednej dziedziny /zwanej szczegdows/ od drugie j/zwa-
nej ogélna/. F.Urbarczyk twierdzi, ze "siuszno$é" ogélnych zasad
nauczania znajduje swe uzasadnienle w doswiadczeniu pedagogicz-
nym, Ale doswiadczenie pedagogiczne W zakresie nauczania - to
doséwiadczenie $cisle zwigzane z nauczaniem konkretnych trescis
matematycznych, fizyoznych, gebgraficznych, historycznych itp.
Gdyby dydaktyka ogélna nie miala byé oparta miedzy innymi na
statym uogélnianiu rezultatéw badan dydaktyk szczegélowych, na
state) konfrontacji z ich postgpami, to - jak to wyraza znane
powledzenie niemieckie - stalaby sie¢ "tkaniem bez welny"
/Stricken ohne Wol1le/. Medzy rozwojem dydakty~
ki ogélnej a rozwojem dydaktyk szczegélowych zachodzi bardzo
mocne i skomplikowane sprzezenie zwrotne. Te dydaktyki
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stanowig z Jjednej stropy,dziedziny badan teoretyoznych i empirycz-
nych, ktére ﬁog& prowadzié do uogélnien pozbawionych juz konkret-
nych, specyficznych trescl wyznaczonych przez przedmioty naucza-
nia, do ogdélnych norm, zasad, ogélnych modeli nauozania, z drugie]
strony sgq terenmem weryfikacji teorii ogélnodydaktyoznych, mogq je
podwazaé 1lub modyfikowadé,

Uzylam tu liczby mnogiej, istniejg bowiem "teorie dydaktycz-
ne" rézne, czasem nawet rozbiezne w swych tezach. Dotyczy to tak-
%e teorii psychologicznych uczenia si¢. Dydaktyk matematyki nie
moze ogranioczyé sie jedynie do bezkrytycznego stosowania jJedne]
tylko z takich teorii, kazda bowiem z nich osobno oswietla pro-
ces uczenia si¢ i nauczania konkretnej dyscypliny jedynie z pew-
nej strony 1 w pewien szozegdlny sposdéb, co bardzo wyraZnie ujaw-
nia na przykiad préba eklektycznego wykorzystania niektérych z
tych teorii dla sformulowania "zasad nauczania matematyki" w jed-
nym z nowszych podrecznikéw dydaktyki matematyki /Wittmann, 1975/,

S.Neapolitarnski wigze mocno i jednostronnie dyscypline, kté-
rg nazywa dydaktyka matematyki, z dydaktyka ogélng; dydaktyk nie-
miecki Friedrich Drenckhahn natomiast tej samej nazwy uzywa na
okreslenie dziedziny badan zwiazanych $éciéle z matematyka. W jed-
nym ze swych "ideologicznych" artykuiéw z roku 1952 okreéla on
dydaktyke¢ matematyki jako dyscypline zajmujgceg sie opracowywaniem
matematycznych tresci w postaci dostosowanej do poziomu nauczantia
w celu ich przekazu, 0d matematyki-nauki rézni sie¢ - wedlug
F.,Drenckhahna - dydaktyka matematyki nie tyle przedmiotowg tref-
cig, lle sposobem przedstawienia tej tresci. Naukowa systematy-
zacja bowiem - to ostatni etap procesu tworzenia, ginie w nim to,
co mozna okres$lié¢ jako docieranie do wiedzy, ginie, jak méwiil
Kronecker krytykujac z tego powodu, z tego punktu widzenia
"disquisitiones" Gaussa wszelki $lad drogi mysli prowadzacej do
Poznania.

Zadaniem dydaktyki matematyki jest te droge dla celéw nau-
czania odtwarzaé, i to na réznych poziomach /wediug Drenckhahna
8 takie trzy poziomy: indukecyjno-empiryczny, intuicyjny, formal-
ny/, dla ktérych dydaktyka matematyki konstruuje kolejne "mate-
matyki", uwzgledniajgc nie formalno-logiczne, ale przedmiotowo-
logiczne aspekty nauki, Zadaniem dydaktyka matematyki jest - wed-
tug Drenckhahna - przede wszystkim odkrywanie dla rozwazanego
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fragmentu wiedzy /dla twierdzenia, grupy twierdzern, wigkszych
zwigzkdéw, systemu/ przewodnich wyobrazern 1 przedstawien, pojeé,
sgqddw, wnioskéw, metod, ktére "wynikajgq z natury rzeczy z logicz~
ng konieoznosocia" - a wiec z natury samej matematyki. Przez nau-
kowg me t ody ke dydaktyki matematykH 1
autor rozumie metodologie¢ konstruowania takich "matematyk" r62-
nych pozioméw, Natomiast problemami realizacji tych konstrukecji
teoretycznych w procesie nauczania zajmuje si¢ me t o d y k a
nauczania matematyki, Przedmiotem metodyki na-
uczania matematyki jest proces nauczania, a nie tresé matematycz-
na 1 jej struktura opracowana przez dydaktyke matematyki. Metody-—
ka nauczanla jest zorientowana psychologicznie i ukierunkowana
przez pedagogike. Jednak -~ sgdzi Drenckhahn - w Zadnym przypadku
my$lenie metodyczne nie powinno przyznawaé takiego miejsca psy-
chologii, aby wplywala ona na istotne zmiany w strukturze mate-
riatu i zastepowala struktury wypracowane przez dydaktyke matema-
tyki /od ich Zrédex do systematyzacji/ przez metodyczno-pedago-
glozne konstrukcje. Jezeli tak sie¢ dzieje, to szybko sie¢ ujaw-
niajg w takich koncepcjach matematyczne biedy /Drenckhahn, 1978/.
Podobnie jak ksiagzka F.Urbanczyka jest paradygmatycznym przy-
ktadem wiernego stosowania definicjl dydaktyki matematyki S,Neapo-
litanskiego, tak za paradygmatyczny przyklad realizacji koncepecji
F.Drenckhahna mozna uznaé¢ trzon dziatalnosci Belgijskiego Osrodka
Pedagogiki Matematyki /Centre Belge de la Pédagogie de la Mathé-
matique/ stworzonego i kierowanego przez profesora Uniwersytetu
w Brukseli, Georgeé’a Papy i jego zone Fréderique Papy, oraz zorga-—
nizowang przez nich miedzynarodowa grupe badan Girp /Groupe in-
ternational de la recherche en pédagogie de la mathématique/.
Giéwny nurt tej dziazalnosci -~ to wiasnie konstruowanie struktu-
ralnej matematyki elementarnej "jednolitej od przedszkola do uni-
wersytetu" 1 $cisle zwigzanej w koncepeji i1 ideologii 2z naukowym
kierunkiem "bourbakizmu", Oczywiscie, jak kazda definicja, tak 1
definicja F.Drenckhahna moZe by¢ traktowana czysto konwencjonal-
nie 1 syntetycznie. Nie jest ona jednak - podobnie jak definicja
Neapolitanskiego - adekwatna do rzeczywistego, wspdéiczesnego sta-
nu rzeczy, okreslonego przez rozmaitosé rozpraw przedstawlanych
jako rozprawy z zakresu dydaktyki matematyki, badan prowadzonych
przez osrodki zajmujace si¢ - z ich nazwy - rozwojem dydaktyki
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natematyki, monografii podsumowujgecych juz w pewnej mierze do-

tychczasowy dorobek réznych takich osrodkdéw na swiecie.

Pewng synteze cytowanych poprzednio definicji dydaktyki ma=-
tematyki i metodyki jej nauczania stanowi okreslenie sformuiowa-
ne przez niemieckiego matematyka i dydaktyka H.Griesela /Griesel,
1971/, powtdrzone z pewnymi zmianamli w znanym podreczniku
E.Wittmanna /Wittmann, 1975/ i przyjete tez przez kanadyjskiego
dydaktyka matematyki D.Lunkenbeina /Lunkenbein, 1978/: “"Dydakty-
ka matematyki jest nauka zajmujgcag sie opracowywaniem nadajacych
sie¢ do realizacji w praktyce kurséw matematyki, ich zastosowa-
niem w praktyce, oraz ich weryfikacjg empiryczng z uwzglednie-
niem analizy ich celdéw i doboru ich tresci",

Wittmann komentuje blizej te¢ definicje w sposdéb nastepujacy:
/a/ Dydaktyka matematyki jest dziedzina ws ka zan i k o n-

strukocji, to znaczy formuiuje twierdzenia odnoszgce

sie¢ do tego, jakie tresci i metody, ze wzgledu na okreslone

celami nauczania kwalifikacje, sg najbardziej efektywne i

opracowuje programy obudowane materiatami dla ucznia i nau-

czyciela, $rodkami dydaktycznymi itp.

/b/ Dydaktyka matematyki ma charakter i ntegrujagcy -
to znaczy jej zadaniem jest ujecie w spéjny system rozmai-
tych aspektéw dzialalnosci nauczyciela: aspekt rzeczowy
/proces nauczania odnosi si¢ do tresci nauczania, ktérych
merytoryczna struktura jest okreslona przez matematyke/,
aspekt pedagogiczny 1acznie ze spotecznym /proces naucza-
nia realizuje ogélne cele nauczania poprzez nauczanie kon-
kretnych tresci/, aspekt psychologiczny gcznie z socjolo-
gicznym /proces nauczania musi uwzgledniaé dyspozycje uczg-
cego si¢/, aspekt konstruktywny /planowanie i praktyka nau-
czania wymagajg dojrzalych zawodowo decyzji, w ktérych in-
terweniujg matematyczne, pedagogiczne i psychologiczne
czynniki/.

Wittmann stwierdza dalej: "Oczywiscie dydaktyka matematyki
opiera si¢ na rezultatach i metodach matematyki, pedagogiki i
psychologii. Ale funkcjonuje ona W stosunku do tych dziedzin nie
Jako prosty odbiorca. We wszystkich trzech dziedzinach istniejg .
obszary wymagajgce specyficznego opracowania i integracyjnego
wkladu dydaktyki matematyki, aby umozliwié postepy w nauczaniu
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natematyki i projektowaé efektywne kursy dla matematycznego
ksztalcenia., Sg to obszary nastepujgce: psychologia matematycz-—
nego mys$lenia i uczenia si¢, matematyka szkolna i matematyka
elementarna z wyzszego stanowiska, matematyczna heurystyka, his-
toria i teoria poznania matematyki, ogélne cele a nauczanie ma-
tematyki, planowanie nauczania" /Wittmann, 1975, str. 2,3/.

Jak z tego bardzo tylko szkicowego scharakteryzowania kon-
cepcji Wittmanna wynika, interpretuje on zadania, problemy i me-
tody dydaktyki matematyki szeroko i podkreslajgac integracyjny cha-
rakter tej dziedziny badan, uwypukla tym samym jej interdyscypli-
narnosé, Ta interpretacja rozszerza przyjeta na wstepie definicje
Griesela. Wskazuje bowiem na konieczno$é prowadzenia badan pod-
stawowych, niekoniecznie od razu ukierunkowanych na cele bezpo-
srednio praktyczne. Chodzl o to, na przyktad, Ze nasza wiedza o
specyfice procesu uczenia si¢ matematyki na réznych poziomach
jest ciagle jeszcze znikoma, byé moze wiasnie dlatego, Ze w tak
zwanej tradycyjnej metodyce nauczania matematyki nastawialismy
sie z géry na szybkie uogdlnienia i recepty dydaktycznego poste-
powania bez ich ugruntowania w badaniach podstawowych.

Pilnego rozwijania takich badan domagalismy sie juz w roku
1964, w toku ogdélnopolskie] konferencji zorganizowanej przez 6w~
czesng katedre metodyki nauczania matematyki w Krakowie, poswie=-
conej problemom dydaktyki matematyki jako nauki i przedmiotu stu-
diéw przyszlego nauczyciela. Nasze giéwne tezy musialy odpowiadad
og6élnym tendencjom w réznych krajach, skoro wstepny referat
/Krygowska, 1965/ zostal upowszechniony przez mi¢dzynarodowe wy-
dawnictwo UNESCO w jezykach francuskim i angielskim /Krygowska,
1966/ oraz naste¢pnie opublikowany w innych jeszcze wydawnictwach
w jezykach francuskim /Krygowska, 1968/, niemieckim /Krygowska,
1978/ i rumuwiskim /Krygowska, 1971/; t¢ samg koncepcje¢ z pewnymi
uzupeinieniami przedstawiono na konferencji dydaktykéw matematy-—
ki w roku 1971 w Bayreuth /Krygowska, 1972/,

Lapidarnie t¢ koncepcje¢ dydaktyki matematyki ujmuje tez ra-
port z roku 1970, przygotowany przez grupe matematykéw 1 dydakty-
k6w matematyki amerykanskich: "Dydaktyka matematyki w sensie
stosowanym W tym raporcie moze byé zdefiniowana jako dziedzina
tych naukowych prac i badan, ktére stuzg poznaniu wszelkich pro-
ces6w majacych zwigzek z uczeniem si¢ matematyki, nauczaniem
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matematyki i matematyczng twérozoscia" /Long, 1970, str. 449/.

Podobng definicje podaje dydaktyk niemiecki H,G.Bigalke.
Wediug niego dydaktyka matematyki jest naukg o uczeniu si¢ i na-~
uczaniu matematyki /Bigalke, 1974/. Bigalke uzupelnia t¢ defini-
cje¢ uwagami wyraZnie przeciwstawiajacymi sie¢ okresleniom Neapo-
litanskiego i Drenckhahna: "Dydaktyka matematykl nie jest ani me-
tamatematyczng teoria, ani dziedzing zastosowan nauk pedagogicz~
nych, psychologicznych i socjologii" ... "Dydaktyka matematyki...
jest autonomioczna, interdyscyplinarng nauka® ... "Jej autonomia
wyraza si¢ w tym, Ze rozwija ona typowe dla niej metody, inte-
grujgc przy tym metody réznych nauk. Udzial w tym metod matema~-
tycznych 1 metamatematycznych 1 konieczne, przynajmniej lokalne,
systematyczne konstruowanie matematyki rdézni dydaktyke matematy-
ki od innych szczegdélowych dydaktyk" /Bigalke, 1974, str, 114/,

W raporcie amerykanskim wyraZnie podkresla sieg, ze podsta-
wowe badania, dotyczace twérczoscl matematycznej mogs i powinny
byé prowadzone takze w ramach dydaktyki matematyki. Wittmann
méwi w tym samym sensie o badaniach z zakresu heurystyki w mate-
matyocznym my$leniu, Realizacja tych postulatéw wymaga przekracza-
nia granic samej pedagogiki, giebszego wdzierania sie w nauki
psychologiczne, filozofi¢ matematyki, jej metodologieg, jej heu-
rystyke. Takie badania - takZe w grupach interdyscyplinarnych -
muszg podejmowaé dydaktycy matematyki jako specjalisci.

Na przykiad, ogélna zasada organizowania procesu uczenia sie¢
z aktywnym udzialtem ucznia w tym procesie pozostanie pustym has-
tem lub bedzie zupeinie wadliwie fealizowana, Jjezeli nie bedzie~
my Swiadomi tego, na czym aktywnosé ucznia ma w proceéie uczenia
si¢ konkretnego przedmiotu polegaé. O jaklej aktywnoscl ucznia
myslimy, gdy rozwazamy problemy nauczania matematyki na réznych
poziomach ? Czy aktywny w tym jest uczen, ktéry pilnie wyucza sie
przekazanych mu wzordéw, twierdzen, definicji, dowodéw, schematéw
rozwigzywania typowych zadan ? To oczywiscie jest takze w pewnej
mierze potrzebne., Ale wspélczesna dydaktyka eksponuje inny rodzaj
aktywnosel, aktywnosé¢ twércza, czynny i $wiadomy udzial uczacego
si¢ w odkrywaniu pojeé, wzoréw, twierdzern, dowodéw, w schematyzo-
waniu sytuacji, w ich matematyzowaniu, ogdélnie w rozwigzywaniu
probleméw bardzo zréznicowanych, obejmujgcych caltoéé materiaiu
nauczania, Chodzi zatem o aktywnosé typowo matematyczng. Trzeba
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wiec dobrze rozumieé, co sie pod tym terminem kryje.

Dydaktyka matematyki musi kierowaé swe badania - miedzy in-
nymi - na zdobyolie jak najszersze] i jak najgi¢biej ugruntowanej,
rzetelnej, nadajacej sie¢ do wykorzystania na réznych poziomach
nauczania, wiedzy o istotnych nurtach matematycznej aktywnoséol,
matematyczne) twérczosci, matematycznej heurezy. Do tych proble~
néw jeszcze powréce. Tu chce tylko podkreslié, jak bardzo szero=-
ka dziedzina zagadnien specyficznych, trudnych metodologicznie,
otwiera sie¢ przed dydaktykami matematyki, gdy zaczynaja szukad
racjonalnych, teoretyocznych podstaw dla stosowania najbardzie}j
nawet oczywistych zasad ogélnych, jak szybko musimy przekraczaé
w tych badaniach granice dzielgace tradycylna metodyke nauczania
matematyki od psychologii, historii matematyki, jej metodologii,
jej filozofii itp.

Na pytanie, czym jest dydaktyka matematyki, odpowiadamy
wiec nastepujqoé charakterystykag:

Dydaktyka matematyki jest naukag,
ktédrej problematyka obejmuje wWs z e~
lkie zagadnienia zwigzane z2 uc=ze~
niem s81¢ 1 nauczaniem matematyki,
Rozwija sie¢ ona dzlé jako nauka autonomiczna, choé badania pro-
wadzone w tej dziedzinie majg w duzej mierze charakter interdy-
scyplinarny. Jakkolwiek bowiem specyfika probleméw uczenia sie
i nauczania matematyki nie pozwala na catkowite ich wilgczenie
do zadnej z innych rozwinig¢tych juz dyscyplin, to te problemy
pojawiaja si¢ i sa rozwazane najczesciej na granicach tak réz-
nych przedmiotowo i metodologicznie nauk, jak matematyka, Jjej
metodologia i historia, psychologia, dydaktyka ogélna i teoria
wychowania, socjologia, prakseologia, informatyka, cybermetyka,
lingwistyka. Rozwigzywanie takich zagadnien graniocznych wymaga
integrowania réznych metod badawezych od analiz teoretycznych
poczawszy do metod empirycznych rozmaitych typéw, Rozwéj mate-
matyki, rozszerzanie sig¢ jej zastosowari, istotne wyniki badai
nad jej podstawami uzyskane w ostatnich dziesigtkach lat, roz-
wéj techniki, informatyki i komputeryzacja dzialalnosci czlowie-
la, rozwéj spoleczenstwa i demokratyzacja wyksztalcenia ogdlne~
go powoduja konieczno$é podejmowania badan podstawowych, doty-
czgcych celéw matematycznego powszechnego ksztalcenia, pojecia
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matematyki elementarnej jako przedmiotu nauczania na poziomie
szkolnym, tresci i struktury tego przedmiotu, procesu uczenia
sie matematyki i procesu nauczania matematyki.

Dydaktyka matematyki jako nauka znajduje si¢ W poczatkach
swego rozwoju i dorabia sie¢ powoli i stopniowo wiasnej metodo-
logii i wiasnego jezyka. Mimo bardzo wielu publikacji, prezen-
tujgcych rezultaty badan teoretycznych i empirycznych w tej
dziedzinie, dalecy jeszcze jestesmy od naukowo ugruntowanych
uogélnien, od szerszych i giebszych teoretycznych ujeé, nie
przekroczylismy bowiem jeszcze fazy tylko lokalnego systematy-
zowania i strukturowania wiedzy o procesach uczenia si¢ mate-
matyki i jej nauczania. Dydaktyka matematyki - to dyscyplina
in statu nascendi 1 to powinni uznaé s i n e
ira et studio zaréwno ci, ktérzy jej status nauko-
wy jeszcze neguja, jak 1 ci, ktérzy niestusznie chcg widzieé
w niej juz rozwinietg w peini nauke.

3wiadomosé pionierskiego charakteru badan z dydaktyki ma-
tematyki jest potrzebna samym dydaktykom matematyki, chroni
ioch przed przedwczesnym absolutyzowaniem tez, nie opartych na
solidnych podstawach teoretycznych i empirycznych i uwalnia od
uwarunkowania przez dogmaty metodologioczne innych nauk,
Integracja metod wymaga bowiem nie tylko ich wyboru, ale i
przeksztalcania, dostosowywania do catos$ci procesu badawczego;
konieczne jest tez poszukiwanie wiasnych nowych drdég prowadza-
cych do rozwigzywania skomplikowanych probleméw teorii i prak-
tyki uczenia sie i nauczania matematyki.

Charakterystyczng ocechg wszelkich inicjatyw w zakresie
dydaktyki matematyki oraz oceny rezultatdéw badar i ich inter-
pretacji Jjest swiadomos$é, %e rozwigzania dydaktycznych proble-
méw mogg mieé znaczenie tylko W pewnym okresie, ze wszelkie
koncepcje dydaktyczne muszg byé stale konfrontowane z rozwojem
nauki, techniki i spoleczenstwa i w miare¢ potrzeby modernizo-
Wane mniej lub wig¢cej gruntownie. W badaniach nad procesem
uczenia si¢ 1 nauczania matematyki nie mozna tez pomijaé faktu,
%e nigdy nie mamy tu do czynienia z ahistorycznym, modelowym
typem ucznia i nauczyciela, ale ze sa to zawsze ludzie uwarun-
kowani czasem, w ktérym zyja, ustrojem spolecznym, poziomem
technologicznym spoleczenstwa itp., przy czym szkola tylko w
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pewnej mierze bierze udzial w ksztaltowaniu ich postaw intelek-
tualnych, Dydaktyka matematyki jest dzié szczegdélnie wyczulona
na koniecznosé uwzgledniania tej zmiennosci i tych uwarunkowar.

Rozwéj w drugiej poiowie XX wieku zawdzieocza dydaktyka ma-
tematyki - miedzy innymi - s$cislej wspéipracy miedzynarodowej
pracownikéw nauki i nauczycieli. Prawle w kazdym kraju zorgani-
zowano W tym okresie osrodki badan nad nauczaniem matematyki
badZ przy szkolach wyzszych, bgd% jako samodzielne instytuty.

Zwrot kxu podstawowym badahiom w tej dziedzinie wiaze sie
z problematyksg sSwiatowego ruchu modernizac ji szkolnej matematy-
ki, Stymulujg je aktywne w tym nurcic  UNESCO,  Miedzynarodo-
wa Komisja do Studiowania i Ulepszania Nauczania Matematyki,
organizujgca co roku w réznych krajach konferencje poswiecone
wybranym problemom dydaktyki matematyki, oraz funkcjonujgca od
roku 1908 Miedzynarodowa Komisja do Spraw Nauczania Matematyki,
ktéra od roku 1952 jest sekcjg Miedzynarodowej Unii Matematycz-
nej 1 ktéra co cztery lata organizuje sSwiatowe kongresy naucza—
nia matematyki z udzialem twérczych matematykéw, dydaktykéw ma—
tematyki, psychologéw, pedagogéw, informatykéw i licznych pra-
ktykéw = nauczycieli matematyki.

W ramach organizowanego co cztery lata przez Miedzynarodo-
wg Unie¢ Matematyczng Miedzynarodowego Kongresu Matematykéw, jed-
na z sekcji jest poswigcona problemom nauczania 1 historii mate~
matyki. Précz tego, w zwigzku z tym kongresem Migdzynarodowa
Komisja do Spraw Nauczania Matematyki przy Unii organizuje swojg
trzydniows sesje. Podobnych konferencji o mniejszym zasiggu od-
bywa sie¢ co roku bardzo wiele. Liczne staze miedzynarodowe, wy-
miana pracownikéw, tlumaczenia publikacji, ozasopisma o charak-
terze miedzynarodowym decydujg o tym, Ze dydaktyka matematyki
rozwija si¢ Jako dyscyplina mi¢dzynarodowa z wykorzystaniem ba-
dan naukowyoch 1 praktycznych dos$wiadczen nauczycieli matematyki
na calym swieclie, To wszystko swiadczy o istnieniu wielu pilnych
probleméw zwigzanych z nauczaniem matematykl, wymagajacych badan
kompleksowych; swiadczy takze o uniwersalnosci tych probleméw,
pojawiajgeych si¢ wszedzie, niezaleznie od ustrojéw szkolnych
oraz od stosunkéw spotecznych i politycznych.



Kierunki badan dydaktyki matematyki 17

2, PROBLEMATYKA CELDW NAUCZANIA MATEMATYKI

Problemy zwigzane z precyzowaniem cel6w nauczania matema~
tyki sg w ramach dydaktyki matematyki rozwazane w trzech aspe-
ktach: /a/ analiza réinych systeméw celéw, ich kategoryzacja,
krytyczna ocena, /b/ taksonomiczne konstrukcje takich celéw 1
ich krytyka, /c/ operacjonalizacja celéw nauczania matematyki
oraz krytyczna ocena produkowanych list takich celéw operacyj-
nych,

Przyklad badan pierwszego rodzaju mozna znalezé¢ - miedzy
innymi - w obszernej, liczgcej 446 stron /w tym przeszio 100
stron przypisdw i spis 632 szczegéiowo wykorzystanych publika—~
cji/ monografii niemieckiego dydaktyka H.Lenné /Lenné, 1969/,

Lenné zajmuje sie¢ - miedzy innymi - rekonstrukcjg z pro-
graméw i publikacji dydaktycznych systeméw celdéw nauczania ma-
tematyki formulowanych w ramach dydaktyki tradycyjnej matema-
tyki szkolnej, koncepcji A.Witenberga /Ge ne t i1 s ches
Lerne n/, koncepcji M.Wagenacheina /E x e mp il ar i -
sches Lernen/i dydaktyki "nowej matematyki" lat
1960-1970 w stylu bourbakistowskim, ’

Te systemy celdéw, traktowanych jako kwalifikacje, ktére
ma uczen zdoby¢ uczac si¢ matematyki, zréznicowane na kwalifika-
cje w zakresie zachowan i kwalifikacje w zakresie wiedzy, podda-
Je Lenné bardzo wnikliwej analizie pordwnawczej, wychodzac z
nastepujacych zalozen: /a/ szkola i nauczanie majag ludzi przy-
gotowaé do rzeczywistych sytuacji ich zycia, /b/ to przygoto-
wanie polega na zdobywaniu przez nich odpowiednich kwalifi-
kacji, /c/ kwalifikacje zdobywa sig¢ w procesie uczenia si¢ kon-
kretnych tresci,

Lenné formuluje z zwiazku z tym metodologiczny problem:
Jakimi kryteriami kieruje sie¢ dydaktyka matematyki przy formu-
towaniu celdow jako kwalifikacji zdobywanych w toku uczenia sig¢
matematyki, jakie kryteria ustalaja zwigzek miedzy "rzeczywis-
tymi sytuacjami" a“postulowanymi kwalifikacjami” oraz zwigzek
miedzy "postulowanymi kwalifikacjami" a przewidzianymi programem
"treSciami" ? Przeprowadzona wszechstronnie analiza prowadzi
autora do wniosku, %ze takie kryteria nie tylko nie zostaly jesz-
CZe wypracowane, ale nawet sam problem nie zostal w dydaktyce
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matematyki wyrazZnie postawiony.

Lenné zwraca uwage na to, Ze operacjonalizacja celéw naucza-
nia matematyki ma - miedzy innymi - zapewnié¢ mozliwo$é oceny rea-
lizacji tych celdéw za pomocg obiektywnego pomiaru, na przyktad
metodg testéw., Jest to "wewnatrzszkolna" - jak sie wyraza autor =
ich weryfikacja. Kwalifikacje zdobyte w toku nauczania matematy-
ki majg mieé jednak warto$é "pozaszkolna" i w tym sensie powinny
byé weryfikowane metodami "pozaszkolnymi", Jest tc problem tran-
sferu ze szkoly w zycie, dotagd metodologicznie w istocie rzeczy
nietknig¢ty. Dotyczy to takze doboru tresci. Do tego tematu wréce
jeszcze w dalszym ciagu. Tu tylko chce podkres$lié, Zze - jak
twierdzi situsznie Lenné - metodologia doboru tresci matematycz-
nych dla celdw nauczania znajduje sie¢ takze jeszcze na poziomie
prawie zerowym, W szczegdlnosci kryteria dostosowania tresci do
postulowanych kwalifikacji sa réwnie nieokreslone, jak kryteria
wyboru postulowanych kwalifikacji matematycznych do ich funkcjo-
nowania w "zyciowych sytuacjach"., Taki jest stan faktyczny, mimo
ogromnej lawiny publikacji zajmujacych si¢ problemami celéw
ksztatcenia,

Gleboko te problematyke analizuje H.Freudenthal w wielu
swych publikacjach, miedzy innvmi w obszernej monografii o zna-
miennym tytule w wydaniu niemieckim: "Mathematik als pddagogi-
sche Aufgabe" /Freudenthal, 1973, str. 66-96/. Analiza, ktéra
tam autor przeprowadza, ujawnia, jak wiele jeszcze w tej dziedzi-
nie probleméw dydaktyka matematyki prawie nie poruszyla, jak
wiele jeszcze jest pojeé metodologiocznie niedopracowanych, kté-
rymi sie w dyskusji nad celami nauczania szermuje.

Drugi z wspomnianych rodzajéw prac, to konstruowanie takso-
nomii ogdélnych celdéw matematycznego ksztaXcenia. Plerwsze takie
taksonomie oparte byly na réznych wariantach pierwowzoru, ktérym
byia taksonomia Blooma ogélnych celéw ksztatcenia /Bloom, 1956/,
Ten wzorzec okazal si¢ jednak nieodpowiedni dla taksonomicznego
strukturowania celéw nauczania ani matematyki, ani przedmiotéw
przyrodniczych., Pojawily sie wiec i pojawiaja ciggle w publika-
cjach rézne taksonomie celéw ogélnych nauczania matematyki, kon-
struowane niezaleznie od tego wzorca /Wittmann, 1975/. Przykla-
dem prac wiazgcych teorie¢ taksonomii z konkretami matematyczne-
go nauczania moga byé prace H.Wintera /Winter, 1972/,
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Ten nurt jest mocno krytykowany z réznych punktéw widzenia.
H.Lenné ujawnia w swej monografii zasadnicze trudnos$ci i1 niedos—
tatki metodologiczne takich prac, H.Freudenthal atakuje je z in-
nych pozyecji /Freudenthal, 1978/. Zarzuca on wzorcowej taksonomii
Blooma i jej pochodnym zupelne ignorowanie podstawowych kognityw-—
nych celéw nauczania, ktére dla matematyki, nauk przyrodnieczych,
techniki i medycyny sg typowe, Na prézno szuka sie tam takich
kwalifikacji, jak umiejetnos$é inteligentnego obserwowania, inte-
ligentnego eksperymentowania 1 inteligentnego planowania ekspe-
rymentu, ktére w sposdéb istotny takze ksztalcl si¢ celowo przez
nauczanie matematyki, jezell jest onc oparte na aktywnosci ucz-
nia. Freudenthal krytykuje ostro takze samg strukture¢ pionowg

taksonomii, analizujac gieboko w zastosowaniu do matematyki ta-
kie pary kategorii Blooma, jak "rozumienie" i "wiedza", "synte-
za" 1 "analiza" itp. Pokazuje na konkretnych przykiadach, do
jakich nonsenséw prowadzl wiekszo$é préb operacjonalizacji tak—
sonomicznie ustrukturowanych celdéw ogélnych w dziedzinie matema-
tyki w postaci 1list zadan - testéw przeznaczonych dla weryfi-
kacji osiggniecia przez uézqcego si¢ taksonomicznie zhierarchi-
zowanych kwalifikacji. Pisze nawet agresywnie: "autorom, ktérazy
taksonomie¢ chca wypeinié matematyks, byé moze brakuje zrozumie—
nia dla matematycznego rozumienia, ale na pewno brak im zrozu-
mienia dla poziomdéw matematycznego rozumienial / Freudenthal,
1978, str. 92/.

"I'o czego sie w taksonomii prdébuje, jest groinym uproszczeniem,
tozen Prokrusta, reflektorem, kt6ry nie dopuszczajuz zadnych od-
cieni, Nauczyciel, ktéry uwaza, Ze jeden uczen rozumie pisemne
dzielenie, a drugi umie tylko bezblednie stosowaé sztuczke, nie
blaka sie¢ w mglistych ideach; ma podstawy, ze tak uwaza i wie,
Jak to przekonanie uzasadnié. Bloomowi cum suis przeszkadza to,
Zze kto$ opanowanie pisemnego dzielenia uznaje raz tylko za Wie-
dz¢, drugi raz za Rozumienie i uwaza to za niejasne; w rzeczy-
wistosScli chodzi o dobrze zdefiniowane i zupelnie nie mgliste
odcienie" /Freudenthal, 1978, str. 92/.

Bloom nawigzuje koncepcje swojej taksonomii do taksonomii
biologieznych. Freudenthal Kkrytykuje te analogie. "Po pierwsze
taksonomie biologiczne majgq zupeilnie okreslony cel, mianowicie
Zidentyfikowaé roéline lub zwierze¢ za pomocsg coraz to subtel-
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niejszych podziatéw; taksonomia Blooma natomiast daje gruby po-
dzial na klasy wedlug pozioméw celdéw nauczania, ale nie daje zad-
nej metody, aby méc cos tym klasom przyporzgdkowaé. Po drugie
biologiczna taksonomia dotrzymuje tego, co obiecuje, to jest po-
dziat ro$lin i zwierzat, podczas gdy taksonomia Blooma obiecuje
podzial celéw nauczania, a produkuje podzial materiatu nauczania
wediug rzekomych pozioméw’’/Freudenthal, 1978, str. 92/,

Freudenthal nawigzuje tu do amerykanskich publikacji poswie~
conych wtasnie klasyfikacji zadarn matematycznych wedlug taksono=-
micznej hierarchii celdéw nauczania, publikacjl charakterystycz-
nych dla amerykanskiego nurtu dydaktyki matematyki, orientowane~
g0 na naukowg obiektywnoéé w behawiorystycznej koncepcji. Przy-
ktady zadan podporzadkowywanych poszczegdélnym kategoriom takso~
nomii Blooma cytowane przez Freudenthala uzasadniajg W zupeinos-
cl jego krytyke. Ujawnia ona zasadniczg trudnos$é w ujmowaniu w
sztywne schematy aktywnosci matematycznej uczacego sie¢, aktyw-—
nosci wielowymiarowej, ze wzgledu na rdézne jej nurty, formy,
elementy formalne, intuicyjne, heurystyczne i ich wzajemne re-
lacje. Przyklady cytowane przez Freudenthala - to zadania, kté-
re W opinii autordéw list takich zadan maja testowaé osiagniecie
celéw taksonomicznie ustrukturowanych., Taksonomia hierarchizuje
te cele 1 ta hierarchia przenosi si¢ na zadania. Tak wig¢c zada-
nie "na synteze" zajmowaé powinno w ocenie pozycje wyzsza niz
zadanie "na analize", zadanlie "na zastosowanie" pozycj¢ wyzsza
niz zadanie "na rozumienie", Bardzo nawet powierzchowna analiza
proponowanych zadari z punktu widzenia matematyki ujawnia, jak
bardzo taki podziat i taka hierarchia pozbawione sg racjonal-
nych podstaw,

Ta krytyka nie oznacza wcale wyrzucenia poza granice dy-
daktyki matematyki problematyki ogélnych celéw matematycznego
ksztaztcenia i ich operacjonalizacji. Ilustruje jedynie niezado-
walajgca jeszcze merytorycznie i1 metodologicznie sytuacje oraz
potrzebe podejmowania i prowadzenia podstawowych badan w tej
dziedzinie,

Trzeba tu wspomnie¢ o bardzo interesujacych pozytywnych
sugestiach H.Freudenthala, ktéry na konkretnym przykladzie na-
uki o stosunku i proporcjonalnosci ilustruje pewng ogdlna me-
tod¢e fenomenologicznego, jak si¢ wyraza,
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konstruowania listy celdéw operacyjnych /co wcale tu nie znaczy
celéw bezposrednio kontrolowalnych testami/, zwiazanych z kon-
kretnym hasiem programowym, W reprezentowanym przez Freudenthala
przykladzie wystepuja kolejno grupy celéw, wyrazonych w termi-
nych umiejetnos$ci tak, ze kazda grupa jest ciagiem umiejetnosci
zwigzanych wielostronnie z celem giéwnym grupy 1 kolejnosé ich
odpowiada coraz gilebszemu aktywnemu opanowaniu podstawowego dla
tej grupy pojecia.

Jest to takze taksonomia, ale taksonomia konstruowana nie
w prézni, lecz W zwigzku z konkretnym matematycznym materialem
nauczania i dydaktycznym jego opracowaniem, oraz w intencji
autora tylko hipotetyczna. Z takim projektem - jak pisze Freu-
denthal ~ idzie sie¢ do klasy i tam go weryfikuje., Okazuje sig,
4e konfrontacja z rzeczywistosclia procesu nauczania moze taki
projekt skorygowaé, uzupeinié poprzednio zarysowang hierarchie
celami, ktérych autor przedtem nie dostrzegal, ktérych mozliwosé
osiaggniecia w Zywym kontakcie z uczniami sie ujawnia. Nie jest
to wiec danea pr i or i loze Prokrusta, do ktérego sie
wtlacza przemocs zywe matematyczne tresci, ale na odwrét pewna
taksonomia a posteriori, "na miare" danej tresci, taksonomia
zywa, Przyklad ten pokazuje, jaksg role w takich przypadkach
/i w wielu innych sytuacjach/ speinia wnikliwa i oparta na wyso-
kich matematycznych kompetencjach analiza matematycznego mate~-
riatu, rozpatrywanego nie z punktu widzenia "matematyki gotowej",
ale u punktu widzenia matematycznej aktywnosci, Cytuje ten przy-
ktad, bo mozna go traktowaé jako metodologiczny paradygmat dla
analogicznych teoretycznych analiz, koniecznych w dydaktyce ma-
tematyki /Freudenthal, 1978, str. 279-290/,

Badania nad taksonomiczng strukturyzacja celéw nauczania
matematyki wigqzq si¢ z badaniami nad ich operacjonalizacjgq oraz
z konstruowaniem list celdéw operacyjnych i testéw, sprawdzaja-
cych realizacj¢ tych celéw. Rozwinely sie one szczegdélnie w Sta-
nach Zjednoczonych, przede wszystkim w ramach ogélniejszego
nurtu behawiorystycznej dydaktyki, DgZenie do formulowania ce-
1léw nauczania w postaci postulowanych zachowari, ktére mozna
obiektywnie "wymierzaé¢", doprowadzizo w wielu przypadkach do
skrajnej atomizacji postulowanych wynikéw, Stwierdza sie jej
katastrofalny wptyw na sam proces nauczanla przez sprowadzenie
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tego procesu do wyuczenia izolowanych wiadomosci i umiejetnosci
/NACOME, 1974/,

"Atomizacja jest ostateczng madroscig dydaktyki - pedem wye
rosiym na spiyconym behawioryzmie" -~ pisze ironicznie H.Freuden-
thal ~ "Eksponuje sie¢ » sztuczki« , drobne sztuczki, ktére mozna
doktadnie opisywaé¢ 1 mierzy¢, zamiast globalnych zachowan, co
byXoby oczywiscie »mgliste « . NajczesScie] dzisiejszy behawioryzm
identyfikuje sie¢ ze skrajnym atomizmem, Wszystko ma byé podzie-
lone na male cze¢$ci, zatomizowane, material nauczania ma byé
sproszkowany i w takiej formie podawany iyzkami. Przemysi tes-
towy tego zada; bez operacyjnych celdéw nauczania nie mozna fa-
brykowaé zadnych testéw. Do tego musi si¢ nauczanie dostosowaé"
/Freudenthal, 1978, str, 93/. Oczywiscie "globalne zachowania"
mozna obserwowaé¢ 1 analizowaé jakosciowo i tylko jako proces, a
nie jako rezultat procesu, sygnalizowany przez wybranie jedne]
2z kilku mozliwych odpowiedzi lub wypeinienie luki w teksocie.
Ale "jest aksjomatem behawioryzmu, Ze procesu uczenia si¢ nie
mozna testowadé" /ibidem, str, 121/.

Idee operacjonalizacji celdéw przez ich atomizacje¢ przeni-
knely juz w szerokim zakresie poza granice¢ ich pierwotnej oj-
czyzny. Stuszna tendencja z jednej strony do nadania dydaktyce
matematyki statusu nauki posiugujacej sie "obiektywnymi meto-
dami" badan, z drugiej do sprawniejszej w praktyce organizacji
procesu nauczania i do obiektywizmu w ocenie jego wynikoéw,
jest chyba blednie realizowana w wielu pracach poswigconych
wtasnie operacjonalizacji celdéw nauczania matematyki i ich tes-
towaniu. Dzieje sie tak - miedzy innymi dlatego - zZe stosuje
sie w nich zbyt uproszczone, ogdlne schematy, zbyt szybko chce
sie osiaggnaé poziom "metodologicznego puryzmu" w dyscyplinie
znajdujgcej sie dopiero na poczgtku swego rozwoju, zajmujacej
sie problemami nie nadajacymi si¢ do Zadnych uproszczen ani w
ich teoretycznym rozwigzywaniu, ani w stosowaniu tych rogwiq—
zan w praktyce., Biedy wynikaja tez z bardzo powierzchowne}
analizy matematycznych tresci i matematycznych aktywnosci
oraz z bardzo skromnej jeszcze naszej wiedzy o procesie ucze~
nia si¢ matematyki.

W nurcie behawiorystycznym operacjonalizacji celéw nau-
czania powstajg konkretne prace adresowane bezposrednio do
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nauczyciela 1 do ucznia, oparte wprawdzie na gruntownej analizie
materiatu nauczania, ale mimo ich niewgtpliwych wartosci, budzg-
ce réwniez refleksje krytyczne. Przyktadem moze tu byé zaprogra-
mowanie W postacl 17 grup celdéw operacyjnych materiaiu nauczania
matematyki dla pierwszej klasy liceum belgijskiego, przedstawlo-
ne w obszernej przeszlo 650 stron liczgcej ksiazce /Tourneur,
1974/. 17 grup celéw odpowiada 17 tematom programu szkolnego;
zwigzkl miedzy tymi tematami /logiczne i odnoszgoce sie¢ do nastep-—
stwa w czasie/ przedstawia przejrzysty organigram, Kazda z po-
szczegbélnych grup celéw operacyjnych jest tez ustrukturowana po-
dobnie, zawiera dla kazdego "podcelu" operacyjnego przykiad za-
dania, ktéry go konkretyzuje, test diagnostyczny, éwiczenia ko-
rekecyjne i wreszcie ostateczny test "bilansujgcy" wyniki naucza-
nia materiatu, do ktdérego ta grupa sie¢ odnosi.

Jest to w istocle rzeczy bliskie nauczaniu programowanemu,
z tym, Ze realizacja programu odbywa sie¢ W zespole klasowym pod
kierunkiem nauczyciela. Organigramy osiagnieé w kazdej grupie sa
tez przekazywane uczniom w celu ich bardziej swiadomego udzialu
w realizacji programu, Wszystko to razem odbiera sie jako maszy-
n¢ skonstruowang z ogromnym nakiadem pracy i niewgtpliwie takze
dydaktycznej inwencji, ktéra puszezona W ruch w klasie prawdopo-
dobnie /potwierdzajgq to pierwsze weryfikacje/ umozliwi osiggnie~
clie scisle okreslonych celéw w zakresie wiedzy i1 pewnych doklad-
nie sprecyzowanych umiejetnosci. Ta maszyna reguluje proces nau-
czania tak, z2e nie ma w nim miejsca na sytuacje otwarte, na roz-
wéj postaw heurystycznych, na twércze poszukiwania rozwigzania
problemu, nie mieszczacego si¢ W przyswojonych schematach, na
ksztaocgce biadzenie itp.

Jak powinno sie operacjonalizowaé ogélne cele nauczania ma-
tematyki, aby tej otwartosci z procesu nauczania nie eliminowaé ?
Na jakim stopniu uszczegélowienia nalezaloby si¢ zatrzymaé w
okreslaniu wynikéw nauczania, aby w atomizacji nie zagubié
ksztalcenia na rzecz wyuczania ? Oto przyklady podstawowych py-
tan, na ktére dydaktyka matematyki poszukuje jeszcze odpowiedzi.

Problematyka celéw nauczania matematyki oraz ich operacjo-
halizacji - to dziedzina ciggle jeszoze otwarta dla dydaktyki
matematyki zaréwno od strony teoretyoznej, jak i w zakresie kon~-
kretnych projektéw adresowanych wprost do praktyki szkolnej.
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3. PROBLEMY NA GRANICY MATEMATYKI I JEJ DYDAKTYKI

We wsp6lczesnej dydaktyce matematyki przywigzuje sig¢ szoze-
gélnag wage zawsze do tego, aby w ka*de] dziedzinie badan utrzy-
maé mozliwie silne wigzy z samg matematykg; w pewnych jednak nur-
tach lub fragmentach tych badan te wiezy sa szczegdélnie mocne,
Dydaktyk matematyki pracuje wtedy matematycznymi metodami lub
analizuje samg matematyke¢ z réznych punktéw widzenia interesujg-
cych go wlasnie jako dydaktyka, lub $ledzi rozwéj pewnych pojeé
czy metod w historii matematyki itp. Takie badania podstawowe
znajdujg swe giebokie uzasadnienie w potrzebach dydaktyki mate-—
matyki, dla ktérej nie tylko matematyczna wiedza, ale i w i e=
dza o matematyoce stanowi konieczng baz¢ dla innych
nurtéw badan., Matematyka dostarcza dydaktykowi matematyki tylko
"surowiec", ktéry w badaniach dydaktycznych jest analizowany 2
punktu widzenia potrzeb, warunkdéw, mozliwosci nauczania, nastep-
nie przetwarzany na uzytek nauczania, wreszcie ujmowany w pos-
taci dydaktycznego projektu,

3+1. DYDAKTYCZNIE UKIERUNKOWANA ANALIZA MATEMATYCZNEGO
MATERIALU I MATEMATYCZNYCH METOD., Kazdemu prawie tematowi nau-
oczania matematyki odpowiada kilka réznych teoretycznych ujeé w
matematyce - nauce., Na przyklad w standardowych teoriach kon-
strukcyjnych pojecie liczby rzeczywistej jest okreélane rozma-
icie przez definicje Cantora, Dedekinda, Weierstrassa /w szcze-
gélnym przypadku jako utamek dziesietny nieskornczony/. Struktu-—
re ciata liczb rzeczywistych definiuje sie tez bezposrednio ak-
sjomatycznie lub jako etap kolejnych rozszerzen algebraicznych
péigrupy liczb naturalnych, Definicje konstrukcyjne réznig sie
od strony matematycznej zlozonoscisg pod wzgledem formalnym,
konsekwencjami W rozwijaniu teorii /stopierd komplikacji w de-
finiowaniu dzialan i dowodzeniu ich wlasnos$ci/ oraz wykorzys-
taniem metody ich definiowania w teoriach abstrakcyjnych prze-
8strzeni.

Z drugiej strony, definicje te rdéznig sie¢ istotnie ich po-
gladowoscia i naturalnoscia dla ucznia, ktéry zwigzal na prazy-
kiad w poprzednich etapach pojecie liczby z wymierzaniem, z
miarg 1 dla ktérego naturalng potrzebe 1 droge do rozszerze-
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nia zakresu liczb moze wskazywaé migdzy innymi intuicja geome-
tryozna cigglosci prostej.

Te ré2nice formalne 1 pogladowe mozna zilustrowaé poréwna-
niem definicji Cantora z definicjg liczby rzeczywistej identy-
fikowanej z ulamkiem dziesietnym nieskoliczonym /dla uzyskania
Jednoznaczno$ci wyklucza sie okres 9/. Definicja Cantora jest
formalnie bardziej skomplikowana /abstrahowaﬁie od pewnej rela-
0J1 réwnowaznosoiowej w zbiorze pewnych ciqgéw liczb wymier-
nych/ ni? definioja liczby rzeczywistej jako ulamka dziesigtne-
go nieskoriczonego /po prostu specyficzny cliag, szereg, ktérego
wyrazaml sq kolejne przyblizenia dziesietne tej liczby/. Defini-
oja Cantora nie nawigzuje do pomiaru, lioczba rzeczywista jako
utamek dziesietny nieskoriczony moze byé $cidle zwigzana z mierze-
niem odlegiosci punktu p6tosi od jej poozgtku, z pojeciem ukila-
du wspéirzednych i1 pojeciem wspbirzednej punktu, Definioja Can-
tora natomiast iniocjuje ogélng metode uzupeiniania przestrzeni,
ulamek dziesietny nieskornczony nie ma takiego zastosowania.
Definiowanie dzialai i porzadku oraz dowody ioh wlasnodci opar-
te na definicji Cantora sgq na ogét proste /jedyns komplikacjq
Jest koniecznoéé dowodzenia niezaleinoscl definiowanyoh obiek-
téw od reprezentacji liczb wystepujgcych w rozwazanych relac-
Jach/. Definiowanie dziatan w teorii opartej na definioji iden-
tytikujaocej liczbe rzeczywista z ultamkiem dziesietnym nieskori-
czonym jest skomplikowane, bowiem szereg, ktéry jest sumg dwéch
ulamkéw dziesietnych nieskoriczonych, na ogét nie Jest ulamkiem
dsiesi¢tnym nieskonczonym, a wiec nie jJest liczbg rzeczywists
w tym sensie. Sume 1 iloczyn liczb rzeczywistych trzeba zatem
przy tej) koncepcji inaczej definiowaé, zas dowody ich witasnos—
ol wymagaja sprawnego postugiwania sie¢ nieréwnosciami i osza-
cowaniami,

Rozwaimy jeszcze jeden przyklad. Miare¢ wewnetrzns Jordana
gbioru mozemy na przykiad definiowaé jako granice ciaggu pdl
zawartych w zbiorze segmentéw sieci powstalych przez kolejne
zage¢szczanie siecl jednostkowe] 1lub jako kres gérny zbioru
pél takich segmentéw wyznaczonych przy wezelkich mozliwych sie-
clach, Podobnie mozemy dwoma rdéinymi sposobami definiowaé mia-
re zewnetrzng Jordana zbioru., W pierwszym przypadku trzeba udo-
wodnié, %e miary wewnetrzna i zewnetrzna nie zalezg od wyboru
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ciagu sieci, co nie jest proste na poziomie szkolnym, w drugim
ten problem w ogéle - z definicji - si¢ nie pojawia. Natomiast
W pierwszym przypadku dowéd, Ze miara wewnetrzna jest nie wie-
ksza od miary zewnetrznej, jest natychmiastowy, w drugim juz
nie tak prosty., Jezell przyjmiemy pierwszg definicje i ograni-
czymy sie tylko do segmentéw zawartych wewngtrz zbioru, to do-
wéd niezaleznosci od wyboru sieci jest prostszy niz dowéd w
przypadku, gdy rozwazamy segmenty zawarte w zbiorze. Ale ogra-
niczanie sie do segment6w zawartych tylko wewnatrz zbioru jest
dla ucznia sztuczne /w praktyce mierzenia wypeinia kwadratami
caty prostokat, a nie tylko jego wnetrze/ itp.

Rejestracja mozliwych rozwigzan matematycznych i analiza
ich waloréw i wad z punktu widzenia trudnosci, naturalnosci,
intuicyjnos$ci, mozliwosci wgladu i uchwycenia podstawowych
idei, ekonomii w rozwijaniu teorii, mozliwosci zastosowania
itp. jest podstawowg pracg, ktdérg musi wykonaé dydaktyk prazy-
gotowujgcy projekt dydaktyczny. Takie badania ujawniajg "za-
sade zachowania trudnosci"; trudnosé wyeliminowana lokalnie
przez przyjeta definicje, lub kolejnosé twierdzel, pojawia sie
W innym punkcie rozwijanej teorii, badZ jest wyeliminowana
kosztem sztucznosci w przyjetej definicji, co jest rdéwniez
istotng jej wada powodujaca dydaktyczne trudnos$ci. Zlokalizo-
wanie i ocena trudnosci - to bardzo wazne zagadnienie.

Trudnosci specyficzne danej koncepcji mogg byé zlokali-
zowane tak lub mogg mieé taki charakter, Zze nie wystepuja
jeszcze w tym fragmencie matematyki szkolnej, ktérego pod -
stawg jest analizowany fragment matematycznej teorii, albo nie
pojawig si¢ w ujeciu szkolnym ze wzgledu na to, Ze na nizszym
poziomie nauczania ujmuje sie¢ pewne zagadnienia tylko pogla~-
dowo, ze dowody zastepuje sie¢ intuicyjna oczywistoscig, Ze
definicji nie formuiuje sie explicite, wykorzystujgc matema—
tyczny surowiec jedynie z punktu widzenia zawartych w nim,
odformalizowanych idei.

Lokalizacja trudnosci, ujawnienie jej szczegélnego cha~
rakteru, stanowi istotny element dydaktycznej analizy matema-
tyki. Taka analiza moze byé podstawg do wyboru matematycznej
bazy dla fragmentu matematyki szkolnej takze ze wzgledu na
wartosci ksztatcace takiego 1lub innego ujecia ze wzgledu na
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to, ze jedno jest bardziej niz inne otwarte dla aktywnosci i
twérczoscl matematycznej na miare ucznia, ze uczy bardziej ogél-
nych lub szczegbélnie waznych metod.

Dla rozwoju dydaktyki matematyki potrzebne sg tez studia
dotyczgce historycznego rozwoju matematycznych struktur i metod,
ich genezy i wewnetrznych oraz zewnetrznych mechanizméw, ktére
ten rozwéj warunkujg. Ujawnienie na przyktad, jakg role¢ w ksztai-
towaniu si¢ pojecia struktury odegraio badanie grup transformacji
i ich niezmiennikéw, odkrywanie dualizmu i réznych izomorfizméw
rzuca $wiatlo na pewne dydaktyczne problemy formowania sig¢ nie-~
ktérych pojeé. W wyniku takich badarn przywraca sie¢ czasem takze
znaczenie pewnym elementarnym metodom, wyrugowanym juz 2z nauki
przez nowoczesne s$rodki matematycznej my$li, metodom, ktére mogg
byé wykorzystane w nauczaniu, eksponujgcym droge genetyczna.

Analiza rozwoju jezyka matematyki, analiza jej wspdéiczesne-
go jezyka, studium pordéwnawcze réznych systeméw symboliki, ope-~
ratywnej funkcji matematycznego symbolu, jego struktury, formy,
ekonomil w zapisie i w komunikowaniu tresci itp. - to wszystko
stanowi pewien rodzaj badan z dydaktyki matematyki. Dotyczy to
takze analizy pewnych istotnych dla matematycznej aktywnosci pro-
ceséw, jak matematyzacja, uogélnienie, specyfikacja, aksjomaty-
zacja, metody dowodzenia, definiowania itp., analizy zawsze po-
dejmowanej i przeprowadzanej w perspektywie poszukiwania rozwig-~
zaln dla probleméw uczenia sie i nauczania matematyki.

Przyktadem takich analiz mogg by¢ liczne artykuly i ksiazki
H.Freudenthala, W szczegdélnosci wspomniana juz obszerna ksiazka
"Mathematik als padagogische Aufgabe" /Freudenthal, 1973/. Sam
tytul sugeruje, ze autor rozwaza matematyke z punktu widzenia
Jej nauczania. Analizuje si¢ tu bardzo gieboko rdézne aspekty po-
je¢ arytmetyki, geometrii, analizy, rachunku prawdopodobiernstwa,
logiki, jezyk matematyki, jak Freudenthal sie wyraza, fenomeno-
logicznie, Niezaleznie od tego, ze ta analiza jest wyrazZnie ukie-
runkowana przez osobistg filozofi¢ autora, ktérego poglady sg
Czasem kontrowersyjne, formulowane cz¢sto ostro, wrecz agresywnie,
ksigzka H.l'reudenthala ujawnia ogromng, nigdy nie wyczerpansg
dziedzine zagadnien teoretycznych pojawiajacych sie¢ na granicy
matematyki i jej nauczania, zagadnien ciagle nowych, bo scisle
Zwigzanych z rozwojem samej nauki, ze zmieniajacymi si¢ poglgdami
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na jej podstawy, rozszerzaniem si¢ jej zastosowan,

D.Lunkenbein charakteryzujgc ten nurt badan, ktére nazywa
"analizg matematyki”, piszet: "Badania w tej dziedzinie dotyczg
obiektéw i proceséw matematycznych, os$wietlanych dla celéw dy-
daktycznych, Prace w tej dziedzinie byly chyba jednymi z pierw-
szych prac w dydaktyce matematyki. Prace F.,Kleina - to przykiad
par excellence badan tego typu" /Lunkenbein, 1979,
str. 18/. Pordéwnanie klasycznej ksigzki Kleina "Elementare Ma-
thematic vom hoheren Standtpunkt aus" /Klein, 1908, 1909/ 2z ksig~
zkg Freudenthala "Mathematik als padagogische Aufgabe" ujawnia,
jak specyficzne problemy dydaktyki matematyki sg zwigzane z sa-
mg matematyka, jak zmienia si¢ problematyka badan "na granicy"
wraz z rozwojem matematyki oraz o ile bardziej pogiebionych i
skomplikowanych teoretycznych analiz wymaga ta problematyka
dzis niz w czasach Kleina.

H.Griesel w swym pryncypialnym artykule na ten temat trak-
tuje takie badania jako gidéwny nurt wspélczesnej dydaktykil mate~
matyki /Griesel, 1971/,

W cytowanym poprzednio raporcie amerykaiiskim /Long, 1970/
badania, ktére wielu dydaktykéw /Lunkenbein, Steiner, Griesel i
inni/ nazywa "analiza matematyki", okresla si¢ jako "prace in-
terpretacyjne". Raport sugeruje calg liste tematéw, np.: Zbadad
rézne matematyczne reprezentacje liczby wymiernej, sprecyzowaé
na podstawie tej analizy rozmaite metody, za pomocg ktérych moz-
na w nauczaniu opracowaé liczby wymierne i ich zastosowania.
Zbadaé rézne typowe formy matematyzacji /tworzenie matematycz—
nych modeli/, wybraé lub skonstruowaé charakterystyczne przykla-
dy, z pomocg ktérych te formy moga byé rozwijane w nauczaniu w
szkole sredniej. Poréwnaé rdézne sposoby akjomatycznego ugrunto-
wania geometrii euklidesowej, ktdre sa proponowane dla nauczania
/Dieudonne, Choquet, Papy, Birkhoff, Blumenthal, Fladt, Pickert,
Dellessert itp./ w celu ujawnienia przydatnosci jednej lub kilku
z nich do nauczania geometrii; pordéwnaé aksjomatyczng konstrukejé
euklidesowskg z geometrig oparta na pojeciu ruchu, Przeprowadzi¢
poréwnawcze badania réznych mozliwo$ci opracowania podstawowych
pojeé analizy rzeczywistej /konsekwencje ciaglosci lub na odwrét,
rézne mozliwos$ci zdefiniowania rézniczkowalnosci i pochodnej,
dojscia do niestandardowej analizy na drodze aksjomatycznej lub
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od strony niestandardowych modeli/. Wyréznié charakterystyczne
cechy matematyki stosowanej. Czy to jest jasno ograniczona dys-
cyplina ? Jakg role spelnia w nauczaniu matematyki ? Zbadad,
jakie znaczenie ma nowoczesna epistemologia matematyki dla roz-
wijania nowych metod nauczania matematyki /metoda indukcyjna,
stopniowe abstrahowanie, sytuacja jako punkt wyjscia, metoda
odkrywania itp./ /Long, 1970/.

Sg to tylko wybrane przyklady spos$réd wielu sugerowanych
przez amerykanski raport "zagadnien interpretacyjnych", ktérych
opracowanie powinno stanowié, zdaniem autoréw raportu, jeden 2z
nieodzownych elementéw przygotowania dydaktycznego projektu dla
wiekszego lub mniejszego fragmentu nauczania, w zakresie tresci
i jeJ struktury, metody, $rodkéw itp. Przytoczone przykiady ilu-
strujg tylko w zarysie to, co obejmuje analiza lub w innej ter-
minologii badania interpretacyjne matematyki z punktu widzenia
dydaktyki w rozmaitych aspektacht: ma t ematyka "got o-
w a" - /upowszechniony w literaturze naukowej p r o d ukt
aktywnosdci matematyczne ji teorie, definic-
je, twierdzenia, sposoby prezentacji rezultatéw badan, jezyk,
symbolika itp./, natematyka w stanie two-
rzenia /matematyczna heurystyka, tworzenie pojeé i ich de~
finiowanie, odkrywanie twierdzen, sposoby weryfikacji tez, moz-
liwosci i typy bledéw, specyfikacja, uogdlnienie, itp./, h i s-
toria matematyki /historyczna geneza matematycz-
nych struktur i ich rozwéj, transformacje jezyka itp./, m a -
tematyka w zastosowaniach /proces mate-
matyzacji, typy zastosowari/ oraz f il ozofia i me-
todologia matematyk1 /poglady na przedmiot ma-
tematyki i jej stosunek do materialnego swiata, badania nad pod-
stawami matematyki/.

Oczywiscie tego rodzaju badania wymagaja gi¢hbokiej wiedzy
1 kultury matematycznej, wspélpracy z matematykami twérczymi,
korzystania z ich nielicznych zresztg,niestety, wypowiedzi na te-
mat ich pogladéw na matematyke i doswiadczen z ich wiasnej twér-
czosci, umiejetnosci wylawiania z fakt6w historycznych przede
Wszystkim idei w ich rozwoju. Nie kazdy dydaktyk matematyki moze
Podejmowaé tego typu badania w szerszym zakresie, ale refleksja
had matematyks w oméwionym poprzednio sensie, choéby lokalna,
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powinna znalezé swe wazne miejsce przy rozwigzywaniu kazdego pro-
blemu dydaktycznego dotyczgcego procesu uczenia sie i1 nauczania
matematyki.

3.2, ELEMENTARYZACJA I PROJEKT DYDAKTYCZNY,Przet orzenie ma-
teriaiu naukowego na uzytek nauczania, poprzedzone analizg tego
materialu w sensie okreslonym w 3.1, wymaga - zawsze na nizszym
poziomie nauczania - jego el ementaryzacji. Pierw-
szym aktem jest ujawnienie podstawowych idei, intuicji, zwiazkow
z materialnym doswiadczeniem, genetycznych Zrédel tego, co wybra-
1ismy jako przedmiot nauczania, idei zwykle w "gotowej nauce"
przesionigetych formalng strong ostatecznej prezentacji tematu.
Taka analiza ma na celu wykrycie naturalnej drogi
stopniowego schematyzowania, prowadzacej od doswiadczen iloscio-
wych i przestrzennych oraz réznych form aktywnosci do abstrakcyj-
nych struktur matematycznych. Nastepny etap - to poszukiwanie
form 1 $rodkdéw opracowania tego samego przedmiotu na odpowiednim
poziomie elementarnosci. Elementaryzuje si¢ na przyklad algebre
zbioréw w postaci enaktywnej i ikonicznej algebry schematdw
VennaliL '

Réznym poziomom nauczania odpowiadaja roézne poziomy elemen-
taryzacji. Elementaryzacja moze dotyczyé¢ sformutowania definicji
lub twierdzenia, dowodu, globalnego lub lokalnego ujg¢cia materia-
1u nauczania, metody, jezyka., Ta sama struktura, metoda, ten sam
element jezyka mogg byé elementaryzowane na tym samym poziomie
réznymi sposobami., Elementaryzacja moZe by¢ przeprowadzona popra-
wnie lub blednie zardéwno z punktu widzenia matematyki, jak i z
punktu widzenia psychologii, zainteresowan ucznia, konsekwencji
w naste¢punych etapach nauczania itp. Reformom pierwszej fali z
lat 1960-1970, w toku kidérych usilowano elementaryzowaé bardzo
abstrakcyjne struktury matematyczne i metode aksjomatycznag, za-—
rzuca sig wiele wlasnie z tych wszystkich punktdéw widzenia.

Poprawna matematycznile i dydaktycznie elementaryzacja mate-
matyki na danym poziomie wymaga nie tylko gigbokiego wnikniecia
w matematyczng tresé, ale takze specyficznej inwencji matematycz-
nej i dydaktycznej. Elementaryzacja bowiem nie moze wyrazac¢ sie

/1/ Por, artykul Z.Semadeniego w tym tomie, str,163
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w infantylnym traktowaniu matematyki, ani w jej znieksztalcaniu,
powinna natomiast by¢ zawsze tak przeprowadzona, aby bylo mozna
w dalszym ciagu, na wyzszym poziomie nauczania, elementarne re-
prezentacje formalizowaé, aby od poczgtku juz w tych reprezentac-
jach zawarta byia rzetelna matematyka, opisana tylko innym niz
naukowy jezykiem,

Elementaryzacja jest zwykle cz¢scig pracy dydaktyka matema-
tyki przygotowujacego projekt dydaktyczny opracowania W naucza-
niu matematycznych tresci. Zasieg takiego projektu moze byé bar-
dzo zrdéznicowany /jedna lekcja na dany temat, opracowanie pew—
nego pojecia, wiekszego fragmentu programu, catosci w postaci
podrecznika, tekstéw sterujacych praca uczniéw itp/. Dydaktyk
matematyki postuguje sie czesto w takich konstrukcjach metodami
matematycznymi. Na przyklad projektujac jakies oryginalne uje-
cie elementarne wiekszego fragmentu teorii, formuzuje definicje,
ustala kolejnos$é twierdzen, proponuje ich dowody, dobiera lub
konstruuje nowe zadania, ustala symbolike. Elementaryzacja jezy-
ka matematyki doprowadziia na przykiad do stworzenia matematycz-
nej specyficznej "symboliki dzieciecej", szczegdlnie bogatej
spuscizny pierwszej fali modernizacji nauczania matematyki z lat
1960-1970,

Szczegélne miejsce w projekcie dydaktycznym zajmuje mate-
riat zadaniowy.W dydaktyce matematyki poswieca sie¢ dzis wiele
uwagi teoretycznym problemom zwigzanym z konstruowaniem zadan
matematycznyoh na uzytek nauczania /np. typologia zadan matema-
tycznych i ich analiza z réznych punktéw widzenia/. Literatura
dydaktyczna na ten temat jest juz tak obszerna, Zze nalezaloby
podjgé poréwnawcze studia w celu monograficznego opracowania
choéby pewne]j czesci zagadnien z tej dziedziny.

Konstruowanie zadan, ich dobdr spos$réd zadann juz znanych,
dostosowanie do pewnego kontekstu interesujacych matematycznie
1 dydaktycznie zadan klasycznych, to istotna cze¢sé pracy twér-
czej dydaktyka matematyki opracowujgcego projekt dydaktyczny.

Wiele interesujacych projektéw dydaktycznych opartych na
elementaryzacji.nowoczesnej matematyki - to wynik prac zespoio-
Wych prowadzonych w os$rodkach dydaktyki matematyki, organizowa-
nych na calym s$wiecie. Typowym przykladem tego nurtu mogg byé
Prace wykonywane od wielu lat we wspomnianym juz poprzednio
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Belgljskim Osrodku Pedagogiki Matematyki w Brukseli, majgce na ce=
lu skonstruowanie matematykl elementarnej jednolitej od przed-
szkola do ostatnich klas szkoly sredniej, obejmujacej nowoczesnie
ujete elementy teorii mnogosci, arytmetyki, geometrii, algebry,
topologii, analizy, z zastosowaniem réznych $rodkéw elementary-
zacji. Mimo ze caly system byx i jest ostro krytykowany, te $rod-
ki zasluguja na teoretyczne monograficzne opracowanie ap o s t e r
o r ina podstawie opublikowanych licznych podrecznikéw, artyku-—
16w i rozpraw tlumaczonych na wiele jezykéw,

Metody i $rodki elementaryzacji matematyki dla celéw szkol-
nych na calym swiecie sg juz dzis zresztg tak rozwinigte i tak
réznorodne, %e chyba dojrzalty do krytycznej globalnej analizy po-
réwnawczej. Dotyozy to tez réznych form reprezentacji matematycz~
nych tresci 2 . Mozna rozrézniaé tez style elementaryzacji mate-
matyki, na przyktad tradycyjny, bourbakistowski, angielski lub
styl IOWO /IOWO, 1977/. Obserwuje si¢ tez elementaryzacje¢ ukie~
runkowang w strone myslenia algorytmicznego pod wpiywem wzrasta—
jacej roli informatyki i komputeryzacji dzialalnosci czlowieka.
Ten styl zalezy w duze] mierze tez od ogélnej koncepcji metodycz—~
nej matematycznego ksztailcenia, Jeq& }nny, gdy my$li sie¢ przede
wszystkim o nauczaniu metodg sokratyczna, inny, gdy ma ono byé
oparte na bardziej swobodnej, twérczej aktywnosci ucznia.

3.3. TRESY NAUCZANIA I JEJ STRUKTURA. Helge Lenné w swym
poréwnawczym, cytowanym poprzednio studium stwierdza: "Brak jest
w dydaktyce matematyki, przynajmniej w Niemczech, prac, ktére
opisujg i uzasadniajg wyrazone e x p lic it e metody stoso-
wane przy wyznaczaniu tresci ksztalcenia w zaleznosoi od szkol-
nej tradyeji, nauki, kultury, praktyki, metcdy, wediug ktérych
takie tresci moglyby byé rejestrowane, kategoryzowane, kontrolo-
wane w zakresie ich logicznej struktury, wreszcie wybierane i
opatrywane pewng oceng waznosci, ktéra decydowataby o iloscl go~
dzin lekcyjnych na nie przeznaczonych" /Lenné, 1969, str, 287/,

E.Wittmann zauwaZa z zwigzku z tga wypowiedzia, Ze "Dydakty~-
ka matematykl musi sie¢ zajgé w najblizszym czasie tymi problema~

/2/ Por. artykut Z.Semadeniego w tym tomie, str.163,
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mi 1 nimi si¢ zajmie, Wydaje si¢ jednak, Ze w stosunku do tej
problematyki byloby utopia wierzyé, Ze rozwinie sie jednolita,
oparta na powszechnym uznaniu metodologia w sensie postulowanym
przez Lennego" /Wittmann, 1974, str. 30/. Uwaga Wittmanna jest
stuszna, ale miedzy brakiem wyrazZnych kryteriéw doboru tresci
rnauczania matematyki a calkowicie juz ukonstytuowang metodolo-
glag konstruowania programéw nauczania jest duza przestrzen, kté-~
rg mozna stopniowo wypelniaé rozwigzaniami czesciowymi lub lo-
kalnymi, I to wiasnie wspéiczeéni dydaktycy matematyki prébuja
robié,

H.G.Bigalke W cytowanym poprzednio artykule /Bigalke, 1974/
podkresla konieczno$é scislego oparcia decyzji dotyoczacych wybo~
ru 1 struktury materiaiu nauczania matematyki na sformuiowanych
aprior icelach matematycznego ksztalcenia.,Ten oczywisty postu-
lat nie daje jednak w pelni operatywnego kryterium, ktére mogio-
by w sposdéb rozstrzygajgcy decydowaé¢ o optymalnych ze wzgledu na
te cele wyborze i strukturze. Bigalke uwaza dalej, #e refleksja
nad trescia nauczania dotyczyé powinna czterech dziedzin:

/a/ analizy samej matematyki w jej rozwoju, wspéiczesnym etapie
i w tendencjach = o czym méwiliémy poprzednio, /b/ rejestracji
kwalifikacji matematycznych potrzebnych w réznych zawodach,

/c/ analizy psychologicznych warunkéw uczenia sie i zdobywania
ogélnych kwalifikacji intelektualnych i kulturalnych na danym
poziomie oraz /d/ krytycznej analizy istniejgcych réznych pro-
graméw nauczania matematyki. W innym sformulowaniu wyraza sie
kryteria doboru i strukturowania tresci nauczania w spoééb nasge
tepujacy: majag to byé tresci réwnoczesénies /a/ pods t aw o=
W e 2z punktu widzenia samej nauki, /b/ el ementarne
lub elementarne potencgjalntie, awiec na-
dajgce sie¢ do odpowiadajgcej danemu etapowi nauczania elementa-
ryzacji, /e/uz y teczne, /d/ szozegélnie pr zy d a t-
ne do ksztazicendia pozytywnych w procesie rozwig-
zywania probleméw postaw i technik intelektualnych, naukowego
sSwiatopogladu i rozumienia roli matematyki w naszej cywilizacji.
Program nauczania dla ogdlnoksztaicqcej szkoly okresla to, co
8l¢ zwykle nazywa ma t emat ykag el ementarna.

Wynika stad, %2e nie ma jednej raz na zawsze okresflonej ma-
tematyki elementarnej. Matematyka elementarna zmienia sie wraz
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z rozwojem matematykl, z rozszerzeniem jej zastosowar, zmianami
w pogladach na jej podstawy, z rozwojem innych dyscyplin /na
przyklad psychologii, informatyki/, z upowszechnieniem oswiaty,
z rozwojem technicznych $rodkéw nauczania /minikomputery w
re¢kach uezniéw/ itp. Mozna juz méwié dzis o pasjonujacej his-
torii rozwoju matematyki elementarnej i1 mechanizmach, ktére tym
rozwojem kierujg.

Ale w jednym i tym samym okresie poglady na to, czym byé
powinna matematyka elementarna, sg zréznicowane, mi¢dzy innymi
dlatego, ze terminy odnoszgce si¢ do tresci nauczania: "pod-
stawowe", "elementarne", "uzyteczne", "ksztalcace" nie oznacza-
Jg tego samego dla wszystkich, nie codpowiadajg jednoznacznym
operatywnym kryteriom, i przeciwnie, sg interpretowane w bardzo
szerokiej skali, .

W stosunku do dwéch pierwszych na jednym korcu tej skali
znajduje sie¢ poglad, ze proces uczenia si¢ matematyki powinien
uwzgledniaé droge genetyczng opartg na paralelizmie filogenezy
i ontogenezy 3, w szczegélnosoi, wediug niektdérych pogladéw,
proces uczenia si¢ matematyki powinien przebiegaé w sposéb
skrécony w etapach analogicznych do etapdéw historycznego rozwo-
ju samej matematyki. Podstawowe i elementarne tresci matematycz-
ne, to przede wszystkim - w tym ujeciu - te tresci, ktdre po-
jawily sie¢ w rozwoju nauki wczesnie i zostaly zorganizowane te~
oretycznie w takie dzialy, jak arytmetyka, geometria syntetycz-
na i analityczna, najprostsze elementy rachunku rézniczkowego =
to wszystko w ujeciu klasycznym, bez uwzgledniania struktur po-
jeciowych, jezyka, precyzjl rozwinie¢tych pod koniec XIX i w XX
wieku,

. Na przeciwnym koncu skali wystepuje poglad, 2e uozyé nale-
2y matematyki elementarnej w ujeciu wspdéiczesnym, to jest mate~
matyki elementarnej XX wieku., Za podstawowe uznaje sie¢ w tej
koncepcji te pojecia i metody matematyki, ktdére sg dzis wszedzie
obecne, a wigec wystepuja w réznych dziatach matematyki i w jej
zastosowaniach jako fundamentalne elementy wspélczesnego matema-
tycznego jezyka 1 specyficzne typowe sposoby postepowania w ma-

-

/3/ Zob, artykul R,Dudy w tym tomie, str,127.
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tematycznej aktywnoéci/4/. Z tych tresci do nauczania szkolnego
mogg byé wiaczone tylko te, ktdére mozna elementaryzowaé, a wige
dla ktérych mozna znalezé droge genetyczng, w innym niz w po-
przednim sensie "genezy", to jest droge prowadzaca od konkretnych
do$wiadeczen, wyobrazen, intuicji uczacego si¢ poprzez stopniowe
schematyzacje do ich matematyzacji i dostosowanej do jego pozio-
mu pewnej formalizacji.

Te dwie koncepcje rézniag sie wiec zasadniczo interpratacja
terminu "droga genetyczna do matematyki". Podobna rozpletosé po-
gladéw wystepuje w interpretacji kryterium uzytecznosci. Z jed-
nej strony nadaje sie "uzytecznosci" znaczenia skrajnie pragma-
tyczne: matematyka uzyteczna dla wszystkich, to tylko "matematy-
ka zZycia codziennego". Prowadzi to do nurtu szczegélnie zywego
dzi$ w Stanach Zjednoczonych, zorientowanego przez haslo "wréoié
do rzeczy podstawowych", interpretowane jako skrajnie pragmaty-
ozny minimalizm.programowy.

Wedlug pogladéw przeciwstawnych kazdy czlowiek na przelomie
XX i1 XXI wieku powinien rozporzgdza¢ pewnymi technikami mys$lenia,
ktére rozwija uczenie si¢ matematyki bardziej zaawansowanej /my-
$lenie modelami/ oraz powinien mieé podstawowe przygotowanie do
dalszego ksztaicenia si¢, 2z czego moZe - lub nie - korzystad,
ale do czego nie powinien mieé¢ zamknietych drzwi. W tym sensie
uzyteczna jest matematyka elementarna bogata pojeciowo i heurys—
tycznie,

Inna interpretacja terminu “uzytecznos$é" odnosi si¢ do roli
matematyki szkolnej w zapewnieniu przyszlego "powodzenia zawodo-~
wego" absolwentom szkoly. Ogélna koncepcja - takze szczegéblnie
eksponowana w Stanach Zjednoczonych - ksztalcenia pod hasienm
"Ksztalcenie nachylone do zawodu /c areer education/
odbija si¢ réwniez na problemach konstruowania programéw, w
szczegélnosci w dydaktyce matematyki na poszukiwaniu odpowiada-
Jacych tej koncepcji kryteriéw doboru tresci. Raport NACOME
Btwierdza jednak, ze realizacja koncepc]i career education w
8zkole ogélnoksztaicgacej wymagataby radykalnej rewolucji w nau-
¢zaniu szkolnym, uzaleznionym od postulatéw 15-20 grup zawodo-

/4/ Zob, artykul P,Hiltona w tym tomie, str. 139
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wych, "Doprowadzilaby do dwéch réznych kultur matematycznych:
Jednej - skoncentrowanej dokoia szeroko rozumianych struktural-~
nych pojeé i heurystycznych metod, drugiej - dokola sprawnosci
rachunkowych i1 specyfiocznych technik nadajacych si¢ do stosowania
w rozwigzywaniu probleméw codziennego zycia 1 wyspecjalizowanych
zawodéw, Czy to jest nieunikniona i1 wiasciwa dychotomia ? Czy mo-
#na tatwo okres$laé minimalne matematyczne kompetencje, ktére kai-
dy uczen sérednie) szkoly ma zdobywaé ? Czy waskie, zorientowa-
ne na powodzenie w zawodzie wyuczanie jest odpowiednig 1 efektyw-
ng alternatywg dla tradycyjnego programu dla mniej zdolnych ucz-
niéw ? To sq pytania fundamentalne, ktére wymagajg wnikliwego
przestudiowania przez wszystkie zainteresowane tym zawodowo gru-
py" /NACOME, 1975, str. 34/,

Oczywidcie nasuwa si¢ pytanie, jakie jest miejsce dydaktyki
matematykli w tej dyskusji, ktéra wykracza daleko poza specyfike
matematyki jako przedmiotu nauczania i dotyczy ogélnych koncep-~
o)1 ksztalcenia uwarunkowanych spoiecznie, Dydaktyk matematyki
Jest tu tylko jednym z wielu partneréw, ale powinien byé partne-
rem rozporzadzajqcym szczegélnym rozeznaniem w tym, co matema-
tyozne ksaztalcenie moze daé, a ozego daé nie moze, Gdy za$ ogél~-
na koncepcja zostanie ustalona i1 gdy postulaty réznych grup spo-
tecznych zostang sprecyzowane i uzgodnione —co,jak dotad,pozostaje
tu tylko fikoyjnym zatozZeniem - to w ramach dydaktyki matematyki po-
winno si¢ badaé mo2liwodci zado$éuczynienia tym 2qdaniom 1 poaej-
mowaé préby konstruowania sensownego projektu dotyczgcego wyboru
ssczegbélowych tresoi 1 ich dydaktyocznie wlasciwego ustrukturowa-
nia, uwzgledniajgcego kolejne poziomy rozwoju umyslowego ucznia.

Kryterium ugytecznos$oci dotyczy tez uwzglednienia w progra-
mie nauczania matematyki takich elementdéw, ktérs sa usyteczne,
bo integrujgq strukturalnie material nauczania matematyki i uta-
twiajg uozenie si¢ matematyki w zakresie innych treéci 1 metod.
Na przyklad wprowadzenie jezyka mnogoéciowego juz w klasach po-
oczatkowyoh jest - miedzy innymi - motywowane jego uzytecznosoig
w tym znacazeniu, Pewne pojeoia, terminy, fragmenty matematyki
elementarnej pozornie nieuzytecsne, gdy sie je roszspatruje tylko
lokalnie, okazujg sie uzyteozne z punktu widzenia catej kon~
strukoji materialu sskolnego.
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Tak wiec postulatu, by tresci nauczania zawieraly elementy
"podstawowe" 2z punktu widzenia wspdiczesnej nauki, by byly "ele-
mentarne” i "uzyteczne", nie umiemy jeszoze przelozyé na opera-
tywne kryteria doboru tresci nauczania matematyki i strukturowa-
nia tej tresoi. To samo odnosi si¢ do postulatu, by te tresci
byly "ksztalcgoe". Gorgce batalie dokola programéw nauczania uja-
wniajgq ogromne rozbieznosci w interpretacji tych postulatéw, za-
leznej w duzej mierze od osobistych pogladéw na matematyke 1 od
osobistych zainteresowarn matematycznych uczestnikéw tych batalii.

W wyniku takich staré powstajg ozesto programy kompromiso-
we, oo prowadzi do przecigzenia ich materialem nauczania oraz do
braku wyrazZne) koncepcji i1 logiki w ich konstrukoji. Ma wigc racje
Lenne twierdzgac, ze dydaktyka matematyki nie tylko nie dopracowa-
la sie jeszcze operatywnych zasad 1 metod doboru tresci nauczania,
ale ze ten problem nie zostal jeszcze nawet wyrazZnie postawiony.

To samo odnosi sie¢ do strukturowania materiaiu nauoczania.

Ze wzgledu na niewgtpliwie istnienie rdéznych pozioméw rozumienia
matematyoznych tresci, we wspélczesnej dydaktyce matematyki eks-
ponuje si¢ spiralng organizacje Jej nauczania. Konsekwencojg tej
koncepcji sq trzy zasadys

i.Zasada nauczania wyprzedzayjag-

o0 e g 0o, Nauczania jakiegoé fragmentu danej dyscypliny nie nale~
2y odsuwaé az do tego momentu, w ktérym bedzie onc mogio byé re-
alizowane ostateoznie z odpowiednim formalizmem; takie ostatecz-
ne opracowanie tej tresci powinno byé poprzedzone jej nauczaniem
na nizszych poziomach w odpowiadajacej tym poziomom postaci.

2, Zasada nauczania perspektywic 2z
n e g o, Nauczanie jakiejkolwiek tresci na nizszym poziomie na-
uczania powinno uwzgledniaé mozliwoséc jel dalszego rozbudowy-—
wania, pogiebiania, porzgdkowania, strukturowania, formalizowa-
nia, przy tym nigdy nie wolno doprowadzaé do tego, aby ujecie
na nizszym poziomie nauczania musialo byé prostowane na wyzszym
poziomie, aby tu trzeba bylo oduczaé tego, czego nauczono na po-
zZiomie nizszym.

J.Zasada poprzedzania anallilzy
Przez konstrukcj e, Przejscie na wyzszy poziom
rozumienia matematycznych struktur odbywa si¢ mig¢dzy innymi
przez analize tego, co zostalo przez uczgcego si¢ skonstruowane
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na nizszym poziomie nauczania, konstrukcja powinna poprzedzadé za-
wsze analize /te zasady w nieco innej redakcji formuluje E.Witt—
mann, 1975/.

Stosowanie tych zasad w konstruowaniu programnéw wymaga za-—
réwno analiz teoretycznych, jak i empirycznych badarn. Nie wys-
tarczajg do tego znane metody analizowania struktury programu w
ramach jednej klasy, prowadzone - miedzy innymi - za pomocg ma—
cierzy zwigzkdéw miedzy poszczegélnymi tematami, O wiele trudniej-
sze jest planowanie w tematyce nauczania etapdéw rozwoju poszcze-
g6lnych pojeé, elementéw teorii, metod oraz warunkéw i1 mechaniz-—
méw przechodzenia z jednego poziomu na inny wyzszy. Wymaga to
bardzo giebokiego wnikniecia W matematyczng tresé oraz racjonal-
nego uwzgledniania wiedzy psychologicznej.

Na przykiad pojecie ciggloscl moze byé ksztaltowane stop-
niowo w jego rozmaitych aspektach, w rozmaitych sytuacjach, w
ktérych wystepuje, poczynajac od plerwszych klas szkoly. Zgodnie
z wynikami badan Piageta przestrzenne struktury topologiczne sg
juz w sposéb spontaniczny, nieformalny ujmowane w tym okresie
/niezmienniki topologiczne konkretnych i wyobrazonych przeksztai-
ceni, "ksztalt topologiczny" figur itp./. Ujety spiralnie program,
w ktér&m przewiduje sie¢ na pewnym poziomie wprowadzenie definicji
ciggtosci funkcji, uwzglednia pojecie cigglosci w rozplanowaniu
trescl od samego poozgtku nauczania, przy czym w przechodzeniu z
jednego poziomu na drugli przewiduje si¢ co raz to blizszg formal-
nemu ujeciu analize¢ obserwacji, wynikéw rozumowar, réznych dos-
wiadczen ucznia,

Program powinien to nie tylko umozliwiaé, ale wyraznie plano-
waé. W programie ustrukturowanym liniowo przewiduje sie zwykle w
jednym hasle wprowadzenie w jednej z najwyzszych klas szkoly sred-
niej pojecia ciagtosci funkcji. W praktyce oznacza to, Ze po kroét-
kim przygotowaniu poglgdowym, w ktérym wykorzystuje sie¢ wiele ele-
mentéw zdobytej w poprzednich latach przez ucznia wiedzy i umie-
Jetnosci, uoczen sterowany przez nauczyclela sam formuiuje te¢ de-—
finicj¢ /w nauczaniu problemowym/, albo ja otrzymuje gotowg. W pro-
gramie ustrukturowanym spiralnie takie przygotowanie Jest rozio-
2one na wiele lat, haslo "ciaglo$é" pojawia sie w réznych konteks~-
tach, aby wreszcie wystapié¢ w postaci definicji cigglosci funkecji.
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Program tak konstruowany ma strukture wielowymiarowsg, jego
analiza z punktu widzenia "zasady spiralnosci" wymagalaby badan
w réznych jego wymiarach i przekrojach. Planowanie tresci naucza-
nia z punktu widzenia rozwoju, a nle jednorazowege "wprowadzcnia"
konkretnegd pojecia matematycznego, z uwzglednieniem réznych
kontekstéw i sposobdw przechodzenia z jednego poziomu na drugi,
az do ewentualnej jego "legalizacji" w teorii przez jego defi-
nicje, jeszcze nie znalazio wiasciwego miejsca w pracach z dydak-
tyki matematyki. Projekty dydaktyczne dotyczace prematematyczne-
go ujeclia pewnych tresci ograniczaja sie zwykle do jednego po-
ziomu lub do kilku poczatkowych etapéw. Przyczynia sie¢ do tego
takze trudnosé w organizowaniu rozciggnietych na kolejne klasy
calej szkoly eksperymentéw weryfikujgcych takie propozycje dydak~
tyczne. W obecnej chwili problemy spiralnej struktury programu
matematyki nalezaloby o$wietlié dokladniej, przynajmniej od stro-
ny teoretycznej, i konkretyzowaé w alternatywnych propozycjach
dydaktycznych, traktowanych choéﬂy tylko hipotetycznie,

Innym problemem wymagajgcym teoretycznego opracowania i pra-
ktycznej realizacji jest zagadnienie integracji tresci nauczania
matematyki elementarnej. W tradycyjnych ujeciach matematyka ele-
mentarna rozpadata si¢ na autonomiozne dzialy: geometrie, algebre
i trygonometrie¢, Bourbakistowski nurt reform z lat 1960-1970 wy-
sunal jako jedno ze swych hasel postulat integracji materiaiu na-
uczania przez podstawowe struktury mnogosciowe, algebralczne, po-
rzgdkowe 1 topologiczne. W toku realizacji koncepcji struktural-
nej matematyki elementarnej popeiniono jednak wiele bleddéw, mie-
dzy innymi integracja zostala tu potraktewana w praktyce szkol-
nej zbyt formalnie,

Problem takiego ujecia metrialu nauczania, aby uczen rzeczy-
wiscie dostrzegat analogie i przez to takze odkrywat "wszedzie
obecne" struktury w swojej naiwnej matematyce i aby umial z tego
korzystaé, jest ciggle jeszcze otwarty. Samo pojecie integracji
Wymaga gi¢bokiej analizy 1-sprecyzowania. Obserwacje ujawniajs,
%e uczniowie cliggle Jeszcze w matematyce "widzg wszystko osobno",
Jak "straszni mieszczanie" z wiersza Tuwima,i %e programy i ich
8truktura takiemu widzeniu bardzo cze¢sto sprazyjajg. To samo ob-
Serwuje sie¢ 1 na wyzszych poziomach ksztalcenia, co jest szcze-
g6lnie niepokojace w studiach matematyoznych przysziych nauczy-
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cleli.

Do analizy tresci i struktury matematyki elementarnej brak
jest nam jeszoze operatywnych kategorii pojeciowych. Chodzi prazy
tym nie o kategorie ogdélnodydaktyczne, jak “"spiralnosé" czy
"liniowo$é", ale o kategorie specyficzne /przykladem moze byé
"integracja strukturalna" zwrot, ktérego znaczenie jest $cisle
zwigzane z matematycznym pojeciem struktury/. Analiza poréwnaw-
cza réznych programdéw, opartych na réznych koncepcjach matematy-
ki elementarnej, ulatwilaby dostrzeganie i precyzowanie takich
kategorii. )

4., PROCES UCZENIA SIE MATEMATYKI

Dziecko uczy sie¢ matematykl nie tylko w szkole. Jest ona
obecna w jego zyciu codziennym, w kontakcie z dorosiymi, w grach
i zabawach. Dziecko uczy sie spontanicznie matematyki w wieku
przedszkolnym, pdéZniej takze poza szkola, bo nasz swiat jest ma-
tematykg przenikniety. Spontaniczna matematyka dziecka jest dzie-=
dzing penetrowang gi¢boko przez psychologie szkoily J,Piageta,

Wielu wspdiczesnych dydaktykéw matematyki przyjmuje teorie
rozwoju kognitywnego Piageta za podstawe¢ wiasnych koncepcji dy-
daktyoznych. Dydaktyka matematyki bada jednak proces uczenia sie
w jego zwigzkach z procesem nauczania zorganlizowanego, to jest
Jjako proces uczenia sie sterowany przez osobe¢ lub grupe oséb na-
uczajgcych albo bedgcych w bezposrednim kontakcie 2z uczacym sie
/nauczyciel w klasie, w kole uczniowskim, w nauczaniu indywidu-
alnym/, albo za posrednictwem podrecznika, tekstu programowanego,
lub w innej postaci /wyklady telewizyjne lub radiowe itp/. Znajo-
mo$é specyfioznego charakteru uczenia sie¢ matematyki jest warun-
kiem prawidiowego ksztaltowania nauczania, z drugiej jednak stro-
ny uczenle si¢ jest w duzej mierze uwarunkowane sposobem naucza-
nia., Dydaktyka matematyki nie izoluje tych dwéch procesdéw. Wydzie~
lajgc tutaj sztucznie z jednego nurtu uc zenia sie-na-
uczanila proces uczenia si¢, chcemy skoncentrowaé uwage .
przede wszystkim na aktywnosci, na postawach, na trudnosciach uczag~
cego sle.
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Ogélne teorie uczenia si¢ rozwijane w ramach réznych teorii
psychologicznych i psychopedagogicznych odnoszg si¢ zwykle do
bardzo prostych procesdw, podczas gdy w przypadku uczenia sie
matematyki mamy do czynienia ze zjawiskami szczegélnie zlozonymi
i wymagajacymi analizy takZe od strony samej matematyki. Niekté—
re z teorii psychologicznych oswietlajg proces uczenia si¢ mate-
matyki w pewnych jego nurtach, zadna nie moze jednak stanowié je~
dynej podstawy dla peinej jego teorii. ’

Istotnym zwrotem W pracach w dziedzinie dydaktyki w ostat-
nich latach jest wyraine ukierunkowanie wielu badan do poszuki-
wania odpowiedzi na pytania podstawowe w tej dziedzinie. Ograni-
czona jest jeszcze nasza wiedza o tym, na czym polegaja specy~-
ficzne trudnosciw uczeniu sig matematyki, co jest istotg i przy-
czyng bledu, co to znaczy, ze uczen opanowal jakie$ konkretnie
okreslone pojecie na danym poziomie, jakg role¢ W procesie ucze-
nia si¢ matematykli odgrywa intuicja i wglad, a jaks rozumowanie
formalne itp. W strone¢ odpowiedzi na te i podobne pytania zorien~
towane sg badania prowadzone cz¢sto w interdyscyplinarnych gru-~
pach, z udzialem matematykéw, dydaktykdéw matematyki, pedagogéw,
psychologéw, informatykéw i lingwistéw, na materiatach scisle
tresciowo zwigzanych z matematyks szkolna, W rozmaitych jej spe-
cyficznych aspektach,

Aktywno$é uczacego sie¢ matematyki obejmuje:

1, Przejmowanie i asymilowanie informacji matematycznej
rrzekazywanej mu w rozmaitych formach /wykad, ksigzka, progranm,
dyskusja, film matematyczny, diagram, graf itp./.

2, twiczenie podstawowych elementarnych sprawnosci matema-~
tycznych /algorytmy, operacje logiczne, semialgorytmy, konstruk-
cje geometryczne/.

3. Rozwigzywanie typowych zadan z zastosowaniem podstawo-
wych metod i technik matematycznych.

4. Redagowanie, zaplsywanie, ilustrowanie schematami, kodo-
wanie itp. matematyoznych tresci, déwiczenie w postugiwaniu sie
matematycznym jgzykiem W jego réznych formach.

5. Porzgdkowanie 1 pamig¢ciowe utrwalanie poprzednio pozna~
nej wiedzy.

6. Aktywnosé specoyficznie twércza wykraczajgca poza wymie-
nione wyzej czynnoseci /dostrzeganie i formulowanie problemdw,
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konstruowanie i definiowanie nowych dla uczgcego si¢ pojeé, od-
krywanie, formulowanie i dowodzenie twierdzer, uogélnianie i spe~-
cyfikacja, rozwigzywanie probleméw w sytuacjach nietypowych, ma-~
tematyzaoja sytuacji pozamatematycznych itp./.

Wymienione rodzaje aktywnos$cl w rzeczywistym procesie ucze-
nia sie nie sy oczywiscie rozdzielone. Wprost przeciwnie, w kaz-
dym prawie ogniwie tego procesu wystepujg w rdéznych funkcjach.

W szczegdélnosci aktywnosei cytowane w punkcie 6 stanowia istotne
elementy kazdego etapu uczenia si¢ matematyki. Na przykitad ko-
rzystanie z informacji przekazanej przez matematyczny tekst wy-
maga od uczgcego sie twérczej wspélpracy z autorem, uzupeiniania
skrétéw, interpretowania definicji przyktadami, ilustrowania
omawianych sytuacji rysunkami, tabelami, diagramami, odformali-
zowania tekstu, odczytania tekstu symbolicznego werbalnie, lub
na odwrét, przektadu jezyka werbalnego na jezyk symboliczny itp.
Bez tych wszystkioh zabiegéw rozumne uczenie si¢ z pomoocs pod-
recznika szkolnego jest niemozliwe. ‘

Tak wie¢c przekaz informacji matematycznej moze odegraé in-
struktywng role w procesie uczenia si¢ matematyki, jezeli jest
on odbierany z aktywnoscia /w duzej mierze nawet twércza/.
Znajomo$é tego procesu jest wiec bardzo wazna dla podejmowania
odpowiednich zabiegéw dydaktycznych ze strony nauczyciela. Dopie-
ro w ostatnich latach zwrécono na to uwage, podejmujac /jeszcze
bardzo nieliczne 1 fragmentaryczne / badania na ten temat; moz-
na w nich wyré6znié nastepujace nurty:

i.Analiza jezyka matematykdi i spe-
cyficznych cech tekstu, badZ bezposrednio przekazujgcego mate-
matyczne informacje /rozprawy i monografie naukowe/, bgdz dy-
daktycznie ukierunkowanego na sterowanie aktywnoscia uczgcego
sie za pomocg tego tekstu /podreczniki, teksty programowane/;
poréwnawcze analizy rdéznych tekstéw prezentujacych te samg
tresé, co wymaga precyzowania pewnych kategorii opisu takich
tekstéw. Przez tekst matematyczny rozumiemy tu tekst stowny i
symboliczny wraz z elementami ikonicznymi /rysunki, grafy, wy-
kresy itp./. Bardzo instruktywna dla dydaktyka matematyki jest
wiedza o historycznym rozwoju jezyka matematyki /np. rewolucyj-
na rola symboliki/
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2, Badania diagnostyczne majgce na celu
ujawnienie, jak czytajg i interpretujg tekst matematyczny uczacy
sie na réznych poziomach matematycznego ksztaicenia. Badania te
z jedne]j strony pozwalaja dostrzec i za}ejestrOWaé indywidualne
techniki, stosowane przez bardziej sprawnych i majgcych wigksze
doswiadczenie w samodzielnym uczeniu si¢ czytelnikéw, z drugiej—
odskaniajg specyficzne trudnosci, bledy, blokady, cz¢sto zupeilng
nieudolno$¢ w interpretowaniu matematycznego tekstu oraz tego
przyczyny, ktére polegajg na nieopanowaniu pewnych technik, ko-
niecznych przy korzystaniu z naukowego tekstu oraz tkwig w sa-
mej matematyczne} materii i w ogélnym stylu przekazywania mate-
matycznej informacji.

Badania diagnostyczne maja réwniez na celu ujawnienie, jakag
role dla uczacego sie peilnis rézne elementy matematycznego jezy-—
ka /werbalne, symboliczne, ikoniczne/., W szczegdlnosci brak jest
badan na temat funkcji koloru, tak bardzo eksponowanego W nowo-
czesnych szkolnych podre¢cznikach, jako istotnego elementu jezyka
matematyki szkolnej, takze w roli reprezentacji ikonicznej. Ten
ostatni przyklad ilustruje pewna prawidlowosé w stosunku teore~
tyeznych projektéw i praktyki dydaktycznej do badan empiryecznych.
Wprowadzenie koloru, jako elementu je¢zyka matematyki szkolnej,
Jest rezultatem inwencji dydaktycznej; pomysl zostat entuzjas-—
tycznie przyjety przez praktyke szkolng i szeroko upowszechnio-
ny. Ale brak jest zardéwno analiz teoretycznych, jak i badai em-
pirycznych, ktére ujawnilyby rézne funkcje koloru w rozumieniu,
interpretacji i wykorzystaniu w zastosowaniach informacji prze-
kazane] przez tekst., Ta wiedza jest za$ konieczna dla racjonal-
nego dydaktycznego "gospodarowania" kolorem w matematycznym tek-
Scie przeznaczonym dla ucznia. Jak dotgd jest to oparte tylko
na intuicjach pedagogicznych, potrzebna jest jednak ich weryfi-
kacja empiryczna,

Pewne badania diagnostyczne zarysowalty istnienie zaleznos-
¢l rozumienia matematycznego tekstu slownego od jego gramatycz-
nej formy /np. twierdzenie sformulowane w formie "czynnos$ciowej",
orzekajacej, warunkowej/, etapy 1 poziomy rozumienia tekstu itp.
Wszystko to znajduje sie jednak dopiero w poczgtkowym stadium i
nie moze jeszcze stanowié podstawy do istotnych uogélnien.
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3. Prace o charakterze normatyw-
n y m: formulowanie zasad "dobrej roboty”i techniki korzystania
z matematycznego tekstu, opracowanie metodyki nauczania tych
technik na réznych poziomach ksztalcenia, weryfikacja empiryczna
skutecznosci takiej metodyki; wnioski dotyczace redagowania tek-
stéw w matematycznych podrecznikach dla réznych pozioméw ksztalce-
nia. ;

Przedstawilam jako przykiad tylko zarys kompleksowego zagad-
nienia, ktére moze i powinno by¢ badane przez podejmowanie kon-~
kretnych prac dotyczacych dobrze okreslonych szczegétowych, jasno
sformutowanych probleméw czgstkowych. Przykiad ten ilustruje spe-
cyficzng dla dydaktyki matematykil integracje¢ metod: teoretyczna
analiza "surowca'" matematycznego, kliniczne obserwacje indywidu-
alne i n v iv o aktywnoscl uczacych si¢, badania masowe te-
g0 procesu za pomoca rozwigzywania przez ucznidw zadan, w ktérych
trzeba stosowaé¢ informacje zdobyte dzieki lekturze lub badania ro-
zumienia tekstu za pomoca testéw /przetwarzanie informacji, for--
mulowanie tresci w innej postaci itp./. Wreszcie eksperyment
systematycznego uczenia technik czytania, interpretowania i ko-
rzystania z tekstu matematycznego, zardwno konwencjonalnego, jak
i wyraZnie nastawionego na sterowanie procesem uczenia sie,

Uczenie si¢ matematyki jest uczeniem si¢ tez pewnego jezy-
ka. Kompleks zagadnien opisany poprzednio, odnosil sie¢ do zdo-
bywania informacji przekazywanej przez matematyczny tekst. Ale
uczgcy sie¢ matematyki uczg sie nie tylko rozumienia jej Jezyka,
ale tez "méwienia" tym jezykiem., Wiadomo juz z praktyki naucza-
nia, jakie negatywne konsekwencje przynosi zbyt wczesne rygorys-—
tyczne zmuszanie dziecka do precyzji w wypowiadaniu wiasnych mate-
matycznych my$li. Badanie naturalnego jezyka matematycznego dzie-—
ci klas poczgtkowych i takze naturalnego, spontanicznego przetwa-
rzania si¢ tego jezyka w procesie komunikowania sig z innymi, reje-
stracja i analiza uparcie powtarzajgcych sie niescistoscl pewnego
typu /miedzy innymi typu logicznego/ u uczniéw starszych i préb
dotarcia do ich przyczyn /jezykowych lub pojeciowych/, charakte-
rystyka pozioméw scistosci dostepnych uczniom w réznym wieku itp.
- ta cala dziedzina probleméw oiggle jeszcze pozostaje otwarta
dla badan dydaktyki matematyki, waznyoch nie tylko dla teorii ucze-
nia si¢ i nauczania matematyki, ale bezposrednio takze dla prakty-
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ki szkolnej.

W centrum uwagi dydaktykow znajduje sie¢ uczenie si¢ matema-
tycznych pojeé, szczegélnie skomplikowane ze wzgl¢du na ich spe-~
cyfike., Elementarne pojecla matematyczne rozwijaja sie w poczagt-
kowym stadium przez idealizacje¢, schematyzacj¢ i interioryzacje
konkretnych doswiadczen dziecka w otaczajgcej go rzeczywistosci,
Ale akt abstrakcji prowadzi do szczegblnej - nieznanej W innych
przedmiotach nauczania - autonomii i hierarchicznego narastania
tych pojeé,

Na przyklad pojecie kwadratu, boku i przekatnej kwadratu sg
dla ucznia nasycone obrazami i gi¢boko zinterioryzowanymi operacjami,

ktérych genezg sg czynnosci rysowania, konkretnego mierzenia, wyci-
nania z papieru, manipulowania materialtami strukturalnymi, przed-
miotami codziennego uzytku i innymi pomocami naukowymi. Sg wiegc
nasycone intensywnie tresciami empirycznymi i wyobrazeniami.
Odkrycie niewspéimiernosci przekatne]j kwadratu i jego boku wyno-
si te pojecia na zupeinie inny poziom; niewspdéimiernos$é przekgt—
nej 1 boku kwadratu jest bowiem faktem formalnym nie majacym
zadnego sensu empirycznego. Pojecie kwadratu tak bliskie codzien-
nemu doswiadczeniu dziecka zyskuje przez to odkrycie szczegdlng
autonomie¢., Okazuje sie¢, %Ze rozumowanie zmusza do zaakoeptowania
Jego niespodziewanych i nie bezposrednio intuicyjnych wiasnosci.
Ta akceptacja - to przejscie na wyzszy juz poziom rozumienia po-
Jecia kwadratu, na ktérym pierwotne intuicje wzbogacajg sie¢ dzie-
ki ich bardziej juz formalnemu ujeciu. To samo dotyczy twierdzen
1 metod matematycznych. RézZne oiynniki decydujq o przechodzeniu
%z jednego poziomu na drugi, mie¢dzy innymi konflikty pojeciowe,
sprzecznos$ci, refleksja nad wiasnymi czynnoséciami wykonywanymi na
nizszym poziomie, préby przekazania innym ujetych na nizszym po-
ziomie matematycznych tresci przez opis obiektéw, relacji, ope-
racji, dostrzezenie analogii dwéch réznych sytuacji / na przy-
ktad gier/ i reprezentacja ich wspbélnego schematu itp.

Istniejace juz pewne teorie kolejnych pozioméw uczenia sie
matematycznych struktur odnosza si¢ do szczegélnych rodzajéw po-
Jeé lub do szozegélnych sytuac)i dydaktycznych., Dydaktyka mate-
matyki stawia sobie za zadanie wypracowanie metod obserwacji umo-
zliwiajgcych ujawnienie tych "skokdéw" w procesie uczenia sie ste-
rowanym przez nauczyoiela w normalnych warunkach pracy z uczniami
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w klasie,

Jeszcze jestesmy w duzej mierze bezradni wobec tego typu
probleméw, nie umiemy uchwycié istotnych mechanizméw prowadzaoych
do takich "skokéw". Obserwuje sie na przyktad, e w jednym przy-
padku ujecle pewnego pojecia matematycznego jest uwarunkowane
analizq i synteza na tle wielu réznych sytuacji, w innym wystar-
cza jeden przykiad paradygmatyczny. Nasza wiedza dotyczgca pra—-
widiowoscl tyoh proceséw jest jeszoze niewielka. Niewiele nam
pomagaja tez ogélne teorie psychologioczne, poniewaz te rézne sy-
tuacje s8g $cisle zwigzane z jednej strony z matematyczng materia,
z typem pojeé, z kontekstem, w ktérym wystepujg itp., z drugie)
za$ z indywidualnymi cechami wyobrazZmni i myslenia uczacego sie.

W oytowanym poprzednio raporcie amerykatiskim zwraca sie uwa-
ge na to, Ze istnieja duze réznice w zdolnosci do "myslenia
przestrzennego® i "myslenia algebraicznego" u réznych uoznidw,
co ujawniajg pewne obserwacje oraz sugerujg takze znane fakty do-
tyczgce twérczosoi wybitnych matematykéw, Raport podkreasla potrze-
be prowadzenia badan na ten temat, ktére moglyby rzucié takze
dwiatlo na réznice w procesie uczenia sle matematyki przez réznych
ucznidéw, na przyczyny indywidualnych trudnosci, do ktérych ozesto
w praktyce nauczania nie umiemy dotrzed,

Na poznanie specyfiki procesu uczenia si¢ matematyki wiele
éwiatla rzucajg - jakby od negatywnej strony - badania bledéw
uczniowskich. Rejestracja, statystyozna i jakosciowa analiza oraz
kategoryzacja bleddéw, stanowig niezwykle cenne Zrédio unformacji W
tej dziedzinie. Bigd moze wprawdzie byé rezultatem tylko nieporozu-
mienia, chwilowej nieuwagi, zapomnienia itp., ale bardzo ozesto
sygnalizuje istotng trudno$é lub nieprawidiowosé w procesie ucze-
nia sie¢, moggog prowadzié do powaznej blokady w matematyoznym
my$leniu ucznia. Ujawnienie i identyfikacja charakteru i przyczyn
takich blokad -~ to takze caly kompleks zagadnien istotnych dla
dydaktyki matematyki.

Specyfika procesu uozenia si¢ matematykl wynika takze ze
szozeg6lnego w tym przypadku stosunku ujmowania p o j ¢ c 1 o w e~
20 1 ujmowania algorytmicznego tresoci matema-
tyoznych. Zaréwno przedwczesna algorytmizacja, jJak 1 brak sprawnoé-
ol algorytmicznyoch megg prowadzié do blokady w procesie uczenia
si¢ matematyki, W plerwszym przypadku wyeliminowanie znaczenia na
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rzecz automatyzméw uniemozliwia dalszy rozwéj pojeé, rozumie-
nie twierdzen i ich stosowanie ze wzgledu na hierarchioczng stru-
kture matematycznych tresci, w ktérej usuniecie jednej cegielki
rozumienia moze jg calkowicie zdezorganizowaé, W drugim przypad-
ku brak pewnych technik réwniez utrudnia posuwanie sie¢ naprzéd,
Poszukiwanie optymalnych rozwiazan dydaktycznyoh jest problemem
teorii i praktyki nauczania, ale poznanie roli elementéw jakos-
ciowo=pojeciowych z jednej strony oraz algorytmicznych z drugiej
w procesie uczenia sie jest nieodzowne jako podstawa tych poszu~-
kiwan, :

Interesujgce badania wigza sie¢ z indywidualnymi, zréznico-
wanymi postawami ucenidéw wobec matematycznych probleméw, z wply-
wem kontekstu, w ktérym zadanie zostalo sformulowane, na stopien
jego subiektywnie odczuwanej przez ucznia trudnosci i sposéb je~
go rozwigzywania, z niebezpiecznym eliminowaniem przez przyswo-
jone schematy tego, co nazywamy wgladem w matematyczny sens prob-
lemu 1 jego rozwigzywania, ze zjawiskiem "przetrenowania", 2z
rozwojem heurystycznej aktywnosoci uczgcego sie, itp.

Wazne pytania dotycza uczenia sie formalnych elementéw ma-
tematycznej metody: Jak rozwija sie¢ poprzez kolejne etapy pojecie
matematycznego dowodu i jego zwigzku z twierdzeniem poczawszy od
naturalnego argumentowania i przekonywania do rozumienia sensu
logicznej dedukcji ? Jak rozwija sie poprzez kolejne etapy poje~
cie definicji od naturalnego wyjasniania i swobodnego opisu
obiektu lub czynnosci do rozumienia roli definicji w matematycz-
nej teorii ? Na jakim poziomie nauczania ten ostatni etap jest
osiggalny ? Badania ujawniajg w tej dziedzinie istotne nieporo-
zumienia u wigkszoéci uczniéw konczacych szkole sSrednia. Jaks
role w ksztattowaniu tych pojelé odgrywa ﬁczenie sie¢ matematyki w
zespole, dyskusja, przekazywanie innym wlasnych pomysiéw, watpli-
woscl, krytyka wypowiedzi kolegéw itp. ?

Bardzo szeroka i nielatwa problematyka wiaze sie¢ z badaniem
motywacji, zainteresowan, uzdolnien matematycznych, réznic w spo-
sobie i tempie uczenia sie¢ w zaleznosci od tych czynnikéw. Samo
pPojecie zainteresowania matematykg wymaga bliZszego sprecyzowania
i pewnej kategoryzacji na podstawie obserwacji tego, czym w
szczegdlnosci uczacy si¢ interesujg. Niellczne jeszcze sondaze
ujawniajg w tej dziedzinie zasadnicze réznice u rdéznych "zainte-



48 Zofia Krygowska

resowanych" matematyks /lub tylko jej fragmentami/ w mniemaniu
uczniéw lub nauczycieli. Inny sens ma to pojecie, gdy je rozwaza~
my w stosunku do dziecka w klasach poczgtkowych, inny u ucznia
konczgacego szkole srednig, bardziej juz swiadomego, czym jest ma-
tematyka, choé 1 tu mozna zaobserwowalé jeszcze wiele nieporozumien

W coraz szerszym zakresie prowadzi sie¢ badania na temat ucze-
nia si¢ przez uczniéw poszczegdlnych pojeé, struktur, strategii,
metod matematycznych itp. w toku paramatematycznych zabaw i gier.
Istniejg juz pewne fragmenty teorii w tej dziedzinie /Dienes,

1970 a, 1970 b/, ale badania szczegélowe oswietlaja proces uczenia
sie matematyki w toku gry w coraz to nowych jego aspektach.

Naszkicowane tu przyktadowo zagadnienia oczywiscie nie wyczer-
puja problematyki zwigzanej z procesem uczenia si¢ matematyki; ta
problematyka jest stale otwarta, obserwacja ujawnia bowiem reakcje
ucznidéw czesto zupeinie niezrozumiale, pozornie "alogiczne", Na-
suwajg sig coraz to nowe, trudne pytania z takimi faktami zwigzane.
Jestesmy swiadomi, Ze nasza wiedza o hamulcach i stymulatorach w
procesie uczenia si¢ matematyki jest i bedzie zawsze tylko przybli-
Zona, tymczasowa, wymagajace cigglych wielostronnych weryfikaeji,
nie tylko uzupelnien, ale nawet istotnych zmian w interpretacji
obserwowanych faktéw,

Badania wynikéw nauczania metodami testowymi i ich wnikliwe
opracowania statystyczne sygnalizujg cz¢sto fakty alarmujace, ale
nie wyjasniajag ich genezy. W jednym z ostatnich badan sprawnosci
algebraicznych u amerykanskich uczniéw okazalo si¢ na przykiad,
ze zadanie "uprosé ulamek ﬁ— " rozwigzalo poprawnie 87% badanych,
natomiast tylko 36% tych samych badanych rozwigzalo poprawnie zadanié
"upro$é utamek fz " /Ekenston, 1979/, Oto fakt obiektywnie stwier-
dzony i oczywiscie nie przypadkowy. Jak go interpretowaé ? Jak
rozumowal uczel, postepujac W jednym przypadku poprawnie, w dru-
gim niepoprawnie ? Co jest przyczyng biedu ? To, co tylko sygnalizﬂ|
wynik testu, mozna probowaé wyjasnié w toku bezposredniej obserwa-
cji pracy ucznia rozwiazujacego takie zadanie, w toku rozméw z nim
wysluchania jego wyjasnien i przeprowadzenia wielu takich bezpo-
$rednich wywiaddéw, W praktyce szkolnej pomija si¢ to najczesciej.
Test informuje nauczyciela, %e wielu jego uczniéw nie radzj sobie
ze skracaniem utamka ﬁz » choé skracaja poprawnie ulamek %— .
Nauczyciel organizuje déwiczenia korekcyjne. Uczniowie przestaja
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/czasem tylko przez pewien czas/ popeiniaé takie biedy. Ale to
wcale jeszcze nie znaozy, Ze usunigto istotne nieperozumienie,
jezeli nie ujawniono, na czym ono polega. Moze ono mieé charak-
ter tak gieboko pojeciowy, tak ogélny, Ze pozostanie Zrédiem in-
nych biedéw pozornie nie majgcych nic wspélnego ze skracaniem
utamka.

Badania procesu uczenia sie¢ matematyki majg miedzy innymi na
celu docieranie do istoty takich nieporozumien, do istoty takich
trudnoséci oraz do ich przyczyn. D.Lunkenbein tak je charakteryzu-
Jje: "Badania w tej dziedzinie koncentrujg si¢ na uczgcym sie¢ w
toku rozwigzywania przez niego zadania lub wykonywania dwiczenia
matematycznego. Kluczem metodologicznym w tej dziedzinie jest
opracowanie dynamicznego i strukturalnego protokoiu, Jest to praca
opisowa i normatywna. Badania te majg na celu strukturyzacje i ka-
tegoryzacje matematycznych zachowan i procesu matematycznego mys-
lenia; usitujg wyja$nié mechanizm aktywnosci uczacego sie" /Lunken-
bein, 1978/.

Kazdemu dydaktykowi znane sg jednak ogromne trudnosci zwigzane
ze sporzgdzeniem tego, co Lunkenbein nazywa dynamicznym 1 struktu~
ralnym protokolem, Nie mniejsze trudnoseil nasuwa interpretacja ta-
kiej dokumentacji. Ale mimo slabosci naszych technik badawczych w
tej dziedzinie nie mozemy z tego rezygnowaé, Bez stalego, konsek-
wentnego przyblizZania si¢ do poznania procesu uczenia si¢ matema-
tyki, badania prowadzone w innych dziedzinach dydaktyki matematyki
bedg pozbawione istotnych elementdw w ich podstawach.

Wiedze o tym procesie zastepujg ciagle jeszcze w tych bada-
niach pedagogiczne intuicje, nauczycielska praktyka, wiasne mate-~
matyczne doswiadczenia, W pewnej mierze ogélne teorie psychologicz-
ne i psychopedagogiczne. Ale to wszystko jest zawodne i niewystar-
czajgce. W praktyce szkolnej uznaje sie¢, ze uczen "nie mysli“, bo
méwi lub pisze "byle co", podczas gdy, co ujawniajg /ciagle jeszcze
nieliczne lub zbyt powierzchowne/ sondaze, to "byle co" wcale nie
musi byé jednoznaczne z bezmys$lnoécia, ale moze mieé glebokie uza-
sadnienie /konflikt pojeciowy, trwale wadliwe skojarzenia, identy-
fikowanie cech reprezentacji symbolicznej lub ikonicznej z wtasnos-
clami reprezentowanego obiektu, falszywa sugestia nazwy, symbolu
itp./

Znajomo$é tych réznych uwarunkowan myslenia, wyobrazni, intui-
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cji uczgcege sig¢ i ich mozliwych skutkéw w matematycznej aktyw-
nosci w konkretnych sytuacjach jest bardzo wazna dla praktyki,
szkolnej. Reakcja nauczyciela na pozornie nonsensowns postawe
ucznia zalezy bowiem w duzej mierze od tego, co on pod tym non-
sensem potrafi dostrzec. Teoria dydaktyczna powinna szukaé s$rod-
kéw 1 metod docierania do istoty rzeczy w takich przypadkach.

H.Freudenthal stusznie podkresla ogromne znaczenie takich
sygnaléw 1 koniecznos$é prowadzenia wnikliwych badar ogélnych
probleméw uczenia si¢ matematyki w tego rodzaju szezegdélnych, ale
naturalnych sytuacjach, traktowanych paradygmatycznie.

Rosnie zainteresowanie problemami uczenia si¢ arytmetyki
przez ucznidéw klas poczgtkowych, nie tylko dlatego, ze to, co
uczniowie z nauki w tych klasach w zakresie matematyki wyniosg,
decyduje o ich dalszych "matematycznych losach", ale takze dla-
tego, ze w procesie uczenia si¢ arytmetyki dostrzega si¢ paradyg-
mat dla procesu uczenia sie¢ matematyki w ogdle, Wiedza bowiem o
uczeniu sie tak fundamentalnych dla matematyki struktur liczbo-
wych ma znacpenie ogdlniejsze, wykraczajgce daleko poza granice
samej arytmetyki. Wiele wapbéiczesnych prac badawczych skoncentro-
wanych na waskich problemach prowadzi si¢ wlasnie w tej dziedzinie.

Obserwujemy dzis w dydaktyce matematyki na swiecie zwrot w
kierunku takich podstawowych badan na réznych poziomach ksztalce-
nia. Obserwujemy ten zwrot takze tam, gdzie dominowaty i dominu-
Jg jeszcze metody rozwijane 1 stosowane w duchu behawioryzmu.
Wielu waznych zagadnien nie podejmowano, poniewaz nie mozna ich
byio formulowaé w standardowy, uznawany za jedynie naukowy sposéb
i bada¢ metodami uznawanymi za jedynie obiektywne.

Amerykanski dydaktyk matematyki J.Kilpatrick oceniajac doro-
bek osiggniety w tej dziedzinie w ostatnich latach’; Stanach Zjed-
noczonych i poréwnujgc stosowang tam metodologie badan z metodami
stosowanymi przez dydaktykéw i psychodydaktykdéw radzieckich, za-
uwazat "Radzieccy badacze traktuja sceptycznie przydatnosé pisem~
nych testéw jako Zrédia informacji o umiejetnosciach ucznidéw, Wyzej
cenig wywiad, dokladniej méwigc, sekwencje wywiadéw prowadzonych
w diuzszym okresie i nie majg nic przeciw temu, aby prowadzacy ba-
dania w ramach wywiadu nauczal w tym celu, by méc zaobserwowaé,
czy 1 jak zmienia sie rozumienie u ucznia. Powinnisémy sie chyba za-
stanowié nad tym, czy nasze faworyzowanie obiektywnych testéw nie
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zamyka nam waznych drég badan" /Kilpatrick, 1978, str. 284/.

Formulujac ostateczne wnioski z analizy badan nad procesem
uczenia si¢ matematyki prowadzonych w Stanach Zjednoczonych Kil-
patrick pisze:" 1, Trzeba stwierdzié, ze od dluzszego czasu w tej
dziedzinie rozwija si¢ szeroka aktywno$é, przy czym punkt ciez—
kos$ci przypada na badania dotyczace uczenia sie¢ pojeé. 2. Badacze
starajg sie w wickszej mierze niz dawniej opieraé swe prace na
teoretycznych podstawach, przy czym teorie Brunera i Gagnego sg
przez nich uprzywilejowane. 3. Przewazajg kontrolowane, labora-
toryjne badania, ale ujawnia si¢ juz tendencja do badania uczenia
sie¢ w warunkach szkolnych i prace radzieckie w tym kierunku mogg
stuzyé jako wskazania do dalszych prac badaweczych" /ibidem, str,
284/.

Charakteryzujac te dziedzine probleméw, podkreslalam kilka~-
krotnie, ze wiedza, ktdérg chcemy zdobyé przez ich rozwigzywanie,
bedzie zawsze tylko tymczasowa, fragmentaryczna, wymagajaca stale
uzupeinien i zmian w interpretacji faktéw. Rejestracja tych faktdw,
ich opis i ich kategoryzacja wedlug wyraZnie formutowanych kryte-
riéw- to obiektywna baza tej wiedzy., W dydaktyce matematyki prdébu-
Je si¢ na tejl podstawie konstruowaé fragmenty teorii procesu ucze-
nia sie matematyki, teorii majgcej w tym fragmencie znaczenie
wprawdzie tylko hipotetycznego wyjasnienia zarejestrowanych faktdw,
ale ktéra sta¢ sie¢ moze podstawsg do formulowania pewnych normatyw-
nych hipotez dotyczquch sterowania aktywnos$cig uczgcego si¢ mate-
matyki, Te hipotezy z kolei mogg byé poddawane empirycznej weryfi-
kacji w normalnych warunkach szkolnych. Bez stalego pogiebiania,
weryfikowania, korygowania naszej wiedzy o procesie uczenia sig¢
matematyki, brak jest racjonalnych podstaw do normatywnej funkcji
dydaktyki matematyki, konkretyzowanej w tak zwanych metodykach na-
Uczania matematyki.

5. PROCES NAUCZANIA

Przez nauczanie rozumiemy organizowanie procesu uczenia sie¢ we
wszystkich jego nurtach, sterowanie tym procesem W kierunku osig~
gania okreslonych celéw, kontrolowanie i ocen¢ jego wynikéw., System
Uozenie sie-nauczanie jest /zgodnie z terminologig cybernetyoczng/
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otwartym systemem cybernetycznym. Wydzielajgc sztucznie z nurtu
uczenie sie-nauczanie proces uczenia si¢ matematyki, koncentrova-
l1iémy poprzednio naszgq uwage na uczniu, jego reakecjach, zachowa-
niach, trudnodciach, etapach rozwoju jego matematycznej my$11i itp.
Wydzielajac, réwniez sztucznie z tego nurtu proces nauczania,
chcemy skierowaé tez naszgq uwage na dziatalno$é¢ nauczyciela w
.Jego kontaktach z uczniem, grupa uczniéw, calg klasg. Badanie pro-
cesu nauczania ma na celu - miedzy innymi - to, co niektdérzy
dydaktyocy nazywajg "racjonalizacjg interwencji nauczyciela w pro-
ces uozenia sie" /Lunkenbein, 1979/.

G.Polya twierdzi wprawdzie, 2e nauczanie jest sztuka /Polya,
1975, str. 292/, ale sztuka ma tez swoja teori¢ i technike, Polye
w swoioh przeniknig¢tych gieboko ideami dydaktycznymi, powszechnie
znanych ksigzkach wyrainie stawia sobie za jeden z celéw analize
i kategoryzacje heurystycznych postaw i zabiegéw efektywnych w
toku rozwigzywania probleméw { tym samym, w pewnej mierze, racjo-
nalizacje¢ takich postaw i zablegdéw oraz posrednio "racjonalizacje
interwencji nauczyciela", uczgcego swych uczniéw rozwigzywania
matematycznych zadar, Zatem takze G.Polya uznaje, %e nauczanie
Jest wprawdzie sztukyq, ale moze byé przedmiotem teorii i 2e upra-
wiania tej sztuki moina i trzeba sie uczyé.

Dydaktycy matematyki odwolujg sie czesto do réznych ogélnych
systeméw zasad nauczania oraz do réznyoch ogélnych modeli procesu
nauczania lub konstruujg sami wlasne takie systemy i wlasne takie
modele. Najozesciej sa to prace ozysto teoretyczne, oparte na te-
oriach psychologicznych 1 psychopedagogicznych i na analizie ma-
tematyoznego kontekstu /matematyka jako produkt, matematyka jako
aktywno$é, matematyka w jej historycznym rozwoju/.

Istotng role w tych koncepcjach odgrywa klasyczna, choé roz-
majcie formulowana zasada aktywnego i $wiadomego udzialu ucznia ¥
procesie nauczania, Teoretyczne i empiryczne prace poswieca sieg
wige w duz2ej mierze poszukiwaniu takiego ujecia matematycznych tré-
sci, takich metod i $rodkdéw nauczania, aby te zasade¢ mozna byilo
skutecznie realizowac, Wymaga to oczywiscie dostosowania tego wWsZy-
stkiego do kolejnych faz rozwoju intelektualnego ucznia oraz pod-
stawowej wiedzy o procesie uczenia si¢ matematykli,

W zwigzku z tym pozostaje opracowywanie teoretycznych projek-
téw dydaktycznych dotyczacych tresci, metod i $rodkéw nauczania
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matematyki, o czym juz méwilam w czescli 3.2, Te projekty majg
rézny charakter: tylko konstrukcja matematyoznej tresci lub takze
propozycja dotyczgca tresci i jej struktury, ale uzupelniona pla-
nem jej dydaktycznej realizacji /metody, s$rodki, podreczniki,
teksty sterujgce pracg ucznia itp./ 1lub projekt oryginalnej po-
mocy naukowej z analizg jego matematycznej) struktury i propozycje
sposobu wykorzystania 1itp.

Badania empiryczne rozwijajgq sie w kilku kierunkach i sg pro-
wadzone réznymi metodami, Miedzy innymi zauwaza sie¢ tendencje do
organizowania badan majgcych na celu poznanie, analize i mozliwie
obiektywny opis w pewnyoh teoretycznych kategoriach rzeczywistego
procesu nauczania matematyki, obserwowanego in v ivo W naturalnych
warunkach w szkole z punktu widzenia wyrainie okresflonych proble-
méw /na przyklad sposoby wprowadzania okre$lonego pojecla, sposoby
kontroli rozumienia tekstu twierdzenia, formy organizowania zes-
potowego poszukiwania dowodu twierdzenia 1lub rozwigzania zadania
itp./. Dydaktyka matematyki interesujq przede wszystkim w takich
sytuacjach reakcje na styku nauczyciel-uczen.

Te badania wzbogacajg teorie dydaktyczng w jej réznych aspek-
tach, Przede wszystkim ujawniajg istotne, sensowne problemy, kté-
rymi dydaktyka matematyki powinna sie zajmowaé. To jest bardzo
wazne dla rozwoju tej dyscypliny, ktéra - ze wzgledu na jej krdét-
ka jeszcze tradycje - musi sie pilnie strzec przed podejmowaniem
probleméw, ktérych pozornosé i jatowodé kryje sie niejednokrot-
nie pod pseudonaukowym zargonem. Takie niebezpieczernstwo juz sie
zarysowuje.

Badanie rzeczywistego procesu nauczanlia wzbogaca)g takze dy-
daktyke matematyki pojeciowo, poniewaz zardéwno przygotowanie ob-
serwacji, jak 1 opracowanie uzyskanej dokumentacji wymaga pewnych
ustalen dotyczgcych kategorii, w ktérych wyraza sie plan badania
1 wyniki analizy, przy czym w rezultacie analizy pojawiajgq sie
czesto kategorie nowe, rézne od wstepnie ustalonych. Nie mozna
rozwijaé teorii bez tworzenia specyficznych dla niej pojeé., Dyda-
ktyka matematyki jako dyscyplina w poczatkowym etapie swego roz-
woju nie jest jeszcze w tym zakresie bogata; jej pojecia rodzg sie¢
i precyzujg stopniowo w toku badarn, miedzy innymi takze w toku
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obserwacji procesu nauczania i analizy uzyskanego W ten sposéb
materiailu,

Obserwacja procesu nauczania matematyki w normalnych warun-
kach azkdlnyoh ujawnia réwniez bledy dydaktyczne bedace Zrdédiem
tak szozegélnie niebezplecznych 1 cz¢stych w toku uczenia sie¢ ma-
tematyki podstawowych nieporozumien pojeciowych., Z drugiej strony
umozliwia wykorzystanie doséwiadczenia nauczycieli, ktérzy w prak-
tyce we waspéipracy z uczniami znajdujgq niejednokrotnie rozwiagza-
nia trudnych probleméw, zaslugujace na ich rozwazenie w dydakty-
oznej teorii,

Dla dydaktyki matematyki jest to rzeczywistofé, ktéra trzeba
poznawaé w coraz to nowych jej) aspektach, Szukaé tez trzeba efek-
tywnych technik obserwacji, dokumentacji i metod analizy, niezbed-
nych dla pogitebiania 1 poszerzania tej wiedzy. Charakterystyozny
zwrot w tym kierunku obserwuje si¢ w Stanach Zjednoczonych. Po
nieudanych i jatowych prébach konstruowania teoretycznych modeli
nauczania matematyki przez specyfikacje ogdélnych modeli dydakty-
oznych, wystepuje wyrazna tendencja do rozpoczecia takich prac od
podstawowych badan skoncentrowanych na tym, co si¢ dzieje rzeosy-
wigcie w praktyce nauczania matematyki /Kilpatrick, 1978, str.
274-280/,

Inny charakter majg badania prowadzone w celu empirycznej
werytftikaoji projektu dydaktycznego., Pewne problemy wy-
magajq zbadania wartofci i wad takiej teoretyczne) propozycji z
ré2znych punktéw widzenia: dostgpnosé proponowanego ujecia dla ucs
niéw na danym poziomie nauczania, czas potrzebny na jego realiza-
cje¢, moz2liwoéé jego integrac)i w catoéé programu, mozliwosci jakie
otwiera dla aktywizacji matematycznej ucznia, dla zastosowan, dla
korelacji z innymi przedmiotami nauczania, trudnosci, jakie si¢ 3
nim wiaza dla naucszyciela itp., Wstepna weryfikacja prowadzi cz¢sto
do korekty pierwotnego projektu i1 do ponownej préby w szerszej 1
bardziej reprezentatywnej populacji uczniéw i naucszyocieli,

Takie wielostopniowe badania, w duzej skali, sq konieczne tas,
gdzie projekt dydaktyczny ma stanowié podstawe dla catosciowe) lud
fragmentarycznej reformy programdéw szkolnych i gdzie takg reform¢
racjonalnie sie¢ przygotowuje /przyktadem moze tu byé ostatnia re-
forma nauczania matematyki w Wegierskiej Republice Ludowej/.
Weryfikacja projektu dydaktycznego /niezaleinie od jego zasiegu/
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opliera si¢ na zréznicowanej dokumentacji: testy wiadomosci i umie-
jetnosci, protokoly z konsekwentnej obserwacji procesu nauczania-

uozenia sie¢, protokoly z indywidualnych obserwacji uczniéw w toku

ich pracy, sprawdziany w postaci zadarn, ktérych rozwigzania anali-
zuje si¢ nie tylko ze wzgledu na poprawnos$é rozwigzania, ale takze
bardzo wnikliwie ze wzgledu na sposdb rozwigzania itp.

Inny typ badan empirycznych podejmuje sie w celu por 6 w -
nania dydaktycznej efektywnosci projektéw alternatywnych 1lub
poréwnania dydaktycznej efektywnosci danego projektu z dydaktyczng
efektywnodcig powszechnej praktyki /nauczanie tradycyjne, konwen—
cjonalne/. Efektywnoséé dydaktyczna projektu moze byé oceniana tyl-—
ko ze wzgledu na sciste, szczegbélowo okreslone cele, ktére projekt
ma realizowaé¢. Nie ma bowiem w nauczaniu rozwigqzan globalnie opty-
malnych, Na przykiad, poréwnuje sie sprawno$é¢ rachunkowa uczniéw
klas poczatkowych uczonych wedlug zmodernizowanych programéw ze
sprawnos$cig rachunkowa ucznidw klas poczatkowych uczonych wedlug
programéw w tradycyjnych, a nie "w ogéle"” wyniki nauczania zmoder-
nizowanego z wynikami nauczania tradycyjnego /Bauersfeld, 1973,
str, 27-35/.

Sg to badania bardzo trudne /jezeli majg byé rzetelne/ ze
wzgledu na mnogo$é parametréw, od ktérych zalezy proces nauczania-
uczenia si¢ i, co wiecej, z ktérych tylko niewielkg cze¢$é umiemy
ujawnié 1 e xplicite precyzowaé. W uogélnianiu wnioskéw
Zz takich badan trzeba wiec zachowaé ogromng ostroznos$é. W wielu
przypadkach wnioski te mozna traktowaé tylko jako "wzmocnione hi-
potezy" albo jako "dowody istnienia: w warunkach eksperymentu
uzyskano takie oto wyniki, okazato sie,ze dany projekt dydaktycz-
ny mozna bylo na danym poziomie zrealizowaé, e jedna koncepcja
przynioslta w tym a tym zakresie lepsze rezultaty niz inne 1itp.
Bardzo doktadna i gleboka krytyczna analiza tych warunkéw jest
istotng czesécig pracy badawczej, cze¢sto jednak zaniedbang. Pozor-
no$é¢ dydaktycznej "optymalizacji", zakamuflowanej przez imponuja-
cy aparat statystyczny i pseudonaukowy czesto zargon, jest dzif
bardze ostro krytykowana /Freudenthal, 1973, 1978; Bauersfeld,
1980/, Parafrazujgqc ironiczne wyrazenie Freudenthala moina o te-
go rodzaju pracach powiedzieé, Ze reprezentujg one "kgiegowosé w
dydaktyce matematyki”.
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W krajach, gdzie empiryczne badania w dziedzinie dydaktyki
matematykl rozwinely si¢ juz tak, ze méwi sie o "zalewie" dydak-
tyki matematyki takimi pracami i gdzie metody testowo-gstatystycz-
ne od dluzszego czasu uznaje si¢ za jedyne kryterium "naukowosci®
w tej dziedzinie, obserwujemy odwrét w kierunku poszukiwania in-
nych metod umozliwiajqcych lepszy wglad w procesy uczenia sig¢ 1
nauczania matematyki oraz prowadzgoych do takich rezultatéw ba-
dan, ktére mozna w bezposredniej lub posredniej postaci zastoso-
waé w praktyce szkolnej.

Kwestionuje sie¢ sens poslugiwania si¢ wyrafinowanymi $rodka-
mi statystycznymi, Cytowany juz poprzednio amerykanski dydaktyk -
J.Kilpatrick - stwierdza: "Fascynacja, ktéra wywierajg na badaczy
takie metody, jak analiza kowarlanoji, zdaje sie¢ zanikaé w miareg
Jak uéwiadamiajgq sobie oni, ze ich dane nie czynig zados$é zalto-
2eniom modeli" /Kilpatrick, 1978, str, 286/.

Chodzi o zachowanie sensowne]) relacji mi¢dzy zastosowans apa-
raturg badawczq a wagsq problemu i znaczeniem rezultatéw badan dla
teorii i praktyki nauczania matematyki oraz o wyeliminowanie pozo-
réw obiektywnoséci w przypadku, gdy warunki eksperymentu nie czynia
zado$é zalozeniom okreglonym przez metode. Chodzi takze o to, e
przenoszenie bezkrytyczne metod stosowanych w naukach przyrodni-
otych do dydaktyki matematyki i stosowanie ich w badaniach proce-
séw uczenia si¢ i nauvczania matematyki okazalo sie zawodne.
F.Bauersfeld méwi nawet o pewnym skrzywieniu rozwoju dydaktyki ma-
tematyki, spowodowanym przez kre¢powanie autordéw prac sztywnymi
przepisami dotyozacymi tego, co jest "metodologicznie dopuszczalne"
i hamowanie "metodologicznych heretyk6w" w poszukiwaniu innych
drég docierania do rzeczywistosci tych proceséw /Bauersfeld, 1980/.

W Polsce mamy jeszcze malo publikacji z badan opartych na me-
todach empirycznych w dydaktyce matematyki, "Zalew" typu an;rykaﬁ-
skiego nam jeszcze nie grozi. Trzeba jednak od samego poczgtku
unikaé bledéw ujawnionych w do$éwiadczeniach innych, Trzeba od po-
czatku szukaé metod wlasciwych dla specyfiki zjawisk bez ulegania
fascynacji metodami innych dyscyplin.

Problematyka zwiazana z nauczaniem matematyki jest tak bogata
1 zréznicowana, 2e nie prébuje¢ jej tu nawet w zarysie omawiaé: ma-
tematyczne testy, egzaminy, kontrola i ocena postepéw ucznia, in-
dywidualizaocoja nauczania w grupach heterogenicznych, nowe zagadnie-
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nia zwigzane z udostepnieniem uczniom nowoczesnych minikalkulato-
réw, problem zastosowan matematyki w nauczaniu na réznych pozio-
mach, nauczanie programowane lub oparte na innych tekstach steruja-
cych pracgqg ucznia, problem integracjl metod nauczania, modele 1
rola podrecznika matematyki na réznych poziomach ksztalcenia, $rod-
ki techniczne, materiaty strukturalne itp. - to wszystko jest jesz-
cze szeroko otwarte dla badarn w dydaktyce matematyki.

Inng dziedzine stanowia pierwsze préby teoretycznego modelo-
wania procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki z uwzglednieniem
teoril informacji, cybernetyki, lingwistyki 1 informatyki,

Na rdéznych poziomach wiekowych ksztalcenia matematycznego po-
Jawiajg sie¢ podobne problemy, jednak ich rozwigzania sg rézne,

Stqd méwi sie¢ o dydaktyce matematyki w ksztalceniu dorosiych, o
dydaktyce matematyki szkoly wyzszej, o dydaktyce matematyki w szko-
tach specjalnych /niedawno rozpoczeto badania na ten temat/ itp.
Szczegdlnie wazne i trudne problemy wigzg sie¢ z podstawowym i per-
manentnym ksztatceniem nauczycieli matematyki. Poniewaz dydaktyka
matematyki jest jednym z przedmiotéw takich studiéw, mozna méwié

o "dydaktyce dydaktyki matematyki"”.

Liczba publikacji zwigzanych z problemami nauczania 1 uczenia
8i¢ matematyki wzrosla w ostatnim dziesiecioleciu i wzrasta nadal
na swiecie w takim tempie 1 sg one tak zréznicowane ze wzgledu na
i¢ch cele, na czytelnikéw, do ktérych sgq adresowane, na ich poziom,
charakter naukowy lub popularny itp., 2e systematyczne s$ledzenie
tej literatury i wydzielenie z niej tego, co moze mieé wartosé dla
rozwoju dydaktyki matematyki jako dyscypliny naukowej, wymaga pracy
zespolowej 1 nie jest juz dzis mozliwe dla indywidualnie pracujg~
cego dydaktyka matematyki,

Odczuwa si¢ pilng potrzebe czesciowych choéby syntez w postaci
monograficznych opracowari rezultatéw zakoriczonych juz badan. Nie
Jest to latwe, bo jak zauwala J.Kilpatrick, odwolujgc si¢ przede
wazystkim do doswiadczen amerykarnskich: "Nie mamy jeszcze uzytecz-
nego systemu kategoryzacji badarn, nie méwigc juz o mozliwosci wbu-
dowania ich w jakgkolwiek strukture., Jezeli uporzgdkowanie jest
podstawg zapamie¢tywania, to mozemy slusznie twierdzié, ze w dziedzi-
nie badan z dydaktyki matematyki brak nam kolektywnej pemieci”
/Kilpatrick, 1978, str, 271/. Bez "kolektywnej pamieci" za$ nie moz-
na rozwijaé teorii, ktérej celem jest - miedzy innymi - poszuki-



58 Zofia Krygowska

wanie sensownych interpretacji dla poznawanych indywidualnych
zjawisk,

Krytyozna dyskusja nad stanem dydaktyki matematyki jest swia-
dectwem przechodzenia tej dyscypliny na wyzszy poziom jej rozwoju,
Istnieje juz bogaty materiat do analiz, diagnoz i1 prognoz w te}
dziedzinie,
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MAIN PROBLEMS AND TRENDS OF RESEARCH IN CONTEMPORARY DIDACTICS OF
MATHEMATICS

Summary

After having discussed various opinions on the didactics of
mathematics, the authoress defines this discipline as an
autonomous though interdisciplinary field of research the problems
whioch comprise both learning and teaching mathematics. Next,
the authoress presents four main trends of this research, namely:
/1/ the overall goals and the objectives for mathematical
education /the taxonomies, the operalization/, /i1i/ the research
on the border of mathematics and its didactics /the analysis of
mathematioal material and mathematical methods, the elementariza-
tion and the didactic project, the contents of teaching and their
structure/, /111/ the process of learning mathematics /the activity
of a 1learner, examples of problems: learning the language of
mathematics, the role of a mathematical text in learning, learning
notions, a particular gift for spatial or algebraic thinking,
error analysis, conceptual and algorithmic treatment of mathemat -
iocal contents,development of formal elements, context and the
difficulty of a problem solving, types of interests, the role of
games, paradigmatic cases, learning arithmetic as a paradigm of
learning mathematics in general, the necessity of developing an
observation methods/, /iv/ the process teaching /rationalization
of teacher's interference, means of checking an actual didactic
process in normal classroom conditions, empiric verification of
didactic projects, examples of problems/.

Since the results of research work in the field of didactics
of mathematics are scattered in many different sources, the
authoress finally stresses the necessity of their, partial at
least, theoretical synthesis,



