fa’mpm

ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
SERIA V: DYDAKTYKA MATEMATYKI 17(1995)

Henryk Kakol
WSP Krakéw

O rozumieniu zadan
z rachunku prawdopodobiernistwa

Wstep

W latach 1986-90 w Wyzszej Szkole Pedagogicznej w Krakowie realizowany
byt resortowy program badai podstawowych RP IIT 30. Rezultaty zostaly
opracowane i opublikowane w raporcie (Brydak, 1990). W ramach tej pracy
przeprowadzne zostaly, miedzy innymi, badania wynikéw nauczania rachunku
prawdopodobiefistwa wsréd studentéw matematyki wyzszych szkél pedago-
gicznych w Kielcach, Krakowie i Rzeszowie. Dotyczyly one problemu przygo-
towania studentéw do nauczania w szkole elementéw rachunku prawdopodo-
biefistwa, a w szczegdlnosci mialy na celu daé¢ odpowiedz na pytanie:

W jakim stopniu przyszli nauczyciele matematyki opanowali pod-
stawowe wiadomos$ci 1 umiejetnosci z zakresu szkolnego kursu ra-
chunku prawdopodobienstwa?

W tym celu przeprowadzony zostal sprawdzian w oparciu o zestaw o$miu
zadaii obejmujacych program szkoly Sredniej. Ponizej lista zadain.

Sprawdzian z rachunku prawdopodobiefistwa
(czas — 90 min)

1. Ktoé zaproponowal mi taka gre: Rzuce dwa razy kostkq. Jezeli wypadnie
7 lub 11 oczek w obu rzutach, to wygrasz 100 zt, jezeli 5 lub 8 oczek, to
przegrasz 100 zi. Kazidy inny wynik uwaza si¢ za remisowy. Czy zapro-

ponowano mi korzystna gre?

2. Dana jest urna z trzema kulami o numerach 1, 2, 3. Eksperymenta-
tor losuje pojedynczo kule bez zwracania, liczac jednoczesnie raz, dwa,
trzy. Obliczyé prawdopodobieistwo, Zze numer wypowiedziany przez lo-
sujacego nie pokryje si¢ z numerem kuli wylosowanej przez niego.
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. Jakie jest prawdopodobieiistwo, Ze Janek rzucajac dwiema monetami

uzyska wigcej orléw niz Jozek, ktéry rzuca jedna moneta? Obydwaj
chlopcy wykonuja po jednym rzucie.

. Grapolega na losowaniu kuli z jednej z dwéch urn, pi‘zy czym prawdopo-

dobiefistwo wyboru urny jest takie samo i wynosi 0,5. W pierwszej urnie
jest jedna kula biala, w drugiej jedna biala i dwie czarne. Wylosowanie
kuli czarnej oznacza wygrana. Czy jest to gra sprawiedliwa?

. Dwéch meteorologéw, niezaleznie od siebie, przepowiada pogode. Pierw-

szy meteorolog daje prawidlowe prognozy z prawdopodobienstwem 0,8,
drugi z prawdopodobiefistwem 0,7. Na dzien 8 listopada obaj opubli-
kowali swoje prognozy. Jakie jest prawdopodobiefistwo, Ze co najmniej
jeden meteorolog sie pomyli?

. W pudelku sa oléwki: 10 czerwono-niebieskich, 3 niebieskie, 7 zielonych

i 20 czerwonych. Jakie jest prawdopodobiefistwo kreslenia na czerwono,
jezeli wiadomo, ze wylosowany z pudetka oléwek rysuje na niebiesko?

. Co jest bardziej prawdopodobne: uzyskanie 2 orléw w czterech rzutach

moneta, czy 3 orléw w szedciu rzutach?

. Zmienna losowa X zadana jest ponizszym rysunkiem.

Q
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Prawdopodobiefistwo w przestrzeni Q2 okreélone jest wzorem:
i
pi = P({wi}) = 57

Obliczyé: a) P(X =1), b) P(X >2), ¢) EX, D*X.

Sprawdzian pisali studenci I, IIT i V roku studiéw. Wyniki studentéw I roku
mialy z jednej strony pokazaé, jaki jest aktualny poziom nauczania rachunku
prawdopodobienstwa w szkole $redniej, z drugiej, mialy byé plaszczyzna od-
niesienia dla wynikéw uzyskanych przez studentéw III roku, ktérzy omawiany
sprawdzian pisali w trakcie uczestniczenia w zaj¢ciach z rachunku prawdopo-
dobiefistwa w swoich macierzystych uczelniach. Sprawdzian przeprowadzony
na V roku mial na celu pokazaé, z jednej strony, na ile sa trwale wiadomoéci
zdobyte przez studentéw w trakcie studiowania rachunku prawdopodobien-
stwa, z drugiej, uzmystowié, jak duzy jest zaséb wiadomosci i umiejetnosdci, z
ktérymi przyszli absolwenci pdjda do szkoly. Wszystkie sprawdziany zostaly
poprawione przez jedng osobe wedlug specjalnie przyjetej punktacji.

W sprawdzianie przeprowadzonym na I roku uczestniczyto 122 studentéw.
Uzyskane przez nich wyniki przedstawia ponizszy diagram (rys. 1) i tabela
(tab. 1).

0.30 _Czqstos'é I rok

0,20 5

0,10 |-

0,00 ﬂ l—_] I_I == —

0-2 3-5 6-8 9-11 12-14 15-17 18-20 21-23 24-26 27-29 Liczba
o punktéw

rys. 1
Na osi poziomej umieszczone sa przedzialy, w ktére zostaly pogrupowane
liczby punktéw uzyskane w tym sprawdzianie przez studentéw, przy czym
maksymalna, mozliwa do uzyskania liczba punktow wynosila 37. Srednia uzy-
skanych punktéw wyniosla 8,68.
Uzyskane wyniki mozna uznaé za bardzo slabe. Niewatpliwie wplyw na
taki stan rzeczy mialy zadania 3, 5,618, w ktérych studenci I roku uzyskali

najmniejsza liczbe punktéw (zob. tab. 1).
523 ¢l
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Zadanie 1 2 3 4 5 6 7 8
Maksimum 4 5 6 6 5 4 3 4
Srednia 2 11,210,55]1,65]0,66]0,55]|1,5]0,39
Brak rozwigzan | 15| 30 | 20 | 32 | 9 | 50 | 11 [ 91

Tab. 1

Zilustrowane na grafie i przedstawione w tabeli wyniki pozwalaja, wydaje sie,
na sformulowanie nastepujacych wnioskéw:

niezadowalajace wyniki uzyskane przez studentéw I roku, ktérzy na ogél
nalezeli w szkole do uczniéw najlepszych z matematyki, nasuwa uzasad-
nione podejrzenie, ze ogdlny poziom nauczania rachunku prawdopodo-
biefistwa w szkolach $rednich jest jeszcze nizszy od uzyskanego w trakcie
sprawdzianu;

biorac pod uwage fakt, Ze 91 oséb (74,6%) studentéw I roku w ogdle
nie zaczelo rozwiazywaé zadania 8, mozna przyjaé za prawdopodobne,
7e ogblne przygotowanie matematyczne absolwentéw szkét érednich po-
zostawia wiele do zZyczenia;

wyniki zadania 6 i fakt, Ze az 50 oséb (40,1%) nie zacz¢lo go rozwiazy-
waé, potwierdza powszechne odczucie, ze prawdopodobiefistwo warun-
kowe jest jednym z najtrudniejszych poje¢ probabilistycznych;

zadziwiajaco najslabsze spo$réd wszystkich zadan sa wyniki zadania 3,
najbardziej popularnego typu zadaii z rachunku prawdopodobiefistwa
w szkole $redniej (i nie tylko), co $wiadczyloby o trudnoéciach, z jakimi
borykaja sie uczniowie w trakcie uczenia si¢ w szkole elementéw rachunku
prawdopodobienstwa;

stosunkowo dobre wyniki zadania 1 §wiadcza, ze w szkole preferowany
jest model klasyczny prawdopodobiefistwa i z tego zakresu rozwigzuje
si¢ najwiecej zadan.

W sprawdzianach przeprowadzonych na III i V roku bralo udzial odpo-
wiednio 84 i 28 studentéw. Uzyskane przez nich wyniki przedstawiaja kolejne
diagramy (rys. 2 i rys. 3) oraz umieszczone pod nimi odpowiednie tabele (tab.
2 i tab. 3).
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Czestoéé III rok
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punktdéw
rys. 2
Srednia: 15.72
Zadanie 1 2 3 4 5 6 7 8
Maksimum 4 5 6 6 5 4 3 4
Srednia 2,33 {2,556 (1,26 | 2,89 | 1,25 | 0,85 12,01 | 1,39
Brak rozwiazan 2 7 9 10 19 18 6 16
Tab. 2
V rok
Czestosé
0,30 |
—
0,20 |
0,10 |- ,_I l—l
| oo
0-2 3-5 6-8 9-11 12- 1415 1718 2021 2&(’4 2627 2930 32 Liczba
punktéw
rys. 3
Srednia: 17.7
Zadanie 1 2 3 4 5 6 7 8
Maksimum 4 5 6 6 5 4 3 4
Srednia 221 [ 2,42 [ 1,86 | 12,93 | 1,78 | 1,71'| 1,79 | 2,10
Brak rozwigzan | 0 3 1 2 4 1 0

Tab. 3
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Analiza przedstawionych powyzej diagraméw i tabel pozwolila sformulo-
waé pewne uwagi i wnioski (zob. Brydak, 1990), z ktérych jeden zastuguje na
szczegolne uwypuklenie.

Chociaz wyniki uzyskane przez studentéw III i V roku, ktérzy
aktualnie przechodzili kurs rachunku prawdopodobiefistwa lub go
juz ukonczyli, sa wyraznie wyzsze od wynikéw uzyskanych przez
studentéw I roku, to sg takze w duzym stopniu niezadowalajace,
znacznie odbiegajace od spodziewanych na tym etapie matema-
tycznego ksztalcenia.

Co znaczy zrozumiec tres¢ zadania probabilistyczne-
go?

Juz w trakcie przygotowania raportu zrodzily sie pytania, ktdre staly sie im-
pulsem do dalszych badan:

— dlaczego uzyskiwane wyniki z rachunku prawdopodobiefistwa na stu-
diach nauczycielskich (by¢ moze innych tez) sg tak zle;

— jakie s tego przyczyny?

Aby znalezé choéby przyblizong odpowiedZ na postawione pytania, przede
wszystkim przeprowadzono dokladna jakoSciowa analize wszystkich rozwigzan
zadania 3 znajdujacych sie w pracach studentéw I roku. Dlaczego zostalo wy-
brane zadanie 3 i na I roku? Wyniki uzyskane przez studentéw okazaly sie tu
bowiem nie tylko zaskakujaco niskie, ale tez poréwnywalne z wynikami uzy-
skanymi przez studentéw I1I i V roku. Zdumiewa fakt, Ze studenci V roku,
legitymujacy si¢ juz wyksztalceniem prawie magisterskim, tak samo jak stu-
denci I roku, najslabicj radzili sobie z tym zadaniem. TakZe zupelie zaska-
kujace wydaje sie to, ze nicktérzy studenci I1I roku, ktérzy w momencie pisa-
nia sprawdzianu zajmowali si¢ rachunkiem prawdopodobiefistwa, rozwigzywali
rézne, czasami bardzo skomplikowane zadania, mieli klopoty z rozwiazaniem
tak prostego — wydawaloby si¢ — zadania.

Przeprowadzona analiza wszystkich rozwiazaii pokazala bardzo interesu-
jace fakty.

e Tylko 7,37% studentéw rozwiazalo to zadanie poprawnie, a zaledwie
3,27% rozwigzalo to zadanie przyjmujac za doSwiadczenie losowe rzut
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trzema monetami i wypisujac wszystkie (osiem) wyniki tego doswiad-
czenia.
Q = {000, oor,orr, or0, TOT, T0O, TTO, TTT}
n(2) =8
A = {000, 0or,orT,TOT}
n(A) =4
4 1
P(A)==-=~
(4) 8 2
o Niektérzy studenci (4,92%) popelnili w trakcie rozwiazywania tego za-
dania blad, a mimo wszystko wynik uzyskali poprawny.

{Q = 000, 007, 0r7, 010, 7TO,TTT}
n(Q) =6
A = {000, oor, orr}

n(A) =3

3 1

P(A)y=-=—

(4) 6 2

¢ Ponad polowa studentéw (63,11%) rozwiazywala to zadanie w nastepu-

Jjacy sposdb: X

@ = {oo,0r,ro,r7} Qy = {o,7} '
A = {o0, 01,70} B = {0}
P(4) =3 P(B) =}

W tym momencie wigkszo$¢ studentéw poréwnywala otrzymane prawdopo-
dobiefistwa (P(A) > P(B)) i dawala odpowiedZ, ze Janek ma wigksza szanse
uzyskania orla niz Jézek. Zdarzaly sie takze przypadki odejmowania, czy tez
dzielenia wyliczonych powyzej prawdopodobiefistw.

o A7 16,4% studentéw w ogéle nie prébowalo rozwiazywaé tego zadania,
piszac jakze znamienne odpowiedzi:

Nie rozumiem tresei zadania;

Nie wiem o co tu chodzi.
Przyjrzyjmy sie blizej przedstawionym wynikom zadania 3. Pozwoli to, by¢
moze, glebiej wniknaé w proces my$lowy towarzyszacy rozwiazywaniu tego za-
dania, poznaé powody, dla ktérych studenci popelniali okreslone bledy, wresz-
cie odpowiedzieé na pytanie, dlaczego nie prébowali rozwiazywaé tego zadania,
tlumaczac sig jego niezrozumieniem.
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Na wstepie sprébujmy zastanowié si¢ nad nastepujacymi pytaniami:

Co znaczy rozumieé tresé zadania probabilistycznego?

Na czym polega akt zrozumienia takiego zadania?

W oparciu o to, co wiemy o rozwigzywaniu zadaii tekstowych (zob. Kry-
gowska, 1977), ktére w pewnym sensie sg zblizone do zadaii z rachunku praw-
dopodobiefistwa (oba typy zadan opisuja pewien fragment rzeczywistosci, w
obu mamy odpowiedzie¢ na sformulowane tam pytania), oraz korzystajac z
wynikéw badaf w zakresie dydaktyki rachunku prawdopodobiefistwa (Major,
Plocki, 1993; Plocki, 1991; Plocki, 1992) mozna dostrzec dwa rézne aspekty
tego zagadnienia:

¢ rozumienie opisanej w zadaniu konkretnej sytuacji i warunkéw, w jakich
przebiega dane doswiadczenie losowe:

¢ umiejetno$é dobrania do opisanego w zadaniu do§wiadczenia losowego
odpowiedniego modelu probabilistycznego.

Analizujac pod tym katem fakt, iz prawie co piaty student (16,4%) zamiast
rozwigzywad zadanie pisal, Ze nie rozumie jego tresci, zZe nie wie, o co tu chodzi,
mozna przypuszczaé, ze studenci ci nie potrafili zrozumieé opisanej w zada-
niu sytuacji rzeczywistej, mieli klopoty ze zrozumieniem warunkéw, w ktérych
przebiegalo opisane do$wiadczenie losowe. Dlaczego? Moze dlatego, Ze nigdy
nie rzucali trzema monetami, nie obserwowali wynikéw tego, czy tez podob-
nego doéwiadczenia losowego, a w zwiazku z tym nie posiadali w swoim umysle
odpowiednio uksztaltowanego modelu opisanej w zadaniu rzeczywistosci, do
ktérego to modelu mogliby odnie$¢ uzyskane z zadania informacje. Moze ten
ostatni fakt nie pozwolil im przystapi¢ nawet do préb konstruowania rozwi-
azania, gdyz — jak pisze Bruner (1978, s. 18) —

Konstruowanie rozwiazania jest zwykle procesem powtarzajacym
sie; jego pierwszym etapem jest inferencyjne przejécie od danych
zmyslowych do hipotezy roboczej, utworzonej przez odniesienie
otrzymanych informacji do posiadanego przez jednostke wewnetrz-
nego modelu §wiata, uksztaltowanego na podstawie jej uprzednich
do$wiadczen. Drugi etap polega na sprawdzaniu, czy owa prébna
hipoteza znajduje potwierdzenie w innych danych zmyslowych. W
przypadku zgodnoéci hipotezy i dalszych danych — hipoteze pod-
trzymuje sie, w razie braku zgodnosci hipoteza zostaje zmieniona
odpowiednio do stwierdzonej rozbieznoéci.

Watpliwosci jest wigcej. Na przyklad, jak nalezy rozumicé model wewnetrz-
ny w rozwazanym przypadku? Jaka ten model ma postaé? Czy jest on do$wiad-
czeniem losowym polegajacym na rzucie trzema monetami, czy moze jednym
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z wynikéw tego doswiadczenia, np. tréjka (oor), a moze zbiorem wszystkich
mozliwych wynikéw?

Drugim interesujacym faktem jest to, ze tak wiele oséb (ponad polowa)
rozpatrywalo w tym zadaniu dwa odr¢bne do$wiadczenia losowe: jedno —
rzut dwiema monetami, drugie — rzut jedna moneta. Dlaczego nie potrafily
te osoby polaczy¢ ich w jedno do§wiadczenie: rzut trzema monetami? Jakie
byty tego przyczyny? Wydaje sig, ze wytlumaczenia tego faktu nalezy szukaé
w obydwu opisanych powyzej aspektach dotyczacych rozumienia zadania z ra-
chunku prawdopodobieiistwa. Z jednej bowiem strony rozpatrywanie dwéch
doswiadczeii losowych zamiast jednego §wiadczy o braku umiejetnosci kon-
struowania modelu probabilistycznego adekwatnego do rozwazanej w zada-
niu sytuacji rzeczywistej. W kazdym bowiem zadaniu probabilistycznym wy-
stepuje tylko jedno, konkretne do§wiadczenie losowe, niestety czesto podawane
w bardzo réznorodnej i skomplikowanej formie. Wobec tego, pierwsza i naj-
wazniejsza czynnoscia osoby rozwiazujacej takie zadanie, pierwszym etapem
algorytmu stosowanego przy rozwigzywaniu tego typu zadai (Kakol, 1982),
Jjest wyobrazenie sobie opisanego w zadaniu fragmentu rzeczywistosci, zdanie
sobie sprawy, jakie czynnosci i w jakiej kolejnosci powinny byé wykonywane
w tym doswiadczeniu, a nast¢pnie jakie moga by¢ rezultaty rozpatrywanego
do$wiadczenia losowego. Kolejne etapy to wypisanie wszystkich mozliwych wy-
nikéw do§wiadczenia losowego (zbioru zdarzen elementarnych) oraz okreslenie
szans pojawienia si¢ odpowiednich wynikéw (przyjecie pewnej funkcji, ktéra
kazdemu zdarzeniu elementarnemu przypisuje jego prawdopodobiefistwo). Z
drugiej strony mozna odnie$¢ wrazenie, ze studenci rozwiazujacy w ten sposéb
to zadanie nie do kofica rozumieli opisang w zadaniu rzeczywistos$¢ i umieli ja
sobie wyobrazié, byli wige, byé moze, w podobnej sytuacji jak studenci, ktérzy
w ogéle nie przystepowali do rozwigzywania tego zadania.

Warto jeszcze zwrécié uwage na bledne rozwiazanie, w ktérym studenci
przyjmowali za przestrzeit probabilistyczna zbiér skladajacy sie z szedciu jed-
nakowo prawdopodobnych zdarzefi elementarnych. Widaé tu wyraZnie, Ze u
podstaw takiego rozumowania bylo przyjecie nastgpujacego modelu probabi-
listycznego dla rzutu dwiema monetami:

00,

Lot — 95

o —

Tak wiec studenci popelnili blad odnoszacy si¢ do drugiego aspektu rozumie-
nia zadania probabilistycznego, tzn. umiejetnosci konstruowania teoretycznie
poprawnego, a zarazem adekwatnego do rozwazanego doswiadczenia losowego,
modelun probabilistycznego opisujacego rzut dwiema monetami.
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Analiza rozwiazaii zadania 3 pozwala, wydaje si¢, na sformulowanie na-
stepujacej hipotezy:

Warunkami koniecznymi do rozwiazania zadania z rachunku
prawdopodobiefistwa na poziomie szkolnym jest, z jednej strony,
zrozumienie jego treSci (opisanego w zadaniu do§wiadczenia loso-
wego), z drugiej, posiadanie umiejetnosci tworzenia odpowiedniego
modelu probabilistycznego do$wiadcznia losowego. Nie spelnienie
choé jednego z tych warunkéw powoduje na ogét btedne rozwigza-
nie zadania.

Wykonywanie do$wiadczen losowych a rozumienie
zadan z rachunku prawdopodobienstwa

Przedmiotem dalszej czesci pracy beda wynikajace z przeprowadzonej analizy
pytania natury praktycznej.

Po pierwsze, czy wykonanie okreslonych doswiadczen, na przyklad
przez rozgrywanie odpowiednio skonstruowanej gry, przed rozwia-
zywaniem danego zadania z rachunku prawdopodobienistwa, po-
moze rozwiazac to zadanie?

Po drugie, czy mozna zastapi¢ uciazliwe w klasic wykonywanie
konkretnych do$wiadczeii losowych przez zastosowanie wideosce-
nek lub wykorzystanie komputera z odpowiednio napisanym pro-
gramem?

W celu znalezienia odpowiedzi na postawione wyzej pytania przeprowadzone
zostaly badania kliniczne i eksperymenty dydaktyczne. Byly one organizo-
wane w réznych przedzialach wiekowych, poczawszy od uczniéw w wieku 11
lat, a skoficzywszy na osobach w wieku dojrzalym. Brali w nich udzial ucznio-
wie szkoly podstawowej, studenci studiéw matematycznych (stacjonarnych i
zaocznych) — przed i w trakcie przechodzenia kursu rachunku prawdopodo-
biefistwa, wreszcie osoby, ktére do§é dawno ukoniczyly swoja szkolng edukacje.
Na potrzeby badan stworzona zostala gra probabilistyczna, nakrecona zostala
specjalna wideoscenka oraz napisany zostal program komputerowy. Zaréwno
gra jak i wideoscenka oraz program komputerowy tematycznie zwigzane byly
z zadaniem 3, ilustrowaly jego tresé.

W pierwszym badaniu bralo udzial dwéch uczniéw szkoly podstawowe;j
w wieku 111 14 lat.Gra zostala zorganizowana wedltug nastepujacych zasad.
Uczen dostawal dwie monety, badajacy jedna. Jako pierwszy rzucal monetami
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uczeti, potem osoba badajaca. Wspélnie ogladali otrzymane rezultaty i uzgad-
niali wynik gry. Jezeli uczef uzyskiwal wigcej orléw niz badajacy, wéwczas
wygrywal, w przypadku, gdy otrzymywali takie same liczby orléw (po jednym
lub Zadnego), byl remis, natomiast w pozostatym przypadku wygrywat bada-
jacy. Gra zostala powtérzona 10 razy, a wyniki zapisane w specjalnej tabelce
(tab. 4).

Uczenn | Eksperymentator | Remis

Iif I Il

Tab. 4
Po przeprowadzeniu gry badajacy postawil uczniowi pytanie: Czy potra-
fitbys ocenié szanse twojej wygranej w pojedynczej grze? Uczeni bez trudnoéci
najpierw wypisal wszystkie mozliwe wyniki (rys. 4), zaznaczyl swoje wygrane,
remisy i porazke, a nastepnie odpowiedzial: W tej grze mam szanse wygrania
pot na pot. Badany uczeii (wiek 11 lat) nie spotkal sie do tej pory w szkole z
pojeciem prawdopodobiefistwa.
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Tys. 4

Z drugim z uczniéw (wiek 14 lat), ktéry uczyl si¢ w szkole elementéw
rachunku prawdopodobiefistwa przeprowadzona zostala taka sama gra. Na-
stepnie uczen otrzymatl to samo pytanie. Obok jego rozwiazanie (rys. 5).
Przedstawione rozumowanie nasunelo podejrzenie, ze uczefi w swoim rozwiaza-
niu przyjal takie samo zalozenie, jakie mozna znalezé w znanym rozwiazaniu
d’Alemberta. Rzeczywiscie, w trakcie dalszej rozmowy wyjasnil, ze przy rzu-
cie dwiema monetami mamy trzy mozliwe wyniki — oo, or, It i kazdy z nich
ma taky sama szans¢ pojawienia sig, wobec tego przy rzucie trzema monetami
mozliwych wynikéw bedzie — sze$é, a szanse bedg takze takie same.
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rys. 5

I jeszcze jedno spostrzezenie. Pytani uczniowie stwierdzili, Ze nigdy do tej
pory nie brali udzialu, ani nie widzieli Zadnej gry, w ktérej uzywane bylyby
dwie lub wicksza liczba monet.

Kolejne badania zostaly przeprowadzone wsréd 5 dorostych oséb legitymu-
Jjacych sie wyzszym wyksztalceniem, ktére w trakcie swojej edukacji nigdy nie
przechodzily zadnego kursu rachunku prawdopodobienstwa. Osoby te popro-
szone zostaly o rozwiazanie rozpatrywanego zadania, przy czym nie przeprowa-
dzono z nimi wezedniej zadnych eksperymentéw z monetami, nie dyskutowano
tez tresci zadania. Pytane osoby absolutnie nie potrafily na temat omawia-
nego zadania powiedzie¢ niczego rozsadnego oprécz stwierdzenia, ze Janek ma
wigksza szanse wygrania niz Jozek, poniewaZz posiada dwie monety, a Jézek
tylko jedna. Wyjatkiem byla tylko jedna osoba, ktéra rok wczesniej uczestni-
czyla w grze w dwie monety opisanej w ksigzce ,, Podstawowe pojecia rachunku
prawdopodobienstwa i statystyki — propozycja dydaktyczna” (Kakol, 1990).
Osoba ta wrecz stwierdzila, ze zadanie wydaje sig jej proste i przedstawila
nastepujace rozwigzanie (rys. 6).

W rozwiazaniu widaé pewne momenty wahania przy ustalaniu zbioru wszy-
stkich mozliwych wynikéw (6 czy 8 wynikéw — gruba kreska po 6 wyniku).
Po krétkiej dyskusji na ten temat zadanie zostalo poprawnie rozwiazane.
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rys. 6

W eksperymentach dydaktycznych uczestniczyli studenci Il roku mate-
matycznych studiéw zaocznych w Wyzszej Szkole Pedagogicznej w Krakowie.
W grupie 18 studentéw zostala zorganizowana gra w trzy monety wedtug tych
samych co poprzednio zasad. Gra prowadzona byla parami, otrzymane wyniki
zapisywane w tabelkach, ktérych ksztalt ustalili sami studenci. Po przeprowa-
dzeniu gry dostali oni do rozwigzania cytowane powyzej zadanie. Otrzymane
wyniki przedstawia tabela 5.

Typ rozwiazania | a | b | d
Liczba studentow | 13 | 2

a — poprawne, 8 wynikéw

o

b ~ podano 6 wynikéw
d - réine bledy, w konsekwencji brak rozwiazania

"ab. 5

Analiza otrzymanych rozwigzai pokazala kilka ciekawych faktéw. Po pier-
wsze, 13 poprawnych rozwiazaii zawieralo przestrzen zdarzen elementarnych
sktadajacych sie z 8 wynikéw. Po drugie, tylko w dwdch rozwiazaniach zbiér
wszystkich wynikéw skladal si¢ z 6 elementéw, przy czym w jednym z nich
Wypisany zostal poprawnie rozklad prawdopodobiefistwa na tym zbiorze, co
pozwolilo piszacemu rozwigzal prawidlowo to zadanie. Po trzecie, nie bylo
zadnej osoby, ktéra rozwigzywalaby to zadanie przyjmujac dwie przestrzenie
zdarzeh elementarnych i poréwnujac prawdopodobiefistwa uzyskania orla w
kazdej z nich. Po czwarte, kazde z poprawnych rozwiazai zostalo zapisane w



100 HENRYK KAKOL

zupelnie inny sposéb, znacznie rézniacy si¢ od tradycyjnego zapisu rozwiazan
podobnych zadan. Obok jedno z takich rozwiazai (rys. 7).
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rys. 7

Analiza rozwiazan uczniéw, a takze jednej z dorostych oséb wskazuje, ze
rozgrywanie gry, ktérej uczestnicy mogli wykonaé okreslone czynnosci, analizo-
waé je, zobaczyé wynik pojedynczego do§wiadczenia, obserwowaé réznorodne
wyniki przy powtarzaniu gry pozwolila im zrozumiel sens wystepujacego w
tej grze do§wiadczenia losowego. Swiadcza o tym zapisane przez nich wyniki
gry w postaci tréjek, na przyktad ,rr o”. Natomiast gra nie przyczynila sie do
poprawnego skonstruowania przestrzeni probabilistycznej. Dwéch uczestnikow
popelnilo ten sam blad co studenci w sprawdzianach (6 jednakowo prawdopo-
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dobnych wynikéw przy rzucie trzema monetami).

Osiagnigcie przez studentéw studidw zaocznych wynikéw duzo wyzszych
od uzyskanych przez studentéw studiéw stacjonarnych potwierdza sformulo-
wang powyzej hipotez¢ o warunkach, ktére powinny by¢ spelnione, aby z wiek-
sza szansy mozna bylo rozwiagzaé zadanie z rachunku prawdopodbienstwa. Ci
pierwsi rozwiazywali réznorodne zadania z tego zakresu, wiedzieli, ze w tego
typu zadaniach nalezy najpierw skonstruowaé przestrzen probabilistyczna dla
rozpatrywanego w zadaniu do$wiadczenia losowego, by potem mdéc odpowie-
dzie¢ na sformulowane w nim pytanie. Zrozumienie przez nich, na podstawie
przeprowadzonej gry, sytuacji, w ktérej przebiegalo rozpatrywane do$wiad-
czenie losowe, bylo jak gdyby spelnieniem pierwszego z warunkéw powyiszej
hipotezy. A poniewaz ci studenci posiadali juz umiejetnosé konstruowania prze-
strzeni probabilistycznej, wiec wyniki, ktére uzyskali, byly tak dobre.

Potwierdzeniem powyzszych uwag moga by¢ takze wyniki uzyskane przez
osoby dorosle, ktore wezesniej nie mialy nigdy do czynienia z rachunkiem praw-
dopodobiefistwa. Osoby te, nie majac zadnych do$wiadczen z tego zakresu,
prawdopodobnie nie majac w swoim umysle zadnego modelu adekwatnego do
rozpatrywanego w zadaniu do$wiadczenia losowego, nie wiedzac o tym, ze do
rozwiazania zadania probabilistycznego trzeba najpierw skonstruowal prze-
strzen probabilistyczna, nie potrafily powiedzie¢ niczego rozsadnego na temat
omawianego zadania.

Rola wideoscenek w procesie rozumienia zadan z
rachunku prawdopodobienstwa

W trakcie nauczania rachunku prawdopodobiefistwa nie zawsze istnieje mo-
zliwos$é przeprowadzenia pewnych doswiadczen losowych, a wykonywanie ich,
w $wietle opisanych badaf, byloby co najmniej bardzo wskazane. Okazuje sie,
ze z duzym powodzeniem mozna zastapi¢, uciagzliwe w warunkach klasowych,
wykonywanie dogwiadczen losowych przez wideoscenki. Takie wlagnie badania
przeprowadzone zostaly wéréd studentéw IIT roku matematyki studiéw dzien-
nych w Wyzszej Szkole Pedagogicznej w Krakowie, Filia w Bielsku-Bialej.
W pierwszym etapie pokazana zostala studentom zarejestrowana na taSmie
wideoscenka dwéch chlopcéw bioracych udzial w opisanej juz grze w trzy mo-
nety. Chlopcy najpierw analizowali reguly gry, dyskutowali o szansach wygra-
nia i przegrania, i aby dowie$é swoich racji, powtérzyli gre 10 razy, zapisujac
otrzymane wyniki w tabelce.

W drugim etapie badaf studenci rozwiazywali omawiane juz zadanie. Ta-
bela 6 podaje wyniki tego sprawdzianu.
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Liczbaoséb | a | b fc{ d | e
I rok 20 83 16| 3 |—
IT rok 20 31162 —|—
Razem 40 111818 3 | —

a — wypisano wszystkie 8 wynikéw

b — wypisano 6 wynikéw

¢ — prawdopodobiefistwo osobno dla Janka i Jézka
d - rézne bledy, w konsekwencji brak rozwiazania

e — brak préb rozwiazania zadania

Tab. 6

Uzyskane wyniki wskazuja na kilka interesujacych faktéw. Zdecydowana
wiekszos¢ studentéw (70,25% — rubryki a+b) przyjeta za wynik tréjke, ktorej
elementami byly ,orzel” i ,reszka”, czego nie robili studenci bioracy udzial w
opisanym na wstepie sprawdzianie (Brydak, 1990), a nie bylo nikogo, kto nie
prébowal rozwigzywaé tego zadania. Swiadezy to o tym, ze to wlasnie poka-
zana na wideo scenka pozwolila studentom pelniej zrozumieé opisane w zada-
niu do$wiadczenie losowe, co w rezultacie pozwolilo im uzyskaé znacznie lepsze
wyniki od studentéw studiéw stacjonarnych bioracych udzial w opisanych na
wstepie pracy badaniach (tabela nr 8).

Fakt, ze prawie polowa piszacych (45%) nie potrafita poprawnie zapisaé
przestrzeni probabilistycznej, uwazajac, ze sklada sie ona z sze$ciu jednakowo
prawdopodobnych zdarzen elementarnych, §wiadczy o braku umiejetnosci kon-
struowania przestrzeni probabilistycznej opisujacej w sposéh poprawny rozwa-
zane do$wiadczenie losowe.

Zdumiewajace, ze az 11 os6b (29,75% — rubryki c+d) nie potraflo wlasci-
wie zinterpretowaé wyniku przeprowadzonego przez chlopcéw doswiadczenia
losowego, mimo ze obserwowali jego przebieg, i to powtérzony kilka razy w
obserwowanej grze.

Warto jeszcze zwréci¢é uwage na réZnice miedzy wynikami uzyskanymi
przez studentéw I i II roku. Chociaz wszyscy studenci rozwigzywali to za-
danie w tym samym czasie, a wczeéniej jednocze$nie takze ogladali na wideo
te sama scenke, osiagnigte przez nich wyniki sa jako$ciowo rézne, co szcze-
gélnie widoczne jest w kolumnach a i b. Studenci I roku prawdopodobnie w
wigkszym stopniu korzystali z wiadomosci wyniesionych ze szkoly $redniej (ra-
chunek prawdopodobieiistwa znajduje si¢ w ostatniej klasic szkoly éredniej, a
badania byly przeprowadzone na poczatku roku akademickiego). Natomiast
studenci II roku, nie pamietajac juz tych zagadnien ze szkoly éredniej, w wi-
¢kszym stopniu korzystali z ogladanej wideoscenki, a poniewaz gry i obserwo-
wane wyniki nie sugerowaly koniecznosci rozréznienia miedzy wynikami ,,or”
i ,ro” (wrecz przeciwnie, wyniki te uwazali za réwnowazne, liczyla sie bowiem
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w tej grze tylko liczba wyrzuconych orléw), prawie wszyscy przyjeli, ze liczba
wszystkich mozliwych wynikéw w tym doswiadczeniu bedzie réwna 6.

Czy komputer pomaga w zrozumieniu zadan z ra-
chunku prawdopodobienstwa?

Wydaje sig, a potwierdza to praktyka szkolna, ze réwniez komputer moze
pomagaé uczacym sie w zrozumieniu treéci zadaf z rachunku prawdopodo-
biefistwa. W tym eksperymencie uzyto specjalnego programu komputerowego,
ktéry nie tylko wyjasnia przebieg gry, ale takie moze ja wielokrotnie symu-
lowa¢é. Zostal on wykorzystany na lekcjach matematyki w dwéch klasach VI
szkoly podstawowej, jak réwniez na zajeciach ze studentami I i IT roku ma-
tematyki. Lekcje w klasach VI przebiegaly wedlug tego samego scenariusza,
co poprzednie badania. Po zapoznaniu sie przez uczniéw z regulami gry wy-
wigzywala si¢ ciekawa dyskusja nad sformulowanym w programie pytaniem.
Niektérzy z uczniéw twierdzili, ze wigksza szanse ma Janek, bo ma dwie mo-
nety, a Jozek tylko jedna; inni uwazali, Ze Jozek (ktéry moze wygrywaé w
trzech przypadkach); jeszcze inni twierdzili, Ze obydwaj chlopcy maja réwne
szanse.

Uzywane w dyskusji argumenty nie przekonywaly oponentéw. Wszyscy
chetnie zgodzili sie obserwowal te gre powtarzang przy pomocy komputera.
Z duzg uwagy ogladali kolejne rzuty monetami oraz wyniki, ktére komputer
przedstawil w postaci diagramu stupkowego. Rysunek obok (rys. 8) przed-
stawia sytuacje, w ktérej wygral Janek. Osoby, ktére spodziewaly sie innego
wyniku, nie daly za wygrana, chcialy powtdrzyé gre jeszcze raz twierdzac, ze
rezultat tej gry byt przypadkowy.

N Jhzer

IBTE

=i o

Jhdzek

rys. 8
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Dopiero pytanie prowadzacego lekcje, czy zaistnialej sprzecznosci nie mogliby
wyttumaczyé w inny sposdb, zmobilizowalo uczniéw do poszukiwania rozwi-
azania na drodze teoretycznej. Wspdlnie na tablicy, wzorujac si¢ na obserwo-
wanych na ekranie monitora obrazach, przystapili do wypmywama, wszystkich
mozliwych wynikéw rozwazanej gry.

Janek Jézek

00 o
00 T
or o
or T
TO o
TO T
T o
IT T

Warto zwrdcié¢ uwage, ze w trakcie wypisywania tych wynikéw tylko nie-
ktérzy uczniowie odrézniali wynik ,or” od wyniku ,,r0”, choé takie rozrdznie-
nie, w przeciwiefistwie do opisanego eksperymentu z wideoscenka, sugerowal
komputer. Po dyskusji bez trudnosci odpowiedzieli, ze wystepujacy w opisanej
grze Janek wygra z prawdopodobienstwem %, natomiast Jézek moze wygraé
tylko z prawdopodobienstwem % (remis w grze wystapi takze z prawdopodo-
biedstwem 1).

Badania z wykorzystaniem programu komputerowego zostaly takze prze-
prowadzone wéréd studentéw I i IT roku matematyki w Wyzszej Szkole Peda-
gogicznej w Kielcach. Po krétkiej dyskusji (zwiazanej z wystepujacym w pro-
gramie pytaniem) a nastepnie obserwacji wynikéw powtarzanej 20 razy przez
komputer gry, studenci rozwiazywali omawiane zadanie. Tabela 7 zawiera wy-
niki tego sprawdzianu (kolumny a, b, c, d, e maja takie samo znaczenie jak w

tabeli 6).

Liczba oséb [ a | b c |d]| e

I rok 19 21 8 4 | 5| —

IT rok 28 718 19|14 —

Razem 47 911641319 | —
Tab. 7

Analiza uzyskanych w tym sprawdzianie wynikéw potwierdza fakt, ze odpo-
wiedni program komputerowy moze takze przyczynié si¢ do zrozumienia przez
studentéw treci rozwazanego zadania. Ponad polowa studentéw (53,19%, ru-
bryki a+b) poprawnie zinterpretowala opisane w zadanin do$§wiadczenie lo-
sowe, traktujac je jako rzut trzema monetami. Interesujace jest takze to, ze
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ponad jedna trzecia studentéw (34%, kolumna b) przyjela, iz wszystkich mo-
zliwych wynikéw w tym dodwiadczeniu bedzie 6, chociaz komputer w duzym
stopniu poprzez sposéb zapisywania:

Janek Jézek
or T
IO r

sugerowal rozréznianie tych wynikéw. Zwraca takze uwage fakt, 7e prawie
jedna trzecia studentéw (30,23%, kolumna c) rozwigzywala zadanie przyjmujac
dwa rézne doswiadczenia losowe. Byé moze powodem byl obraz na ekranie
monitora, na ktérym byly wypisywane osobno wyniki dla Janka i Jézka. I
jeszcze jedna uwaga. Nie bylo nikogo wsrdd piszacych sprawdzian, kto nie
prébowalby rozwigzywaé zadania.

Uwagi koncowe

Ponizsza tabela (tab. 8) podaje wyniki osiagnigte przez studentéw matematyki
we wszystkich opisanych w tej pracy badaniach. Wszystkie wyniki podane
zostaly w procentach. I tak w pierwszym wierszu ,,Diagnoza” zaiieszczone
s3 wyniki uzyskane przez studentéw I roku w czasie pierwszych, opisanych
we wstepie badan. W wierszu ,,Monety” umieszczono wyniki uzyskane przez
studentéw III roku studiéw zaocznych w sprawdzianie, przed ktérym rzucano
monetami, w wierszu ,Wideo” — wyniki uzyskane przez studentéw I i II roku
w sprawdzianie, przed ktérym ogladano wideoscenke, natomiast w wierszu
»Komputer” — wyniki uzyskane przez studentéw Ii I roku w sprawdzianie,
przed ktérym wykorzystano komputer.

a b C d e f
Diagnoza | 3,27 | 4,92 | 63,11 | 8,2 | 16,4 | 4,1
Monety | 72.22 | 11,11 — 16,67 — | —

Wideo 27,5 45 20 7,5 —_ | -
Komputer | 19,15 | 34,05 | 27,65 | 19,15 | — | —

a — poprawne rozwiazania, 8 wynikéw

b — wypisano 6 wynikéw

¢ — prawdopodobiefistwo osobno dla Janka i Jézka
d — inne bledy

e — brak préby rozwiazania

f - inne niz a i b rozwigzanie poprawne

Tab. 8
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Mimo Ze badania prowadzone byly w réznych grupach wiekowych, réZnymi me-
todami badawczymi (badania kliniczne, rozmowy z zespolem, prace pisemne,
eksperymenty dydaktyczne), w réinch okresach czasu, nieraz do$¢ odleglych
od siebie (nawet 3 lata), biorace udzial w opisanych eksperymentach grupy
studenckie nie byly statystycznie réwnowazne (w kazdym razie nie byly wery-
fikowane pod tym wzgledem) — przedstawione w tabeli wyniki, a takze inne
rezultaty opisane w tej pracy pozwalaja na postawienie pewnych hipotez i
sformulowanie probleméw do dalszych badan.

Wprowadzanie do procesu nauczania rachunku prawdopodobiefistwa réz-
norodnych $rodkéw dydaktycznych, takich jak odpowiednio zaprojektowane
gry, specjalnie nakrecane wideoscenki, programy komputerowe ilustrujace opi-
sang w zadaniu probabilistycznym sytuacje rzeczywista, wskazuje na rady-
kalna poprawe zrozumienia wystepujacego w tym zadaniu do$wiadczenia loso-
wego. Z drugiej strony, z tabeli nr 8 mozna odczytaé, ze wyniki, ktore otrzy-
muje sie przy stosowaniu poszczegélnych srodkéw dydaktycznych, rdinia sie
miedzy soba. Powstaja naturalne pytania:

¢ ktéry z wymienionych $rodkéw dydaktycznych: gra, wideoscenka, kom-
puter z odpowiednim programem — gwarantuje najlepsze zrozumienie
treSci zadania probabilistycznego?

¢ w ktérym miejscu i w jaki sposéb nalezy stosowaé te §rodki dydaktyczne?

Natomiast wymienione powyzej srodki dydaktyczne nie maja juz tak de-
cydujacego wplywu na umiejgtno$é konstruowania odpowiedniej przestrzeni
probabilistycznej opisujacej rozwazane doswiadczenie losowe — umiejetnosci
tej trzeba sie nauczy¢ oddzielnie.

Ani wideo, ani komputer nie potrafily wyeliminowad takich rozwiazan, w
ktérych studenci rozwazali osobno dwa do$wiadczenia losowe, co w konsekwen-
¢ji nie pozwolilo im rozwigzac zadania (kolumna c). Natomiast warto podkre-
§lié, ze ich odsetek znacznie zmalal — okolo 3 razy — w stosunku do wyni-
kéw zamieszczonych w wierszu ,,Diagnoza”. Zjawisko to nie wystapilo wsirdd
studentéw studiéw zaocznych ,rzucajacych monetami”, byé moze dlatego, ze
w tym czasie studiowali rachunek prawdopodobienstwa i umieli konstruowaé
przestrzen probabilistyczna, a by¢ moze dlatego, ze brali oni czynny udzial
w grze w przeciwieiistwie do studentéw, ktorzy byli tylko biernymi obserwa-
torami gry podczas ogladania scenki albo wynikéw gry uzyskiwanych przez
komputer.

Jedno jest pewne: wszystkie osoby biorace udzial w eksperymentach prébo-
waly rozwiazywaé podane im zadanie. Nikt z nich nie napisal Nie rozumiem
tresci tego zadania. Dotyczy to takze tych studentéw (kolumna d), ktérzy cho-
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ciaz nie rozwiazali zadania, popelniajac réZne bledy, to jednak niejednokrotnie
poprawnie potrafili zinterpretowaé doswiadczenie losowe i wypisaé jego wyniki.

Wydaje sie, Zze przeprowadzone badania i zebrane wyniki z jednej strony
rzucily dodatkowe §wiatlo na sam problem rozumienia zadaf z rachunku praw-
dopodobienstwa, z drugiej u§wiadomily, ze problem ten jest niezwykle zloZzony
i trudny, wymaga dalszych badan. Pokazaly takze, Ze wykonywanie konkret-
nych czynnosci zwiazanych z opisywanym w zadaniu do§wiadczeniem losowym,
a nawet ogladanie ich na wideo czy na ekranie monitora komputerowego, w
znacznym stopniu przyczynia si¢ do glebszego zrozumienia treéci zadania z
rachunku prawdopodobienstwa — zrozumienia sytuacji i warunkéw w jakich
przebiega odpowiednie do§wiadczenie losowe. Wida¢ tez konieczno$é poszuki-
wania coraz to innych, nowych Srodkéw dydaktycznych, ktére przyczynilyby
sie do zwiekszenia zainteresowania uczniéw problematyka stochastyczna, wa-
znym elementem wyksztalcenia nie tylko matematycznego.
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On the understanding of probability problems

Summary

The author’s main thesis is that a successful solution of a probabilistic problem
is conditioned by two components:

o understanding of the concrete situation and the random event in the problem,
e the ability to match the random event with an adequate probabilistic model.

The article reports on didactic experiments investigating the influence of some
means on the understanding of the following problem:

What is the probability of Janek getting more heads when tossing two
coins than Jézek who tosses one coin only? Both boys toss only once.

The means used in the experiments were: real tossing of coins, a computer sim-
ulation of tossing of coins, and a video cassette showing two boys playing the game.
And the subjects were students 11 and 14 years old, university students studying
mathematics, and inservice students.

Results showed a considerable improvement of the understanding of the problem,
but the means did not seem to influence the ability to find an appropriate probabilistic
model.



