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O roli przyktadéw w badaniu
matematycznym

Wstep

W badaniu matematycznym, z jakim niewatpliwie mamy do czynienia w trak-
cie rozwiazywania zadania-problemu czy inaczej zadania otwartego (Krygow-
ska, 1977b; Ciosek, 1988), przyklad bywa wykorzystywany w réznych fazach
procesu rozwigzywania zadania, i to do réznych celéw. Wéréd tych ostatnich
mozna wymienic:

1. zrozumienie problemu,

2. odkrycie ogdlnego rozwiazania problemu,

3. weryfikacje hipotezy odnoszacej sie do rozwiazania ogdlnego,
4. sprawdzenie poprawnosci rachunku algebraicznego.

Rozwazenie przykladu w celu (lepszego) zrozumienia zadania ilustruje po-
nizsza sytuacja. -

Anna — studentka piatego roku matematyki — rozwiazuje nastepujace
zadanie:

A jest zbiorem liczb trzycyfrowych zapisanych ustalonymi
cyframi a, b, ¢, r6znymi miedzy sobg i r6znymi od zera. Wy-
kazaé, ze w zbiorze A istnieja dwie liczby (rézne), ktérych
réznica jest podzielna przez 4.

Po zapisaniu liczb zbioru A za pomoca a,b,c!) (patrz arkusz pracy) studentka
rozwaza przyklad. Tworzy zbiér liczb trzycyfrowych zapisanych cyframi 1, 2,

DStudentka (a takZe dwie inne osoby, ktérych rozumowania przedstawione beda w dalszej
czesci artykulu jako rozumowania 4, 5) zapisala liczbe trzycyfrowa o cyfrach a, b, ¢ niezgodnie
z konwencja przyjeta w arytmetyce; nie spowodowalo to jednak bleddw.
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3 i wskazuje w nim dwie liczby spelniajace zadany warunek: 312 — 132 = 180.
Nastepnie zadaje sobie pytanie: Czy w zbiorze A istniejg doktadnie dwie takie
liczby, czy tez moze byé kilka takich par? Zapowiada, Ze sprawdzi to, o co
zapytala, na przykladzie. Tworzy wszystkie takie réznice liczb nalezace do
wybranego zbioru, ze odjemna jest dowolna liczba tego zbioru, a odjemnikami
sa liczby po niej nastepujace. Zauwazywszy, ze sa dwa wyniki ,pozytywne”,
Anna stwierdza: Na tym przykltadzie widaé, ze takich par moze byé wiecej.
Nalezy udowodnié, ze istnieje przynajmniej jedna taka para. Dalej studentka
nie odwoluje si¢ juz do przyktadu — rozwiazuje zadanie w tzw. przypadku
ogdlnym, prowadzac rachunek algebraiczny.

Przyktad byl tu wykorzystany tylko dla zilustrowania i zrozumienia zada-
nia: rozwiazujaca je studentka odczuwala potrzebe uscislenia jego tresci.

Uzycie przyktadu w celu odkrycia ogélnego rozwiazania zadania jest przed-
miotem niniejszego opracowania. Jego gléwnym celem jest wyréznienie, scha-
rakteryzowanie i zilustrowanie przykladami rozumowan (oséb rozwiazujacych
zadania) sposob6w takiego wykorzystania przyktadu. Wybrane rozumowania
beda takze ilustrowaé uzycie przykladu do weryfikacji hipotezy oraz do spraw-
dzenia rachunku algebraicznego.

Wykorzystanie przyktadu do wspomnianego powyzej celu (2) wiaze sie
ze strategia rozwiagzywania zadah jaka jest ,rozwazanie przypadkéw szczegol-
nych” (ezamining special cases), ktéra krétko bedziemy nazywac strategia S.
A. Schoenfeld ujmuje te strategie w forme polyowskiej dyrektywy heurystycz-
nej: ,,Dla lepszego zrozumienia nieznanego ci problemu, sprébuj go zegzem-
plifikowaé przez rozwazenie réznych przypadkéw szczegdlnych. Moze ci to za-
sugerowal kierunek poszukiwania lub wskazaé prawdopodobne rozwiagzanie”.
(Schoenfeld, 1985, s. 76)

Wyniki moich badan potwierdzaja opinie Schoenfelda, Ze strategia heu-
rystyczna nie jest — jak mozna by sadzi¢ — konsekwentnym podejsciem,
wykorzystywanym w ten sam sposéb do réZinych zadan. Jest raczej tak, ze
ogdlna strategia (heurystyka) to pewna (luZna) kompozycja zwiazanych ze
soba podstrategii, kazda ze swoja wlasna specyfika. Autor ksiazki Mathemati-
cal problem solving (Schoenfeld, 1985) wyréznia 5 zwigzanych ze soba strategii
— podstrategii strategii S.

Oto one:

Strategia S; — Jedli w treSci zadania wystepuje parametr n, to uzyteczne
mogloby byé rozwazenie szczegSlnych przypadkéw dla n = 1,2,3,4 (lub
wiecej). To moze zasugerowal odpowiedz, indukcyjnie dajaca si¢ weryfi-
kowac.
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Strategia S, — Wpglad w problem, w ktérym chodzi o pierwiastki skom-
plikowanego wyrazenia algebraicznego, moze ulatwié wybranie takich
szczegblnych przypadkéw tych wyrazen, ktérych pierwiastki daja si¢ ob-
liczy¢ w prosty sposéb (np. wielomiany o wspdlczynnikach calkowitych,
ustalonego stopnia, o catkowitych pierwiastkach).

Strategia S; — W rachunku dotyczacym iteracji lub rekurencji, zastapie-
nie wartosci danych w zadaniu przez liczbe 0 i (lub) 1 (o ile nie powo-
duje to utraty ogdlnosci) czgsto umozliwia zaobserwowanie wzoru. Takie
szczegblne przypadki pozwalaja na dostrzezenie regularnosci, ktére sa
czasem zaciemnione przez nagromadzenie symboli.

Strategia S4 — W zadaniu dotyczacym figur geometrycznych mozna by
zaczal badanie od szczegdlnych przypadkéw, takich, ktére minimalizuja
stopien trudnosci, np. rozwazy¢ wielokat foremny, gdy w zadaniu dany
jest dowolny wielokat lub badaé tréjkat réwnoboczny (réwnoramienny
lub prostokatny) gdy dany jest dowolny tréjkat.

Strategia S;, — RozwaZania geometryczne mozna prowadzi¢ czesto dla
wybranych wartosci szczegdlnych bez utraty ogélnosci (np. ustalenie pro-
mienia dowolnego okregu jako 1). Takie szczegdlne przypadki powoduja
znaczne ulatwienie rachunku.

Strategia S, — Obliczanie (lub szacowanie) wartodci ekstremalnych czes-
to bywa ulatwione przez rozpatrzenie — jako przypadkéw szczegdlnych
— obiektow, ktdre sa symetryczne ze wzgledu na pewna wlasno$é.

Skuteczno$¢ powyzszych strategii ilustruje autor na wybranych zadaniach.
Opis tych strategii mozna zinterpretowac jako specyfikacje terminu ,szcze-
golny przypadek”. Traktowane oddzielnie, wskazuja te strategie na zaleznoéé
— w pewnym sensie — od kontekstu zadania; rozpatrywane réwnoczeénie —
ukazuja szeroki zasieg stosowalnosci strategii S.

Analiza materialu zebranego w wyniku moich badan pokazala, Ze stoso-
wanie strategii ,rozwaz przypadki szczegdlne” jest jedna z cech wspélnych
procesu rozwigzywania otwartego zadania matematycznego przez osoby na
réznym poziomie do§wiadczenia matematycznego (od ucznia koficzacego szko-
te podstawowg zaczynajac, poprzez ucznia szkoly $redniej, studenta matema-
tyki i na doswiadczonym matematyku koniczac). W szczegdlnosci, w odnie-
sieniu do wymienionej powyzej strategii S; (rozwaz przypadki szczegdlne dla
n = 1,2,3,4 (lub wiecej)), moiliwe s3 sytuacje, w ktérych rozwaza sie nie
kilka, a jeden tylko przyklad spelniajacy warunki zadania. [ zdarza sie, ze
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cho¢ rézne osoby zaczynaja od rozwazenia tego samego przyktadu, to w bar-
dzo rézny sposéb wykorzystuja go do rozwigzania zadania w tzw. przypadku
ogdlnym. W odniesieniu do sytuacji, w ktérych ,szczegdlny przypadek” znaczy
przyklad, wyréznialam nastepujace podstrategie strategii Sy:

1. odgadywanie wlasnoéci generycznej przykladu,
2. poszukiwanie transformacji zachowujacej wlasnoéé przykladu,
3. dedukcyjnie ukierunkowane badanie przykladu.

Kazdy z tych sposobéw zobaczymy w kilku rozumowaniach oséb rozwiazu-
jacych zadania. Pochodza one z obserwacji klinicznych rozwiazywania otwar-
tego zadania matematycznego przez osoby znajdujace si¢ na réznym poziomie
wiedzy 1 do$wiadczenia matematycznego (Ciosek, 1988). Prezentacja kazdego
rozumowania bedzie obejimmowaé: arkusz pracy autora rozwiazania (dolaczony
w aneksie), opis jego postepowania w trakcie rozwigzywania zadania i komen-
tarz. Opisy rozumowan beda na tyle dokladne, na ile pozwolila stosowana
metoda badan (obserwcja kliniczna). Czesto beda one szczegélowe. (Czytel-
nikowi moga si¢ wydawaé nawet zbyt szczegélowe). Jest to celowe, bowiem
material ten stuzy¢ bedzie nie tylko ilustracji stosowanych strategii, ale bedzie
stanowil réwniez podstawe do analizy rozumowan z innego punktu widzenia
— np. typéw rozumowania (wnioskowanie empiryczne, formalne), poziomu ro-
zumienia metody matematycznej czy rodzajéw uogdlnienia twierdzenia (typu
indukeyjnego, przez uogdlnienie rozumowania, przez unifikacje).

Odgadywanie wlasnos$ci generycznej przykladu

W artykule (Arpaia, 1972) znajdujemy opis oryginalnego rozumowania prowa-
dzacego do odkrycia nieskoficzonego zbioru tréjek liczb naturalnych spelnia-
jacych réwnanie z2 + y? = 2? (zob. Sierpifiski, 1969). P. J. Arpaia ujawnia
kulisy wlasnego odkrycia uzyskanego przy uzyciu skromnych $rodkéw mate-
matycznych, a nie zaawansowanego aparatu arytmetyki teoretycznej. Ta ele-
mentarno$é srodkéw matematycznych czyni opisang droge na tyle prosta, ze
w pewnych fragmentach moze by¢ ona zrozumiata dla ucznia VII lub VIII
klasy szkoly podstawowej, a w caloSci dla ucznia szkoly éredniej, majacego juz
pewne do$wiadczenie w stosowaniu twierdzenia o indukcji matematycznej.

Ponizej przedstawie fragment prezentowanego w artykule rozumowania i
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omoéwie jego zwiazek z zapowiedziang strategia.

Rozumowanie 1 (osoba P — matematyk)

Startujemy od tréjki (3,4,5) jako znanej namn tréjki liczb naturalnych spel-
niajacej réwnanie
2, .2 _ 2
x4yt = 2" (%)

Czy istnieja inne tréjki liczb naturalnych spelniajace to réwnanie?
Przyjrzyjmy si¢ dokladnie tréjce liczb 3, 4, 5.

Co jest interesujace w tym ukladzie liczb?

Sa to trzy kolejne liczby naturalne. SprawdZzmy, czy jaka$ inna tréjkaliczb o
tej wlasnosci spetnia réwnanie (x). Wezmy np. (9, 10, 11). Ta tréjka nie spetnia
rozwazanego réwnania. Czy istnieja inne tréjki kolejnych liczb naturalnych,
spelniajace réwnanie Pitagorasa? Rachunek algebraiczny pokazuje, Zze nie ma.
Powréémy do ukladu: 3, 4, 5. Co jeszcze interesujacego mozna tu do-
strzec?

Liczby te spelniaja nastepujaca wlasno$é: Kwadrat pierwszej z nich jest
suma dwu pozostatych, ktérymi sa kolejne liczby naturalne.

Czy jest prawda, ze jeSli wyjdziemy od liczby naturalnej a, utwo-
rzymy jej kwadrat, i nastepnie liczbe «? przedstawimy jako sume
dwu kolejnych liczb naturalnych b,¢ (b < ¢), to tréjka (a,b,c) spelnia
réwnanie (x)?

Oczywiscie, to moze by¢ prawda tylko wtedy, gdy a jest liczba nieparzysta.
SprawdZmy nasze przypuszczenie na przyktadach.

Wezmy liczbe 5; jej kwadrat mozna przedstawic¢ jako sume 12 4+ 13. Czy
(5,12,13) spelnia réwnanie (x)? Tak!

Rozwazmy inny przyklad. Startujac.od 7 otrzymujemy 72 = 49 = 24 4 25.
Réwniez jest prawda, ze 72 + 242 = 252,

Podobnie otrzymujemy tréjke (9,40,41); i ona spelnia réwnanie (x).

Na koniec P przeprowadza rachunek algebraiczny, ktéry pokazuje, ze hipo-
teza sformulowana przez niego jako druga jest twierdzeniem.

Komentarz do rozumowania 1

1. Opisana powyzej sytuacja jest nastepujaca:
Osoba P zna przyklad obiektu spelniajacego pewien warunck. Chce znaleZé,
jesli nie zbiér Z wszystkich obiektéw spelniajacych ten warunek, to przynaj-
mniej pewien wlasciwy podzbiér zbioru Z, tak liczny, jak to dla niej mo-
zliwe. Specyfika zadania polega na tym, Ze nie mozna w latwy sposéb (np.
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przez bezpoSrednie podstawienie za zmienne) wyznaczyé wielu obiektéw spe-
Iniajacych zadany warunek. (OczywiScie, pomijamy trywialne wielokrotnosci
znanej tréjki.) W takiej sytuacji P zaczyna od postawienia sobie pytania: jaka
specyficzng wlasno$¢ ma znany mi przyklad? — poza tym, ze spelnia waru-
nek zadania. W wyniku obserwacji tego przykladu formuluje pewna wlasnoéé
W, spelniona przez wyjSciowy obiekt, w nadziei, Zze prawdziwa moze okazaé
sie implikacja: jesli obiekt rozwazanego typu spelnia wlasno§¢ W, to spelnia
on zadany w zadaniu warunek. P traktuje te implikacje jako hipoteze, ktéra
nastepnie weryfikuje. Po uzyskaniu negatywnego wyniku tej weryfikacji, P po-
wraca do danego obiektu, obserwuje go, stara si¢ dostrzec jaka$ inng jego
specyficzng wlasno$é, formuluje na jej tle nastepna hipoteze i znéw ja weryfi-
kuje.

2. W powyzej opisanej sytuacji matematyk dostrzegl jako pierwsza na-
stepujaca wlasnosé pitagorejskiej tréjki (3,4,5):

(1) tréjka kolejnych liczb naturalnych.

Warto zatrzymac si¢ na chwile nad sposobem, w jaki P weryfikowal hipoteze
odnoszgcy sie do tej wlasnodci: Tréjka spelniajaca wlasno$é (1) jest tréjka
pitagorejska. Cho¢ przyklad pokazal, ze ta hipoteza nie jest twierdzeniem,
matematyk nie odrzucil jej caltkowicie. Zadat sobie kolejne pytanie: Czy istnieja
jakies inne tréjki kolejnych liczb naturalnych spelniajace réwnanie Pitagorasa?
Rachunek algebraiczny rozstrzygnal te kwestie ostatecznie: jedyna tréjka o tej
wlasnosci jest (3,4,5). To postepowanie mozna nazwaé stosowaniem zasady
optymalnej ostrozno$ci przy weryfikacji hipotezy. Chodzi w niej o to,
by nie odrzucaé od razu hipotezy, ktdrej nie potwierdzil przykiad; mogloby
sie bowiem okazac, Ze w ten sposéb odrzucimy ktéres z rozwiazai.

Kolejng wlasnoscia wyjsciowej tréjki dostrzezona przez P byta:

(2) tréjka takich liczb naturalnych, Ze pierwsza z nich jest nieparzysta oraz
jej kwadrat jest suma dwu pozostalych, ktérymi sa kolejne liczby.

Pierwsza faza weryfikacji tej hipotezy sprowadzala sie takze do zbadania, czy
dowolnie wybrana tréjka (inna od tej juz znanej) spelniajaca wlasnoéé (2),
spelnia réwnanie (*). Te faze mozna nazwaé wstepna, czeSciowa (empi-
ryczna) weryfikacja hipotezy. Jej pozytywny wynik spowodowal zapewne
wzrost wiary osoby P w to, Ze sformulowana hipoteza jest stuszna. Matema-
tyk przystapil teraz do dowodu prawdziwo$ci implikacji postaci: Jesli tréjka
spelnia wlasnos¢ (2), to spelnia réwnanie (). Przeprowadzenie tego dowodu
mozna nazwaé zupelna weryfikacja hipotezy.

Zwréémy uwage na to, ze obydwie whasnosci tréjki (3,4,5), jakie dostrzegl
P, s3 tego rodzaju, iz latwo mozna podaé przyklady tréjek spelniajacych je.
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(Na tym etapie P odkryl co prawda nieskonczony zbidr tzw. rozwiazan wla-
$ciwych réwnania pitagorejskiego (Sierpiniski, 1969), ale — oczywiscie — nie
wszystkie. W dalszych etapach prowadzonego przez siebie badania rozszerzal
kolejno zbiér rozwigzan, ale w sposdb, ktory w tej pracy nie bedzie analizo-
wany.)

Dla poréwnania przedstawig teraz, na jakiej drodze poszukiwali tréjek pi-
tagorejskich dwaj uczniowie, ktérym nie znane bylo wczesniej rozwigzanie tego
zagadnienia,

Zadanie, ktére dano im do rozwiazania, brzmialo:

ZnajdZz mozliwie najwiecej tréjek liczb naturalnych spel-
niajacych réwnanie:

m2+y2:z2 . (*)

(Zadanie o tréjkach pitagorejskich).

Rozumowanie 2 (Kuba — uczen ésmej klasy szkoly podstawowej)

Zaraz po zapisaniu réwnania 2% 4+ y? = 2?2 chlopiec méwi (tu rysuje tréjkat
prostokatny, oznaczajac jego boki odpowiednio przez z,y,z): Przyszto mi na
mysl twierdzenie Pitagorasa, ale nie wiem, co z tym zrobié. Nastepnie stwier-
dza: Jedng tréjke to mam, po czym zapisuje 3% + 42 = 52, Dalej prébuje
przeksztalcal wyjSciowe rownanie, przenoszac wyraz z jednej strony réwnania
na druga. Przekresla jednak te zapisy moéwiac: Probowatem to jakos ogolnie,
wzorem, ale nic mi nie wyszto.

Po chwili namystu Kuba méwi:

— Przychodzi mi do glowy, Ze to mogg byé takie trzy liczby, ze dwie sq
nieparzyste, a jedna parzysta

Zaraz potem dodaje:
— Suma 4 1 5 jest podzielna przez 3;
— ... Pomyslatem, ze to sq kolejne liczby.
To ostatnie stwierdzenie uczen rozwija, zapisujac rownanie
2’ 4 (z + 1) = (z 4 2)%,

po czym doprowadza je do postaci 2 — 2z = 3. Préby rozwiazania tego ostat-
niego réwnania przez kolejne przeksztalcenia (np. 22 = 3+ 2z, z = “”22—3) kon-
czy sie stwierdzeniem Kuby, Ze nie umie sobie z nim poradzié, i ze gdyby wie-
dzial, jak rozwiazuje si¢ takie réwnanie, pracowalby dalej. Prowadzaca badania
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pomaga chlopcu w przeksztalceniu tego réwnania do postaci (z —1)? —4 = 0.
7 rozwigzaniem tego z kolei réwnania chlopiec nie ma juz trudnosci. Po otrzy-
maniu ukladu warunkéw: z = 3 lub 2 = —1, konstatuje, Ze sa tylko dwie tréjki
kolejnych liczb naturalnych spelniajacych réwnanie Pitagorasa. S nimi:

z=3 z=-1
y=4 oraz y=0
z2=3 z=1.

Dodaje, ze tréjka liczb zapisanych jako druga nie jest trojka liczb naturalnych,
a te pierwsza znal juz wczedniej.
Formuluje wniosek: Nie ma co szukaé wérdd liczb kolefnych.

W ciagu dalszym Kuba przypomina zauwazona wcze$niej inna wlasnosé
tréjkiliczb (3,4,5) — to, Ze suma 4 +5 jest podzielna przez 3. Méwi nastepnie:
Napisze to ogdlnie, po czym zapisuje kolejno warunki:

y+ 2z
=,

T

y+z::z:2.

Teraz uczen przechodzi do wskazania innego przykladu spelniajacego powyz-
szy warunek. Wybiera jako z liczbe 4, jej kwadrat przedstawia jako sume liczb
2 i 14. Prébujac sprawdzié, czy ta réwnoséé prowadzi do dobrego przyktadu,
Kuba pomaga sobie pytaniem: Jak to bylo w tamtym przyktadzie? Zapisuje
42 + 52 = 9. Skreéla jednak ten zapis stwierdzajac, Ze nie jest to réwnosé
prawdziwa. Po chwili namystu chlopiec zauwaza: W przyktadzie 3,4,5 liczba
x bylta nieparzysta. WyDbiera wiec liczbe nieparzysta 7. Po podniesieniu jej do
kwadratu méwi: Trzeba te liczbe roztozyé na sume dwoch liczb ... zaraz, ale w
pierwszym przyktadzie 3% byto sumq dwdch liczb kolejnych; tutaj tez tak trzeba.
Po tym pisze:
7% = 24 4 25.

i skreéla wczeéniej napisang réwnosé 42 = 2 4 14. Musze teraz sprawdzié —
zapowiada — czy ten przyktad spetnia réwnanie. Zaczyna od ustalenia, ktéra z
liczb odgrywa role z, ktéra y, a ktéra 2z; wyraza to wprowadzeniem oznaczenia:

77 = 24 4+ 25

T Y z

Sprawdza, czy 7% + 24% réwna si¢ 252. Po wykonaniu obliczet Kuba konsta-
tuje, ze tréjka liczb 7,24,25 spelnia réwnanie (1). Teraz szuka jeszcze innego
przykltadu. Tym razem za x przyjmuje liczbe 5. Zapisuje:

25=y+z
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25 =12+ 13.

I znéw ma klopot ze sprawdzeniem, czy otrzymal w ten sposéb ,,dobra” tréjke;
podpisuje bowiem liczbe z pod liczba 25 w zapisie 25 = y + z, oraz notuje:
122 4+ 132% = 252 (patrz s. 2 arkusza pracy). Wykonawszy odpowiedni rachunek
w pamieci, uczef stwierdza, ze ostatnia réwnos¢ jest falszywa, dodajac przy
tym: chyba znowu cos pomylitem. Po tym odwraca swoja kartke na pierwsza
strone, $ledzi przez chwile znajdujace si¢ tam zapisy i odkrywa swdj blad,
méwigc: 25 to nie jest z, ale z2. Nastepnie notuje:

52 4122 £ 132,

Sprawdziwszy ostatnia réwno$é rozwiazujacy zadanie zestawia (notuje jeden
pod drugim) wszystkie trzy uzyskane przyklady ,dobrych” tréjek, po czym
méwi: To chyba jest dobry sposéb. Trzeba to zapisaé ogdlnie. Pojawia si¢ zapis
(patrz s. 2 arkusza pracy):

y+z= z?

z=y+1

& — nieparzysta N2 :

Dalej uczen przedstawia liczbe z jako 2a + 1, gdzie a € N, oblicza kwadrat
z, otrzymujac liczbe 4a? 4 4a + 1, ktéra natepnie rozklada na sume dwu ko-
lejnych liczb: 2a? + 2a oraz 2a? + 2a + 1, mniejsza z nich oznaczajac jako y,
pozostaly jako z. :

Dowdd (rachunek algebraiczny), Ze tak otrzymana tréjka liczb z,y, z spe-
Inia réwnanie pitagorejskie, przeprowadza juz bez trudnosci (patrz s. 2 z ar-
kusza pracy). Konstatuje z zadowoleniem, ze wedlug podanego sposobu mo-
zna wskazaé nieskoficzenie wiele tréjek liczb, o ktdre chodzito w zadaniu.
I tym stwierdzeniem Kuba koficzy swojg prace nad zadaniem.

Komentarz do rozumowania 2

1. Jak wskazuje powyzszy opis rozumowania, Kuba — podobnie jak ma-
tematyk w poprzednio opisanej sytuacji — przez analize przyktadu jako roz-
wiazania szczegdlnego staral sie odgadnaé wlasnos¢, ktéra generuje roz-
wigzanie ogélne. Uczeni dostrzegt kolejno kilka réznych wlasnosci znanej mu
tréjki pitagorejskiej (3,4,5):

o W; — tréjka liczb naturalnych, z ktérych dwie s3 liczbami nieparzy-
stymi, a pozostala — liczba parzysta,

o W, — tréjka kolejnych liczb naturalanych,

2)Skrét N oznacza u ucznia ,liczba naturalna”.
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o W3 — tréjka liczb naturalnych, dla ktérej kwadrat liczby stojacej na
pierwszym miejscu jest sumg dwu pozostalych liczb.

Wlasnoécia Wy uczen nie intersowal si¢ blizej. Mozna natomiast uznaé, ze
przystepujac do badania, czy uktad trzech kolejnych liczb naturalnych spelnia
réwnanie (), uczei weryfikowal sformutowana wezesniej (w mysli) hipoteze:
»Jesli trojka liczb spelnia wlasnos¢ Wy, to spelnia réwnanie pitagorejskie.” Te
hipoteze Kuba obalil, przeprowadzajac rachunek algebraiczny.

Weryfikacja hipotezy powstalej na tle warunku W3 zaczela sie od badania
przypadku numerycznego (4,2, 14) i nie byla dla rozwiazujacego zadanie spra-
wa latwa. By¢ moze wlasnie trudno$é (w podstawianiu do warunku, w ktérym
wystepuja trzy zmienne) spowodowala u§wiadomienie sobie potrzeby korekty
wlasnosci W3. Uczen zmodyfikowal ja, nadajac jej ostatecznie postaé:

o W4 — tréjka liczb naturalnych, z ktérych pierwsza jest liczba nieparzy-
sta, a jej kwadrat jest suma dwu pozostalych, bedacych liczbami kolej-
nymi.

Zaczynajac od weryfikacji empirycznej, a nastepnie przechodzac na rachunek
algebraiczny, uczer wykazal, ze jedli tréjka liczb spelnia wlasno$é W4, to spe-
Inia réwnanie ().

Tak wiec uczei zaczynajacy klase 6sma (badanie przeprowadzono w paz-
dzierniku) — z punktu widzenia strategii heurystycznej stosowanej w rozwia-
zywaniu analizowanego teraz zadania — postepowal podobnie jak matematyk.

2. Réznice w zachowaniu Kuby i matematyka odnosza si¢ do wiedzy i
do$wiadczenia matematycznego. Kuba nie umial sobie poradzié¢ z rozwiaza-
niem tzw. ogdlnego réwnania kwadratowego, bo — zgodnie z programem —
dotychczas uczyl sie rozwiazywaé jedynie réwnania typu: z? = 2. Wyma-
gal wiec pomocy obserwatora, by mégl prowadzié¢ badania dalej. Udzielenie
przez badajacego osobie badanej wskazéwki merytorycznej w opisanym przy-
padku — ilustruje uzyta w badaniu metode. Mianowicie osoba badana moze w
trakcie rozwiazywania zadania zadawadé pytania odnoszace sie do faktu mate-
matycznego, ktérego nie pamieta, lub do procedury, o ktérej wie, ze istnieje w
matematyce, i ktéra, gdyby ja znala, zastosowalaby w danym momencie. Ba-
dajaca udzielita wiec wskazéwki co do sposobu rozwigzania réwnania uznajac,
ze nie dotyczy ona ani strategii, ani stosowanej metody matematyczne;j.

Inng trudnoscia, na ktdra natrafit Kuba, bylo sprawdzanie, czy konkretna
tréjka liczb posiadajaca wlasnosé W3 (lub W) spelnia réwnanie pitagorejskie.
Na czym dokladniej polegata ta trudno$é? Na przyklad, prébujac wskazad ja-
kas tréjke spelniajaca wlasno$¢ W4 uczeir wybral jako z liczbe 5, po czym
napisal: 25 = 12 4+ 13. Nie u$wiadomiwszy sobie dokladnie, jaka tréjke liczb



O ROLI PRZYKEADOW W BADANIU MATEMATYCZNYM 15

przez ten rozklad uzyskal, prébowal od razu przejsé do réwnania z% 4+ y? = 22.

Prawdopodobnie wydawalo mu sie przez chwile, ze konsekwencjy réwnosci
25 = 12 + 13 jest réwnoéé: 25% = 122 + 132, Dopiero wynik rachunku wskazu-
jacy na to, ze ta ostatnia réwno$¢ nie jest prawdziwa, u§wiadomil uczniowi, ze
najpierw trzeba odczytaé, na jaka tréjke liczb wskazal rozklad 52 = 12 + 13,
a wigc ustali¢, ktéra z liczb odgrywa role z, ktéra y, a ktéra z. Zrobiwszy
to, nie mial juz dalej trudno$ci ze wstepna weryfikacja swojej hipotezy. Nie
powinna dziwi¢ opisana tu trudno$¢ ucznia — podstawiania do warunku, w
ktorym wystepuje kilka zmiennych, Kuba nie mial jeszcze okazji opanowad.
Napotkane w tym wzgledzie trudnosci potrafil jednak sam przezwyciezyé, i w
konsekwencji odkryl oraz opisal — najpierw werbalnie, a potem algebraicz-
nie — nieskonczony zbidr obiektéw, o ktérych udowodnil, Ze spelniaja zadany
warunek. Jest to bez watpienia sukces ucznia, ktéry mozna przypisywaé — z
jednej strony — gotowosci do przechodzenia z przykladu empirycznego do al-
gebraicznego opisu jego wlasnosci, z drugiej zas — zainteresowaniu zadaniem,
woli jego rozwigzania mimo trudnoéci. Jest to postawa, ktéra Polya opisuje
pod haslem ,wytrwaloi¢, ale réznorodno$c”, objawiajaca si¢ tu trzymaniem
sie zasady: ,Trwajcie przy rozpatrywanej czesci zadania tak dlugo, jak dtugo
jest nadzieja na dobry pomysl” (Polya, 1975, s. 282).

Rozumowanie 3 (Grzegorz — uczei [ klasy technikum)

Po stwierdzeniu, Ze znany mu jest przyklad tréjki liczb spelniajacej réw-
nanie (x) — jest to (3,4,5) — Grzegorz poszukuje innych takich tréjek. To
poszukiwanie odbywa si¢ w kilku krokach, z ktérych kazdy obejmuje taki sam
uklad czynno$ci. Sa nimi: werbalny opis warunku, jaki moglyby spelniaé po-
szukiwane tréjki liczb, wybranie przyktadowej tréjki spelniajacej ten warunek,
i wreszcie sprawdzenie, czy spelnia ona réwnanie (). Kolejno$¢ krokéw ujmuje
tabela 1.

W wyniku przeprowadzonych obliczen Grzegorz znalazl jeszcze jedng tréj-
ke pitagorejska: (6,8,10). Rozwiazywanie zadania zakonczyl stwierdzeniem:
Mysle, Ze to réwnanie ma duzo wigcej pierwiastkéw; powinny one daé si¢ opisaé
w jakis ogolny sposdb, ale tego nie udato mi sie uzyskaé.
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Kolejne Podany warunek Rozpatrywane tréjki
kroki (stawiana hipoteza) liczb
1 Kolejne liczby naturalne (4,5,6),(5,6,7)

(Weryfikacja przez
rachunek pamieciowy)?)

2 Kolejne liczby parzyste (4,6,8),(6,8,10),(8,10,12)
3 Kolejne liczby nieparzyste (3,5,7),(5,7,9)
4 Skrajne liczby w tréjce (5,4,7)

nieparzyste, srodkowa — parzysta
5 Dwie liczby parzyste, (4,5,6),(4,6,7)

jedna nieparzysta
6 Kolejne liczby parzyste (12,14, 16)

Tab. 1

Komentarz do rozumowania 3

1. Tak jak autorzy dwu poprzednio opisanych rozumowan, Grzegorz takze
stawial hipotezy dotyczace warunku wystarczajacego na to, by tréjka liczb na-
turalnych byla tréjka pitagorejska. Jest jednak pewna réinica odnoszaca sie
do Zrédta tych hipotez. Zaréwno w rozumowaniu matematyka (Rozumowanie
1), jak i Kuby (Rozumowanie 2), kazda ze stawianych tam hipotez wywodzita
sie z wlasnoSci tréjki (3,4,5). W rozumowaniu Grzegorza tylko pierwsza hi-
poteza (krok 1) z pieciu przez niego rozpatrywanych miala taki charakter. Po
zapisaniu tréjki (3,4, 5) uczeii postawil sobie pytanie: Czy przypadkiem nie sq
to kolejne liczby? i nastepnie sprawdzil, czy uklady liczb (4,5,6) oraz (5,6,7)
sa rozwigzaniami réwnania (*). Z chwily gdy stwierdzil, Ze tréjka kolejnych
liczb naturalnych nie musi by¢ rozwiazaniem réwnania (x), zmienil taktyke.
Zaczal rozpatrywal przypadki ze wzgledu na parzystosé skladowych tréjki.
Wyjsciowy przyklad przestal go interesowaé, w tym sensie, ze w krokach 2 i
3 postulowal takie wlasnosci poszukiwanych tréjek liczb, ktérych wyjsciowy
przyktad nie posiada. I choé kolejno rozpatrywana wlasnosé ,skrajne liczby
w tréjce nieparzyste, srodkowa — parzysta” (krok 4) jest spelniona przez
wyjSciowy przyklad, to prawdopodobnie jej Zrédlem nie byl ten przyklad.
Wiasnos$é ta rozpatrywana byla raczej, podobnie jak hipotetyczna wlasnosé 5,
jako jeszcze jedna z mozliwosci w ciaggu rozpatrywanych od kroku 2 zaczyna-
jac. To, co Grzegorz robil poza krokiem 1, nie odpowiada wiec w ogdle strategii
»rozwaz przypadki szczegélne”. Hipotezy (poza pierwsza), jakie uczen stawial,

3)W arkuszu pracy Grzegorza brak jest notatek odpowiadajacych temu fragmentowi rozu-
mowania, uczeii wykonal rachunek w pamigci; opis odpowiada jednak temu, co zanotowane
zostalo w protokole obserwacji.
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sy pierwotne w stosunku do przykladéw, przy pomocy ktérych je weryfikowal,
i niezalezne od przykladu rozpoczynajacego prace nad zadaniem.

Rozumowanie 3 — poza krokiem 1 — ilustruje takie postepowanie, w
ktérym co prawda rozwaza sie przyklady, ale ich rola jest inna niz wtedy,
gdy stosuje si¢ strategie S. Tutaj (kroki 2 do 6) stuza one weryfikacji hipotezy
powstalej na innej drodze niz analiza przyktadu. Strategie, ktéra Grzegorz za-
stosowal jako druga, mozna by nazwaé postulowaniem wlasno$ci rozwigzania;
nie bedzie ona analizowana w tym artykule.

2. W odréznieniu od matematyka i Kuby, Grzegorz weryfikowal stawiane
przez siebie hipotezy tylko w sposéb empiryczny. W zadnym przypadku nie
prowadzil rozwazania ogdlnego, rozumowania formalnego. Na przyktad hipo-
teze wyrazona pytaniem: A moze to sa kolejne liczby nieparzyste? (krok 3)
uczen méglby odrzuci¢ od razu, bez badania przyktadéw, gdyby skonfronto-
wal ja z postaciag réwnania (1). Zadna tréjka liczb o sugerowanej wlasnosci
nie moze spelniaé¢ tego réwnania, bo suma liczb nieparzystych (kwadrat liczby
nieparzystej jest liczba nieparzysta) nie moze byé liczba nieparzysta.

Podobna sytuacja wystapila w kroku 2. Uczein badal, czy tréjki kolejnych
liczb parzystych spelniaja réwnanie Pitagorasa (krok 2), i ponownie powrécil
do tego pod koniec swojego rozumowania (krok 6) w nadziei, ze skoro udalo
mu sie znalez¢ jedna ,dobra” tréjke o tej wlasnoéci, to byé moze otrzyma
jeszcze jedna. Nie zadawal sobie pytania, czy to w ogdle jest jeszcze mozliwe.
Negatywna odpowiedZ na to pytanie mozna uzyskaé dostepnym uczniowi klasy
I szkoly §redniej rachunkiem — rozwiazujac réwnanie: (2k)? + (2k + 2)? =
(2k + 4)2 w zbiorze liczb naturalnych.

Rozumowanie 4 (Dorota — uczennica ésmej klasy szkoly podstawowej)

Dorota rozwiazuje zadanie:

A jest zbiorem liczb trzycyfrowych zapisanych ustalonymi
cyframi a, b, ¢, r6znymi od zera i r6znymi miedzy sobg. Wy-
kazaé, ze w zbiorze A istnieja dwie rézne liczby, ktérych
réznica jest podzielna przez 4.

(Zadanie o podzielnosci réznicy przez 4).

Etap 1

Po zapisaniu tredci zadania ,,po swojemu” (patrz gérna cze$é 1. strony
arkusza pracy) Dorota zapowiada: Sprobuje sobie wypisaé liczby w zbiorze
A za pomocq cyfr a,b,c. Pisze: {abe,ach,bac,bca,cab,cba}. Nastepnie méwi:
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Sprobuje podstawié sobie jakies konkretne cyfry. Wybiera a = 1, b =2,¢=3
i tworzy odpowiadajacy temu wyborowi zbidér A, zapisujac liczby w takiej
kolejnosci, jak ustalita to ogdélnie. Tworzy kolejno trzy réznice liczb z tego
zbioru: odjemna w kazdej z nich jest liczba 123, odjemnikami — kolejno liczby
zapisane w zbiorze A jako 2., 3.; liczbe 123 oznacza przez d, odjemniki przez
e, wynik — przez f. Jako f otrzymuje kolejno: —9, —90, —108. Stwierdza, Ze
trzecia réznica jest podzielna przez 4, po czym konstatuje: Jak sobie wybratam
cyfry 1,2,3, to wyszto mi, Ze w zbiorze A istniejq takie dwie liczby, ktérych
roznica jest podzielna przez 4. To sqg 123 i 231... Teraz mozna by wybieraé inne
liczby i pokazywaé to samo, ale to trwatoby bardzo diugo, wiec sprobuje znalezé
jakqs zaleznosé. Po chwili méwi: Probowatam szukaé jakiejs zaleznosci, np. to,
ze

o jest 6 cyfr w zbiorze A, ale 4 nie dzieli 6,

o kazda cyfra w zbiorze A wystepuje 2 razy na tym samym micjscu, ale 4
nie dzieli 2.

Nie widze Zadnej zaleznodci. Mozna by braé inne cyfry i robié to, co w poprzed-
nim przykladzie. To chyba nie ma sensu.

Etap 2

Po krétkiej przerwie, w czasie ktdrej wydaje si¢, Zze Dorota nie podejmuje
nowej proby rozwiazania zadania, prowadzaca badania pyta uczennice: Czy
chcesz jeszcze troche popracowal nad zadaniem? Dziewczynka odpowiada:
Tak, bo moze si¢ okazaé, Ze jak wezme inny przyktad i nie znajde tam réznicy
podzielnej przez 4, to ta wtasnosé nie bytaby spetniona.

Po tym Dorota wybiera drugi przyktad: ¢ = 9,b = 8,¢ = 7. Zapisuje
zbiér A oraz tworzy trzy réznice doktadnie wedlug schematu z poprzedniego
przykladu. Otrzymuje kolejno te same co tam wyniki (z doktadnoscia do bez-
wzglednej wartoSci). Zauwaza: Tutaj tez otrzymatam rdéznice podzielng przez
4. Tak bedzie w innych przykladach, bo wychodzq te same réinice. Ale musze
jeszcze sprawdzié, czy tak samo bedzie, jesli wybierzemy cyfry niekolejne.
Wybiera ¢ = 4,b = 7,¢ = 2 (przyklad 3). Tworzy zbiér liczb zapisanych tymi
cyframi, zapisuje te liczby w kolejnosci ustalonej dla zbioru A w przypadku
ogdlnym (patrz gérna cze$¢ 1. strony arkusza pracy). Tworzy (pomytkowo)
roznice liczby zapisanej jako pierwsza w drugim przykladzie oraz kolejno 2.,
3.,i4.liczby z przyktadu 3. Dostrzega pomytke — to, Ze brala pod uwage liczby
nalezace do réznych zbioréw. Przekresla poprzedni zapis i tworzy trzy réznice
z rozpatrywanego teraz zbioru wedlug schematu z poprzednich przykladéw,
to jest od liczby zapisanej jako pierwsza odejmuje kolejno 2., 3. i 4. liczbe
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zbioru A (a = 4,b = 7,¢ = 2). Zauwaza, Ze znowu trzecia z kolei réznica jest
podzielna przez 4. Po tym stwierdza: W kazdym z tych przyktadow wyszto mi,
ze jesli od pierwszej liczby odejme czwartqg, to dostane liczbe podzielng przez 4.

Etap 3

Po chwili Dorota zapowiada: Chciatabym jeszcze sprawdzié, czy jesli w tych
przyktadach zmienie kolejnosé a,b,c, to tez mi wyjdzie tak samo. Powraca do
trzeciego przyktadu (cyfry: 2, 4, 7). Wprowadza inne nizZ przedtem oznaczenia:
a=7,b=2,¢c=4. Wypisuje liczby zbioru A (przyklad 4) i nastepnie two-
rzy réznice wedlug ustalonego juz poprzednio schematu. Tym razem wynik
trzeciego z kolei odejmowania, ktérym jest 724 — 247 = 477, nie spelnia zada-
nej wlasnoéci. Dziewczynka wykonuje jeszcze jedno odejinowanie: od pierwszej
liczby, czyli 724, odejmuje liczbe zapisana w rozpatrywanym zbiorze jako pia-
ta. Teraz wynik odejmowania: 724 — 472 = 252 jest juz liczbg podzielna przez
4. Dorota, dostrzega to i komentuje: Tu mi nie wyszto. Od pierwszej liczby od-
Jjaé czwartq nie otrzymam liczby podzielnej przez 4. Tu mi wyszto, ze jesli od
pierwszej odejme pigtq, to otrzymam liczbe podzielng przez 4. Niedlugo potem
dodaje: Wydaje mi sie, ze to twierdzenie jest prawdziwe. Cheiatabym znalesé
te zaleznoéé, wedtug kidrej tak si¢ dzieje... Chciatabym jeszcze dalej szukaé
zaleznosci.

Teraz uczennica przyglada si¢ temu, co zapisala do tej pory (na obydwu
stronach kartki). Po chwili relacjonuje: Patrzylam na to,od ktorej liczby za-
czynat sie kazdy z przyktadow. W pierwszym przykladzie — od najmniejszej,
w drugim — od najwickszej, w trzecim — od $rodkowej i w czwartym tez od
najwickszej. Kontynuuje (kierujac wzrok wyraznie na te cze$¢ swojej kartki,
na ktérej znajduja sie zapisy odnoszace si¢ do 1. przykladu: Jesli pouktadamy
cyfry od najmniejszej do najwiekszej, to w zbiorze A réinica, ktora ma byé
podzielna przez 4, to bedzie roznica liczb wiekszej z dwu $rodkowych i naj-
mniejszej w ogdle — tak jest w 1. przykladzie... Sprawdze, czy tak bedzie w
innych przyktadach. Teraz uczennica ponownie analizuje przypadek cyfr roz-
patrywanych juz w 2. przykladzie, z tym, ze zmienia porzadek cyfr, przyj-
mujac: ¢ = 7,b = 8,¢ = 9. Oblicza tylko jedna réznice: od wigkszej z dwu
liczb ,,$rodkowych” odejmuje najmniejsza z liczb w rozwazanym zbiorze, czyli
897 — 789, otrzymujac liczbe 108, o ktdrej stwierdza, Ze jest podzielna przez 4
(patrz przedostatni przyklad zbioru A na 2. stronie arkusza pracy).

W ,przeorganizowanym” przykladzie 3 (a = 2,b = 4,¢ = 7) wynik odej-
mowania wskazanych liczb: 472 (wigksza ze Srodkowych) i 247 (najmniejsza)
nie spelnia, niestety, zadanej wlasnosci. Usmiechajac sie na to, Dorota méwi:
Nie wyszto, po czym dodaje: To, co mowitam przed chwilg, to jest dla cyfr
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a,b,c, ktore sq po kolei. Jesli a,b,c nie sq kolejne, to przez 4 bedzie podzielna
réznica mniejszej z dwu liczb najwiekszych i wiekszej z liczb Srodkowych. Te
ostatnia uwage uczennica uczynila po przesledzeniu rachunku odnoszacego si¢
do ukladu cyfr: a = 7,b = 2, ¢ = 4 (patrz gérna czes¢ strony 2 arkusza pracy).
Ostatnim zdaniem, jakie Dorota wypowiedziata w czasie obserwacji, byto: Wy-
daje mi sie, ze skonczytam.

Komentarz do rozumowania 4

1. Dorota nie od razu podjeta decyzje o wykorzystaniu przyktadu do zna-
lezienia ogdélnego rozwiazania zadania. Odnosi si¢ wraZenie, Ze poczatkowo
pierwszy z rozpatrywanych przez siebie przykladéw traktowala jako ilustra-
cje twierdzenia, ktérego prawdziwosé miata wykazaé. Nastawiona byla raczej
na poszukiwanie — jak sie wyrazila — ,jakiej$ zaleznosci, wedlug ktorej tak
sie dzieje”. Dopiero, kiedy préby znalezienia takiej zaleznosci nie powiodly
sie, skierowala swojg uwage ponownie na rozwazany juz przykltad — spo-
séb jego badania stal sie modelem badania kolejnych przykladéw. W roz-
wigzaniu zadania w przypadku cyfr 1, 2, 3 w sposéb istotny uczennica wy-
korzystywala uporzadkowanie zbioru. Kolejnosé, w jakiej zapisala liczby nale-
zace do tego szczegdlnego zbioru, podyktowana byla przyjetymi oznaczeniami
(a = 1,b = 2,¢ = 3) oraz kolejnoscia, w jakiej zapisala liczby nalezace do
zbioru A w przypadku ogdlnym (patrz gérna cze§é 1. strony arkusza pracy).

Powréciwszy w 2. etapie swojej pracy do przykladu 1 Dorota uswiadomila
sobie zapewne jego szczegdlna wlasno$é, a nastepnie postawila sobie pytanie:
Czy jesli wybierzemy inne trzy kolejne cyfry i odpowiadajacy im zbiér liczb
trzycyfrowych uporzadkujemy w okreslony wczes$niej sposob, to réznica liczby
pierwszej i czwartej w tym zbiorze jest podzielna przez 47 W ten sposéb zostala
wyrazona hipoteza:

Zbiér A odpowiadajacy cyfrom kolejnym spelnia Zadany w zadaniu
warunek.

Przyklad 2 potwierdzil te hipotezg; co wiecej — fakt, ze wyniki kolejno wyko-
nywanego odejmowania byly (z dokladno$cig do wartosci bezwzglednej) takie
same, jak w pierwszym przykladzie, przekonal uczennice do tego, by w tym
momencie uznaé t¢ hipotezg za twierdzenie. Sprawdzony juz sposéb wskazywa-
nia dwu liczb zbioru A spelniajacych zadany w zadaniu warunek postanowila
wyprébowad dla cyfr niekolejnych. Przyklad: ¢ = 4,b = 7,¢ = 2 dal wynik
pozytywny, a tym samym kolejna hipoteza:

Zbioér A odpowiadajacy cyfrom niekolejnym spelnia zadany waru-
nek
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zostala potwierdzona.

Jakkolwiek Dorota miata pewne podstawy do tego, by w tej fazie swojej
pracy uzna¢, ze odgadla juz rozwiazanie zadania, to swojego badania jeszcze
nie zakoficzyla. Jest jednak interesujace, ze swoich hipotez nie weryfikowala
na przykladach innych zbioréw, ale poddala glebszej analizie przyklady tych
zbioréw, ktére juz rozwazala. Prawdopodobnie, w wyniku kilkakrotnego po-
wtérzenia sposobu badania zastosowanego we wstepnym przykladzie, uswia-
domila sobie bardzo wyraznie to, ze ustalenie przez nia uporzadkowania wy-
branych cyfr (to, ktéra z nich przyjaé jako a, ktéra jako b i ktéra jako ¢) ma
wplyw na uporzadkowanie zbioru A, i tym samym na wskazanie rozwiazania
(dwu liczb, ktérych réznica jest podzielna przez 4). Postanowila zbadagd, czy to
rozwiazanie jest niezalezne od uporzadkowania wybranych cyfr. Zmiana tego
uporzadkowania w odniesieniu do cyfr: 2, 4, 7 spowodowala zmiane rozwiaza-
nia (réznica innych liczb jest podzielna przez 4). To przekonalo uczennice, ze
oczekiwane] przez nig niezalezno$ci nie ma, co z kolei uswiadomilo jej, ze —
wbrew temu, co jej wydawalo si¢ wezesniej — zadanie nie zostalo rozwiazane.

Tak wiec pierwsza préba odgadniecia wlasnosci generycznej przykladu nie
zakoticzyta sie sukcesem. Dorota nie ,poddala si¢”. Podjela nowa prébe od-
krycia ogdlnego rozwiazania zadania na podstawie wstepnego przykladu. Po-
nownie przyjrzala si¢ temu przykladowi — tym razem zauwazyla, Ze cyfry
1, 2, 3 oraz odpowiadajacy im zbiér A uporzadkowane s rosnaco. Dalej —
uczennica ,przetlumaczyla” wynik uzyskany dla tego przyktadu w poprzed-
nim uporzadkowaniu (réznica 1.1 4. liczby w zbiorze jest podzielna przez 4) na
»jezyk” nowego uporzadkowania: réznica wiekszej z dwu liczb ,$rodkowych”
i najmniejszej w zbiorze jest podzielna przez 4.

Nastepnie postawila sobie kolejne pytanie: Czy jesli w innych rozpatry-
wanych juz przykladach zmienimy uporzadkowanie wybieranych cyfr tak, ze
ustawimy je w ciagu rosnacym, to ,nowe” rozwiazanie zachowa sie? Drugi
przypadek cyfr kolejnych: 7, 8, 9 dal na to pytanie odpowiedZ pozytywna, a
dla cyfr niekolejnych: 2, 4, 7 — znowu negatywna. Dla tego ostatniego przy-
padku uczennica ,przelozyla” wynik uzyskany w 2. etapie pracy na ,nowy”
jezyk i odniosla do wszystkich przypadkéw cyfr niekolejnych. ,,Nowy” wynik
dla zbioréw odpowiadajacy ukladom cyfr: 1, 2, 3 oraz 7, 8, 9 uogdlnila na
wszystkie przypadki ukladéw trzech cyfr kolejnych.

2. OdpowiedZ Doroty w odniesieniu do zbioréw A utworzonych na tle trzech
cyfr kolejnych jest poprawna. Rzeczywiscie — w kazdym z tych przypadkéw
réznica wiekszej z dwu liczb ,$rodkowych” w zbiorze A i najmniejszej w ogdle
wynosi 108, a wigc jest podzielna przez 4. Przekonuje o tym ponizszy rachunek
(uczennica go nie przeprowadzila):

Niech a € {1,2,...,7},b=a+1,c=a+2.
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Wtedy jest

b-100+c-10+a—(a-100+0-104¢) =
=(b—a)-100+10(c—b)+(a—¢) =
=100+ 10 -2 = 108.

Stwierdzenie rozwiazujacej zadanie dotyczace ukladu cyfr niekolejnych —
Roznica mniejszej z ,dwu liczb najwickszych” oraz wigkszej ze ,$rodkowych”
jest podzielna przez 4 — nie jest prawdziwe. Warunek ten nie jest spelniony
choéby w takich przypadkach, w ktérych ¢ < b < ¢ oraz cyfry a,b nie sa
tego samego stopnia parzystosci (wspomniana réznica jest wtedy nieparzysta).
Uogdlnienie dokonane przez Dorote w tym przypadku jest wiec za szerokie
(overgeneralization — Maurer, 1987).

3. Jedli chodzi o poziom rozumienia przez Dorote metody matematycznej,
to trudno byloby tu podaé jednoznaczng ocene. Jest faktem, ze formulowane
przez siebie twierdzenia, powstale w wyniku uogélnienia typu indukeyj-
nego (Krygowska, 1977b), weryfikowala jedynie empirycznie. Uzywajac ter-
minologii Legutki i Turnaua (1989), mozna wigc powiedzieé, Ze uczennica nie
osiagnela jeszcze poziomu 1 rozumienia metody matematycznej: ,,... do-
wéd rozumiany jako argument ogdlny (w przeciwieristwie do przekonania na
podstawie sprawdzenia kilku przypadkow szczegdlnych)” (Legutko, Turnau;
1989, s. 14-15). Z drugiej strony, zachowanie uczennicy wskazuje na to, ze wy-
raznie odczuwala ona potrzebe poszukiwania owego ,argumentu ogélnego”,
wyrazala to przez stwierdzenia: Sprobuje znale?é jakgé zaleino$é. ...Cheia-
tabym znaleZé te zaleznosé, wedtug ktorej tak sie dzieje... . Chciatabym da-
lej szukaé zaleznodci. Ponadto spontanicznie podjela specyficzny dla badania
matematycznego problem niezaleznosci jednej wlasnosci obiektu matematycz-
nego od innej jego wlasnodci (... Chcialabym jeszcze sprawdzié, czy jesh w
tych przyktadach zmienig¢ kolejnosé a,b,c, to tez mi wyjdzie tak samo). Mo-
zna chyba powiedzie¢, ze w momencie rozwiazywania zadania o podzielnosci
réznicy przez 4 osiagniecie poziomu 1 rozumienia metody matematycznej bylo
w strefie najblizszego rozwoju Doroty (Wygotski, 1971; Gruszczyk-Kol-
czyniska, 1994).

Na uwage zastuguje takze postawa wytrwaloéci, przejawiajaca si¢ w po-
dejmowaniu nowych préb rozwigzania zadania w przypadku, gdy poprzednie
zawodzily.
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Dorota wykazala wiec pewne predyspozycje do prowadzenia badania ma-
tematycznego.

Rozumowanie 5 (Konrad — uczeni I klasy technikum mechanicznego)

Uczen rozwiazuje zadanie o podzielno$ci réznicy przez 4.
Etap 1

Konrad zaczyna od rozwazania przykladu. Wypisuje w kolumnie wszystkie
liczby trzycyfrowe o cyfrach 1, 2, 3 — w porzadku od najmniejszej do najwie-
kszej (patrz s. 1 arkusza pracy). Tworzy kilka réznic: wybiera liczbe z wypi-
sanego ciagu i odejmuje od niej liczbe mniejsza; za kazdym razem sprawdza
podzielnoé¢ wyniku przez 4. Zauwaza, ze trzecia z kolei réznica: 231-123=108
spelnia Zadany warunek. Zapisowi tego ostatniego odejmowania po§wieca wie-
cej uwagi: dostrzega, ze odjemna jest liczba stojaca na czwartym miejscu w
wypisanym wczeéniej ciagu, a odjemnik — liczbg na pierwszym miejscu.

Uczen wybiera nastepnie inng tréjke cyfr: 1, 3, 4. Podobnie jak poprzednio,
zapisuje przy pomocy tych cyfr rosnacy ciag liczb trzycyfrowych. Sprawdza,
czy otrzyma rowniez liczbe podzielng przez 4, jesli od czwartej liczby w tym
ciagu odejmie liczbe stojaca na pierwszym miejscu. Wykonuje wigc odejmowa-
nie: 341-134, otrzymujac w wyniku 207. Po zbadaniu podzielnosci tej liczby
przez 4 uczen méwi: Taki sposob, w jaki otrzymalismy w tamtym przyktadzie
roznice podzielng przez 4, nie jest dobry dla innych cyfr.

Etap 2

Konrad powraca teraz do wyjsciowego przykladu — zbiorn A dla cyfr
1, 2, 3. Decyduje si¢ na utworzenie wszystkich réznic liczb z tego zbioru takich,
ze odjemnik jest mniejszy od odjemnej. Tworzy je w sposéb systematyczny:
od najwiekszej z tych liczb odejmuje kolejno wszystkie od niej mniejsze, potem
od drugiej od kofica odejmuje liczby od niej mniejsze, itd. Réznice o ustalo-
nej odjemnej zapisuje w oddzielnych wierszach. Za kazdym razem sprawdza
podzielno§é wyniku przez 4. Wyréznia graficznie (obwodzi ,kélkiem”) réznice
spelniajace warunek zadania. Jest ich 3 (patrz s. 1 arkusza pracy). Réznice
te zapisuje powtdérnie i opisuje kazda z nich, uzywajac liter a,b, ¢, zgodnie z
przyjetym przez siebie zatozeniem a < b < c¢. W przepisywaniu réznic popel-
nia pomytke, co w konsekwencji prowadzi do bledu w opisie algebraicznym.
Ta pomylka zostaje przez ucznia dostrzezona i ostatecznie opis wyrdznionych
réznic przyjmuje nastepujaca postaé:
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(1) ¢ba — bac,
(2) cab — acd,
(3) bea — abe.

Nastepnie Konrad przechodzi do weryfikacji swoich hipotez. Uswiadamia
sobie, ze sposéb (3) nalezy odrzucié jako nie prowadzacy do zadanego wyniku,
co sugeruje rozpatrywany wczesniej przyklad cyfr 1, 3, 4 oraz cyfr 1, 2, 4.
Uczen przekre$la wiec zapis (3).

Wybiera teraz cyfry 1, 4, 6. Tworzy odpowiadajaca im réznice pierwszego
typu: cba — bac. Stwierdziwszy, Ze wynik odejmowania 641—416 nie jest liczba
podzielng przez 4 (liczy w pamieci tylko cyfre jednosci), konstatuje: Taka
réznica tez nie musi dawaé dobrego wyniku — trzeba jg odrzucié, po czym
przekresla zapis (1).

Dla tych samych cyfr tworzy Konrad réznice pozostalego z wyréznionych
typéw: cab — ach. Odejmowanie 614—164 takze nie daje pozadanego wyniku.
Tym razem rozwiazujacy zadanie nie stwierdza jednak, zZe ten sposéb tworzenia
réznicy nalezy odrzucié. Zatrzymuje sie nad ostatnim przykladem: 614—164 =
450, przyglada si¢ przez chwile wynikowi i méwi: Ale ostatnia cyfra réznicy
jest zerem. Zawsze tak bedzie przy takim ustawieniu cyfr. Aby ta réznica byla
podzielna przez 4, druga jej cyfra, czyli a—c, ... nie ... odejmujemy od wickszej
mniejszq, czyli ¢ — a musi byé parzyste. W wyniku tego stwierdzenia Konrad
ujmuje ,w ramke” zapis cab — abc i obok notuje w skrécie: ¢ — a = pa (patrz
dolna ¢zgs¢ s. 1 arkusza pracy).

Teraz uczeit wypisuje rézne pary cyfr, ktérych réznica jest parzysta: 3 —1,
5—1—itd. (patrzs. 2 arkusza pracy). Po ich wypisaniu stwierdza, Ze réznica
¢ — a bedzie parzysta, gdy «, ¢ beda albo obie parzyste, albo obie nieparzyste.
Dalej przechodzi do wypisywania ciagu tréjek, w ktérych wystepuje uklad
cyfr: 3, 1 natomiast trzecia cyfra w tréjce zmienia sig:

312, 314, 315 itd.

Zwraca uwage na to, ze w kazdym z ukladéw trzech cyfr, w ktérych wystepuja
cyfry 3, 1, od razu mozna wskazaé dwie liczby, ktérych réznica jest podzielna
przez 4: odjemna bedzie ta wlasnie liczba, ktdra zostala napisana, odjemnik
za$ bedzie mial te sama cyfre jednosci, a cyfry setek i dziesiatek zmnienia sie
miejscami. Ilustruje ten sposéb dla cyfr 3, 1, 2, po czym dodaje: tak samo
bedzie sie tworzyé réznice dla innych wyboréw cyfr, wsrod ktorych wystepujq
dwie cyfry tu wypisane. A co zrobié, jesli réznica ¢ — a bgdzie nieparzysta?
— pyta siebie uczeil, a po chwili namystu odkrywa i komunikuje z wyraznym
zadowoleniem: Ale przeciez jak mamy trzy cyfry rozine, to wsrod nich muszq
byé takie dwie, ktdre sq parzyste, albo takie dwie, ktore sg nieparzyste... Te
cyfry ustawiamy jako cyfry setek i dziesiqtek, a te trzeciq, pozostalq cyfre na
koricu. Od takiej liczby odejmiemy liczbe o tej samej cyfrze jednosci, a o prze-
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stawionych cyfrach setek i dziesigtek. Mozemy te réznice zapisaé tak, jak byto
to juz poprzednio:

cab — ach, ‘
z tym, Ze teraz ¢, a sqg obie parzyste, albo obie nieparzyste... no i trzeba dodaé,
ze a jest mniejsze od c. Ta rézinica musi byé podzielna przez 4, bo a — ¢ jest
parzyste.

Konrad koficzy prace nad zadaniem zilustrowaniem odkrytego sposobu
tworzenia réznicy o zadanej wlasnoéci dla kilku tréjek cyfr: 1, 3, 4; 1, 5,
7, 3,4,7; 3,6,7. ’

Komentarz do rozumowania 5

1. W poszukiwaniu rozwiazania zadania Konrad takze posluzyl sie¢ przy-
ktadem. Na jego podstawie formulowal rézne wlasnosci, a w konsekwencji
rézne hipotezy co do sposobu tworzenia w zbiorze A réznicy liczb spelnia-
jacej zadany warunek. W 1. etapie pracy, w wyniku wskazania w zbiorze A
odpowiadajacym cyfrom 1, 2, 3 tylko jednej réznicy podzielnej przez 4, uczen
sformutowal hipoteze, ktérej mozna nadaé brzmienie:

Jedli dla wybranych trzech réznych cyfr utworzymy rosnacy ciag
liczb trzycyfrowych zapisanych tymi cyframi, a nastepnie od czwar-
tej z nich odejmiemy pierwsza, to otrzymamy liczbe podzielng
przez 4.

Hipoteza ta zostala przez ucznia obalona przez podanie kontrprzyktadu.

W 2. etapie pracy, po dokladniejszym zbadaniu tego samego przykladu pod
katem spelnienia zadanego warunku, uczen sformulowal trzy réwnorzedne hi-
potezy, nazwijmy je Hy, Hy, H3, odpowiadajace kolejno sposobom (1), (2) i (3)
ustawienia cyfr dla otrzymania dwu liczb, ktdrych réznica jest podzielna przez
4. Préby stosowania kolejno spbsobéw Hy, Hz do innych przykladéw zakon-
czyly sie ich odrzuceniem. Weryfikacja hipotezy H; przebiegala troche inaczej
niz w poprzednich przypadkach. Przy weryfikacji hipotezy H, stosowal Konrad
zasade optymalnej ostroznoéci. Cho¢ sprawdzenie tej hipotezy na nowym
przykladzie dalo wynik negatywny, uczeii prowadzil badania dalej. Mianowicie
zadal sobie bardzo istotne dla rozwiazania zadania pytanie, w jakich przypad-
kach sprawdzany teraz sposéb prowadzi do oczekiwanego wyniku. Odpowiedz
na to pytanie uzyskal na drodze rozumowania dedukcyjnego. Zauwazyl, ze
wynikiem odejmowania wedlug sposobu (2) jest liczba, ktérej cyfra jednosci
wynosi 0. Uswiadomil sobie dalej, ze na to, aby liczba byla podzielna przez
4, cyfra jej dziesiatek ¢ — ¢ musi by¢ parzysta. Dalsze wypisywanie wszyst-
kich uktadéw cyfr, ktérych réznica jest parzysta, to znowu empiria. I choé
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mozna by powiedziec, Ze w tej fazie rozwigzywania zadania empiria byla juz
zbedna, to wydaje si¢, ze wlasnie wypisywanie przykladéw oplacilo sie —
pomoglo uczniowi w uzyskaniu takiego wgladu w zadanie, ze objal jednym
chwytem mysli wszystkie przypadki. Dostrzegl mianowicie, Ze proponowany
spos6b ustawienia cyfr — ,,dobry” w przypadku a < b < ¢, ¢ — a parzyste —
przez niewielka modyfikacje (rezygnacja z warunku e < b < ¢, z zachowaniem
warunku: a, ¢ parzyste lub a,c nieparzyste) — mozna odnie$¢ do dowolnego
uktadu trzech cyfr.

2. Ostatecznie Konrad, cho¢ nie zaprezentowal pelnego zapisu rozwiazania
zadania, odkryl, a nastepnie przedstawil werbalnie istote tego rozwiazania.
Osiagniecie tego sukcesu mozna, jak sadze, w duzym stopniu przypisaé dwu
cechom postawy Konrada. Jedna z nich jest dokladno$éé i systematycznosé
w badaniu empirycznym. Termin ,systematyczno$é w badaniu empirycz-
nym” wiaZe si¢ z postawg, ktéra — w wyniku swoich badait — Legutko (1988)
wyréznita pod nazwa ,systematyczno$é w poszukiwaniu rozwigzania zadania”.
W przypadku Konrada ta postawa przejawiala si¢ w tym, Ze

— przypadki numeryczne (uwzgledniane w réznych fazach rozwigzania za-
dania) rozpatrywane byly nie w sposéb przypadkowy, chaotyczny, ale
wedlug ustalonego, czytelnego systemu (np. badanie w 2. etapie pracy
wszystkich 15 réznic liczb nalezacych do konretnego zbioru A),

— technika samego zapisu tych przypadkéw byla przejrzysta (np. zapisywa-
nie wspomnianych powyzej réznic tak, by réznice o tej samej odjemnej
znajdowaly si¢ w oddzielnym wierszu, co pozwolilo miedzy innymi na
latwiejsza kontrole rachunku),

— uczen kontrolowal poprawno$é rachunkéw, zapiséw — sprawdzenie w 2.
etapie pracy zgodnoSci ,algebraicznych” zapiséw hipotez z ich arytme-
tycznymi odpowiednikami pozwolilo na dostrzezenie i poprawienie po-
mylki (patrz opis rozumowania ucznia, s. 20), ktérej pozostawienie unie-
mozliwiloby dojicie do rozwiazania zadania. Mozna wiec chyba powie-
dzie¢, ze empiria w wydaniu Konrada byla dobrze zorganizowana.

Druga istotng cecha analizowanego rozumowania jest oderwanie sie — na
pewnym etapie rozwiazywania zadania — od empirii na rzecz argumentacji
ogolnej. Rozumowanie Konrada moze wskazywaé na to, zZe ten uczen jest bli-
ski osiaggniecia lub juz osiagnal poziom 1 rozumienia metody matematycznej
wedlug Legutki i Turnaua (patrz s. 19).

Rozumowanie 6 (osoba B — po studiach matematycznych)

W pracy osoby B nad rozwiazaniem tego samego zadania mozna wyréznié
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4 etapy (sygnalizuja je punkty 1), 2), 3), 4) w arkuszu pracy osoby B).

Etap 1

Osoba B zaczyna swoje rozumowanie dokladnie tak samo jak Konrad w o-
statnio opisanym przykladzie: wybiera cyfry 1, 2, 3 1 tworzy odpowiadajacy im
zbiér A. Szuka w tym zbiorze pary liczb, ktérych réznica jest podzielna przez
4, rozpatrujac liczby o tej samej cyfrze jednosci. Znajduje taka pare liczb: 312,
132. Zwraca uwage na warto$¢ ich réznicy — liczbe 180. Zadaje sobie pytanie:
Czy to przypadek, zZe ta réznica wynosi 1807
Opisuje teraz ogélniej (za pomoca symboli) sytuacje rozpatrywana w wyjscio-
wym przykladzie:

Méwi: Cyfry a,b,c, to trzy kolejne cyfry: a,a+ l,a+2,1 < a < 7).
Tworzymy liczbe

(a4+2)-100+a-10+ (a+1)

i od niej odejmujemy liczbe o tej samej cyfrze jednosci, ale o przestawionych
cyfrach dziesigtek i setek, czyli liczbe

a-100 4 (a+2)-10+ (a+1).

Jako wynik otrzymujemy liczbe 2-90, oczywiscie podzielng przez 4 (patrz za-
pis w punkcie 1) arkusza pracy osoby B). Zadanie jest rozwigzane w przypadku
zbioru A utworzonego dla trzech cyfr kolejnych.

Etap 2

Nastepnie B skupia swojg uwage na zapisie algebraicznym przeprowadzo-
nego przed chwilg rachunku i zadaje sobie pytanie: Co znaczy ten wynik 2-907
Dlaczego dwa razy dziewigédziesigt? (akcentuje w wypowiedzi stowo ,dwa” a
w zapisie rachunku obwodzi okienkiem liczbe 2). Po chwili odpowiada: Liczba
2 w tym iloczynie bierze si¢ stqd, Ze rozinica miedzy najwickszq i najmniejszq
cyfrg sposréd wybranych cyfr a,b,c wynosi 2. Podobny wynik otrzymamy, jesli
liczbe 2 zastgpimy liczbg 3,4, itd., ogdinie k. Rachunku nie ma co powtarzac,
bedzie zupetnie analogiczny. Zapiszemy tylko wynik:

Niech

a<b<e
c=a+ k.

Wtedy
(c a b)10— (a c b)ip=k-90.
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Liczba k - 90 bedzie podzielna przez 4, o ile k bedzie liczbg parzystq. Z tego
wniosek, Ze zadanie jest rozwigzane w przypadku zbioréw A utworzonych dla
takich trzech cyfr, dla ktorych réznica k miedzy najwickszq i najmniejszq z
tych cyfr jest parzysta, to znaczy dla k = 2,4,6,8. Przy tym zatozeniu liczby,
ktorych roznica jest podzielna przez 4, tworzymy w nastepujgcy sposob:

— odjemna ma w rzedzie setek najwickszq z cyfr, w rzedzie dziesigtek naj-
mniejszq, w rzedzie jednosci pozostatq cyfre;

— odjemnik ma te¢ samq cyfre jednosci co odjemna, jego cyfrq dziesigtek
jest cyfra setek odjemnej, a cyfrq setek jest cyfra dziesigtek odjemnej.

Etap 3

B konstatuje nastepnie, Ze pozostal do rozwazenia przypadek, kiedy réznica
miedzy najwiekszg i najmniejsza sposréd wybranych trzech cyfr jest nieparzy-
sta. Zapisuje to symbolicznie:

a<b<e,

c=a+l, | — nieparzyste.
Przy tym zaloZeniu wyréznia trzy przypadki:
I.1=3, .1 =5, . [ =1.

Dla pierwszego z nich analizuje zaleznosci miedzy cyframi: Jesli najmniejszq z
nich oznaczymy przez a, to najwicksza ma wartosé a + 3, natomiast posrednia
moze przyjmowaé wartosci a + 1 lub a + 2.

Zapisuje to tak:

I. a a+3
a+1

a+2

Jak tutaj dobraé dwie szukane liczby? — pyta B i po chwili zauwaza:
W przypadku cyfr: a,a+ 1,a + 3, mozemy je ustawié¢ w nastepujgey sposcb

a+3 — wrzedzie setek,
a+1 — wrzedzie dziesigtek,

a —  w rzedzie jednosei,
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i od liczby o takich cyfrach odjqé liczbe o tej samej cyfrze jednosci, a wymie-
niajgcych si¢ miejscami cyfrach setek i dziesigtek.
Pojawia si¢ zapis:

A. (a+3)-1004(a+1)-10+a
- (a41)-100+(a+3)-10+a
2-90

Podobnie bedzie dla cyfr: a,a+ 2,a + 3 — méwi B, po czym zapisuje:

B. (a+2)-100+a-10+ (a+ 3)
— a-100+ (a+2)-104 (a+3)
2-90

W analogiczny sposéb rozwazany jest przypadek II. [ = 5. Po zapisaniu
zwigzku miedzy cyframi, w nastepujacej formie graficznej:

a a+5
a+1
a+2
a+3
a+ 4,

rozwigzujacy zadanie stwierdza, ze w kazdym z czterech powyiszych przy-
padkéw istnieja dwie cyfry, ktérych réinica jest parzysta. Znaczy to, ze za
kazdym razem mozna wskazaé dwie liczby zapisane przy pomocy tych cyfr,
ktérych réinica jest parzysta wielokrotnoscig liczby 90.

Rozwiazanie zadania, dla kazdego z tych czterech ukladéw cyfr, zapisuje
w skrécie — podajac cyfry tylko jednej z szukanych liczb, odjemnej — w
porzadku od rzedu najwyzszego do najniiszego z zaznaczeniem, ze cyiry od-
jemnika powstaja z przestawiania cyfr setek i dziesiatek odjemnej. Oto tabela
zbierajaca wyniki: -

. 1 =5
Mm@ |6

A.la+5|a+1 a

B.la+2 a a+5

o

a+5]la+3 a

D.la+4 a a+b
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Ostatni z rozwazanych przypadkéw matematyk bada dokladnie w taki sam
sposéb jak przypadek [ = 5. Zachowuje te sama co poprzednio konwencje za-
pisu (patrz arkusz pracy, s. 1, p. 3). Pod tabely pisze: W kazdym przypadku
sq takie dwie liczby, Ze ich rézinica jest podzielna przez 4, jako parzysta wielo-
krotnosé 90.

Etap 4

Po zapisaniu ostatniego z rozpatrywanych przypadkéw osoba B wyznaje
obserwatorowi: Co prawda zadante jest juz rozwigzane, ale niepokoi mnie to,
ze mamy az tyle przypadkow. Kontynuuje: Zastanawiam sie, czy nie datoby sie
skrocié tego rozumowania... Jeszcze raz przyjrzyjmy sie punktowi 3). Dlaczego
przy kazdym wyborze cyfr udalo sie spetnié zqdany warunek? Po chwili namy-
stu, B z wyrazna ulga i zadowoleniem komunikuje: Alez oczywiscie, musiato tak
byé. Za kazdym razem potrafilismy wskazaé dwie cyfry, ktorych réinica byta
parzysta, bo przeciez z trzech dowolnie wybranych cyfr dwie muszq byé tego
samego stopnia parzystosci: albo parzyste, albo nieparzyste. Teraz wszystko
jest jasne. Niepotrzebne jest rozwazanie przypadkow ze wzgledu na wartosé
roznicy pomiedzy najwiekszq i nagmniejszq z cyfr. Mozna rozrozinié przypadki
ze wzgledu na parzystosé lub nieparzystosé cyfr a,b, ¢ — mowi osoba B — i po
chwili zapisuje:

L a,b,c — parzyste II.  a,b,c — nieparzyste
III. a,b — parzyste IV. a,b — nieparzyste
¢ — nieparzyste ¢ — parzyste

W kazdym z tych czterech przypadkow bedziemy budowaé dwie interesujgce nas
liczby wedtug tej samej zasady — kontynuuje B: Wybierzemy dwie cyfry tego
samego stopnia parzystosci. Jedng z nich, powiedzmy te wickszq, przyjmiemy
za cyfre setek, mniejszq za cyfre dziesigtek, a pozostalg z trzech cyfr — za
cyfre jednosci. Odejmiemy teraz liczbe, ktora powstanie z poprzedniej przez
przestawienie cyfr dziesigtek i setek oraz zachowanie cyfry jednosci.
Po tej zapowiedzi osoba B zapisuje rozwiazanie zadania, zaczynajac od przy-
padku I:
AdI) Niecha<b<e
100c+ 106+ a
— (1000 + 10c + a)
90(c — b)

W przypadku II rachunek bedzie analogiczny — méwi B (zapisuje tylko II jak
I) i przechodzi do przypadku III, zapisujac:
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AdTD) a<b

1006 + 10a + ¢
— (100a + 10b + ¢)
(b—a)-90
parzyste

Dalej osoba B stwierdza, ze zapis rozwiazania przypadku IV bedzie wygladat
tak samo jak III, notuje wigc tylko w skrécie: IV jak III. Nastepnie dodaje: To
ostatnie rozwigzanie bardziej mi sie podoba od poprzedniego. Mam jeszcze takg
uwage, ze wlasciwie zostato rozwigzane nie tylko to wyjsciowe zadanie, ale caty
szereg zadan do niego podobnych. Pokazalismy, ze w zbiorze A isiniejq dwie
liczby, ktérych rdznica jest parzystq wielokrotnosciq liczby 90. Znaczy to, Ze w
zbiorze A istniejq dwie liczby, ktérych réznica jest podzielna nie tylko przez 4,
ale takze przez kazdy inny dzielnik liczby 180.

Tym stwierdzeniem osoba B koficzy swoja prace nad rozwigzaniem zada-
nia.

W drugiej fazie obserwacji badajaca zwracala si¢ do osoby B z prosha o

pewne wyjasnienie, méwiac: Zatrzymujemy sie¢ na chwile nad wstepnym eta-
pem rozwiagzywania zadania — nad przykladem zbioru A odnoszacego sie do
cyfr 1, 2, 3 oraz wskazaniem dla niego dwéch poszukiwanych liczb. W moim
odczuciu istotnym momentem dla dalszego rozumowania bylo zwrécenie uwagi
na to, ze réznica 312 — 132 jest liczba 180. Czy mozesz jakos wyjasni¢, dlaczego
liczba 180 wydala ci sie w tej sytuacji szczegélna?
Sqdze¢ — odpowiada B — Ze z tq liczbq 180 bylo tak: Analiza przykladu uswia-
domita mi, ze ta ,zabawa” polega na pewnym przestawianiu cyfr liczby trzy-
cyfrowej. To skojarzyto mi si¢ z podobnym, znanym mi zadaniem o liczbach
dwucyfrowych. Mianowicie, odejmujgc od liczby dwucyfrowej liczbe o przesta-
wionych cyfrach, otrzymujemy wielokrotnodci liczby 9. Pomyslalam sobie —
tam wielokrotnosci liczby 9, byé moze w tym przypadku bedg wielokrotnoscig
liczby 90. Dalej, to juz byt tylko prosty algebraiczny rachunck.

Komentarz do rozumowania 6

1. Uogdlnienie rozwigzania zadania na podstawie rozwiazania zadania w
szczegllnym przypadku dokonane przez osobe B nie bylo aktem jednorazo-
wym. Rozszerzanie zakresu obiektéw speliajacych zadany w zadaniu warunek
odbywalo sie stopniowo, w kilku etapach. Przeanalizujmy te ctapy z punktu
widzenia stosowanej strategii.

a) Na poczatku swojej pracy nad zadaniem osoba B podjela decyzje o
rozpatrzeniu przykladu zbioru spelniajacego warunek zadania; okazal si¢ on
tym samym przykladem, od ktérego wyszedl Konrad. Rozwigzujacy zadanie
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wskazal w nim pare liczb lq,l,, ktérych réznica wynosi 180. Potraktowal ten
wynik (liczbe 180) jako szczegdlny; przemawia za tym postawienie sobie przez
niego pytania: Czy to przypadek, ze réznica liczb 1, [; wynosi 1807 Dalszy krok
rozwiazujacego zadanie (zastapienie cyfr 1, 2, 3 literami a, a+1, a+2) sugeruje,
ze przez tak postawione pytanie sformulowal on nastepujaca hipoteze:

Jeéli a,b,c sa kolejnymi cyframi i utworzymy z nich dwie liczby
li, I, wedlug tej samej co w wyjSciowym przykladzie zasady, to
réznica [y — Iy jako liczba 180, bedzie podzielna przez 4.

Rachunek algebraiczny potwierdzil te hipoteze.

b) Proces kolejnego uogdlniania rozwigzania zadania otrzymanego dla
przypadku kolejnych cyfr zaczal sie¢ wtedy, gdy B zwrécil uwage nie tylko
na to, ze réznica liczb tworzonych wedtug odkrytej zasady spelnia zadany wa-
runek, ale przyjrzal si¢ dokladniej jej postaci. Zadal sobie pytanie, dlaczego
ta réznica wynosi 2 - 90. Przesledzenie przeprowadzonego wczeéniej rachunku
spowodowalo u§wiadomienie sobie przez osobe B zaleznosci: zwiazek, w jakim
pozostaja cyfry liczb wskazanych jako spelniajace warunek zadania (réznica
miedzy najwigksza a najmniejsza z cyfr wynosi 2) ma swoje odbicie w wyniku
odejmowania tych liczb (réznica wynosi 2 - 90). Osoba B zauwaZyla dalej, ze
tego rodzaju zalezno$¢ nie zmieni sie, jesli liczbe 2 zastapimy liczba k, gdzie
k =2,3,4,5,6,7,8. Stad juz otrzymuje bezposredni wniosek: jedli réznica k
miedzy najwieksza i najmniejsza cyfra, z trzech dowolnie wybranych, jest pa-
rzysta, a wiec dla k = 2,4,6,8, to réznica tak utworzonych liczb [y, I, jest
podzielna przez 4. Zwréémy uwage na to, ze w tym akcie uogélniania nie
wystapilo stawianie hipotezy co do rozwiazania w szerszej klasie obiektéw.
Wystapilo natomiast uogélnienie twierdzenia przez uogdlnienie rozu-
mowania (Krygowska, 1977h), a dokladniej przez uzmiennienie stalej. W
wyniku tego zabiegu rozszerzyla sie klasa obiektéw spelniajacych Zadany w
zadaniu warunek.

¢) W trzecim etapie swojej pracy osoba B zajela si¢ pozostalymi przy-
padkami rozwazanych obiektéw; ich zbidér byl roztaczny ze zbiorem obiektéw
badanych w 1.1 2. etapie pracy. Nie bylo to uogdlnienie. Rozwiazanie zadania
w tych nowych przypadkach polegalo na podaniu innego niz poprzednio spo-
sobu budowania z podanych cyfr dwu liczb tak, by ich réznica byta podzielna
przez 4.

Trzeci akt wogdlnienia wystapil w czwartym etapie pracy osoby B. Twier-
dzenia udowodnione w drugim i trzecim etapie pracy — w wyniku analizy
rozumowania ez post — zostaly zunifikowane: osoba B podala nowy sposéb
budowania z ustalonych cyfr dwu liczb spelniajacych zadany warunek, tak ze
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objete nim zostaly wszystkie przypadki. Mozna powiedzieé, ze wystapilo tu
uogélnienie twierdzenia przez unifikacje (Krygowska, 1977b).

2. Kilkakrotnie w pracy osoby B nad rozwiazaniem zadania, w réznych jej
fazach, wystapil wyraZnie rzut oka wstecz na to, co zostalo juz zrobione
(Polya, 1964). I tak:

a) Po rozwazeniu przypadku trzech liczb kolejnych rozwiazujacy zadanie
przesledzil przeprowadzony rachunek algebraiczny. Zrobil to nie tyle moze
po to (lub nie tylko po to), by sprawdzi¢ poprawnos¢ rachunku, ile raczej w
celu uzyskania odpowiedzi na — prawdopodobnie nie do kofica u§wiadomione
— pytanie, czy przez podobny rachunek nie mozna by objaé jeszcze innych
przypadkéw.

b) Po uzyskaniu rozwiazania zadania (etap 3) osoba B zadala sobie py-
tanie: Czy nie mozna by skréci¢ rozumowania? Waznym motywem do
postawienia tego pytania byl, jak sie wydaje, czynnik emocjonalny — nieza-
dowolenie z tego, ze rozwiazanie jest niecleganckie, bo uwzglednia duza liczbe
przypadkéw. Odnosi sie wrazenie, ze osoba rozwiazujaca zadanie nie byla w
pelni usatysfakcjonowana z uzyskanego rozwiazania, poniewaz nie dostrzegla
jasno — jedynym chwytem mys$li — powodu, dla ktérego spelnienie zada-
nego w zadaniu warunku w kazdym z rozwazanych przypadkow jest mozliwe.
Dazac do uchwycenia tego, co nazwaliby$my istota rozwiazania, zanalizowala
ona swoje rozwigzanie — szczegdlnie punkt 3 (przypadek, gdy réznica miedzy
najwieksza i najmniejsza spos$réd trzech wybranych cyfr jest nieparzysta) —
1 postawila sobie kolejne pytanie: Dlaczego w kazdym przypadku to jest mo-
iliwe? Sledzac zapis rozwiazania u$wiadomila sobie ponownie, ze wszystkie
przypadki badane w punkcie 3 maja wspdlna ceche — przy kazdym wyborze
trzech cyfr udalo si¢ wéréd nich wskazac dwie takie, Ze ich réznica jest parzy-
sta, oraz ze te sama ceche posiada przypadek rozpatrywany w punkcie 2. Takie
spojrzenie na uzyskany wynik pozwolilo osobie B ,zobaczy¢” to, czego wcze-
$niej nie ,widziala”: przy kazdym wyborze trzech cyfr, musza by¢ albo dwie
parzyste, albo dwie nieparzyste. Ten wglad w zadanie pozwolil B dostrzec w
4. etapie inne, krétkie rozwiazanie. zaprezentowala w etapie 4. swojej pracy.

¢) Przedstawienie drugiego, satysfakcjonujacego osobe B rozwiazania nie
zakonczylo jeszcze jej pracy nad zadaniem. Obejmujac mysla caloéé rozwi-
3zania i zwracajac szczegblng uwage na wynik uwzglednionego odejmowania,
u$wiadomila sobie, Ze uzyskane rozwigzanie wyjsciowego zadania jest dowo-
dem ogdlniejszego faktu.

Opisy pracy, tak Konrada, jak i matematyka B, ilustruja zjawisko wgladu w
sytuacje matematyczna, objawiajace si¢ naglym u$wiadomieniem sobie istoty
rozwiazania zadania, po wielu wczeéniejszych prébach jego rozwigzania. Wy-
stepuje ono jako ,olénienie” w twérczej pracy matematyka, i odnosi sie, oczywi-
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Scie, do daleko powazniejszych probleméw niz tu rozwazane: ,,Jak to przyznaja
sami matematycy, akt iluminacji nastepuje zwykle po ogromnej pracy wstepnej
oraz poprzedza nastepny etap pracy organizowanej §wiadomie...” (Krygowska,
1986).

Charakterystyka odgadywania wlasnoS$ci generycznej przyktadu
jako podstrategii strategii ,,rozwaz przypadki szczegélne”

Wszyscy autorzy rozumowan 1-5, niezaleznie od tego, ktére z dwu zadai (o
tréjkach pitagorejskich czy o podzielnoéci réznicy przez 4) rozwiazywali, po-
stepowali — przynajmniej we wstepnym etapie — wedlug podobnego sche-
matu. Jego istote mozna krétko ujaé tak:

Osoba rozwiazujaca zadanie zaczyna od przykladu obiektu spelniajacego
zadany w zadaniu warunek, traktujac ten przyklad jako rozwiazanie w przy-
padku szczegélnym. Nastepnie analizuje ten przyklad starajac sie dostrzec
jakas jego wlasnos¢ w nadziei, Ze generuje ona ogdlne rozwigzanie. Zwréémy
uwage na to, ze ta droga moze, ale nie musi prowadzi¢ do sukcesu. Moze si¢
zdarzyé, ze znajdziemy, choé nie od razu, a dopiero za ktéras$ z kolejnych préb,
wlasnosé, ktéra generuje rozwiazanie ogélne. Moze sie takze okazaé, ze zadna
z dostrzezonych wilasnosci przyktadu takiej cechy nie posiada. Niezaleznie od
tego, czy takie postepowanie zakonczy sie powodzeniem, czy nie, podpada ono
pod strategie rozwazania przypadkéw szczegdlnych.

Scharakteryzowanemu tu sposobowi wykorzystania rozpatrzonego na wste-
pie przykladu do otrzymania ogélnego rozwiazania zadania przypisuje nazwe
odgadywanie wlasno$ci generycznej przykladu. Taki wlasnie sposéb
prezentuja przyklady 1-5. Dla odgadywania wlasnosSci generycznej przyktadu
charakterystyczne jest stawianie hipotez do rozwiazania ogdlnego, ktérych
zrédlem jest wstepny przyktad.

Poszukiwanie transformacji zachowujacej wlasnosé
przykladu

Rozumowania 6, 7, 8, ktére beda przedstawione ponizej, odnosza si¢ do zadania
o tréjkach pitagorejskich.

Rozumowanie 7 (Witold — uczefi drugiej klasy technikum)

Uczeni zaczyna rozwiazanie zadania od stwierdzenia: Juz mam jedng tréjke
liczb: 1,1,1 (zapisuje to pod réwnaniem z? + y* = 2%) i niemal natychmiast
dodaje: Nie! — niestety pomylitem si¢ rtéwnoczeénie przekreslajac to, co przed
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chwila napisal. Po chwili méwi: Moge to réwnanie zastqpié wzorem (z + y)* —
2wy = z2...ale co nam to daje? Niedlugo potem komunikuje: Przypominam
sobie z geometrii, ze chyba 3,4,5 spetnia to réwnanie. Po sprawdzeniu pisze:
(3,4,5) i podkresla ten zapis.

Nastepnie Witold sprawdza, czy (3%,42,52%) spetnia réwnanie. Otrzymuje
odpowiedZ negatywna. Bezposrednio potem stawia sobie pytanie: A co bedzie,
gdy kazdg liczbe trdjki (3,4,5) pomnozymy przez 22 Po wykonaniu odpowied-
niego rachunku stwierdza, ze tréjka (6,8,10) spelnia wyjSciowe réwnanie.

Teraz rozwiazujacy zadanie zapisuje po prawej stronie kartki — jedno pod
drugim — uzyskane juz rozwiazania réwnania (%) (patrz arkusz pracy). Na-
stepnie powtarza zabieg mnozenia sktadowych tréjki przez 2, stosujac go tym
razem od rozwiazania: (6, 8, 10). Po wykonaniu sprawdzenia konstatuje, ze
tréjka (12, 16, 20) takze nalezy do poszukiwanych tréjek liczb; dopisuje ja do
zestawienia. Stwierdza dalej: To jest juz system. To must byé system. Spraw-
dze jeszcze na jednym przyktadzie. Bada, czy 24% + 32% = 402. Otrzymuje
odpowiedZ ,tak”. Wypowiedzia: Jestem pewien, Ze jest to dobry system. W
ten sposéb powstanie nieskornczenie wiele trojek liczb spetniajgcych rownanie
2?2 + y? = 2% uczen konczy rozwiazanie zadania.

Bezposrednio po tym — w ramach drugiego etapu obserwacji — badajaca
przeprowadzila z uczniem krétki wywiad. Oto jego przebieg:

B (badajaca): Na czym polega twéj system? Jak bys go opisal?

W (Witold): Wyszedlem od tréjki liczb (3, 4, 5). Pomnozylem kazda liczbe
przez 2. Otrzymalem (6, 8, 10). Sprawdzitem, Ze jest to pierwiastek réw-
nania. Dalej robilem tak samo: mnozylem kazda liczbe tej nowej tréjki
przez 2. Sprawdzilem, Ze takze dostaje si¢ pierwiastek. Juz widzialem
system. Sprawdzilem jeszcze na jednym przykladzie. Ten sposéb mozna
powtarzaé w nieskonczono$é. WeZmy nastepny przyklad: (48, 64, 80) (tu
wykonuje odpowiedni rachunek)... tez sie sprawdza.

B: Skad wiesz, ze np. trdjka liczb stojaca na setnym miejscu w twoim systemie
bedzie spelniaé réwnanie?

W: Wiem, ze tak musi by¢.
B: Dlaczego? Sprawdziles tylko dla czterech poczatkowych przykladéw.

W (po chwili): Ja jestem pewien, no... ale zaraz... ten system mozna jako$ za-
pisaé ogdlnie. (Przyglada si¢ przez chwile zestawieniu znalezionych pier-
wiastkéw). Mielidmy (3, 4, 5). Ogdlnie to bedzie... (3-2",4-2",5-2"),
bo najpierw mnozyliémy przez 2, potem przez 4, 8, 16 itd. Teraz mozna
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podstawi¢ do réwnania — i tu wykonuje odpowiedni rachunek (patrz
arkusz pracy — zapis pod pozioma kreska).

Komentarz do rozumowania 7

1. Sposéb, w jaki Witold wykorzystal przykiad, jest inny niz opisany po-
przednio. Badanie, ktdre ten uczen przeprowadzil, mozna by scharakteryzowad
w nastepujacy sposéb:

Po wskazaniu przykladowej tréjki spelniajacej réwnanie pitagorejskie —
(3,4,5) — rozwiazujacy zadanie stara si¢ odpowiedzie¢ na pytanie, czy innych
szukanych tréjek liczb nie daloby sig otrzymac z wyjSciowej tréjki za pomoca
jakiejé jej transformacji. Dla uzyskania odpowiedzi na to pytanie postuluje
i bada kolejno pewne transformacje. Sa nimi: (1) podnoszenie kazdej skla-
dowej tréjki do potegi drugiej, (2) mnozenie kazdej sktadowej przez 2. Sposéb
(1) uczen odrzuca. Sposéb (2) daje oczekiwany rezultat. W wyniku kolejnych
iteracji transformacji (2) uczeii otrzymuje trzy nowe tréjki pitagorejskie; jest
pewien, Ze jego system pozwala na uzyskanie tak wielu rozwiazan zadania, jak
chcemy. '

Ujmujac rzecz formalnie mozna powiedzieé, ze postawienie przez ucznia
pytania: A co bedzie, gdy kazdg liczbe trojki (3,4,5) pomnozymy przez 2% od-
zwierciedla w jego rozumowaniu sformulowanie hipotezy:

Jesli tréjke pitagorejska poddamy transformacji (2), to otrzymamy
takze tréjke pitagorejska.

To, co uczen robil dalej, bylo weryfikacja tej hipotezy.

2. Powyzszg hipoteze Witold weryfikuje empirycznie. Pozytywny wynik
sprawdzenia na trzech przykladach przekonuje go, Ze jest ona twierdzeniem.
Wywiad co prawda wskazal na to, Zze uczen jest zdolny do przeprowadzenia do-
wodu twierdzenia — tu sprowadzajacego si¢ do wykonania prostego rachunku
algebraicznego — ale nie odbywa sie to u niego spontanicznie. W tej kon-
kretnej sytuacji uczeii zostal niejako nakloniony przez inna osobe do podania
ogodlnego uzasadnienia swojego sadu; sam jednak takiej potrzeby nie odczuwal.

Zwréémy uwage na to, ze w wywiadzie Witold odkryt jeszcze inny sposéb
budowania ciagu tréjek pitagorejskich. Ujmujac rzecz formalnie — w pierw-
szym etapie obserwacji opisal ten ciag rekurencyjnie (tréjka (an, by, c,), gdzie
ay =3,by =4,¢1 =5 o013z Qpqq = @y 2,by41 = by - 2,041 = ¢,y - 2, jest tréjka
pitagorejska), w wywiadzie — podal tzw. jawny opis ciagu (tréjka (a,, by, c,),
gdzie a,, = 3-2",b, = 4-2",¢, = 5-2" (dla n naturalnych i réznych od 0) jest
tréjka pitagorejska).
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Rozumowanie 8 (osoba M — matematyk, nie znajacy rozwiazania za-
gadnienia tréjek pitagorejskich)

Etap 1

M zaczyna od stwierdzenia, ze to zadanie kojarzy mu sie z twierdzeniem
Pitagorasa, a co za tym idzie z geometria. Jedng trajke oczywiscie pamietam —
méwi M — jest to (3,4, 5); sq to dlugosci bokow trojkgta prostokgtnego. W tym
zadaniu chodzi o to, by odpowiedzieé na pytanie, jakie liczby naturalne mogq
byé dtugosciami bokow trojkgta prostokgtnego. Po chwili M kontynuuje: Jaka
transformacja zachowa kqt prosty?... Jesli rozciggniemy boki tréjkqta (3,4,5)
proporcjonalnie, to trojkgt pozostanie prostokqtny. Uzyskamy to przez jedno-
ktadnosé. Aby dtugosci bokow pozostaty liczbami naturalnymi, jednoktadnosé
musi mie¢ skale naturalng. Kazda trogka (k -3,k -4,k -5), gdzie k jest liczbg
naturalng, spetnia réwnanie (x). ... Ale to jest rozwigzanie trywialne. Chodzi
o to, by znaleZé jeszcze inne. Sprobuje wykorzystaé komputer — méwi M 1 na
tym przerywa rozwigzywanie zadania pod obserwacja.

Etap 2

Po kilku dniach osoba M zdala relacje prowadzacej badanie z dalszego
etapu swojej pracy nad zadaniem. Powiedziala, Ze napisala program kompu-
terowy, wydrukowala caly arkusz trdjek i probowala wyloni¢ jakie§ wspdlne
ich wlasnoéci. Nie udalo jej si¢ jednak tego zrobi¢ — stawiane hipotezy musiala
odrzucié. Osoba M obiecala siggnaé po odpowiednia literature; nie skontakto-
wala sie juz jednak w tej sprawie z badajaca.

Komentarz do rozumowania 8

Interesujacy dla nas z punktu widzenia strategii rozwigzywania zadania
stosowanej przez M jest etap 1 jej pracy, drugi — nie bedzie tu analizowany.

M zaczal od zmiany interpretacji tresci zadania z arytmetycznej na geome-
tryczna. W tej nowej interpretacji stosowal strategie S;. Postepowal podobnie
Jjak Witold (Rozumowanie 7). Takze zadal sobie pytanie, jaka transformacja
zachowa t¢ wlasnosé rozwigzania szczegdlnego, jaka jest spelnianie Zadanego
w zadaniu warunku. OdpowiedZ na to pytanie uzyskal nie droga préb, jak
Witold, a wykorzystujac bezpo$rednio swoja wiedze geometryczna.
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Rozumowanie 9 (Marcin — pierwsza klasa technikum)

Etap 1

Marcin zaczyna réwniez od wskazania tréjki (3,4,5) jako rozwiazania
szczegllnego. Potem stawia sobie pytanie: Czy tréjki kolejnych liczb natu-
ralnych spelniaja rozwazane réwnanie? Sprawdza to przypuszczenie na przy-
kladzie (4,5,6), uzyskujac odpowiedZ negatywna. Wyjiciowa tréjke zapisuje
w oddzielnej czesci kartki po prawej stronie (patrz arkusz pracy).

Etap 2

Nastepnie zapowiada: Sprobuje inaczej — wybiore sobie jakqs liczbe za
z 1 bede cheiat znalezé takie dwie liczby, Zeby suma ich kwadratow wynosita
z2. Jako z wybiera kolejno: 7, 9, 10. Na tej drodze znajduje nowa tréjke:
(6,8,10). Zapisuje ja pod pierwsza tréjka. Do tego zestawicnia dopisuje tréjke
(9, 12,15), po czym sprawdza, czy spelnia ona réwnanie. Po otrzymaniu odpo-
wiedzi twierdzacej uzupelnia poprzednie zestawienie tréjek nowymi, niczego
jednak nie sprawdzajac:

(12,16,20)

(15,20, 25)
(18,24, 30)
(21,28, 35).

Stwierdza nastepnie: Na podstawie tych przyktadéw mozina wywnioskowaé, Ze
jesli kazdq liczbe tragki (3,4,5) pomnozymy przez te samq liczbe rozng od zera,
to otrzymamy tréjke spelniajgcq réwnanie Pitagorasa. Bedg to trajki: (z -3,z -
4,z-5)... trzeba jeszcze dodaé, ze T nie jest zerem (tu uczeii pisze: x € N\ {0}).
Na pytanie badajacej ,,Czy skoficzyle$ juz prace?” chlopiec odpowiada: Tak,
bo znalaztem nieskonczenie wiele rozwigzan.

Tak jak w przypadku Witolda, badajaca przeprowadzila z Marcinem roz-
mowe:

B: Czy jeste$ pewien, ze kazda wiclokrotnosé rozwiazania (3,4, 5) jest rozwia-
zaniem réwnania?

M: Jestem pewien.
B: Skad ta pewnosc?

M: Sprawdzitem to dla kilku przykladéw.
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B: Jak sadzisz, czy to wystarczy?

M (po chwili): No... nie zawsze; moze si¢ zdarzy¢, ze znajdziemy przyklad,
ktéry zaprzeczy temu, co nam sie wydawalo zawsze prawdziwe.

B: A jak to bedzie dla zadania, ktére teraz rozwiazywales?

M: Prawde mdwiac, dopdki pani nie zaczela mnie pytaé, bylem pewien, ze
méj sposéb da zawsze dobry wynik. (Po chwili namystu Marcin konty-
nuuje:) Trzeba sprawdzi¢ przez podstawienie, czy (z -3,z -4,z -5) jest
pierwiastkiem réwnania. Po zapisaniu

922 4 1622 = 2522
252% = 2522,

uczeh stwierdza: To si¢ sprawdza. Znalazlem nieskoficzenie wiele pier-
wiastkéw réwnania. Wszystkie dadza si¢ zapisa¢ tym wzorem (wskazuje
na og6lny zapis tréjki).

Komentarz do rozumowania 9

1. Jak wskazuje powyzszy opis, w 1. etapie swojej pracy Marcin prébowal
odgadnaé wlasno$é generyczna przykladu. Po pierwszej jednak prébie, ktéra
nie zakoficzyla sie sukcesem, uczen zmienit ,taktyke”. Te nowa mozna opisaé
w nastepujacy sposéb:

Znalazl drugie rozwiazanie réwnania (metoda ustalenia jednej ze zmien-
nych), zestawil je z wyjSciowym i zauwazyl, ze druga tréjka liczb daje si¢ otrzy-
mac z pierwszej przez transformacje (2) (mnozenie kazdej skladowej przez 2).
Nastepnie uzmiennit stala 2 na dowolna liczbe naturalng n i postawil hipoteze:
Jedli tréjke (3,4,5) poddamy transformacji (n) (mnozenie kazdej skladowej
przez n), to otrzymamy takze trdjke pitagorejska.

2. Jedli chodzi o weryfikacje hipotezy, to Marcin robil to podobnie jak
Witold (Rozumowanie 6): empirycznie, a dopiero w wywiadzie — kierowany
pytaniami badajacej — uzasadnil swoje twierdzenie w sposéh zupelny.

3. Marcin, tak jak i Witold, wykorzystal przyklad do dwéch celow: dla
odkrycia nieskoficzonej klasy rozwiazaii (wskazania transformacji (n)) oraz do
weryfikacji hipotezy.

4. Zwréémy jeszcze uwage na jedno zdanie wypowiedziane przez Mar-
cina na poczatku wywiadu. Zapytany o to, czy skoficzyl juz prace nad zada-
niem, odpowiedzial: Tak, bo znalaztem nieskoniczenie wiele rozwigzan. Przy-
puszczalnie uczef sadzil, Ze rozwigzal zadanie w sposéh pelny, tzn. znalazl
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zbiér wszystkich rozwigzain. To przypuszczenie potwierdza jeszcze dobitniej
zachowanie (poczatkujacej) studentki I roku matematyki, Marty, ktéra ta-
kze rozwigzywala zadanie o tréjkach pitagorejskich. Zrobila to podobnie jak
Marcin i na podobne pytanie: Czy chcialaby pani popracowaé jeszcze nad za-
daniem? — odpowiedziala: Nie, juz rozwigzatam zadanie. Znalaztam nieskoni-
czony zbiér. Dodajmy, ze po kilku dniach od daty rozwiazywania omawianego
zadania Marta oznajmila prowadzacej badanie: Sprawdzitam w encyklopedii
jak to jest z tym wynikiem. Teraz wiem, Ze sq jeszcze inne pierwiastki rowna-
nia =2 + y? = 22 niz te, ktdre juz znalaztam. Wtedy, kiedy rozwigzywatam to
zadanie, bytam przekonana, ze skoro znalaztam nieskornczony zbior, to znala-
ztam wszystko, co mozna byto znaleZé. Prawdopodobnie w ten sposéb zostalo
wyrazone przekonanie ucznia: ,, Nieskoriczony zbidr obiektéw spelniajacych ja-
ki§ warunek znaczy zbiér wszystkich obiektéw spelniajacych ten warunek.”
Byé moze jest to jedno z wielu przekounan, jeden z pogladéw skltadajacych
sie na obraz ,Swiata matematyki” wytworzony przez szkolne do$wiadczenie
ucznia. System przekonaii i pogladéw jednostki o matematyce jako takiej i o
poszczegdlnych jej zagadnieniach jest jednym z czterech czynnikéw majacych
wplyw na proces rozwigzywania zadania przez te jednostke:

1. wiedza pojeciowa i proceduralna,

2. heurystyka — strategie i techniki stosowane w rozwiazywaniu niestan-
dardowych zadan,

3. samoregulacja, zarzadzanie (panowanie nad sytuacja) — ogél decyzji
odnoszacych sie do wyboru wiedzy i strategii stosowalnych w danej sy-
tuacji, planowanie czynno$ci, sprawdzanie stopnia ich wykonania oraz
poprawnoéci otrzymywanych rezultatéw na kazdym etapie rozwiazywa-
nia zadania,

4. system przekonaf i pogladéw o matematyce i o wlasnych mozliwosciach
w zakresie tego przedmiotu

(resources, heuristics, control, belief system — Schoenfeld, 1985, 1987).

Charakterystyka poszukiwania transformacji zachowujacej wtla-
sno§¢ przykladu

Rozumowania 6, 7, 8 maja wspdlna ceche. Jest nia to, Ze ich autorzy poszuki-
wali odpowiedzi na pytanie, ktére mozna ujaé tak: Poprzez jaka transformacje
obiektu stanowiacego szczegdlne rozwiazanie zadania mozna z niego otrzymac
inne obickty spelniajace Zadany w zadaniu warunek?



O ROLI PRZYKLADOW W BADANIU MATEMATYCZNYM 41

Poszukiwanie odpowiedzi na to pytanie w kazdym z trzech przytoczonych
rozwigzan bylo nieco inne.

Witold — postulowal transformacje, a wigc prébowal zgadywaé i nastep-
nie sprawdzal swoje przypuszczenia empirycznie.

Osoba M — korzystajac ze swojej wiedzy na temat niezmiennikéw prze-
ksztalcenn geometrycznych — wskazala od razu te wlasciwa.

Marcin potrzebowal dwu przykladéw poszukiwanych obiektéw. Drugi z
nich znalazl zrazu niezaleznie od pierwszego, a potem zestawil oba i zauwazyl,
ze drugi mozna otrzyma¢é takze inaczej — poprzez pewna transformacje
pierwszego; swéj sposéb uogdlnil, wskazujac caly klase poszukiwanych obiek-
téw przez wskazanie ciaggu transformacji okreslonego typu.

Rozumowania 7, 8 i 9 reprezentuja strategie, ktéra nazywam poszukiwa-
niem transformacji zachowujacej zadang wlasnos§é przyktadu.

Dedukcyjnie ukierunkowane badanie przykladu

Rozumowania 10, 11, ktére przedstawie ponizej, odnosi¢ si¢ beda do nastepu-
jacego zadania:

Wykazaé, ze kwadrat liczby nieparzystej wiekszej od 3 ma
parzysta cyfre dziesiatek.

(Zadanie o kwadracie liczby nieparzystej)

Rozumowanie 10 (osoba C — matematyk)

Etap 1

Osoba C zaczyna od rozwazenia przykladu. Wybiera liczbe 325. W trakcie
wykonywania mnozenia pisemnego tej liczby przez nia sama uswiadamia sobie,
ze na cyfre dziesiatek kwadratu liczby maja wplyw tylko cyfry dziesiatek i
jednosci tej liczby. Po tym spostrzezeniu nie wykonuje juz rachunku do koica,
natomiast skupia swoja uwage na tej czeSci zapisu, z ktérej mozna odczytaé
cyfre dziesiatek wyniku, i te czeéé oddziela od reszty pionowa kreska (zapis a)
w arkuszu pracy):
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Zadaje sobie pytanie Jak powstata ta cyfra dziesigtek?

Analizuje — jest sumq dwu sktadnikow parzystych: 2 oraz 0. Jak powstaty
te sktadniki? — pyta. Ten w pierwszym rzedzie — liczba 2 — powstat tak:
mnozylismy liczbe parzystq 2 (jako cyfre dziesigtek liczby 325) przez niepa-
rzystq liczbe 5 (jako cyfre jednosci wybranej liczby); dodalismy do tego cyfre
dziesigtek kwadratu liczby nieparzystej 5. Wzielismy cyfre jednosci tego wyniku.
Oczywiste jest, ze musielismy dostaé liczbe parzystg, bo iloczyn liczby niepa-
rzystej przez parzystq jest liczbg parzystq, oraz kwadrat jednocyfrowej liczby
nieparzystej to albo 9, albo 25, albo 81 — w kazdym z tych przypadkow cyfra
dziesigtek jest parzysta.

Jak powstat drugi sktadnik majgcy wplyw na cyfre dziesigtek kwadratu na-
szej liczby? Jest nim 0 — otrzymato sie go przez wymnozenie cyfry dziesigtek
wyjéciowe] liczby przez cyfre jednosci tej liczby 1 wziecie cyfry jednosci tego wy-
ntku. To musi byé liczba parzysta, bo tloczyn liczby parzystej i nieparzystej jest
liczbg parzystq. A wiec tak, jak dla liczby 325, bedzie dla kazdej innej liczby,
ktorej cyfra dziesigtek jest parzysta.

A co sig zmieni, jesli cyfra dziesigtek wyjsciowej liczby bedzie nieparzysta?
Wezmy np. 375 — méwi C 1 kontynuuje: Wystarczy, jesli pomnozymy liczbe
75 przez siebie (teraz C wykonuje to mnozenie (zapis b)):

75
X 75
375

525

W podobny jak poprzednio sposéb C wyjasnia, ze cyfra dziesiatek kwadratu
liczby nieparzystej jest cyfra jednosci sumy dwu liczb nieparzystych, i jako
taka musi by¢ parzysta.

Etap 2
Czy to juz wszystko? — pyta siebie C. Zbierzmy wnioski — moéwi:

— Tu rozpatrywalismy liczbe nieparzystq kilkucyfrowq. Trzeba jeszcze przy-
pomnieé, ze jesli liczba jest jednocyfrowa wieksza od 3 i nieparzysta, to
Jjej kwadrat ma oczywiscie parzystq cyfre dziesigtek;

— Jesli liczba jest wiecej niz jednocyfrowa i nieparzysta, to na cyfre dziesi-
qtek jej kwadratu ma wptyw tylko dwucyfrowa koricéwka. Jak powstaje ta
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cyfra? (tu C $ledzi poprzednie zapisy i po chwili méwi:) Zaraz... nie
trzeba rozpatrywaé przypadkow ze wzgledu na to, czy cyfra dziesigtek
wybranej liczby jest parzysta czy nieparzysta. Cyfra dziesigtek kwadratu
liczby powstaje wtasciwie tak: mnozymy cyfre jednosci przez cyfre dzie-
sigtek liczby, podwajamy wynik — mnozenie jest przeciez przemienne —
nastepnie dodajemy cyfre dziesigtek kwadratu jednocyfrowej liczby niepa-
rzystej i bierzemy cyfre jednosci tego wyniku. Nie ulega wqtpliwosci, Ze
otrzymana cyfra jest parzysta.

C koficzy rozwigzywanie zadania stwierdzeniem: Mozna by staraé si¢ to zapisaé
uzywajgc liter, ale nie chce mi sie tego robié, bo wiem juz, na czym rzecz polega.

Etap 3

W kilka tygodni od dnia, w ktérym osoba C rozwigzywala zadanie, po-
informowala prowadzaca badania, ze przypadkowo natknela sie na kartke z
rozwigzaniem tego zadania i po jego przeczytaniu u$wiadomila sobie, iz teza
twierdzenia jest prawdziwa dla wszystkich liczb, ktérych kwadrat cyfry jedno-
§ci ma parzysta cyfre dziesigtek. Dodala, ze dowodzone wczesniej twierdzenie
mozna uogdlni¢ do nastepujacego: Kwadrat liczby, ktérej cyfra jednosci jest
rézna od 4 i rézna od 6, ma parzysta cyfre dziesiatek.

Komentarz do rozumowania 10

1. C stosowal strategie, ktéra jest inna od dwu poprzednio opisanych. Zana-
lizujmy dokltadniej, jak doszlo do uogdlnienia wyniku na podstawie rozpatrzo-
nego przyktadu. C zaczal od zapisania jakiejkolwiek, przypadkowo wybranej
liczby trzycyfrowej nieparzystej i obliczal jej kwadrat stosujac algorytm mno-
Zenia pisemnego. Nie interesowal go wynik rachunku, a odpowiedZ na pytanie:
Jak powstaje cyfra dziesiatek tego wyniku? Analizujac kolejno wykony-
wane czynnosci (dzialania arytmetyczne) u§wiadomil sobie, Ze cyfra dziesiatek
wyniku zalezy jedynie od cyfry dziesiatek i jednosci wyjsciowej liczby. To spo-
strzezenie odniést C do wszystkich liczb dwu i wiecej cyfrowych. Nie byta
to hipoteza, ale przekonanie, ze tak jak w analizowanym przykladzie jest w
kazdym innym przypadku. I bylo to pierwsze przejécie od ,szczegdlnego” do
»0golnego”.

Nastepnie C wrécil do przykladu i w wyniku bardziej szczegélowej analizy
rachunku u$wiadomil sobie, z jakich ,komponentéw” sklada sie cyfra dziesig-
tek kwadratu liczby. To z kolei pozwolilo mu odpowiedzie¢ na pytanie: Dla-
czego ta cyfra jest parzysta? Powdd, dla ktérego tak jest, C wyjasnit
odwolujac sie do
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— elementarnych twierdzefi o parzystosci iloczynu oraz sumy liczb natural-
nych,

— wyniku rozpatrzonych w tym miejscu dodatkowo kilku przypadkéw
szczegblnych (kwadrat liczby nieparzystej jednocyfrowej ma parzysta cy-
fre dziesiatek)

oraz uwzgledniajac szczegdlna wlasnoéé przyktadu, jaka jest parzystosé cyfry
dziesiatek liczby. I znowu swoje spostrzezenie odniést C do calej klasy przy-
padkéw — liczb posiadajacych te sama wlasnoéé co wyjsciowy przyklad. To
byt drugi akt uogdlnienia — uogélnienie twierdzenia przez uogélnienie rozumo-
wania, a dokladniej przez uzmiennienie stalej (z cyfry 2 na dowolng parzysta).

Drugi z kolejno rozpatrywanych przez C przykladéw reprezentowal klase
przypadkéw jeszcze nie objetych rozumowaniem. W jego badaniu uwzgled-
nione zostalo doswiadczenie z badania poprzedniego przyktadu. Badanie za-
koticzylo sie uzasadnieniem analizowanego twierdzenia w przypadku, gdy cyfra
dziesigtek liczby jest nieparzysta.

Kolejna faza rozwiazywania zadania (etap 2) byl rzut oka wstecz na prze-
byta droge. Wystapito w nim:

— postawienie sobie pytania, czy wszystkie przypadki zostaly juz rozpa-
trzone,

— ponowne przesledzenie uzasadnienia tezy twierdzenia; jego wynikiem by-
ta modyfikacja dowodu: polaczenie dwu przypadkéw w jeden, czyli w
istocie uogdlnienie twierdzenia przez unifikacje.

Ostatecznie C, choé nie zapisal dowodu twierdzenia formalnie, werbalnie
przedstawil jego istote — odkryl powdd, dla ktérego Zadana wlasno$é jest
spelniona dla kazdej liczby naturalnej nieparzystej. To ostatnie usatysfakcjo-
nowalo C na tyle, ze przestal go interesowaé formalny zapis.

W odniesieniu do omawianej sytacji — mozna za K. Hartigiem powiedzie¢,
ze: ... ogdlne ,wiedzieé dlaczego” nie opiera sie (tu) na aparacie formalnym,
ani na wielokrotnym sprawdzeniu rachunkiem; zmienne pozostaja — przede
wszystkim — variables dans la pensée (Ilartig, 1987, s. 81).

Zatrzymajmy sie jeszcze nad 3. etapem pracy osoby C. Ponowny rzut oka
wstecz, ktéry polegal na zastosowaniu wyprébowanej wezesniej metody bada-
nia do liczb nie spelniajacych zalozenia twierdzenia, doprowadzil do rozsze-
rzenia zbioru liczb spelniajacych teze twierdzenia. Wystapilo tu uogélnienie
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twierdzenia przez uogdlnienie rozumowania.

Rozumowanie 11 (Piotr — uczen piatej klasy technikum)

Etap 1

Piotr zaczyna rozwigzywanie zadania od zapisania — jak si¢ wyrazil —
»,wzoru na liczbe nieparzysta: a = 2n—1". Nastepnie dopisuje warunek 2n—1 >
3 i przeksztalca go (pomylkowo) do postaci: » > 1. Dalej, stosujac wzér na
kwadrat réznicy, uczen oblicza kwadrat liczby a. Otrzymanemu wyrazeniu
prébuje nadaé inng postaé — pisze: 4n% — 4n = 4n(n — 1). Po chwili namystu
stwierdza: Tu chyba nic si¢ juz nie da zrobi¢ i oddziela pozioma kreska to, co
do tej pory zapisal, od reszty kartki (patrz arkusz pracy).

Etap 2

Teraz uczen zapisuje i oblicza kwadraty liczb: 9, 5, 7, 11 i 13. Stwierdza,
ze w kazdym z tych przypadkéw cyfra dziesiatek jest parzysta.

Jak to bedzie dla liczby kilkucyfrowej? — pyta uczei i zapisuje liczbe 297.
Przy wykonywaniu mnozenia tej liczby przez siebie samg — na samym po-
czatku rachunku — myli sie i przekresla przyklad.

Przechodzi do obliczenia kwadratu liczby 653. Po zapisaniu:

653
653

1959
3265

méwi: Mozna by dalej liczyé, ale nie trzeba, bo wynik mnozenia 653 -6 zapisy-
waloby sig zaczynajgc dopiero od rzedu setek — to nie bedzie miato wplywu na
cyfre dziesigtek wyniku catego mnozenia. Teraz uczen oddziela pionowa kre-
ska te czesé fragmentarycznie wykonanego mnozenia, z ktérej to czesci mozna
odczytaé cyfre dziesigtek wyniku (patrz arkusz pracy). Pyta: Co mozna powie-
dzieé o tej cyfrze dziesigtek? Po chwili konstatuje: Tutaj trzeba dodaé 5 i 5, i
zapisaé w rzedzie dziesigtek wyniku mnozenia cyfre jednosci tej sumy, czyli 0,
a wige cyfre parzystq (zapisuje cyfre 0 w rzedzie dziesiatek wyniku). Niedtugo
potem dodaje: To ,5” u gory (wskazuje na wiersz, w ktérym jest zapisana
liczba 1959) powstato tak, ze wymnozylismy cyfre jednosci liczby przez cyfre
dziesigtek — 3 -5 — 1 wziglismy cyfre jednodci wyniku; to dolne 5 (wskazuje
na cyfre jednoéci liczby 3265) powstato podobnie, z tym tylko, ze mnozylismy w
innej kolejnoséci. ... Witasciwie, zeby otrzymaé cyfre dziesigtek kwadratu liczby,
mnozylismy cyfre jednosci tej liczby przez cyfre jej dziesigtek i ten wynik mno-
zylismy jeszcze przez 2; byt liczbg parzystq, czyli wynik ma w rzedzie jednosci
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cyfre parzystq — ta wtasnie cyfra jest cyfrq dziesigtek kwadratu liczby.

Po chwili zastanowienia Piotr méwi: Mozna by to jakos zapisaé ogdlnie...
Interesuje nas tylko cyfra dziesigtek i jednosci liczby, czyli mozna zapisac jakos
tak: @ = ...mn (patrz arkusz pracy), gdzie m to cyfra dziesigtek, n — cyfra
jednosci. Mnozymy m razy n, potem n razy m i to dodajemy. Otrzymujemy
oczywisicie 2mmn; cyfra jednosci tego iloczynu musi byé parzysta.

Na tym uczen zakoficzyl swoja prace nad rozwigzaniem zadania.

Komentarz do rozumowania 11

1. Podane przez Piotra uzasadnienie faktu: cyfra dziesiatek kwadratu liczby
nieparzystej jest parzysta — nie obejmuje, niestety, wszystkich przypadkéw.
Nie mozna go odniesé do takich liczb dwu i wiecej cyfrowych, dla ktérych
kwadrat cyfry jednoéci przekracza 10. Uczer dokonal wiec za szerokiego nogdl-
nienia. To, Ze uczen nie zmodyfikowal podanego uzasadnienia tak, by objeto
ono réwniez liczby nieparzyste z cyfra jednosci 5, 7, 9, niekoniecznie znaczy iz
potencjalnie nie byl do tego zdolny. Sadze, ze wystepujaca tu trudnosé nie jest
$cisle merytoryczna, a dotyczy raczej strategii czy metody. Niewykluczone, ze
skupienie sie na ogdlnym zapisie dostrzezonej prawidlowosci — bezpodrednio
po rozwazeniu przykladu — spowodowalo czasowe odsunigcie poszukiwania
odpowiedzi na pytanie: Czy tak, jak dla liczby 653, bedzie w kazdym innym
przypadku? Po formalnym zapisaniu tego, co zauwazyl w przypadku szcze-
gdlnym, uczeii nie powrécil juz do pytania o inne przypadki, tak jakby o tej
sprawie zapomnial. Jest réwniez mozliwe, ze w ogodle nie postawil sobie pyta-
nia: Czy uwzglednilem juz wszystkie praypadki?

Gdyby wskazany przez Piotra powéd, dla ktérego zadany w zadaniu wa-
runek zachodzi, odnie$é tylko do liczb majacych 1 lub 3 jako cyfre jednosci, to
nalezaloby go uznaé za wystarczajacy. W tym przypadku uczen postgpowal po-
dobnie jak matematyk C rozwiazujacy to samo zadanie. Zaczal od przykladu,
w zwigzku z ktérym zadal sobie wazne pytanie: W jaki sposéb powstaje
cyfra dziesiatek tej liczby? Dlaczego jest ona parzysta? OdpowiedZ na
to pytanie uzyskat przez wglad w algorytm mnozenia pisemnego. Dostrzezona
wlasnoéé przykladu uogdlnil uzywajac argumentacji ogélnej.

Formalny zapis dowodu nie jest jednak poprawny. Symbol ,mn”, uzyty w
opisie tej samej sytuacji, ma podwdjne znaczenie:

e w zapisie & = ...mn — oznacza tzw. dwucyfrowa konicéwke liczby, czyli
liczbe 10m + n, gdzie m,n € {0,1,2,...,9}; tak wiec uczen zapisal liczbe
dwucyfrowy niezgodnie z przyjeta w arytmetyce konwencja,

e w zapisie mn + nm = 2mn — oznacza iloczyn.
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7 tej dwuznacznosci symbolu rozwiazujacy zadanie nie zdawal sobie sprawy.

2. Postepowanie Piotra w 1. etapie pracy, kiedy to podjeta przez niego
préba rozwiazania zadania nie powiodla sie, jest przykladem stosowania stra-
tegii, ktéra ostatnio wystepuje w literaturze dydaktycznej pod nazwa strate-
gii pierwszego obiecujacego sygnalu (strategy of the first promising signal
— Hejny, 1992). W odniesieniu do analizowanego zadania mozna ja opisaé w
nastepujacy sposob:

Termin ,liczba nieparzysta”, wystepujacy w tresci zadania, byt sygnalem
uruchamiajacym mysl: ,zapisaé to tak, jak robilo si¢ to zwykle w szkole, gdy
byla mowa o liczbie nieparzystej”. Uczen pozytywnie ocenil swoje mozliwosci
w tym wzgledzie: ,umiem to zrobié¢”, i podjal szybka decyzje: ,,zrobie to tutaj”.
To z kolei zablokowalo badZ odsunelo w czasie podjecie poszukiwania w innym
kierunku i — co bardzo waine — postawienie sobie pytania: Czy z tego zapisu
liczby nieparzystej mam w ogéle szanse odczytaé uzasadnienie tego, ze taliczba
spelnia zadana wlasno§é?

Po pewnym czasie Piotrowi udalo si¢ szcze§liwie zmieni¢ niewlasciwy kie-
runek poszukiwan.

Wspomniana wyzej strategia laczy sie z zagadnieniem czynnikéw metapo-
znawczych interweniujacych w procesie rozwiazywania zadania matematycz-
nego: ,,Dziatalno§¢ matematyczna wymaga nie tylko wiedzy odnoszacej sie do
regul, faktéw i wlasnosci, ale réwniez rozumienia tego, kiedy i w jaki sposéb
tej wiedzy uzy¢”. (Boekaerts, Seegers, Vermeer, 1995, s. 242).

Rozumowanie 12 (osoba K — matematyk)
Ponizsze rozumowanie odnosi si¢ do nastepujacego zadania:

Ile mozna zbudowaé tréjkatéw réznobocznych, ktérych
miarami bokéw sa liczby naturalne: 1,2,3,...,n.

(Zadanie o liczbie tréjkatéw) -

Etap 1

K u$wiadamia sobie, ze poszukiwana liczba tréjkatéw nie jest liczba wszyst-
kich tréjelementowych podzbioréw zbioru liczb naturalnych od 1 do n. Dlugo-
$ciami bokéw tréjkata nalezacymi do rozwazanego zbioru liczhb moga by¢ tylko
takie trzy liczby, ktére spelniaja warunek tréjkata. K stawia sobie pytanie: W
jaki sposéb szukaé takich ukladéw liczb?

Decyduje si¢ na rozwazenie przykladu. Wybiera n = 10. Motywuje ten
wybdr tym, ze jest to dostatecznie duze n, by mozna bylo dostrzec, a nastepnie
uogdlnié jakies zaleznoéci. Wypisuje zbiér liczb: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10.
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W tym przypadku — my$li K — znalezienie poszukiwanej w zadaniu
wszystkich tréjek o skladowych nalezacych do zbioru liczb naturalnych od
1 do 10, ré6znych miedzy soba oraz spelniajacych warunek tréjkata. K zadaje
sobie pytanie: Jaki przyjaé system wpisywania tych tréjek, by trzy
dowolne liczby z naszego zbioru, rézne miedzy soba i spelniajace
warunek tréjkata, byly skladowymi dokladnie jednej tréjki?

Jesli dlugosci bokéw tréjkata zapisywaloby sie w porzadku ich wzrastania
jako liczby a,b,c — rozumuje K — to warunek tréjkata sprowadzitby sie do
warunku: a > ¢—b. To za$ sugeruje nastepujacy sposéb wypisywania zadanych
tréjek liczb: ustali¢ liczbe a jako diugo$é jednego boku tréjkata i dobieraé
do niej dlugosci pozostalych bokéw b, c tak, by te trzy liczby spelnialy dwa
warunki:

s a<b<e,

ec—-b<a.

K realizuje to zamierzenie, wybierajac kolejno liczbe z ustalonego zbioru
(n = 10) i traktujac ja jako dlugosé najkrétszego boku tréjkata. Wychodzac
od liczby 1 zauwaza, ze nie mozna do niej dobraé dwu liczb b, ¢ (b < ¢) od niej
wiekszych, by réznica ¢ — b byta mniejsza od 1. Tak wigc liczba 1 nie moze by¢
bokiem zadanego tréjkata rozwazanego typu. (Rozwiazujacy zadanie odnosi
to spostrzezenie nie tylko do n = 10, ale do dowolnego n.)

Do liczby 2 jako pierwszej sktadowej tréjki — konstatuje K — jako druga
i trzecia skladowa beda dobierane takie liczby b, ¢, ze b jest wieksze od 2, ¢
jest wieksze od b, oraz réznica ¢ — b wynosi 1. Po wypisaniu takich tréjek
rozwigzujacy zadanie oddziela to zestawienie pozioma kreskq i przechodzi do
wypisywania innej ich grupy, przy ustalonym e = 3. Uswiadamia sobie, Ze z
liczba 3 na pierwszej pozycji beda wystepowaé dwa rodzaje tréjek: liczbami
b,c moga by¢ teraz takie liczby, dla ktérych ¢ — b wynosi 1, albo takie, dla
ktérych ¢ — b wynosi 2. Tréjki kazdego z tych dwu rodzajow sa wypisywane w
innym wierszu:
3,4,5; 3,5,6; 3,6,7; 3,7,8; 3,8,9; 3,9, 10;
3,4,6; 3,5, 7; 3,6,8; 3,7,9; 3,8, 10.

Wedlug tej samej techniki osoba K wypisuje dalsze tréjki liczb, kolejno z
liczba 4, 5, 6, 7 i 8 na pierwszej pozycji (s. 1 arkusza pracy osoby K). Tak wigc
w dokonywanym zestawieniu tréjek liczb dla ustalonej pierwszej skladowej a

— w jednym wierszu znajdujg sie tréjki liczb, dla ktérych réznica ¢ — b jest

stala,

— w réznych wierszach — takie tréjki, dla ktérych réznica ¢ — b nie jest
taka sama.
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Ponadto poziomymi kreskami oddzielone sa zestawienia tréjek dla poszczegdl-
nych a.

Etap 2

Po wykonaniu zestawienia poszukiwanych tréjek liczb dla n = 10 i ich
zliczeniu, osoba K obserwuje tabele z nastawieniem na dostrzezenie jakichs jej
wlasnosci. Oto poczynione przez nig spostrzezenia:

1. Liczba wierszy zapisanych dla ustalonego a (pierwsza skladowa tréjki)
najpierw o 1 wzrasta, od wartosci 1 (dla @ = 2) do 4 (dla a = 5), potem
maleje.

2. Dla ustalonego a, o ile a < 5, liczba wierszy w tabeli wynosi ¢ — 1. Dla
a > 5 tak juz nie jest; dla @ = 6 sa trzy wiersze, dla a = 7 tylko 2, i
wreszcie dla a = 8 jeden wiersz.

Pozycja liczby 5 w rozpatrywanym zbiorze jest szczegélna — mysi K — i w
zwiazku z tym stawia kolejne pytanie: Dlaczego tak jest, jak wyjasnié te
wlasnoéé tabeli?

Prowadzace] badania nie udalo sie¢ odtworzy¢ dokladnie rozumowania, w
wynika ktérego osoba K otrzymala odpowiedz na postawibne wyzej pytanie.
Wiadomo jednak, ze analizowala sposéb konstruowania zadanych tréjek liczb,
wyobrazajac sobie ciag liczb naturalnych od 1 do 10 na osi liczbowej. Rozu-
mowanie mogto przebiega¢ w nastepujacy sposéb:

Ustalmy pierwsza sktadowa trdjki jako a (1 < a < 8), druga i trzecia

jej skladowg — liczby b, ¢ — dobieramy sposréd liczb wiekszych od a,
czyli nalezacych do zbioru

a+1, a+2,...,10,

tak, by spelnione byly warunki: b < ¢ oraz ¢ — b < a. Jesli wyobrazimy
sobie ciag liczb naturalnych od 1 do 10 na osi liczbowej, to na uklad
tych warunkéw mozna popatrzeé tak, ze ¢ nastepuje po b oraz odlegtosé
miedzy ¢, b jest jedna z liczb

1,2...,a—1.

W zbiorze za$ liczb nastepujacych po a, z ktérych wybieramy b, ¢, odle-
gloéci miedzy liczbami przyjmuja wartosci:

1,2...,10 = (a+1).

To, czy dla danego a kazda z dopuszczalnych odlegloéci migdzy ¢, b (czyli
liczb 1,2,...,a — 1) moze byé przyjeta, czy nie, zalezy od zwigzku, w
jakim pozostaja liczby 10 — (¢ + 1) oraz a — 1.
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Jedli maksymalna odlegloéé w zbiorze liczb nastepujacych po a jest
niemniejsza niz maksymalna z dopuszczalnych dla tego a odleglodci mi-
edzy b,c, to oczywiscie kazda z tych dopuszczalnych odleglosci ¢ od b
moze by¢ osiagnieta.

Dla jakiego a ten ostatni warunek bedzie speliony?

Wilasciwie pytamy o to, dla jakiego a — w ciagu liczb naturalnych
od 1 do 10 — odleglo$¢ a od pierwszej liczby w tym ciagu jest niewigksza
od odlegloéci liczby bezposrednio nastepujacej po a od ostatniej liczby
ciagu, czyli dla jakiego a jest a — 1 < 10— (a + 1).

Oczywiscie, taka wlasno§é ma kazda liczba, ktéra nie przekracza 5.
To wyjaénia, dlaczego w zestawieniu trdjek liczb dla danego a, jedli 1 <
a < 5, wystepuje a — 1 wierszy; w kazdym z nich odlegto$é ¢ od b jest
ustalona 1 wynosi odpowiednio 1, 2, itd., az do a — 1 wlacznie.

Jesli a jest liczba wieksza od 5, to odleglosé liczby bezposrednio na-
stepujacej po a od liczby 10 jest mniejsza niz odlegloéé liczby « od liczby
1. Znaczy to, ze dla a > 5 kazda z mozliwych réznic liczby b, ¢ dobiera-
nych do liczby a jest ,dopuszczalna”. To z kolei znaczy, ze kazda tréjka
liczb (a, b, c), gdzie a > 5, a < b < ¢ < 10, spelnia warunek trdjkata.

W wyniku przeprowadzonego rozumowania osoba K znajduje uzasadnie-
nie zaobserwowanej wlasno$ci tabeli dla n = 10. Daje temu wyraz, miedzy
innymi, przez zanotowanie pewnych uwag (patrz s. 1 arkusza pracy osoby K),
mianowicie:

— wyréznia graficznie te cze$é zestawienia, ktéra obejmuje tréjki o pierw-
szej skladowej ¢ = 5 (obwodzac ja gruba ramka i stawiajac obok niej
wykrzyknik),

— obok zestawienia tréjek dla a > 5 pisze:

Jdla b < a<b<e<10,a,b,c dobra tréjka, bo ¢ — b < a zawsze;

dlab <a<b<e<L10 jest (g) = 10 tréjek”.

Etap 3

Osoba rozwiazujaca zadanie przechodzi teraz do uogélnienia rozwigzania
zadania uzyskanego dla szczegdlnego n — na dowolng liczbe naturalng. Do-
strzega od razu, ze

1. jeéli n bedzie dowolng liczba naturalna, to role liczby 5 z przeanalizowa-
nego przykladu bedzie odgrywaé liczba k = [%] (calkowita czes¢ liczby

2)>
2. liczba rozpatrywanych tréjek, dla ktorych pierwsza skladowa jest liczba
wigksza od k, wynosi ("_3{7]).
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Jako problem do rozwiazania K stawia sobie teraz obliczenie, ile jest wszy-
stkich tréjek liczb, dla ktérych pierwsza skladowa jest ustalona i niewigksza
od catkowitej czesci liczby %. Zaczyna od zapisania tych tréjek przy uzyciu
symboli algebraicznych. Wzorcem do tego opisu jest wyrézniona wczeéniej
czes$¢ zestawienia dla @ = 5. Opis odpowiada poszczegSlnym wierszom tabeli
(patrz s. 2 arkusza pracy osoby K). I tak:

— trojki liczb, dla ktérych réznica ¢ — b wynosi 1, zapisane w postaci

a a+t a+(i+1), gdzie i=1,2,....,n—a—1,

— tréjki liczb, dla ktérych réznica ¢ — b wynosi 2 przyjmuja postaé
¢ a4+t a+(t4+2), gdzie 1=1,2,...,0n-a—2,
itd., i wreszcie
— tréjki liczb, dla ktérych réznica ¢ — b wynosi a — 1 zapisane sa jako

a a+i a+(i+a-1), gdzie i=1,2,...,n—a-(a-1).

Dla uzyskania liczby wszystkich tak zapisanych tréjek K oblicza sume liczb
wskazujacych, ile réznych wartoéci moze przyjmowac zmienna ¢ w opisie tych
tréjek (odpowiada to liczbie tréjek ze wszystkich wierszy tej ,komdrki” zesta-
wienia, ktéra obejmuje tréjki o tej samej pierwszej skladowej a). Jest to wiec
suma liczb

(n—a-1)+(n-—a—-2)+---+n—-a—ala-1),
czyli liczba
(a—D(n-a)—(14+2+---4+a-1).

Nastepnie K tworzy sume liczb tej postaci przy zmieniajacej sie kolejno
warto$ci « — w zakresie od 1 do k = []. Tak wigc liczba postaci

k
Z(a—l)(n-—a)—(1+‘2+---+a—1),

a=1

ktéra po przeksztalceniu przybiera postaé

k .
Z(a - 1)(n - ga),
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jest liczba wszystkich tréjek, dla ktdrych pierwsza sktadowa jest dowolng liczba,
naturalng niewieksza od liczby [%].

Teraz K przechodzi do sprawdzenia, czy nie popetnila jakiego$ bledu w
proponowanym sposobie obliczania zadanych tréjek liczb dla dowolnego n.
Mianowicie oblicza wedlug tego sposobu liczbe tréjek dla » = 10, dla ktérych
pierwsza skladowa zmienia si¢ od 1 do 5, i poréwnuje ja z odpowiadajaca
jej liczba odczytana z tabeli wykonanej w pierwszym etapie pracy. Podobne
sprawdzenie wykonuje dla n = 9. Uzyskawszy w obydwu przypadkach rezultat
pozytywny, przechodzi do nastepnego etapu obliczen.

Do uzyskanej juz liczby — rozumuje K — nalezy doda¢ jeszcze liczbe tych
wszystkich tréjek, dla ktérych pierwsza skladowa jest dowolna liczba wigksza
od [2]. Zgodnie z tym, co zostalo juz zauwaZone wezesniej, wyraza sig to liczbg
trzyelementowych kombinacji zbioru tych liczb od 1 do n, ktére s3 wigksze od
(%], czyli liczba ("_3[%]).

Pojawia sie zapis rozwigzania (patrz s. 3 arkusza pracy osoby K), z roz-
réznieniem na liczbe parzysta i nieparzysta:

! 3., (n—13]
a/l
dla n =2k i(a - 1)(n - §a) + (k)
e 2 3

k 3
dla n=2k+1 Z(a—l)(n—ga)_‘_(/v-;l)
afl

Osoba K nie jest w pelni zadowolona z uzyskanego dotychczas rezultatu,
ze wzgledu na konieczno$é rozrézniania dwu przypadkéw; wyraza to notatka:
Smutne, ze nie mam jednego tadnego wzoru.

Etap 4

Nastepuje teraz ostatni etap obliczen. Ich celem jest wyeliminowanie sym-
bolu 5 z wyrazen opisujacych poszukiwang w zadaniu liczbe. Przeksztalcenia
tych wyrazefi, zajmujace strony od 3 do 5b w arkuszu pracy osoby K, dopro-
wadzily ostatecznie do podania nastepujacej odpowiedzi:

Licza tréjkatow réznobocznych, ktérych miarami bokow sq liczby naturalne
1,2,3,...,n,wynosidlan =2k =z = —g—k(k - 1)(k- %),

Qlan=2k+1 z=2k(k-1)(k-1).
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Osoba K koinczy rozwiazanie zadania postawieniem problemu: Czy nie mo-
zna tego ujgé w jeden wzor?

Komentarz do rozumowania 12

1. Sposéb wykorzystania szczegdlnego przypadku w Rozumowaniu 12 jest
bardzo oryginalny. MozZna go uzna¢ za model badania matematycznego. Osoba
K $wiadomie wybrala typ przykladu — zbiér o takiej mocy, ktéra nie jest
ani bardzo mala, ani zbyt duza liczba. Zdecydowala si¢ rozwazyé n = 10
sadzac, ze uda sie jej na tym przykladzie zaobserwowad, a nastepnie uogdlnic,
sposob konstruowania zadanych w zadaniu tréjek liczb i ostatecznie wyrazié
ich liczbe przez n. Specyfika tego rozumowania jest nie tyle to, ze elementy
empirii przeplataja sie z elementami dedukcji, co interakcja tych dwu typdéw
rozumowania w badaniu samego przykltadu: dedukcja poprzedzala faze¢ empirii,
po ktérej znéw nastepowala faza dedukcji. Na czym to dokladniej polegalo?

0Ot67 K organizowala badanie empiryczne inaczej niz wiele innych oséb roz-
wigzujacych zadanie o liczbie tréjkatéw (obserwowanych przez prowadzaca ba-
dania; ich rozumowania beda doktadniej analizowane w innej, szerszej pracy).
Osoby te najpierw wybieraly jakas tréjke liczb o sktadowych z ustalonego przez
siebie zbioru, a nastepnie sprawdzaly, czy spelnia ona warunek tréjkata. Osoba
K postepowala na odwrét. Zaczela od odpowiedzi na pytanie ogdlne: W ja-
kim zwigzku pozostaja ze sobg skladowe tréjki «,b,c, jesli zalozymy,
ze spelnia ona warunek tréjkata? Potem dopiero tworzyla tréjki liczb o
sktadowych nalezacych do wybranego zbioru, pozostajace w tym zwiazku. K
udalo si¢ zdecydowanie uprosci¢ warunek tréjkata w postaci |c—b| < a < b+e,
dzieki pewnej technice — przyjeciu zaloZenia: a < b < ¢. Warunek ¢ — b < a,
réwnowazny warunkowi tréjkata przy zalozeniu a < b < ¢, ,,podyktowal” K
bardzo klarowny system, wedlug ktdrego tworzyta zadane tréjki liczb: wybie-
raé kolejno liczbe @ i dobiera¢ do niej b oraz c.

Tak wiec dedukcja organizowala empirie, ktéra z kolei podsuwala
droge dedukcji. Byla to empiria dobrze zorganizowana, réwnieZ jesli cho-
dzi o sam zapis — zestawienie tréjek jest bardzo przejrzyste, jego wykonywaniu
towarzyszyla mysl o pdZniejszym uogélnieniu sposobu, co czesciowo wystapilo
juz na samym poczatku fazy empirii. K stwierdzita, Ze to, iz liczba 1 nie wy-
stapila w Zadnej tréjce tworzonego zestawienia, odnosi si¢ do dowolnego n.

Wykonanie zestawienia poszukiwanych tréjek liczb dla n = 10 bynajmniej
nie zakoriczylo badania tego przypadku. Nastapila po nim dalsza, bardzo
istotna faza: dedukcja. Osoba K analizowala przygotowana w 1. etapie pracy
tabele w celu zauwazenia jej wlasnosci. Po dostrzezeniu pewnych specyficz-
nych wlasnoéci tej tabeli K nie sformulowala Zadnej hipotezy, a starala sie
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wyjasnié, a wiegc wydedukowaé z przyjetego systemu konstrukeji Zadanych
tréjek, dlaczego dla n = 10 tabela ma taka wlasno$é. Po przeprowadze-
niu tego rozumowania osoba K byla juz pewna, ze w przypadku dowolnego n
role liczby 5 odgrywa liczba [%], i jest to wynik kolejnego uogdlnienia — przez
uzmiennienie stalej.

Droga do uzyskania ostatecznego rozwiazania, to jest wskazania liczby po-
szukiwanych tréjek dla dowolnego n, byla jeszcze diuga. Dojscie do tego wy-
niku wymagalo jeszcze wielu czynnosci, wéréd ktérych mozna wyrdznié:

a) ,przetlumaczenie” poszczegélnych ,komdrek” tabeli uzyskanej w 1. eta-
pie tak, by odpowiadalo to dowolnemu n; sprowadzalo si¢ to do kilka-
krotnego uzmiennienia stalej, efektem czego bylo wyrazenie poszukiwa-
nej liczby za pomoca symbolu Y (patrz druga strona arkusza pracy),

b) ,rozwijanie” otrzymanego wyrazenia do takiej postaci, w ktérej symbol
Y~ juz nie wystepuje i ktéra jest mozliwie najprostsza (z rozbiciem na
dwa przypadki: I — n parzyste, II — n nieparzyste).

2. W trakcie wykonywania przeksztalcen wyrazen algebraicznych — w réz-
nych fazach rachunku — osoba K odwolywala si¢ do przyktadu rozwazanego
w 1. etapie, tym razem w celu sprawdzenia poprawno$ci wykonywanego ra-
chunku algebraicznego (te czynno$é traktowala jednak jako wstydliwg).

Sadze, ze powyzsze rozwiazanie zadania (w szczegdlnoéci dowdd twierdze-
nia na stronie 6. arkusza pracy K) dobrze ilustruje jedng z tez K. Hartiga na
temat dowodzenia w matematyce: ,Opracowanie przypadkdéw szczegdlnych lub
pojedynczych moze by¢ [...] bardzo owocne, gdy poZniej ma nastapi¢ uogdl-
nienie, stanowi gléwna cze$é pracy, istotng ide¢ dowodu”. (Ildrtig, 1987, s.
80)

Autorem powyzZszego rozumowania byla Profesor Anna Zofia Krygowska.
Jej pracy nad rozwigzaniem zadania nie obserwowalam. Pani Profesor przed-
stawila droge, na jakiej doszla do rozwigzania — w ramach prowadzonego
przez siebie ogdlnopolskiego seminarium z dydaktyki matematyki, ktére od-
bylo sie w Zakladzie Dydaktyki Matematyki WSP w Krakowie dnia 24. IIL.
1987r. Notatki, ktérych kopia jest w tej pracy prezentowana jako arkusz pracy
osoby K, wraz z innymi materialami zostaly przekazane do wspomnianego Za-
kladu juz po $mierci Pani Profesor — na Jej Zyczenie wyraZone w ostatniej
woli. W przedstawionym powyzej opisie uwzglednitam rekopis Pani Profesor
oraz moje notatki ze wspomnianego seminarium.
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Charakterystyka dedukcyjnie ukierunkowanego badania przy-
kladu

Rozumowania 10, 111i 12, jakkolwiek réznia sie miedzy soba, maja pewna ceche
wspoélng. Jest nig to, Ze ich autorzy, rozwazajac konkretny przyklad sytuacji
zadaniowej, dostrzegaja wlasnosé tego przykladu i nastepnie zadaja sobie py-
tanie: Dlaczego rozpatrywany przyklad spelnia te wlasnoéé? W odpowiedzi
na to pytanie uzywaja argumentacji ogélnej, dedukuja. Wynik uzyskany dla
przypadku szczegdlnego uogdlniaja — przez uzmiennienie stalych — na po-
zostale przypadki. Takiemu sposobowi wykorzystania rozwiazania zadania w
szczegblnym przypadku nadaje nazwe dedukcyjnie ukierunkowane bada-
nie przykladu.

Oczywidcie, wspomniane rozumowania réznig si¢ miedzy soba znacznie,
jesli wziagé pod uwage inne aspekty niz strategia rozwigzywania zadania. Za-
sadnicza réZnica odnosi sie do zloZonosci struktury przykladu. Przyktady roz-
wazane przez matematyka C oraz Piotra — ucznia koficzacego szkole srednia
— to po prostu jakiekolwiek przyklady liczb trzycyfrowych nieparzystych, z
ktérych kazda mnozy sie przez siebie. Rozwiazanie zadania ,o0 liczbie tréj-
katéw” dla n=10 wymagalo od matematyka K skonstruowania zbioru wszyst-
kich tréjek liczb naturalnych o sktadowych zmieniajacych sie od 1 do 10 i
spelniajacych warunek tréjkata. To samo w sobie jest zadaniem nielatwym.

Uwagi koncowe

1. Znaczenie uzywanego w artykule terminu ,rozwiazanie zadania w przy-
padku szczegdlnym” (,rozwazenie przykladu”) nie jest takie samo dla wszyst-
kich czterech rozpatrywanych tu zadan; zmienia sie w zaleznosci od struktury
logicznej zadania, ktéra uwidocznia tabela 2.

W odniesieniu do zadai o podzielnosci réznicy przez 4 i o kwadracie liczby
nieparzystej — ,rozwigzaé zadanie w szczegélnym przypadku” znaczylto wy-
braé (przez ustalenie parametréw) obiekt, o jakiin mowa w zadaniu, i wykazaé,
ze spelnia on zadany warunek.

»Rozwiazanie w szczegllnym przypadku” zadania o liczbie tréjkatow zna-
czylo wybranie {przez ustalenie mocy zbioru Z) argumentu szukanej funkgji i
wyznaczenie odpowiadajecej mu wartosci tej funkcji. Wymagalo to skonstru-
owania odpowiadajacej wybranemu argumentowi rodziny wszystkich tréjele-
mentowych podzbioréw Z spelniajacych warunek tréjkata i znalezienie ich
liczby.
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Zadanie Struktura zadania

o tréjkach pitagorejskich Wyznaczyé zbiér obiektow spel-
niajacych okreslony warunek.

o podzielno$ci réznicy przez 4 | Wykazad, ze kazdy element
pewnej rodziny obiektow spel-
nia okreslony warunek.

o kwadracie liczby nieparzystej | Jak w zadaniu o podzielnosci
réznicy przez 4.

o liczbie tréjkatéw Utworzyé wzdr funkeji (danej
przepisem slownym), ktéra licz-
bie n przyporzadkowuje

liczbe pewnej rodziny tréj-
elementowych podzbioréw
zbioru Z = {1,2,3,...,n}

Tab. 2

Wreszcie ,rozwiazanie w przypadku szczegdlnym” zadania o tréjkach pita-
gorejskich polegalo po prostu na wskazaniu jednego elementu poszukiwanego
zbioru. Specyfika tego zadania ujawnila sie tez w tym, Ze kazda z szesciu roz-
wiazujacych je oséb wskazywala od razu te sama tréjke, juz wezedniej znana.

Zwréémy jeszcze uwage na to, ze obiekty wystepujace w poszczegdlnych
zadaniach rézni zlozono$é struktury.

2. Przedstawione w gléwnej czeéci artykutu opisy poszukiwania rozwiaza-
nia otwartego zadania matematycznego pokazuja, Ze rozwiazanie takiego za-
dania w szczegdlnym przypadku, jakim jest pojedynczy przyklad, bywa wyko-
rzystywane i moze prowadzié do odkrycia rozwiazania zadania w przypadku
ogdlnym. Przyklad pomaga nie tylko uczniowi szkoly podstawowej czy $red-
niej, ale takze matematykowi.

Tak wiec stosowanie strategii ,rozwaz przypadki szczegdélne” jest cechg pro-
cesu rozwiagzywania otwartego zadania, wspdlna dla réznych pozioméw wiedzy
i dos$wiadczenia matematycznego — na poziomie ucznia ostatniej klasy szkoly
podstawowej, ucznia szkoly $redniej i matematyka. ’

3. W odkrywaniu rozwigzania zadania przyklad moze by¢ wykorzystany
w rézny sposéb. Przedstawilam tu trzy takie sposoby, trzy rézne podstrate-
gie strategii rozwazania przypadkéw szczegdlnych. Kazdy z tych sposobéw byt
stosowany tak w pracy ucznia, jak i matematyka. Nazwy tych sposobéw wska-
zuja na kierunek eksploracji przykladu w badaniu sytuacji matematycznej,
podczas gdy strategie wyréznione przez Schoenfelda (patrz s. 2, 3) specyfikuja
raczej termin ,szczegdlny przypadek”, ttumacza, czym moze by¢ szczegdlny
przypadek w réznych sytuacjach zadaniowych.
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Strategia, ktéra przedstawitam w pracy jako pierwsza — odgadywanie
wlasnodci generycznej przykladu — zostala zilustrowana wieksza liczbg przy-
ktadowych rozumowan towarzyszacych poszukiwaniu rozwigzania zadania niz
dwie pozostale strategie. Nie jest to przypadek. Moje badania pokazaly, ze ta
strategia stosowana jest czeSciej niz poszukiwanie transformacji zachowujacej
wlasno$¢ przyktadu oraz dedukcyjnie ukierunkowane badanie przykladu, i to
czeSciej przez uczniéw niz matematykéw.

4. Ze stosowaniem powyiszych strategii (poza dedukcyjnie ukierunkowa-
nym badaniem przykladu) wiaze si¢ stawianie hipotez oraz ich weryfikacja.
Kazdy z autoréw Rozumowan 1-9 zaczynal weryfikacje swoich hipotez (przy-
najmniej jednej z nich) od badania, czy przyklad ja potwierdza. I matematyk, i
uczen szkoly éredniej, i uczen ésmej klasy szkoly podstawowej postepowali tak
samo — odrzucali hipoteze po wskazaniu kontrprzykladu. Takie rozumienie
twierdzenia — co wykazaly moje obserwacje (Ciosek, 1984) — wystepuje juz
na poziomie klasy czwartej szkoly podstawowej. Jest jednak réznica w rozumo-
waniu matematyka i ucznia, jesli chodzi o status hipotezy w przypadku, gdy
potwierdza ja kilka przyktadéw. Matematyk podejrzewa, ze hipoteza moze byé
prawdziwa i szuka odpowiedzi na pytanie, dlaczego jest ona prawdziwa; stara
sie znalez¢ argument, ktéry przekonalby go o tym, ze kazdy obiekt nalezacy
do rozwazanej klasy spelnia te hipoteze (niekoniecznie musi to byé formalny
dowdd). Znalazlszy taki argument, matematyk uznaje hipoteze za twierdze-
nie; jesli nie uda mu sie podaé przekonywajacego uzasadnienia prawdziwoéci
tej hipotezy i nie znajdzie dlan kontrprzykladu, pozostaje ona tylko hipoteza.
Podobnym do opisanego powyzej rozumieniem uzasadnienia twierdzenia wy-
kazali sie takze niektérzy z badanych uczniéw (Kuba, Konrad, Piotr).

Wielu innych badanych uczniéw (Dorota - klasa ésma szkoly podstawowej,
Marcin, Witold — szkola érednia, Marta — studentka pierwszego roku matema-
tyki) zdawalo si¢ rozumowaé w nastepujacy sposéb: jesli kilka przykladdw,
wybranych jakkolwiek, potwierdza hipoteze, to mozna ja uznaé za twierdzenie
odnoszace si¢ do wszystkich obiektéw rozwazanej klasy. Uczniowie ci nie od-
czuwali potrzeby przeprowadzenia tego, co nazywamy dowodem. Weryfikowali
stawiane przez siebie hipotezy tylko empirycznie.

Typ uzasadnienia twierdzenia, jaki zademonstrowali wymienieni wyzej ucz-
niowie, podpada pod wyrézniona przez Bella (1976) kategorie ekstrapolacji
(eztrapolation), jako jeden z kilku typéw uzasadnienia empirycznego.

Wedlug innego podziatlu, podanego przez N. Balacheffa (1987), jest to
préba rozstrzygajaca ({’ezpérience cruciale). Ten typ uzasadnienia charak-
teryzuje to, ze po rozpatrzeniu jednego przykladu nie traktuje si¢ dostrzeZonej
w nim wlasnoéci jako spelnionej ogdlnie, a stawia sie hipoteze, ktéra weryfikuje
si¢ na innych przykladach; istotne jest tu wiec postawienie sobie pytania o to,
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czy inne obiekty rozwazanej klasy spelniaja taka sama wlasnosé jak wyjsciowy
obiekt.

Jakkolwiek moje badania nie dotyczyly bezposrednio metody matematycz-
nej, to ujawnily, Ze wielu uczniéw nie osiaggnelo jeszcze pierwszego poziomu
rozumienia metody matematycznej w sensie, jaki nadaja temu terminowi Le-
gutko i Turnau (Legutko, Turnau, 1989).

Wskazane tu trudnosci uczniéw w zakresie uzasadniania w matematyce
potwierdzaja jedynie rezultaty uzyskane juz we wcze$niejszych, szerszych ba-
daniach rozumienia przez uczacych si¢ metody matematycznej (np. Bell, 1976;
Nowecki, 1978; Balacheff, 1987; Knoch-Tryba, 1992). Jedna z hipotetycznych
przyczyn tych trudnoéci przedstawilam w pracy o bledach uczniéw (Ciosek,
1992). Pewna, obiecujaca dydaktycznie, prébe zmiany postawy uczacych si¢
matematyki (na réznych poziomach nauczania) wobec dowodu przedstawil w
swoich pracach Dabrowski (1992, 1993).

5. Oprécz trzech opisanych podstrategii strategii rozwazania przypadkow
szcezegblnych, w analizowanych rozumowaniach wystapily jeszcze dwa zabiegi
heurystyczne sprzyjajace sukcesowi. Jednym z nich jest trzymanie si¢ zasady
optymalnej ostroznoéci przy weryfikcji hipotezy. Stosowali to wyraZznie mate-
matyk P oraz Konrad.

Drugim zabiegiem bylo badanie empiryczne prowadzone w sposéb dobrze
zorganizowany. Tak postepowali: Anna (zob. Wstep) i Konrad (rozwiazujacy
zadanie o podzielnosci przez 4). Przede wszystkim jednak trzeba tu wskaza¢
badanie prowadzone przez matematyka K (Rozumowanie 12). Mozna je uwazac
za przyklad paradygmatyczny (Freudenthal, 1978) dobrze zorganizowanego
badania empirycznego.

6. Analiza przedstawionych rozumowan sugeruje, Ze w procesie rozwiazy-
wania otwartego zadania z zastosowaniem strategii rozwazania przypadkéw
szczegdlnych wystepuja — przeplatajac sie¢ wzajemnie i uzupelniajac — akty
specyfikacji i uogélniania. W zaprezentowanych rozumowaniach wystapit
typ specyfikacji nazwany przez Serafina (1988) specyfikacja na pierwszym
poziomie (jest to specyfikacja pojeé i twierdzei w ramach jednej dziedziny
matematycznej). Czynno$cia wstepna dla tej specyfikacji jest to, co Krygowska
(1977b) nazywa uszczegdlnianiem przez stabilizacje zmiennych.

Akty specyfikacji dokonywane (czasem kilkakrotnie) na drogach rozwiazy-
wania zadania wystepowaly wtedy, gdy autor rozwigzania

— ustalal parametry wystepujace w zadaniu w celu wezeéniejszego rozwi-
azania zadania prostszego od wyjiciowego (Dorota, Konrad, matematyk
B, matematyk C, Piotr, matematyk K),

— sprawdzal (przez ustalenie zmiennych) czy hipoteza, sformulowana w
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pewnej fazie pracy nad zadaniem, jest prawdziwa (matematyk P, Kuba,
Grzegorz, Witold, Marcin, matematyk M w 2. etapie pracy, Konrad).

lub wreszcie

— sprawdzal poprawnos¢ przeksztalcen algebraicznych (przez podstawianie
w przepisie funkcji szczegélnej wartoici na zmienng i poréwnanie wyniku
obliczet z liczba otrzymang wcze$niej w inny sposéb — matematyk K).

U jednego z uczniéw (Kuba — Rozumowanie 2) wystapita trudnos$é w spe-
cyfikacji twierdzenia: przy sprawdzaniu, czy pewien obiekt (tréjka liczb) spel-
niajacy jeden warunek — spelnia tez inny warunek. Jest to trudno$é w spe-
cyfikacji rézna od tych, ktére ujawnity badania Skaluby (1988) oraz Demby
(1994). Obserwacje Dybiec (1988) wskazuja na to, Ze na trudnoéci w spe-
cyfikowaniu natrafiaja takze uzdolnieni matematycznie uczniowie z tzw. klas
uniwersyteckich, szczegdlnie gdy chodzi o wyrézniong przez S. Serafina spe-
cyfikacje na wyzszym poziomie, kiedy ,,...pojecie czy twierdzenie jednej
dziedziny matematycznej specyfikuje sie w innej poprzednio poznanej dziedzi-
nie lub réwnolegle w kilku dziedzinach” (Serafin, 1988, s. 222).

W kazdym z przedstawionych rozumowan wystapil (czasem kilkakrotnie)
akt uogélniania twierdzenia. Byly to uogdlnienia

— typu indukeyjnego (matematyk P, Kuba, Grzegorz — 1. etap pracy, Wi-
told, Marcin, Marta, Dorota, Konrad, matematyk B)

lub

— przez uogdlnienie rozumowania (matematyk B, Konrad, matematyk C,
Piotr, matematyk K)

lub
— przez unifikacje (matematycy B i C).

Tak wiec w kazdym z analizowanych tu rozumowan wystapilo ,,przesuniecie
uwagi ze szczegblnego do ogdlnego i z powrotem” (Binns, 1994, s. 29).

7. Przedstawiona analiza wskazuje na to, ze rozumowanie w trakcie poszu-
kiwania rozwiazania zadania otwartego nie jest ciagiem logicznych inferencji.
Jest raczej ciagiem pytan i odpowiedzi~hipotez, do ktérych dochodzi sie na
réznych drogach: empirycznej, intuicyjnej i dedukcyjnej. Potwierdza to poglad
Lakatosa (1976), ktéry w swojej interesujacej ksigzce prezentuje matematyke
— w aspekcie jej tworzenia — jako proces dialektyczny, wyznaczony przez
etapy: sformulowanie wstepnego przypuszczenia, znalezienie dowodu, znalezie-
nie kontrprzykladu, rewizja dowodu i sformutowanie nowego przypuszczenia.
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Analizowane tu podstrategie strategii rozwazania przypadkow szczegdlnych
nie wyczerpuja, oczywidcie, wszystkich mozliwoéci. Nie uwzglednione zostaly
na przyklad takie sytuacje, w ktérych ogélne rozwiazanie zadania odkrywa
sie na podstawie rozwazenia kilku przypadkéw szczegdlnych. Takie sytuacje,
jak réwniez inne niz tu przytoczone rozwiazania tych samych zadan, beda
opisane w innej, szerszej pracy. Inspiracja do wyodrebnienia i zanalizowania
sposobéw wykorzystania jednego przykladu do ogdlnego rozwigzania zadania
byla nastepujaca uwaga, jaka J. Kilpatrick zrobil na marginesie w swej pracy
na inny temat: ,Rzadko méwi si¢ o tym, Ze uogdlnienie moze by¢ dokonane
na podstawie jednego przyktadu” (Kilpatrick, 1987, s. 137).
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On the role of examples in a mathematical investigation

Summary

The paper presents reasonings of twelve people (lower and upper secondary school
students, and professional mathematicians) while solving open mathematical prob-
lems like the one bolow.

A is the set of three-digit numbers, the digits being different non-zero constants a,
b, c. Prove that there exist in A two (different) numbers such that their difference is
a multzple of 4.

The solvers use the examining-special-case strategy (each of them examines only
one single example regarded as a special case), but not the same way. The following
three substrategies of this strategy have been identified:

1) guessing a generic property of the chosen example after it was examined,

2) searching for a transformation of the chosen example that would change it to
another solution,

3) deductively directed exploration of the chosen example aimed at a generalised
solution.

The main conclusion is that the examining-special-cases strategy is a feature of the

problem solving process, common for different levels of mathematical knowledge and

experience, from lower secondary to university. Yet the third substrategy is rarely used
by people other than at a higher-level of mathematical competence. School children

often think of proving as checking a few examples.



