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1 W prowadzenie: Czy protokół lekcji może być źró­
dłem  informacji o tym , jak uczyć?

Protokoły lekcji matematyki są tekstami trudnymi do przetrawienia, szczegól­
nie gdy obejmują pełne jednostki lekcyjne. Trzeba włożyć sporo wysiłku, by 
znaleźć klucz do ich zrozumienia oraz odkryć ich strukturę i znaczenie. Sam 
protokół dialogu lekcyjnego jest w znacznej mierze źródłem tych trudności. Nie 
jest to jednak jedyny powód, dla którego teksty te są tak trudne i kłopotliwe 
do rozszyfrowania.

Każda lekcja jest w pewnym stopniu wydarzeniem niepowtarzalnym, a jej 
rozliczne aspekty są silnie zależne od kontekstu. Natomiast spisana relacja za­
mraża całość w zastygłej formie. Jednak to zamrożenie w postaci protokołu 
stwarza możliwość wielokrotnego odtwarzania tej konkretnej lekcji, przyjrze­
nia się jej z różnych punktów widzenia, interpretowania i analizowania. Może 
to pomóc w odkrywaniu ogólniejszych struktur i zależności. A gdy na jakiś 
czas odłożymy na bok ten z dużym trudem rozszyfrowywany protokół i po­
wrócimy doń za kilka tygodni, może się okazać, że znów stajemy przed tymi 
samymi problemami i musimy się przegryzać przez tekst z nie mniejszym jak 
za pierwszym razem wysiłkiem.

1 Artykuł ten był pierwotnie opublikowany w języku niemieckim w D er M athem atikun- 
terricht 36(3) [1990] 4-28. Tłumaczenie na podstawie wersji angielskiej, za zgodą wydawcy 
Dawida Wheelera: H. Steinbring, Problems in the Development of Mathematical Knowledge 
in the Classroom: the Case of a Calculus Lesson, Fo r the Learning of Mathem atics 13(19 9 3), 
3, 37-50.
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Takie doświadczenia z protokołami pokazują,, że zapisy te nie mogą, być 
czytane i analizowane tak, jak teksty naukowe, których budowa zgodna jest z 
pewnymi ogólnymi, zwyczajowo przyjętymi wzorami. Treści i przebiegu lekcji 
nie da się odtworzyć bezpośrednio z protokołu. Aby wydobyć zeń strukturę, 
poddać analizie i przedstawić to unikalne zdarzenie dydaktyczne z jego różno­
rodnymi znaczeniami i zależnościami, niezbędne jest odwołanie się do kilku 
metod i środków.

W protokole właściwym (patrz Załącznik 1) aspekty szczególne i ogólne 
tendencje mieszają się ze sobą w sposób, który bardzo utrudnia śledzenie ich 
wzajemnego oddziaływania oraz rozróżnienie rzeczy nieistotnych od ważnych. 
Wypowiedzi poszczególnych uczniów mogły mieć wpływ na główny nurt na­
uczania. Czy pytanie „Czy te funkcje się kiedykolwiek skończą?” (79; Uwaga: 
w poniższym tekście numery w nawiasach odnoszą się do wypowiedzi w pro­
tokole) w jakiś sposób zmieniło późniejsze działania nauczyciela, czy też było 
jedynie kolejnym dowcipem znanego z takich uwag ucznia? Czy pomyłki i do­
ciekania uczniów wpływają na zmianę zamierzeń nauczyciela i przebieg przy­
gotowanego wcześniej procesu nauczania, czy też należy uważać je za nieistotne 
epizody, które same wyjaśnią się wraz z rozwiązaniem problemu matematycz­
nego?

Z punktu widzenia nauczyciela poszukiwanie głównego nurtu dyskusji, 
obejmującej tak aspekty indywidualne, jak i ogólne — sprowadza się do roz­
ważenia jej treści matematycznych. Jako nauczyciele, a szczególnie jako osoby 
kształcące przyszłych nauczycieli, mamy często wrażenie, że można ocenić pro­
ces nauczania w oparciu jedynie o znajomość głównych pojęć i problemów. Na 
przykład hasła „zakres zmiennej” , „ekstrema”, „funkcja”, „wykres funkcji” , 
„kształt pudełka” i „stwierdzenie, które pudełko ma największą możliwą ob­
jętość” itp. wywołują określone skojarzenia nie tylko na poziomie treści, ale 
również na poziomie możliwych rozwiązań metodycznych.

Jednak nawet mając oparcie w doświadczeniach z tymi treściami i ich ucze­
niem nie unikniemy pewnych niespodzianek w trakcie przeglądania protokołów 
lekcji. Również tu trzeba odpowiedzieć sobie na pytanie: co i w jakiej kolej­
ności zostało zaprezentowane w trakcie lekcji? Czytelnik powinien uzmysłowić 
sobie relacje między specyficznymi cechami konkretnej lekcji w te j klasie, w 
której uczą się ci uczniowie, która prowadzona jest przez tego nauczyciela, 
a pedagogicznym i dydaktycznym podejściem mogącym mieć duże znaczenie 
przy wprowadzaniu problematyki ekstremów. Nie jest wykluczone, że w trak­
cie przeglądania protokołu pojawią się następujące pytania: Czy uczniowie 
poważnie podchodzą do polecenia skonstruowania konkretnego pudełka? Jakie 
znaczenie, tak dla nauczyciela jak i dla uczniów, ma konstruowanie pudełka, 
a następnie szkicowanie graficznej reprezentacji rozważanej funkcji?
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Powstaje pytanie, co zrobić, by opisy z procesu nauczania stały się ła­
twiejsze do czytania. Wygładzanie wypowiedzi słownych przez poprawianie 
wszystkich przejęzyczeń i błędów gramatycznych zdecydowanie nie jest do­
brym rozwiązaniem. Zadania nie spełnia również redukowanie opisu lekcji do 
krótkiego szkicu podstawowych treści, informującego jedynie, co przekazał na­
uczyciel i czego nauczyli się uczniowie. Takie podejście niesie ze sobą ryzyko 
przeoczenia istotnych momentów, które na pierwszy rzut oka wydają się mar­
ginalne. Ponieważ w opisach rzeczywistej sytuacji dydaktycznej współistnieją 
różnorodne indywidualne i ogólne elementy, wydaje się, że warunek popra­
wienia ich czytelności można spełnić jedynie tworząc kilka wersji, w których 
kontrastować będą z sobą różne formy opisu, reprezentacji i analizy.

Z tego sposobu podejścia będziemy korzystać później przy kilkakrotnym 
przyglądaniu się z różnych punktów widzenia protokołowi pewnej lekcji doty­
czącej rachunku różniczkowego. Przed tym jednak zaprezentujemy ogólny opis 
tej sytuacji nauczania, a następnie jej szczegółową strukturę. Dalej zanalizu­
jemy różne polecenia wydawane uczniom przez nauczycielkę, zadawane przez 
nią pytania wraz z ich późniejszymi modyfikacjami, stopniowe nasilanie się 
częstości używania pojęć i terminów technicznych itp. Przyjrzymy się także 
tej lekcji z punktu widzenia uczniów, trudności, na jakie napotkali, oraz kło­
potów w rozumieniu. Ich analiza pozwala stwierdzić, że uwagi uczniów mogły 
stanowić punkt wyjściowy do badania bardzo bogatych pod względem mate­
matycznym terenów, której to możliwości jednak nauczycielka świadomie nie 
wykorzystała.

Obok protokołu w standardowej formie skonstruujemy dwa protokoły wtór­
ne: bardziej zwięzłą reprezentację słowno-tabelkową, uwypuklającą ogólną 
strukturę lekcji, oraz reprezentację graficzną. Reprezentacja graficzna ma głó­
wnie na celu ukazanie, jak w trakcie lekcji rozkładają się trzy poziomy aktyw­
ności: „empiryczny”, „geometryczny” i „rachunkowy”.

Przedstawiona w kolejnych częściach dyskusja jest oczywiście uporządko­
wana liniowo, począwszy od strukturyzacji przejść przez poszczególne fazy 
lekcji, a skończywszy na całościowej koncepcyjnej charakteryzacji lekcji. Do­
konując właściwej analizy nie można ograniczać się jedynie do chronologicz­
nego śledzenia krok po kroku przebiegu lekcji. Zawsze należy przyjąć szerszą 
perspektywę, aby rozgraniczyć poszczególne fazy i określić ich hierarchię, a 
także dokładnie zanalizować poznawczy status wiedzy matematycznej w po­
szczególnych fazach (na przykład przez analizę zmian pytań nauczyciela lub 
dawanych przez niego zadań). Ma to na celu zbadanie rozwoju i przesunięć w 
interpretacji i rozumieniu wiedzy, jakie zachodzą w przebiegu interakcji klaso­
wej. Metoda analizy jest dialektyczna i odzwierciedla aspekty globalne i lokalne 
jednocześnie.
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2 Treść i przebieg lekcji

2.1 O gólny opis lekcji

Omawiana przez nas lekcja była pierwszą z dwu lekcji mających na celu wpro­
wadzenie uczniów w problematykę ekstremów. Temat ten jest realizowany w 
klasie 12 (przedostatniej), gdzie wchodzi on w zakres kursu podstawowego. 
Grupa składała się z 13 dziewcząt i 8 chłopców w wieku 17-19 lat. Uczniowie 
poznali już podstawowe prawa różniczkowania. Wprowadzenie do problemu 
ekstremalnych wartości funkcji i optymalizacji objętości oparte zostało na 
przykładzie powszechnie znanym w praktyce nauczania (patrz np. Glatfeld, 
1982, s. 100), dotyczącym konstrukcji pudełka przez wycięcie czterech rów­
nych, kwadratowych naroży z prostokątnej kartki papieru.

Uczniowie budowali pudełka, robili pomiary, obliczali objętości i notowali 
uzyskane wyniki w tabeli. W oparciu o te konkretne czynności i uzyskane 
dane szukano pudełka o największej objętości. Aktywność ta była w znacznym 
stopniu sterowana przez nauczycielkę i jej pytania. Na pytanie „empiryczne”: 
„Które z tych pudełek ma największą objętość?” — uczniowie udzielili natych­
miastowej odpowiedzi. Dało to możliwość przejścia do problemu teoretycznego: 
„Czy jesteście pewni, że czwarte pudełko jest na pewno największe, jakie mo­
żna zbudować z tej kartki papieru?” (33). W trakcie trwania głównej fazy 
lekcji pytanie to w zmienionych sformułowaniach prowadzi do celu, którym 
jest skonstruowanie wzoru funkcji, określenie związku równania z warunkami 
narzuconymi przez konstrukcję pudełka, sporządzenie graficznej reprezentacji 
funkcji i, ostatecznie, zaproponowanie sposobów rozwiązania problemu.

W trakcie dyskusji, zapoczątkowanej pytaniami nauczycielki oraz rozbi­
ciem i redukcją pytań do postaci pytań szczegółowych, uczniów wyposaża się 
w informacje umożliwiające „rozpoznanie” w zadaniu wyjściowym sytuacji, w 
której należy zastosować znane już reguły różniczkowania funkcji. Od tego mo­
mentu uczniowie mogą względnie pewnie i automatycznie korzystać z pozna­
nych wcześniej wiadomości badając funkcję objętości pudełka, by stopniowo 
dojść do matematycznego rozwiązania problemu.

2.2 „Fazowa stru k tu ra” lekcji

W strukturze lekcji można wyróżnić trzy fazy: pierwszą (1-25), w trakcie której 
przedstawiony jest problem wyjściowy, a uczniowie konstruują pudełka; drugą 
(26-133), polegającą na rozbiciu problemu, dyskusji i wypracowaniu matema­
tycznego podejścia do głównego problemu: „Jakie pudełko jest największe?”; 
i fazę trzecią i ostatnią (od 133), która tylko zaczyna się na tej lekcji i jest 
kontynuowana po przerwie; w jej trakcie krok po kroku wypracowany zostaje
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algorytm rozwiązania (patrz Załącznik 3). (Dla lepszego zrozumienia reszty 
artykułu radzimy czytelnikowi w tym miejscu zapoznać się z protokołem lek­
cji).

Podział na trzy fazy można rozwinąć, uwzględniając podstrukturę odzwier­
ciedlającą konkretne pytania czy polecenia wydane uczniom przez nauczyciela. 
Na przykład etap podstruktury może rozpocząć się poleceniem nauczyciela, a 
zakończyć w momencie pełnego lub częściowego jego wykonania.

2.2.1 Analiza pierwszej fazy

W pierwszej fazie głównej można wyróżnić dwa etapy. Pierwszy obejmuje pre­
zentację wyjściowego problemu i dyskusję nad konstrukcją konkretnych pu­
dełek (1-13). W trakcie drugiego etapu (14-25) uczniowie składają pudełka, 
mierzą lub matematycznie obliczają ich objętości i notują wyniki w tabeli. 
Wiodące pytanie: „Które pudełko ma największą objętość?” zostało dwukrot­
nie zadane w trakcie pierwszej fazy lekcji (6, 18).

2.2.2 Analiza drugiej fazy

Druga faza główna może być podzielona na trzy części, z których każdą rozpo­
czyna to samo pytanie nauczycielki: „Które z pudełek możliwych do zbudowa­
nia z prostokątnej kartki papieru jest największe?”. Przed ich rozpoczęciem, 
na samym początku drugiej fazy, naturalnie wbudowany w konkretną czyn­
ność konstruowania pudełek problem empiryczny zostaje przeformułowany na 
pytanie teoretyczne. To, na czym teraz uczniowie mają skupić uwagę, to nie 
największe, czysto „empiryczne”, rzeczywiście zbudowane pudełko. Ich zada­
niem nie jest również sortowanie pudełek ze względu na ich objętość, ale zna­
lezienie potencjalnie największego pudełka. Oto jak problem ten jest w tym 
momencie sformułowany: „Czy jesteście pewni, że czwarte pudełko jest na 
pewno największe, jakie można zbudować z tej kartki papieru?” (33).

W czasie trwania drugiej fazy głównej staje się oczywiste, że zadane na 
wstępie pytanie jest źródłem zbyt wielu niejasności. Każdy z trzech etapów 
tej fazy (II. 1—II.2—IT.3) wykorzystany jest na rozłożenie go na pytania szcze­
gółowe. Na przykład w części II. 1 nauczycielka ukierunkowuje dyskusję na 
następujące problemy: „Od czego zależy objętość?” (40) oraz „W jaki sposób 
odcięte kwadraty decydują o objętości pudełka?” (w sensie 44). Od uczniów 
oczekuje się, aby patrzyli na długość boku kwadratów jak na zmienną (nieza­
leżną), a także by odkryli jej graniczne wartości (a; = 0 i x = 10), pomiędzy 
którymi funkcja objętości jest w tym wypadku określona.

W dalszym ciągu lekcji nauczycielka wraca do podstawowego pytania, roz­
poczynając tym samym nowy etap (II.2, 70-101), w trakcie którego opraco-
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wuje się graficzne przedstawienie funkcji objętości, a pierwotna, wizualna idea 
strukturalnego związku między możliwymi wartościami tej funkcji idzie w nie­
pamięć. Teraz, wykorzystując dyskusję o funkcyjnym charakterze objętości i 
jej graficzną reprezentację jako nowe tło, nauczycielka powtarza podstawowe 
pytanie dotyczące możliwie największego pudełka. W ten sposób inicjuje trzeci 
etap tej fazy.

Ten etap obejmuje próbę interpretacji wyrażenia na objętość jako funkcji 
V{x).  Nauczycielka oczekuje, że pomoże to uczniom rozpoznać w problemie 
wyjściowym sytuację, do której stosują się znane prawa rachunku różniczko­
wego, a następnie wypracować właściwą matematyczną metodę rozwiązania. 
Nauczycielka rzeczywiście odnosi sukces, co pozwala jej posunąć się krok da­
lej (133, trzecia faza główna) przy pomocy pytania: „Dokładnie. No! Chcemy 
znaleźć miejsce, w którym objętość jest największa... Co powinnam teraz zro­
bić?”.

2.2.2.1 P ierw szy e tap  drugiej fazy głównej W budowie etapów mo­
żna zauważyć jeszcze subtelniejszą strukturę (patrz Załącznik 3). Etap II.l 
można rozbić na sześć krótkich części. W pierwszej intuicje uczniów ujawniają 
błędne rozumienie pytania podstawowego. Istotnie prawdą jest, że wielkość 
objętości „zależy” od wielkości powierzchni pudelka. Uczniowie nie są jednak 
świadomi faktu, że w tym przypadku wraz ze zmniejszaniem się powierzchni 
objętość pudełka początkowo rośnie, ale później zaczyna maleć. Rozdźwięk 
między intuicjami uczniów a rzeczywistą sytuacją powoduje, że nauczycielka 
konkretyzuje swoje pytanie.

Na początku części II. 1.2 (40-46) nauczycielka zadaje bezpośrednie pyta­
nie: „Od czego zależy objętość?”. W trakcie dyskusji padają argumenty natury 
„funkcyjnej” , a w celu uzasadnienia wypowiedzi lub wypracowania nowych ar­
gumentów czynione są odwołania do skonstruowanych pudełek.

Trzecią część II. 1.3 (47-53) tego etapu otwiera konkretne pytanie nauczy­
cielki: „Co wyznacza objętość w sposób jednoznaczny, jeśli weźmiemy pod 
uwagę to, jak konstruowaliśmy pudełka?”. I znów niektórzy uczniowie twier­
dzą, że większym powierzchniom odpowiadają większe objętości, lub też że im 
większa jest powierzchnia odciętych kawałków, tym mniejsza musi być objętość 
pudełka. Nauczycielka zwraca uwagę, że jest to sprzeczne z doświadczeniem, 
i w tym momencie ta część zostaje przerwana przez dwójkę „niecierpliwych” 
uczniów, którzy znaleźli wzór na objętość i wykorzystali go do obliczeń na 
kalkulatorze, kieszonkowym (rozpoczyna to część II. 1.4, 54-55). Zaczyna się 
dyskusja nad wzorem na objętość prostopadłościanu: „długość razy szerokość 
razy wysokość”. Wzór ten zostaje użyty do znalezienia wyrażenia na objętość 
w tym przypadku przez podstawienie x za wysokość, (25 — 2x) za długość i
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(20 — 2x) za szerokość pudełka.
Ten pośredni rezultat pozwala nauczycielce postawić w kolejnej części II. 1.5 

(60-62) bezpośrednie pytanie: „No więc, od czego zależy objętość? Teraz to już 
jest oczywiste”. Następnie odpowiedź ucznia zostaje przetłumaczona przez na­
uczycielkę na bardziej techniczny język; nauczycielka mówi, że objętość może 
być wyrażona w zależności od a:. W ten sposób x zostaje wprowadzone do 
rozważań jako zmienna niezależna.

Szóstą część II. 1.6 nauczycielka otwiera pytaniem o zakres zmienności x. W 
czasie dyskusji uzgodniono, że w przypadku budowania pudełka z danej kartki 
papieru zmienna x, tzn. długość boku kwadratu, może przyjmować wartości 
między 0 i 10. Zamyka to fazę II.

2.2.2.2 D rugi e tap  drugiej fazy głównej Etap II.2 znów otwiera pyta­
nie podstawowe. W pierwszej części II.2.1 (71-77) w odpowiedziach niektórych 
uczniów zaczynają się pojawiać matematyczne slowa-klucze, takie jak „ściśle 
rosnąca”, „ściśle malejąca”, „krzywa”, „punkt zwrotny”. Jednocześnie wysu­
wane są pierwsze propozycje jakościowych i przybliżonych rozwiązań: kilku 
uczniów przypuszcza, że rozwiązanie leży między 3 i 5, podczas gdy inni uwa­
żają, że odpowiednią wartością jest punkt środkowy między 0 i 10.

Odwołania do poszczególnych punktów na krzywej, wzrostu i malenia, 
punktów zwrotnych itp. prowadzą do tego, że nauczycielka prosi wprost o 
narysowanie wykresu funkcji. Wykorzystane tu zostają wartości z tabeli. Na­
uczycielka wskazuje, że niektóre wartości nie są dokładne, gdyż są wynikiem 
pomiarów, a nie obliczeń. W czasie konstruowania przybliżonego wykresu funk­
cji podniesiony zostaje problem dokładności i podjęta jest próba udzielenia 
odpowiedzi na pytanie, gdzie może się znajdować maksimum funkcji.

Część II.2.2 przerwana zostaje na krótko uwagą ucznia, który zauważa, 
że właściwie celem lekcji jest tradycyjna matematyka: „Czy te funkcje się 
kiedykolwiek skończą?” (79). Dodaje również, że ma nadzieję, że już nigdy 
więcej nie będzie musiał się zajmować matematyką.

2.2.2.3 Trzeci e tap  drugiej fazy głównej Biorąc szkic wykresu za 
punkt wyjściowy nauczycielka znów podejmuje podstawowe pytanie o pudełko 
o największej objętości. Rozpoczyna to etap II.3. W trakcie pierwszej fazy po­
średniej II.3.1 (102-109) w odpowiedzi jednego z uczniów pojawiają się związa­
ne z kontekstem slowa-klucze: „równanie”, „z”, „niewiadoma”, „maksymalna 
objętość”, „VTnax”, „drugie równanie”, „niewiadoma”, „maksimum”. Później­
sza dyskusja ujawnia, że uczeń ten miał na myśli dwa równania z dwiema 
niewiadomymi, a jego problem polega na tym, że dostępne jest tylko jedno
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równanie. Inny uczeń rozwiązuje ten problem, zwracając uwagę na fakt, że 
objętość i jej maksimum zależą od jednej tylko jawnej niewiadomej x .

Na początku drugiej fazy pośredniej II.3.2 (110-114) nauczycielka zostaje 
sprowokowana do zapytania o „rodzaj równania” rozważanego tutaj. „Jak to 
się nazywa? Gdy jedna wielkość zależy od drugiej?” (110). Ponieważ uczniowie 
nie od razu dają odpowiedź, nauczycielka wzmacnia pytanie wskazując mate­
matyczny, symboliczny zapis: „W zasadzie powinniście to już zobaczyć z V(x)” 
(112). Skłania to jednego z uczniów do zgadywania: „Funkcja?”. Nauczycielka 
potwierdza, dodatkowo podkreślając: „Tak jest. Już narysowaliśmy wykres tej 
funkcji. Stwierdziliśmy też, że jest ona określona na przedziale (0,10). Dobrze, 
teraz, gdy już wiemy , że jest to funkcja, jeszcze raz popatrzcie na wykres” 
(114).

Faza pośrednia II.3.3 (115-120) otwiera nowe ujęcie słowne pytrania wy­
jściowego: ”Chcemy znaleźć x, dla którego V(x)  jest największe” (114). Teraz, 
zgodnie z oczekiwaniem nauczycielki, sprowokowani przez nią uczniowie potra­
fią udzielić poprawnej odpowiedzi. Modyfikacja pytania naprowadziła jednego 
z uczniów na pomysł szukania rozwiązania w oparciu o prawa różniczkowania 
funkcji. Zaproponowane rozwiązanie polegało na wyznaczeniu współczynnika 
kątowego stycznej przez wyliczenie pochodnej funkcji i na znalezieniu punktu, 
w którym współczynnik ten równy jest zero.

W fazie pośredniej II.3.4 (121-132) to podejście do rozwiązania problemu 
jest ugruntowane przez nauczycielkę, która podaje pewną interpretację geo­
metryczną. Nauczycielka rozpoczyna pytaniem: „Co to graficznie oznacza, że 
współczynnik kątowy znika?” (121). Dla zobrazowania geometrycznego rozwią­
zania na naszkicowanym wykresie rysowane są równolegle. W tym momencie 
jeden z uczniów wyraża wątpliwości co do ogólności takiej geometrycznej wizu­
alizacji: „...nie można narysować jednej równoległej i stwierdzić, że dla 4 jest 
rzeczywiście najwyżej” (123). Nauczycielka zgadza się z tą uwagą, mówiąc: 
„Masz zupełną rację, nie wiemy, jak się ta krzywa zachowuje w przedziale 
(3,5)” (124). Jednakże pozostawiają na boku jako nie mającą wpływu na dal  ̂
sze postępowanie i mówi, że „... nie zmienia to naszych planów obliczeń [mak­
simum funkcji]” (124). W ten sposób zaproponowana strategia rozwiązywania 
zadania jest zaakceptowana, a ilustracja graficzna potwierdza jej zasadność. 
Wraz z tą, ostatnią już, fazą pośrednią kończy się etap II.3. Tu także kończy 
się druga faza główna.

Propedeutyczne rozważania nad rozwiązaniem, regulowane pytaniami na­
uczycielki, zostają zakończone. Postawiony problem można rozwiązać przy 
użyciu rachunku pochodnych. Rozpoczęcie obliczeń wyznacza punkt przejścia 
do trzeciej fazy głównej. I rzeczywiście, na początku drugiej lekcji rozwiązanie 
zostaje szybko znalezione.
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2.2.3 Analiza trzeciej fazy głównej

Faza III obejmuje wypowiedzi 133-164. Nie widać potrzeby doszukiwania się 
tu podstruktury, ponieważ na tym technicznym etapie każde pytanie wydaje 
się prowadzić wprost do odpowiedzi, a zatem nie ma konieczności rozkładania 
pytania na pytania szczegółowe (czyli nie ma naturalnych etapów pośrednich). 
Nauczyciel i uczniowie znaleźli w końcu ideę przewodnią umożliwiającą rozsu­
płanie problemu i krok za krokiem wypracowują rozwiązanie (mimo drobnych 
błędów na poziomie rachunkowym). Ta trzecia, robocza faza ukazuje znajomy 
obraz nauczania matematyki: użycie i techniczne wykorzystanie procedury ma­
tematycznej, a w końcu dojście do rozwiązania zgodnie z „zasadą małych i 
najmniejszych kroków” (Wittinann, 1988) z pominięciem szerszej dyskusji czy 
rozważań nad samym problemem.

Powyższa pierwsza, skoncentrowana na strukturze fazowej analiza daje po­
gląd na ogólną strukturę lekcji. Obok dobrze znanych trzech etapów: posta­
wienie problemu, jego dyskusja i rozwiązanie — widać, szczególnie w fazie 
drugiej, jak poddane ciągłym zmianom wyjściowe pytanie o pudełko o najwi­
ększej objętości w zasadniczy sposób kształtuje proces nauczania. W trakcie 
lekcji coraz lepiej widoczne stają się standardowe wzorce komunikacji między 
nauczycielką i jej uczniami (Voigt, 1984). Mając za cel rozwiązanie problemu 
matematycznego nauczycielka raz po raz stawia to samo podstawowe pytanie. 
Przybiera ono różne formy, gdyż w interakcji z uczniami nauczycielka musi je 
adaptować do sytuacji, w której współistnieją elementy metodologicznej kon­
kretyzacji i zamierzonego czy założonego uogólniania (Steinbring, 1988). Po­
nadto opis ten daje wgląd w dominującą w tej klasie specyficzną kulturę oraz 
w to, w jaki sposób tradycyjne rozumienie matematyki przez tę nauczycielkę 
indukuje przygotowania i zabiegi zmierzające do przekazania wiedzy matema­
tycznej uczniom (Nickson, 1992). Cechą charakterystyczną tego stylu uczenia 
jest sposób przechodzenia od konkretnego poziomu instrukcji dotyczących bu­
dowania pudełka na poziom obliczania rozwiązania, gdzie w oderwaniu od 
jakiejkolwiek empirycznej czy wizualnej idei stosowana jest „teoria matema­
tyczna” (w tym wypadku podstawowe prawa rachunku różniczkowego).

3 Specyficzna logika procesu nauczania

Które z wypowiedzi i propozycji padających w trakcie tej lekcji mają cha­
rakter przypadkowy lub jednostkowy? Z drugiej strony, które z nich mają 
istotne znaczenie? Czy w procesie nauczania jest coś takiego jak „logika roz­
woju”? Czy rozwój wiedzy podlega jakiejś „przyczynowości”? Jakich związków 
przyczynowo-skutkowych można się doszukać w tym nauczaniu?
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3.1 Strukturyzacja  pytaniam i nauczyciela

Zaprezentowana w części pierwszej (patrz także Załącznik 3) sekwencyjna 
struktura lekcji była w istotny sposób organizowana przez pytania nauczyciela. 
Ukazuje ona pierwszy rodzaj „logiki uczenia”. Ze względu na to, że temat lekcji 
obejmował nowy materiał, pytania nauczyciela można w przybliżeniu trakto­
wać jako „przyczyny” , zaś odpowiedzi uczniów jako „skutki” w czasowej ewo­
lucji lekcji. Na poziomie interakcji między nauczycielem a uczniami również 
pytania nauczyciela zdają się być istotnie zdeterminowane przez odpowiedzi 
uczniów (Kieren i Pirie, 1992).

Pytania nauczyciela odgrywają centralną rolę w strukturyzacji wypowie­
dzi dotyczących treści zadania, jakie zauważyć można na powierzchni tych 
interakcji. Główne pytania to różne wersje matematycznego tematu lekcji, 
tzn. poszukiwania największej możliwej objętości; pytania szczegółowe zawsze 
odnoszą się do jego szczegółowych aspektów.

Pytania nauczyciela:

1) „Kiedy pudełko ma największą objętość?” (6)

2) „Które pudełko ma największą objętość? Poszukajcie największego pu­
dełka.” (18)

3) „Jak się wam wydaje, które pudełko jest największe?” (26)

4) „Czy jesteście pewni, że czwarte pudełko na pewno jest największe, jakie 
można zbudować z tej kartki papieru?” (33)

4.1) „Od czego zależy objętość?” (40)

4.2) „Jak się zachowuje objętość, po tym, co tu wypróbowaliśmy?” (44)

4.3) „Co wyznacza objętość w sposób jednoznaczny, jeśli weźmiemy pod 
uwagę to, jak konstruowaliśmy pudełka?” (47)

4.4) „No więc, od czego zależy objętość? Teraz to już jest oczywiste.” (60)

4.5) „Jakie wartości może przyjmować x?” (62)

5) „Wśród zrobionych przez nas pudełek to z x — 4 ma mniej więcej naj­
większą objętość. Czy wiemy na pewno, że jest to naprawdę największe 
pudełko, jakie można zrobić z tej kartki?” (71)

6) „Czy teraz dostajemy dokładniejsze wartości? Jak wygląda największe 
pudełko? Jak można określić wartość x , dla której objętość będzie mak­
symalna?” (102)
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6.1) „Jakiego typu jest to równanie?” (108)

6.2) „Jak to się nazywa? Gdy jedna wielkość zależy od drugiej?” (110)

6.3) „W zasadzie powinniście to już zobaczyć z V(x).” (112)

7) „Chcemy znaleźć x, dla którego V(x)  jest największe.” (114)

7.1) „Co to graficznie oznacza, że współczynnik kątowy znika?” (121)

8) „No, chcemy znaleźć miejsce, w którym objętość jest największa. Co 
powinnam teraz zrobić?” (133)

Tych osiem głównych pytań (wraz z wybranymi przykładami pytań szcze­
gółowych), choć wyrwanych z interakcyjnego kontekstu, stanowi pewien „sys­
tem logiczny” zorientowany na osiągnięcie celu lekcji. Jeśli rozważy się kolej­
ność pytań nauczyciela z apriorycznego punktu widzenia, tzn. w świetle celu, 
jaki ma zostać osiągnięty (w szczególności rozumienia objętości pudełka jako 
funkcji x, gdzie x jest długością boku kwadratu odciętego z rogu prostokątnej 
kartki papieru), oraz jeśli się wie, jak stosować znane techniki szukania po­
chodnej funkcji, to rzeczywiście temu układowi pytań można przypisać rodzaj 
logiki i zwartej konstrukcji. Dzięki stawianym przez nauczyciela pytaniom i 
pytaniom szczegółowym wszystkie wiadomości dotyczące konkretnego wzoru 
na objętość, interpretacja wzoru jako funkcji zmiennej x zmieniającej się w 
określonej dziedzinie, oraz uświadomienie sobie, że jest to szczególny przypa­
dek zastosowania pochodnych — układają się krok po kroku w jedną całość. 
(O roli pytań nauczyciela z punktu widzenia metod nauczania matematyki pi­
sze np. Wallrabenstein, 1978, 156; punkt widzenia pedagogiki prezentuje np. 
Aschersleben, 1989, 23)

Ten mniej lub bardziej logiczny układ pytań nauczyciela to jedynie jedna 
z charakterystyk, mimo że jest ona decydującym czynnikiem kształtującym, 
czy nawet narzucającym, konkretne schematy interaktywnego uczenia. We­
dług powszechnej opinii, właśnie nauczyciel jest osobą, która precyzyjnie re­
guluje i decyduje o tym, co i kiedy się wydarzy. Jednak niezależnie od tego, 
jak dokładnie lekcja odzwierciedla przyczynową strukturę rozważanego pro­
blemu matematycznego, nauczyciel musi brać pod uwagę wpływ wielu innych 
czynników.

Modyfikacje pytań nauczyciela częściowo pokazują, że nauczanie nie może 
być prowadzone krok po kroku na jednym raz na zawsze ustalonym poziomie.

Wśród pytań głównych można wyróżnić cztery ich typy. Typ pierwszy (py­
tania 1 i 2) to pytania dotyczące pudełek, które mają być konkretnie skonstru­
owane. Można je określić jako „pytania empiryczne”. Pytania drugiego typu
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(3 i 4) mają na celu ukazanie problemu w bardziej teoretycznej perspektywie. 
Są tu pytania empiryczne uogólniające, sformułowane bez odwoływania się 
do symboli czy pojęć matematycznych. Pytania trzeciego typu (5 i 6) łączą 
konkretny kontekst z pojęciami matematycznymi i zawierają symbole. Typ 
ten można nazwać empiryczno-matematycznym. Pytania ostatniego, czwar­
tego typu (7 i 8) wyrażają problem językiem czysto matematycznym i nie od­
wołują się do kontekstu konkretnych pudełek. Ten rodzaj pytań można określić 
mianem techniczno-matematycznego.

Charakterystyka tych czterech różnych typów pytań pokazuje, że status po­
znawczy pytań technicznych ulega istotnym zmianom, wbrew niezmiennemu 
celowi. Znaczą one proces przechodzenia od empirycznego postawienia pro­
blemu do matematycznego i technicznego obliczenia rozwiązania.

3.2 Strukturyzacja  instrukcjam i nauczyciela

Obserwowanemu tu rodzajowi „metodycznego abstrahowania” towarzyszy, je­
dnocześnie ugruntowując je, nasilające się użycie technicznych pojęć mate­
matycznych. Efekt ten widoczny jest nie tylko w pytaniach nauczyciela, ale 
także w wypowiedziach uczniów. Przyjrzawszy się mu dokładnie można stwier­
dzić, że nie jest to jedynie propozycja dodatkowego opisu odzwierciedlającego 
matematyczny punkt widzenia, ale raczej nieustanne stopniowe zastępowanie 
konkretnych elementów w pierwotnym sformułowaniu problemu — terminami 
matematycznymi. Dopiero na końcu, gdy wyznaczona jest już wartość x , po 
raz pierwszy powraca się do konkretnych pudełek.

Fakt, że w trakcie tej lekcji rzeczywiście zachodzi tego rodzaju zastępo­
wanie przedmiotu rozważań, można prześledzić w poleceniach wydawanych 
uczniom przez nauczyciela. W ramach zadań, których dotyczą, można je in­
terpretować jako rodzaj „ukrytych opisów definicyjnych” tego, co jest tu praw­
dziwym celem nauczania i uczenia się.

Oto próbka poleceń nauczyciela:

1) „Jako przykład wprowadzający rozwiążemy takie zadanie: Z kartki kar­
tonu o,wymiarach 20 na 25 cm można zbudować otwarte od góry pudełko. 
Czy macie jakiś pomysł, jak to zrobić?” (1)

1.1) „Zróbcie tak: przede wszystkim zbudujcie takie pudełka. W tym celu 
musicie użyć swoich zdolności manualnych, bo dostaniecie tylko zwykłą 
kartkę papieru. Każda dwójka niech weźmie kartkę papieru i sklejając 
rogi zbudujcie pudełka, a potem porównajcie je z pudełkami sąsiadów. 
Następnie policzcie objętości waszych pudełek i zanotujcie je w tabelach 
wartości, które otrzymacie później. I pracujcie parami.” (6)
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2) „Narysujcie wykres naszej funkcji.” (78)

2.1) „Kto podejdzie do tablicy i skończy wykres? ...można cię prosić?” (98)

3) „...Co powinnam teraz zrobić?” (133) „Najpierw musimy obliczyć współ­
czynnik kątowy stycznej w każdym punkcie, to znaczy znaleźć pocho­
dną.” (134) „No więc zróbcie to.” (135)

Powyższe polecenia równolegle z pytaniami nauczyciela kształtują strukturę 
procesu nauczania. Jest to jakby drugi system logiczny. „Polecenia” i „pytania 
nauczyciela” uzupełniają się nawzajem. Obiekt matematyczny jest przedsta­
wiony przez nauczyciela przy pomocy poleceń początkowo w sposób jeszcze 
nieprecyzyjny i wyraźnie zależny od kontekstu. Później, w miarę potrzeby, 
ten obiekt może być zastąpiony innym (w szczególności „konstruowanie pude­
łka” zastępuje się „rysowaniem wykresu funkcji”). Jednocześnie wprowadza się 
milcząco akceptowane matematyczne ramy (angielskie frame) rozważań nad 
obiektem. (Taką sytuację Krummheuer określa jako framing; Krummheuer, 
1982). Z kolei pytania (zmodyfikowane) służą jako pomoc w rozszyfrowaniu i 
wyjaśnieniu problemu matematycznego. Wydawane uczniom polecenia, możli­
wość odwołania się do bezpośredniego doświadczenia, ewoluujące w interak­
cji z uczniami pytania nauczyciela coraz mocniej podkreślają „matematyczne 
treści” zawarte w obiekcie. Na tej lekcji, podobnie jak na innych lekcjach tej 
nauczycielki’, można było zaobserwować wspólne u nauczyciela i uczniów ocze­
kiwanie, rodzaj cichego porozumienia, dotyczące prawdziwego celu lekcji, do­
celowego problemu i właściwej aktywności, którą miało być użycie technicz­
nych terminów i procedur rachunkowych. Wobec tego, na przykład, problem 
„konstruowania pudełek” nie był traktowany poważnie (6), a nie pozbawione 
niedokładności „rysowanie wykresu funkcji” nie spełniało wymogów matema­
tycznej precyzji (88). Z drugiej strony, nauczyciel nie potrzebuje szczegółowo 
motywować „szukania pochodnej funkcji” tuż przed przejściem do obliczeń; 
wszyscy bez oporu akceptują i rozumieją ten rodzaj problemu matematycz­
nego.

3.3 Strukturyzacja  epistem ologiczna

Przechodzenie od empirycznego postawienia problemu do jego formalnego, 
matematycznego rozwiązania można opisać jakościowo za pomocą diagramu 
(patrz Załącznik 2). Diagram ten ilustruje trzy poziomy wyróżnione polece­
niami nauczyciela:
— poziom empiryczny: konstruowanie konkretnych pudełek z danych prosto­
kątnych kartek papieru,



116 H eintz  St e in b r in g

— poziom geometryczny: szkicowanie przybliżonego wykresu funkcji (dla po­
jedynczych punktów) w celu uzyskania pełnego wykresu,
— poziom rachunkowy: różniczkowanie funkcji i znalezienie jej maksimum. 
Związane z kontekstem wypowiedzi (nauczyciela i uczniów) przedstawione są 
jako czarne paski i odpowiadają poszczególnym poziomom i fazowej struk­
turze lekcji, organizowanej pytaniami nauczyciela. (Diagram ten, ukazujący 
jakościowy rozwój wiedzy w nauczaniu matematyki na codzień, jest zmody­
fikowaną wersją empirycznej procedury analizowania interakcyjnego negocjo­
wania znaczeń w nauczaniu matematyki; patrz (Bromme i Steinbring, 1990). 
Przeglądając ten graficzny obraz poszczególnych faz lekcji można zauważyć, 
że podczas gdy w trakcie fazy I klasowa interakcja zatrzymuje się na poziomie 
empirycznym, w fazie III koncentruje się ona wyłącznie na poziomie rachunko­
wym. W fazie II (wraz z jej wieloma etapami) widać przechodzenie na zmianę 
z poziomu empirycznego na rachunkowy i z powrotem. W etapie II. 1 dyskusje 
utrzymują się głównie na poziomie empirycznym z kilkakrotnym przesunięciem 
na poziom rachunkowy. Jedynym wyjątkiem jest faza pośrednia II. 1.4, w czasie 
której dwójka „niecierpliwych” uczniów prezentuje algebraiczny wzór na obli­
czanie objętości. Ich wzór zawiera już niezależną zmienną x. Pod koniec tej fazy 
pośredniej nauczyciel podkreśla znaczenie tej zmiennej na poziomie rachunko­
wym i inicjuje dyskusję nad zakresem jej zmienności. W etapie II.2 „pudełko” 
jako przedmiot rozważań zostaje zastąpione — jak wspomniano wyżej — „gra­
ficznym przedstawieniem funkcji” . Etap ten otwierają takie słowa-klucze jak 
„rosnąca”, „malejąca”, „punkty zwrotne” itp. Tu również jeden z uczniów 
wyraża swoje niezadowolenie. Etap II.3 odbywa się prawie wyłącznie na po­
ziomie rachunkowym. Znaczy to w szczególności, że nie ma żadnej dyskusji 
o związku między „równaniem określającym objętość” i „równaniem funkcji 
zmiennej niezależnej x n, a „optymalna” wersja pytania wymusza na uczniach 
„poprawną” strategię rozwiązywania problemu. To podejście do rozwiązania 
jest uzasadniane na poziomie geometrycznych interpretacji (II.3.4). W ostat­
nim etapie fazy głównej II interakcja redukuje się do poziomu rachunkowego.

Przestudiowanie zobrazowanej tym diagramem struktury lekcji może spro­
wokować do zakwestionowania twierdzenia, że proces nauczania może być or­
ganizowany przez nauczyciela na podstawie apriorycznej struktury systemu 
wiedzy matematycznej. Odbiera to deterministyczny charakter tezie, że można 
stopniowo doprowadzić do realizacji celu lekcji przez planowe zadawanie py­
tań. Prawdą jest, że w trakcie analizowanej lekcji nauczanie rozpoczyna się na 
poziomie empirycznym, a kończy na poziomie ściśle rachunkowym (z pominię­
ciem systematycznych odniesień do kontekstu). Prawdą jest również, że swo­
imi poleceniami nauczyciel w pewien sposób „wzbudza” aktywność na trzech 
poziomach i coraz bardziej ukierunkowującymi pytaniami posuwa naprzód wi-
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doczną tu „systematyczną matematyzację” nauczanego obiektu. Niemniej jed­
nak zmiany aktywności uczestników na trzech poziomach w trakcie fazy II nie 
dają podstawy do twierdzenia, że istnieje tu jedna, widoczna od początku lek­
cji, ściśle zorganizowana deterministyczna struktura, czy to odzwierciedlająca 
zamierzenia nauczyciela, czy też hierarchiczną strukturę wiedzy. To, co obser­
wujemy, to właściwie kłopotliwa luka poznawcza: jedyną rzeczą, która wydaje 
się tu jasna, jest to, że wychodząc z poziomu empirycznego w jakiś sposób 
osiągnięto poziom rachunkowy. Patrząc z zewnątrz, z perspektywy makrosko­
powej, we wstępnym przedstawieniu przez nauczyciela problemu oraz w zwią­
zanej z kontekstem strukturze (pytania, polecenia, terminy techniczne, pro­
cedury rozwiązania) widzieć można „przyczyny” prowadzące do pożądanych 
skutków. Z drugiej jednak strony, analiza mikroskopowa, szczególnie lokalnych 
faz pośrednich, ujawnia drobne zaburzenia, które poddają w wątpliwość do­
mniemane istnienie ściśle przyczynowej i logicznej struktury. Świadczą o tym 
uzależnione od kontekstu modyfikacje pytań nauczyciela, które służą bądź to 
podkreśleniu bądź odsunięciu na bok pomysłów uczniów. To właśnie dzięki tej 
technice nauczyciel może przeprowadzić swój plan osiągnięcia globalnego celu 
tej lekcji (w teorii komunikacji zjawisko to znane jest jako „funnel pattern” - 
„metoda lejka” (Bauersfeld, 1978)). Specyficzna logika lekcji jest interakcyjnie 
budowana i regulowana zgodnie z merytorycznym celem nauczania.

Dwa zauważalne w toku tej lekcji nurty — na poziomie makro: precy­
zyjniejszy i liniowy wzorzec interakcji zgodny ze strukturą matematyczną; na 
poziomie mikro: sytuacyjnie uzależnione wzajemne oddziaływania i załamania
— można scharakteryzować przyjmując za punkt odniesienia albo nauczyciela 
albo uczniów. Z perspektywy nauczyciela, którą tu przedstawiamy, a której 
podstawę stanowi system pytań i poleceń oraz aparat terminów technicznych 
i procedur rachunkowych (znany tylko nauczycielowi), dominującą rolę od­
grywa koncepcja uczenia jako „w pełni konsekwentnego systemu” (Andelfinger 
i Jalinke, 1987). Dla nauczycielki przebieg fazy II nie obrazuje po prostu luki 
w wiedzy matematycznej, gdyż podjęła już ona z góry decyzję co do rodzaju 
umiejętności, jakie uczniowie mają nabyć. Niemniej jednak może ona odnieść 
wrażenie, że na zmienność interakcji wpływają próby i błędy, co może znaczyć, 
że tok nauczania nie zawsze przebiega zgodnie z planem. Jeśli chodzi o uczniów
— stają oni przed dodatkowymi trudnościami: nie mają jeszcze wiadomości 
niezbędnych do rozwiązania problemu. Dlatego właśnie w trakcie tej części 
lekcji przechodzą oni przez etap załamania i reorganizacji swojej wiedzy.
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4 Jaki rodzaj w iedzy m atem atycznej jest wypraco­
wywany i przekazywany w  procesie nauczania?

4.1 U k ryte  luki w  rozum ieniu uczniów

Spróbujmy teraz zanalizować rozwój wiedzy w czasie tej lekcji z punktu wi­
dzenia uczniów. W pewnym momencie, w trakcie trwania II fazy głównej, 
pod powierzchnią struktury procesu nauczania u uczniów można zauważyć 
załamanie rozumienia i przypadki błędnego rozumienia. Nie można ich po 
prostu zbagatelizować mówiąc, że i tak wszystko się wyjaśni na końcu lekcji 
po pojawieniu się i zaakceptowaniu przez wszystkich rozwiązania na pozio­
mie techniczńo-matematycznym. Te wyłaniające się kłopoty z rozumieniem to 
objaw trudności, jakie uczniowie mają z przyswojeniem sobie nowych pojęć. 
Trudności te mają źródło w napięciu pomiędzy konkretnym kontekstem (bu­
dowanie pudełek, wykres funkcji, szczególny typ równania itp.) a jego pojęcio­
wym uogólnieniem. Dla nauczycielki te uczniowskie kłopoty z rozumieniem 
zdają się być jedynie zaburzeniami wypracowanego przez nią ciągu pytań i 
poleceń, podczas gdy są to rzeczywiste trudności, mające prawo pojawić się u 
uczniów w trakcie ewolucji rozumienia.

Oto kilka możliwych „załamań” rozumienia:

1) Jakiego rodzaju [funkcyjna] zależność wiąże powierzchnię i objętość pu­
dełka? (34 i dalsze)

2) Jak mają się pomiary do obliczeń przy określaniu objętości pudełka? (84 
i dalsze)

3) Czy można wyznaczyć wartość x , dla której objętość jest największa, w 
oparciu o warunki symetrii? (77)

4) Jaki jest związek pojęcia „równanie z dwiema niewiadomymi” z pojęciem 
funkcji? (105 i dalsze)

5) Jak można dojść do pojęcia „uniwersalnej” równoległej w oparciu o kon­
kretne, narysowane równoległe? (124 i dalsze)

Powyższe przykłady problemów z rozumieniem obrazują trudności równo­
wagi między przypadkami szczególnymi i konkretnymi a ich uogólnieniami, 
między kontekstualizacją i dekontekstualizacją wiedzy teoretycznej. Są to pro­
blemy, przed którymi uczniowie muszą stanąć ze względu na swą „niewiedzę” i 
niemożność zlikwidowania tego napięcia przez spojrzenie na sytuację z szerszej 
perspektywy wiedzy (Seeger, 1990).
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4.1.1 Pierwsza trudność w rozumieniu

Jak kształtuje się sytuacja w klasie wobec wyłaniających się trudności w ro­
zumieniu? Do pierwszego problemu (34-35, 37, 39, 50) uczniowie podchodzą 
z poprawnym, wydawałoby się, przekonaniem, że im większa jest powierzch­
nia użytego papieru, tym większa będzie objętość pudełka. To wyobrażenie 
jednak należy powiązać ze szczególnymi warunkami konstrukcji przez odcięcie 
kwadratów na rogach (i zaniedbanie ich powierzchni) oraz zagięcie powstałych 
prostokątnych ścian. Zatem wyjściowe intuicje nie mają już zastosowania: po­
czątkowo objętość pudełka rośnie, gdy maleje ilość papieru, a następnie ob­
jętość zaczyna maleć i zbliża się do zera. Ten problem w rozumieniu zostaje 
„rozwiązany” przez wskazanie na zbudowane już pudełka (to znaczy przy po­
mocy empirycznych przykładów i kontrprzykładów), a następnie przez prze­
jście do wzoru określającego związek między użytą powierzchnią (czy odcię­
tymi kwadratami) a objętością. Takie „rozwiązanie” świetnie pasuje do pre­
cyzyjnie ustalonego celu tego zadania. Nie rozważa się problemu dla niego 
samego: brak prawdziwej i poważnej dyskusji nad uwarunkowaniami szczegó­
łowymi, nad tym, czy rozwiązanie spełnia wymogi praktyczne, lub też nad 
możliwymi modyfikacjami warunków konstrukcji w sytuacji praktycznej. Czy 
rzeczywiście prawdą jest, że przy konstrukcji pojemników około 10% mate­
riału marnuje się? Jakie naprawdę są w praktyce warunki konstrukcji? Wybór 
takiej procedury konstrukcji wydaje się być spowodowany wyłącznie tym, że 
jest ona a posteriori uzasadniona z perspektywy matematyki, jaką się dzięki 
niej wyprowadza. Odnosi się wrażenie, że ta  trudność w rozumieniu została 
odsunięta na bok i na tej lekcji nie poświęcono jej należytej uwagi.

4.1.2 Druga trudność w rozumieniu

Druga trudność w rozumieniu (84, 88, 89) pokazuje, że konkretnej sytuacji 
nie traktuje się poważnie, ale patrzy się na nią z perspektywy planowanej 
strategii rozwiązania. Widzimy tu, że uczniowie tną i kleją papier, natomiast 
ich pomiary krawędzi, potrzebne do wyliczenia objętości, są niedokładne. A 
nauczycielka oczekuje na wyniki obliczeń. Znowu więc warunki konkretnej sy­
tuacji są w konflikcie z tym, co interesujące matematycznie. W konkretnej, 
praktycznej sytuacji budowania pojemników nie można bezpośrednio wyko­
rzystać uzyskanych wyników rachunku z dokładnością do wielu miejsc dziesi­
ętnych. Pomiary będą znacząco wpływać na wynik, jeśli, na przykład, użyje się 
bardzo twardego kartonu. Zachowania uczestników lekcji ujawniają tendencję 
do traktowania tego zadania jako służebnego względem czystej matematyki: 
nad rozwiązaniem pracuje się przy cichym założeniu, że samo konstruowanie 
pudełek jest po prostu jednym z etapów dochodzenia do rozwiązania.
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4.1.3 Trzecia trudność w rozumieniu

Trzecia trudność w rozumieniu (73, 74, 76, 77) to właściwie punkt wyjścia 
do innej strategii rozwiązywania problemu. W trakcie budowania i mierzenia 

' pudełek uczniowie spontanicznie wyrażają przypuszczenia, że, na przykład: 
[największą objętość dostaniemy, gdy długość boku odciętych kwadratów mie­
ścić się będzie] „między 4 a 5”, „między 3 a 4” czy „między 3 a 5”. Następnie, 
prawdopodobnie w oparciu o ciche założenie symetrii, ktoś jako rozwiązanie 
proponuje punkt środkowy między 0 i 10 (czyli 5). Te wypowiedzi mogły być 
dobrym punktem wyjścia do przybliżonego rozwiązania problemu matema­
tycznego. Przy użyciu kalkulatora możliwe było szybkie uzyskanie użytecz­
nego praktycznie wyniku metodą zawężania przedziału. Jednak nauczycielka 
nie akceptuje takiego kierunku rozwoju sytuacji. Chce rozwiązać ten problem 
metodami różniczkowania (czyli tak, jak to wcześniej zaplanowała). Podąże­
nie taką nieteoretyczną, bezpośrednią i przybliżoną drogą mogło w rezultacie 
sprawić, że matematyczna teoria, nad którą miano pracować, okazałaby się 
zbędna. Pytaniem: „Coś około 5?” (78) nauczycielka podkreśla brak precyzji 
(niedopuszczalność?) tej propozycji ucznia i prosi o narysowanie wykresu w 
celu znalezienia „poprawnego” sposobu rozwiązania, mieszczącego się w ra­
mach teorii matematycznej.

4.1.4 Czwarta trudność w rozumieniu

Czwarta trudność w rozumieniu (105-107) ujawnia niewystarczające zrozu­
mienie pojęcia zmiennej zależnej i niezależnej na poziomie wzoru i równa­
nia. Przypuszczenie jednego z uczniów, że mamy do czynienia z równaniem 
z dwiema niewiadomymi jest „usunięte” przez przywołanie pojęcia „funkcji” . 
W ten sposób problem tego ucznia jest przysłonięty abstrakcyjnym terminem 
matematycznym bez nadania mu sensu związanego z kontekstem problemu.

4.1.5 Piąta trudność w rozumieniu

Piąta trudność w rozumieniu (124, 125) pojawia się w kontekście geometrycz­
nego przedstawienia funkcji (określonej jedynie na małym zbiorze skończonym) 
oraz w trakcie próby narysowania równoległych do osi OX stykających się z wy­
kresem, co ma zilustrować ideę rozwiązania. Ponieważ graficzna reprezentacja 
jest niepełna, bo określona jedynie dla kilku punktów izolowanych, powstaje 
pytanie, w jaki sposób ta konkretna równoległa może reprezentować rozwią­
zanie ogólne. Jednym z możliwych sposobów odniesienia się do tej trudności 
mogłoby być „uzupełnienie” graficznego przedstawienia przez aproksymację 
graficzną (tak jak to jest możliwe przy sporządzaniu wykresu funkcji przy
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pomocy komputera) w celu znalezienia rozwiązania. Po raz kolejny, pewna 
możliwa droga dojścia do rozwiązania nie zostaje wykorzystana. Celem jest 
zaplanowane wcześniej rozwiązanie: jako definicję dowolnej równoległej mo­
żna przyjąć „zerowanie się współczynnika kierunkowego”, wyliczonego jako 
pochodna funkcji. Również ta trudność jest wykorzystana przez nauczycielkę 
do kolejnego zwrotu w stronę zamierzonego celu, bez wyeksponowania samej 
trudności i odniesienia się do niej.

Napotkane przez uczniów trudności w rozumieniu nie są oceniane tak, jak 
na to zasługują. Krok za krokiem odsuwane są na bok przez rozwijanie i stop­
niowe wyjaśnianie poprawnej technicznej procedury dochodzenia do rozwiąza­
nia. Każda z nich podsuwała pewne sposoby rozwiązania problemu odpowied­
nimi metodami i środkami: na poziomie praktycznym metodą prób i pomiarów, 
na poziomie numerycznym przez rachunkowe przybliżenia, na poziomie graficz­
nym przez rysowanie przybliżonego wykresu. Załamania rozumienia praktycz­
nie nie są usuwane czy wyjaśniane (co nie jest w pełni możliwe do osiągnięcia w 
sposób bezpośredni). Zamiast tego — aktywność klasy i działania nauczyciela 
nieprzerwanie przesuwają się w stronę poziomu technicznego.

Nasza analiza ukazała wiele punktów patrzenia na trudności w rozumieniu, 
jakie uczniowie napotykają w związku z pojęciem funkcji. Zagadnienia te ba­
dane były przez A.Sierpińską. „Trudności uczniów związane z pojęciem funk­
cji są często sygnalizowane i powszechnie znane. ...Uczniowie mają problemy 
z zauważeniem związku między różnymi przedstawieniami funkcji: wzorami, 
wykresami, diagramami, słownymi opisami zależności, a także z interpreto­
waniem wykresów, operowaniem symbolami związanymi z funkcjami... itp.” 
(Sierpińska, 1992, 25). W naszym przykładzie źródłem trudności jest fakt, 
że nauczyciel jest nieświadomy niejawnych ograniczeń ucznia w dziedzinie in­
terpretacji i uzasadniania. Wydaje się, że zakres doświadczenia uczniów jest 
bardzo wąski (choć zdają się one być wystarczające do rozwiązania danego pro­
blemu), podczas gdy nauczyciel cały czas zmierza ku „ogólnej” teorii, którą 
ma na myśli.

4.2 K onflikt m iędzy tw orzącym i się wyobrażeniam i uczniów i 
ustaloną strukturą w iedzy nauczyciela

Jaka jest tego przyczyna? Jedną z przyczyn dominacji takich form przeka­
zywania wiedzy matematycznej jest fakt, że nauczyciele patrzą na procesy 
uczenia i uczenia się z ustalonej już perspektywy: uczenie ma na celu osiągni­
ęcie pewnego celu. Nauczycielka zna już podstawową teorię, którą uczniowie 
mają dopiero poznać, i przy pomocy wybranych pytań i poleceń ukierunko­
wuje uczniów (nie zawsze świadomie) na ten poziom rozważań. Dlatego właśnie
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załamania rozumienia, wypadki błędnego rozumienia, wątpliwości co do zna­
czenia — ocenia głównie z punktu widzenia gotowej wiedzy i pozwala na to, by 
powstało wrażenie, że problemy te są zbędne lub „nadprogramowe”, lub że zo­
staną rozwiązane dzięki przejściu na bardziej formalny matematyczny poziom. 
Można powiedzieć, że w ten sposób problem motywacji wiedzy (Jahnke, 1978) 
zostaje w zasadzie usunięty z tego kontekstu interakcyjnego. Na przykład mo­
żna przypuszczać, że na początku lekcji, angażując uczniów w konstruowanie 
pudełek i porównywanie ich objętości, nauczyciel nie uważa tego zadania za 
ważne samo w sobie, ale rozumie je jako „ukryte” wprowadzenie do tematu 
funkcji, pochodnych, wartości ekstremalnych itp. Takie też wydaje się być po­
dejście uczniów. Fakt, że nie traktują zadania poważnie, potwierdzają śmiechy 
i rozbawienie towarzyszące prowadzonej przez nauczyciela i uczniów dyskusji
0 pudełkach.

W moim przekonaniu, do zerwania z taką strukturą komunikacji w kla­
sie niezbędne jest, by uczniowie zdobyli większe doświadczenie pracując z 
obiektami rzeczywistymi. Warto poświęcić więcej czasu na poważniejsze za­
stanowienie się nad praktyczną konstrukcją pudełek. Można również postawić 
pytanie, jakie praktyczne zastosowanie w konstrukcji pudełek może mieć ma­
tematyczna teoria ekstremów (jako prosta metoda optymalizacji). Nad jakimi 
praktycznymi ograniczeniami (jak, na przykład, grubość kartonu) należy się 
poważnie zastanowić przy tworzeniu modelu matematycznego? Pozwoliłoby to 
podkreślić względną niezależność rzeczywistości i matematyki oraz wyjaśnić, 
jakie są możliwości i ograniczenia modeli matematycznych.

W trakcie omawianej lekcji rzeczywiste przedmioty rozważań są za każdym 
razem zbyt szybko odsuwane od uczniów, „wydefiniowane”, nie są traktowane 
poważnie. W ten sposób sugeruje się uczniom, że nie są one prawdziwym 
przedmiotem analizy, toteż kierują się oni w stronę matematycznych proce­
dur i metod rachunkowych. Później jedynie te ostatnie uczniowie akceptują 
jako obiekty nauczania i uczenia się w zakresie matematyki.

Nauczyciel traktuje pudełko oraz pierwszą graficzną reprezentację funk­
cji (na tem&t roli „obiektów” rozważań prowadzonych w klasie piszą Seefer
1 Steinbring, 1992) przede wszystkim jako metodologiczny środek do spraw­
nego osiągnięcia celu lekcji, jakim jest matematyczne, analityczne podejście 
do rozwiązania i przeliczenia problemu optymalnej objętości. Ani pudełka ani 
rysowanie wykresu nie reprezentują wartościowego czy znaczącego problemu 
wartego zrozumienia na tej lekcji. Odnosi się wrażenie, że główną intencją 
działań nauczyciela nie jest rozwijanie i pomoc w poprawieniu indywidual­
nego rozumienia u uczniów, ale raczej wpływanie na nich, aby przyjęli sposób 
rozumienia nauczyciela (Hiebert i Carpenter, 1992).
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4.3  P rzeb ieg  lekcji m atem atyki jako złożonego, sam oorganizu­
jącego się system u

Właściwy proces uczenia odbywający się na tej lekcji można a priori określić 
jako „złożony system”, w ramach którego funkcjonują różnorodne, częściowo 
przeciwne, mechanizmy regulacji. Obok treści matematycznych o logicznej, 
zdawałoby się, strukturze daje się zauważyć wpływ „pytań nauczyciela” i „po­
leceń nauczyciela”. Tendencji do precyzyjnej, liniowej organizacji nauczania 
wyraźnie przeciwstawiają się pojawiające się u uczniów trudności w rozumie­
niu. Jak można scharakteryzować strukturalny typ takiego systemu? Czy jest 
to przede wszystkim całkowicie konsekwentny system, w którym proces na­
uczania zorganizowany jest w zgodzie z logiką struktury rozważanych treści? 
Czy też jest to system samoorganizujący się, ewoluujący w interakcji i na­
pędzany wspólną u uczniów i nauczyciela chęcią zrozumienia treści matema­
tycznych? Wydaje się, że obydwa te przeciwstawne nurty występują w roz­
ważanej lekcji. Z perspektywy nauczycielki, jej zamierzeń i ukształtowanej 
wiedzy dotyczącej rozważanego problemu dominuje struktura przyczynowa 
(porównaj krytyczny tekst Wittmanna, 1988). Z punktu widzenia uczniów 
struktura ta przedstawia się inaczej i mniej jednoznacznie. Szczególnie w fazie 
II, w trakcie przechodzenia z poziomu empirycznego na poziom obliczeń for­
malnych, pojawiające się poważne problemy w rozumieniu lokalnie zaburzają 
liniowo uporządkowany proces uczenia. Uczniom lekcja mogła często wyda­
wać się chaotyczna i niesystematyczna. Kłopoty z rozumieniem oraz metody 
ich „rozwiązywania” przez „metodyczne abstrahowanie i matematyzowanie” 
świadczą o poszukiwaniu „właściwego”, usankcjonowanego przez nauczyciela 
poziomu rozważań. Uczniowie nie są zupełnie pewni, czy rzeczywiście mają 
angażować się w pracę na empirycznym, konstrukcyjnym, nie w pełni precy­
zyjnym geometrycznym poziomie. Dla uczniów te kłopoty w rozumieniu są 
także testem, dzięki któremu w kontaktach ze swoim nauczycielem dowiadują 
się, czy i jaką w takiego rodzaju sytuacjach mają przejawić matematycznie 
akceptowalną aktywność. Dlatego uczniowie nie upierają się przy swoich py­
taniach i chętnie przyjmują „rozwiązania” nauczyciela; wiedzą bowiem, że do­
prowadzą one do znalezienia poprawnej metody rozwiązania. W ciągu wielu 
lekcji matematyki uczniowie nieświadomie przyswoili sobie schemat uczenia 
matematyki i wiedzą, kiedy osiągnięty zostaje „właściwy” poziom aktywności. 
Przykład ten pokazuje, że dla uczniów rola lekcji matematyki polega nie tylko 
na ukazaniu związku z nabytymi wcześniej wiadomościami. Uczniowie zaczy­
nają rozumieć, jakiego rodzaju uzasadnienia i terminologia będą „oficjalnie” 
uznane i zaakceptowane. Czasami staje się to ważniejsze niż zrozumienie treści 
matematycznych (Maier, 1988).
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Generalnie, każdą jednostkę lekcyjną można scharakteryzować jako inte­
rakcyjny, samoorganizujący się system (Seeger, 1990). Różnorodne wpływy, 
na jakie system ten jest podatny, mogą w pewnych sytuacjach doprowadzić 
do zredukowania tego systemu do postaci liniowego ciągu przyczynowego. Do­
minacja logicznej i hierarchicznej struktury rozważanych treści oraz precyzyj­
nie zorganizowanej (pytaniami i poleceniami) metody nauczania szczególnie 
mocno wpływa na uformowanie się takiego „logicznego” ciągu. Jeśli w takim 
przypadku również uczniowie, nauczeni szkolnymi doświadczeniami, szybko 
porzucą swoje trudności w rozumieniu i po prostu przejmą, tak jak się tego 
od nich oczekuje, „metodologiczne sposoby abstrahowania”, symetryczny, me­
chaniczny układ stanie się jeszcze sztywniejszy. W czasie negocjacji znacze­
nia pojęć, problemów i rozwiązań matematycznych, w którym nieuniknienie 
uczniowie i nauczyciel zajmują różne pozycje — ujawniające się trudności w 
rozumieniu pomogłyby nadać procesowi nauczania charakter bardziej interak­
tywny i samoorganizujący się oraz osłabiłyby tendencję do redukowania go do 
sekwencji liniowej.

Ten „normalny stan” w nauczaniu matematyki stwarza przeszkody w roz­
wijaniu szerokiego rozumienia matematycznych sposobów rozumowania i pra­
cy. Mam nadzieję, że w powyższej analizie zostało jasno pokazane, że nie jest 
możliwe, by uczniowie (pozornie) skutecznie opanowywali poszczególne wiado­
mości i procedury rachunkowe krok po kroku. Wraz z redukowaniem przez na­
uczyciela procesu nauczania do liniowego ciągu — zmienia się status poznaw­
czy wiedzy matematycznej. W miarę sprowadzania jej do formalnego języka, 
technik liczenia i przekształcania — wiedza matematyczna w zasadzie traci 
swe kontekstualne bogactwo. Wygląda na to, że miejsce poważnej ewolucji 
nowych pojęć i elementów wiedzy matematycznej u jeszcze nie ukształtowa­
nych pod tym względem uczniów — zajmuje m echaniczne adaptow anie 
nowych słownych metod opisu do starych ram językowych.

Podziękow ania

Wyrażam podziękowania H.N. Jahnke za bardzo pomocne dyskusje i uwagi do­
tyczące pierwszej wersji tego artykułu. Dziękuję również Annie Sierpińskiej za 
opracowanie angielskiej, wersji tekstu, którego przetłumaczenie nie było proste.

Z angielskiego tłumaczyła: Ewa Dudek



P r o blem y  r o zw ija n ia  w ie d z y  m a tem atycznej  uczniów 125

Literatura

A n d e l f i n g e r  B., J a h n k e  H. N.: 1987, Vortwort w Althoff H. 
et al., Lehrerhandeln im mathematischen Schulalltag, Occasional Paper 91, 
Bielefeld, 1-6.
A s c h e r s l e b e n  K.: 1989, Frontalunterricht - Vorurteil oder FachbegrifF?, 
w Zeitschrift Padagogik 41, Heft 1, 20-23.
B a u e r s f e l d  H.: 1978, Kommunikationsmuster im Mathematikunterricht: 
Eine Analyse am Beispiel der Handlungsverengung durch Antworterwartung, 
w Bauersfeld H. (Red.): Fallstudien und Analysen zum Mathematikunterricht, 
Hannover, 158-170.
B r o m m e R., S t e i n b r i n g H.: 1990, Die epistemologische Struktur 
Mathematischen Wissens im Unterrichtsprozess. Eine empirische Analyse von 
vier Unterrichtsstunden in der Sekundarstufe I, w Bromme R., Seeger F., Ste- 
inbring H., Aufgaben ais Anforderungen an Lehrer und Schuler: Empirische 
Untersuchungen. Kin: Aulis, 151-229.
G 1 a t f e 1 d M.: 1982, Lernsequenzen zum Thema „Extremwerte: Probleme 
und Lósungsmethoden” w DerMatematikunterricht 5, 86—112.
H i e b e r t J., C a r p e n t e r  T. P.: 1992, Learning and teaching wit 
h understanding. w D.Grouws (Red.), Ilandbook of research in teaching and 
learning mathematics, New York: Macmillan, 65-97.
J a h n k e  II. N.: 1978, Zum Verhaltnis von Wissensentwicklung und 
Begrundung in der Mathematik: Beweisen ais didaktisches Problem, Mate- 
rialien und Studien, Bd. 10, IDM Bielefeld.
K i e r e n T., P i r i e S. E. B.: 1992, The answer determines the ąuestion. 
Interventions and the growth of mathematical understanding, Proceedings of 
Psychology of Mathematics Educatiori, XVI, Durham, NH, 1-8.
K r u m m e n h e u e r G.: 1982, Rahmenanalyse zum Unterricht einer 
ach ten Klasse ber „termumformungen”, w Bauersfeld II. et al.: Analysen zum 
Unterrichtshandlen, Kin: Aulis, 41-103.
M a i e r II.: 1988, „Verstelien” im Mathematikunterricht: Explikationver- 
such zu einem vielverwendeten BegrifF, w Bender P. (Red.): Mathematikdidak- 
tik: Theorie und Praxis, Festschrift fur Heinrich Winter, Berlin: Cornelsen, 
131-142.
N i c k s o n ,M.: 1992, The culture of the mathematics classroom: An unknown 
ąuantity? w D.Grouws (Red.), Handbook of research in teaching and learning 
mathematics, New York: Macmillan, 101-114.
S e e g e r  F., S t e i n b r i n g  H.: 1992, The Myths of Mathematics, w 
F. Seeger, II. Steinbring (Red.)77ie Dialogue between Theory and Practice in 
Mathematics Education: Ouercoming the Broadcast Methaphor, Proceedings



126 H eintz  St e in b r in g

of the Fourth Conference on Systematic Cooperation between Theory and 
Practice in Mathematics Education (SCTP), Brakel, Niemcy, 16-21 wrzesień 
1990, Materialien und Studien des IDM, Heft 38, Bielefeld, 69-89. 
S i e r p i ń s k a ,  A.: 1992, On Understanding the Notion of Function, w G. 
Harel, E. Dubinsky (Red.), The concept of function: aspects of epistemology 
and pedagogy, Mathematical Association of America, 25-58.
S t e i n b r i n g ,  H.: 1988, „Eigenlicht ist das niclits Nenes fiir Euch”: Oder: 
Lasst sich mathematisches Wissen immer auf bekannte Fakten zuruckfiihren?, 
w Der Matematikunterricht, Heft 2, 30-43.
V o i g t J.: 1984, Interaktionmuster und Routinen im Mathematikunter- 
richt: Theoretische Grundlagen und mikroethnogtaphische Falluntersuchungen, 
Wienheim, Beltz.
W a l l r a b e n s t e i n  H.: 1978, Die Musterlektion: Darstellung einer 
Lehr-Lern Situation und Kommentar, w Bauersfeld H. (Red.): Fallstudien und 
Analysen zum Mathematikunterricht, Hannover, 149-157.
W i t t m a n n  E. Ch.: 1988, Das Prinzip des aktiven Lernens und das 
Prinzip der kleinen und kleinstern Scliritte in systemisclier Sicht, w Beitrdge 
zum Mathematikunterricht, Bad Salzdetfurth: Franzbecker, 339-342.



P r o b l e m y  r o z w ija n ia  w ie d z y  m a tem a ty c zn ej  uczniów 127

Załącznik 1

Nagrany na taśmę magnetofonową zapis pierwszej lekcji z 15. października 
(wersja skrócona) (W poniższym tekście „U” oznacza „Ucznia”, a „N” „Na­
uczyciela”)

„...przed nam i tem at dotyczący ekstrem ów ”

I. Problem wyjściowy: Konstrukcja pudełek (1-25)
1.1 Prezentacja problemu i dyskusja nad wskazówkami dotyczącymi kon- 
striikcji pudełek (1-12)____________________________________________
1 N: Przed nami temat dotyczący ekstremów. Jako przykład wpro­

wadzający rozwiążemy takie zadanie: Z kartki kartonu o wymia­
rach 20 na 25 cm można zbudować otwarte od góry pudełko. Czy 
macie jakiś pomysł, jak to zrobić?

2 U: Pudełko?
3 N: Tak, 20 na 25 cm.
4 Ul: No tak, można by pociąć tę kartkę na kwadraciki... 5 na 5... ale

może to nic nie da? Albo raczej, powiedzmy 4 na 5.
5 U2: Tak, najpierw bym wziął 25 jako długość, a potem jakieś 5

jako spód... albo odciąłbym kawałek z każdego rogu i skleiłbym 
wszystko razem.

6 N: Odcinamy na rogach małe kwadraciki (tablica) i zaginamy boki.
Teraz pytanie: kiedy pudełko ma największą objętość? Zróbcie 
tak: przede wszystkim zbudujcie takie pudełka (uśmiechy). W 
tym celu musicie użyć swoich zdolności manualnych, bo dosta­
niecie tylko zwykłą kartkę papieru. Każda dwójka niech weźmie 
kartkę papieru i sklejając rogi zbudujcie pudełka, a potem po­
równajcie je z pudełkami sąsiadów. Następnie policzcie objętości 
waszych pudełek i zanotujcie je w tabelach wartości, które otrzy- 

.macie później. I pracujcie parami.
7 U: To mamy tu zrobić cztery kwadraty?
8 N: Tak, zróbcie z waszych kartek pudełka. Wszystko jasne?
9 UU: Nie.
10 N: Wszyscy macie kartki tych samych wymiarów, ale każdy ma od­

ciąć inne kwadraty. Jak z tego zrobić pudełko?
11 U3: No, jak odetniemy rogi, to dostajemy właściwie taki krzyż, i

teraz można, o tak, odciąć duże rogi i zagiąć do góry ramiona 
tego krzyża.

12 N: Tak jest. Jest to najprostsze rozwiązanie, a jednocześnie opty­
malnie wykorzystujemy papier.
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I. 2 Konstrukcja pudelek, mierzenie i obliczanie objętości, notowanie warto-
ści w tabeli (13-25)_______________________________________________
13 Ul: No tak, jasne.

[Uczniowie konstruują pudelka]
[Śmiech, nauczycielka przechodzi od ławki do ławki]

14 N: U13 już prawie skończył. Pudełko wygląda całkiem nieźle.
15 N: Twoje pudełko jest najtrudniejsze do zrobienia, bo masz do

odcięcia bardzo małe kawałki.
16 U: (sarkastycznie) Świetnie.

[Pomruki]
17 N: • Pierwszy egzemplarz jest już gotowy.

[Głosy]
18 N: Jak skończycie pudełka, porównajcie je z pudełkami sąsiadów.

Które pudełko ma największą objętość? Poszukajcie najwięk­
szego pudełka.
[Uczniowie kleją, liczą, rozmawiają.]

19 N: Gdy skończycie obliczać objętości, zapiszcie je w tabeli. A jak
komuś zostanie trochę czasu, to może się zastanowić, jak obli­
czyć objętość w ogólnym wypadku.

20 U li: Jak to obliczyć?
21 U12: Długość razy szerokość razy wysokość.
22 U5: Tak, dobre pytanie.
23 N: Kto już obliczył objętość? U9?

[Głosy. Uczniowie wpisują wartości w tabeli.]
24 U8: Patrz, pomyliłeś się w rachunkach, Ul! To nie ma sensu!
25 Ul: Nie pomyliłem się i to wcale nie jest bez sensu. Proszę bardzo,
__________ sam sobie zmierz.______________________________________ _
II. Rozwinięcie i rozpracowanie pytania ”które pudełko jest największe?” 
lub ”jakie największe pudełko mogę zrobić z tej kartki papieru?” (26-132)
26 N: Wszystko już jest oprócz pierwszego wyniku. Popatrzcie tu.

■ Jak się wam wydaje, które pudełko jest największe?
27 U: Może pierwsze.
28 Ul: W jakim sensie największe? Na wysokość?
29 N: A czego szukamy?
30 U17: Szukamy pudełka o największej objętości. Liczyliśmy przecież

objętości.
Ach tak. W takim razie to musi być czwarte.31 U5:
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Przejście od empirycznego do teoretycznego sformułowania pytania/proble- 
mu (32, 33)____________________
32 U7: Wydaje się najmniejsze.
33 N: Czy jesteście pewni, że czwarte pudełko jest na pewno najwięk­

sze, jakie można zbudować z tej kartki papieru?

II.l W jaki sposób odcięte kwadraty decydują o objętości pudełka? Spoj- 
rzenie na bok kwadratów jako zmienną niezależną x (34-70)____________
34 U6: Nie jestem pewien. Ktoś może uważać inaczej. Tylko w naszym

przypadku to jest największe. Ale gdyby teraz..., zawsze trzeba 
coś obciąć. Im węższe kawałki odetniemy, tym większe będzie 
pudełko.

35 Ul: Tak, to trochę dziwnie brzmi, bo na przykład w pierwszym
pudelku odcięliśmy tylko 1 cm po bokach, a 4 cm przy tym.

36 N: Mógłbyś powtórzyć, Ul? Nie zrozumiałam, co powiedziałeś.
II.l.l (36-39)___________________________________________________
37 Ul: Porównanie. W każdym razie, odcięto 16 centymetrów kwadra­

towych z każdego rogu. A w pierwszym tylko po 1 centymetrze 
kwadratowym w każdym rogu. Jakoś to się nie zgadza.

38 N: Co się nie zgadza?
39 Ul: Porównanie. Myślę, że jednak to ma największą objętość.
II. 1.2 (40-46)
40 N: Od czego zależy objętość? Zastanówmy się może nad tym

chwilę.
41 U2: Objętość zależy od wysokości krawędzi. A jeden centymetr, to

nie tak dużo.
42 N: A gdzież jest takie pudełko z odciętym 1 cm? Pokaż je nam.

[Śmiech]
43 U7: To nie jest pudełko!
44 N: , Jak się zachowuje objętość, po tym co tu wypróbowaliśmy?

Gdy odetniemy kwadrat o boku 1 cm, a potem jak odetniemy 
kwadrat o boku 2 cm?

45 U li: Jest ściśle rosnąca, a potem ściśle malejąca.
46 N: Wartości cały czas rosną aż do 4, a potem znowu maleją.
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II.1.3 (47- 53)
47 N: Co wyznacza objętość w sposób jednoznaczny, jeśli weźmiemy 

pod uwagę to, jak konstruowaliśmy pudełka?
48 U9: Czy ja wiem, może papier?
49 N: U wszystkich papier miał te same wymiary.
50 U9: Tak, ale kawałek odcięliśmy, to znaczy duże kawałki. Więc im 

mniej papieru odpadnie, tym większa powinna być objętość.
51 U5: Ale w takim razie największa objętość powinna wyjść po od­

cięciu 1 lub 2 cm, bo tu odpadło najmniej papieru.
52 U9: No, tak.
53 N: Ale to przeczy naszemu doświadczeniu, U10!
II. 1.4 (54-59)
54 U10: Ja właśnie przeliczyłem to sobie na kalkulatorze. To będzie 

(20 — 2z)(25 — 2x)x.
55 N: Co to jest?
56 U: Pewnie sam nie wie.
57 N: Kto może wyjaśnić, co zrobił U10?
58 U: Ogólnie! Tak, dokładnie, ogólny wzór na objętość.
59 U li: Objętość to jest a razy b razy c. W naszym pudełku wysokość 

to jest x , z każdego boku odcinamy 2x, więc zostaje długość 
25 — 2x i szerokość 20 — 2x.

II.1.5 (60-62)
60 N: No więc, od czego zależy objętość? Teraz to już jest oczywiste.
61 U3: Tak, objętość zależy od odciętych długości.
62 N: Tak, co oznacza, że możemy wyrazić objętość w zależności od

X.
II.1.6 (62-70)

Zastanówmy się chwilę. Jakie wartości może przyjmować z?
63 U12: Oczywiście niniejsze niż 20, bo zabrakłoby nam papieru. 

[Śmiech]
Nie! Zaraz! 10! 10!

64 N: Co będzie dla x = 10, U3?
65 U3: W porządku.
66 U7: Hej! Wtedy mamy podwójną ścianę. 

[Nauczycielka demonstruje tę sytuację] 
I nie można już mówić o objętości.

67 N: Więc mamy ograniczenie. U4!
68 U4: I większe niż 0. Bo wtedy nie ma krawędzi. I nie ma pudełka.
69 N: A co wtedy mamy?
70 U4: Powierzchnię.
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II.2 Rysowanie wykresu funkcji objętości i dochodzenie do szkicu zachowa- 
nia tej funkcji (71-101)___________________________________________
71 N: No więc, jeszcze raz nasze pytanie: wiemy, że wśród zrobionych

przez nas pudełek to z x = 4 ma mniej więcej największą ob­
jętość. Czy wiemy na pewno, że jest to naprawdę największe 
pudełko, jakie można zrobić z tej kartki?

72 U: Nie!
73 UU: Między 4 i 5! Między 3 i 4!
II.2.2 (78)
78 N: Coś około 5? Dobrze. U6 właśnie powiedział, że dostaniemy

krzywą. Narysujmy ją więc. Może to pomoże nam stwierdzić, 
czy największa objętość wypada gdzieś koło 5. Narysujcie wy­
kres naszej funkcji.

Intermezzo (79-83)
Czy te funkcje się kiedykolwiek skończą?
W klasie 12.22.W porządku?
(nauczyciel obserwujący) W klasie 12.2 powtórzymy wszystko 
od początku.
Więc przy odrobinie szczęścia nie będę już miał matematyki. 
Do tego czasu matematyka mnie wykończy.
[Rysuje na tablicy] W zeszytach możecie narysować to trochę 
dokładniej. Jedna wartość tu jest niedokładna; nie 755 centy­
metrów sześciennych ale 750.
Zobaczymy!
Dlaczego, U13?
Bo on się zawsze tak odgraża!
Jeszcze nie skończyliśmy liczyć. Na razie tylko zmierzyliśmy. 
Krawędzie zmierzyliśmy chyba dokładnie.
Tak, zgadza się.
A potem pracowicie liczyliście.
Dokładnie.
Biorąc jednostkę 1 cm możecie w zeszytach narysować po­
rządny wykres.
[N rysuje na tablicy, a uczniowie w zeszytach]
U8!
Tę wartość już mamy...
Ale te wartości wykluczyliśmy. Rozważamy funkcję na prze­
dziale otwartym.

79 U2:
80 N
81 NO:

82 U:
83 U:
84 N:

85 U13:
86 N:
87 U7:
88 U13:

90 Ul 3:
91 N:
92 U13:
93 N:

94 N:
95 U8:
96 U li:

2Tj. następnej, trzynastej.
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97 U8: Prawy nawias jest przy 10?
98 N: Tak, przy 10. Kto podejdzie do tablicy i skończy wykres? U14! 

można cię prosić?
99 U12: Tak, tylko dotąd, bo dla 10 nie można znaleźć wartości. Tak, 

a w przedziale od 0 do 1 co dostajemy?
100 U: Dobre pytanie!
101 U8: Te wartości będą między, nie wiem, 3 i 400. Jedna jest niżej. 

Wtedy krzywa jest na osi OX, czyli wartość dąży do zera.
II.3 Interpretacja wzoru na objętość jako funkcji V(x ), rozpoznanie sy­
tuacji, w której należy zastosować znane prawa rachunku pochodnych. 
(102-132)_______________________________________________________
102 N: Czy teraz dostajemy dokładniejsze wartości? Jak wygląda naj­

większe pudełko? Jak można określić wartość x , dla której ob- 
‘ jętość będzie maksymalna?

103 U6: Wydaje mi się, że potrzebne jest jeszcze jedno równanie. Jak
wyliczymy x z tego równania, to będziemy mieli dwie niewia-

__________ dome.________________________________________________
II.3.1 (103-109)_________________________________ ________________

104 N:
105 U6:

106 U:
107 U6:

108 N:
109 Ul:

Jedną niewiadomą jest Fmax... Więc potrzebne jest jeszcze 
jedno równanie.
Jeszcze raz, jakie tu są niewiadome, U6?
Ten x jest niewiadomą. Tego właśnie szukamy. A maksymalna 
objętość zależy od x — czyli też jest niewiadomą.
To znaczy, że jeśli będziemy znali x, to znajdziemy objętość. 
Tak, ale mamy tylko jedno równanie i dwie niewiadome, czyli 
nie da się ich wyliczyć.
Jakiego typu jest to równanie?
Nie wiem, jakiego ono jest typu, ale jedna niewiadoma zależy 
od drugiej. Czyli jak mam x , to automatycznie dostaję drugą. 
Dlatego nie ma tu dwóch niewiadomych, a tylko jedna, zależna 
od drugiej.___________________________________________

II.3.2 (110-114)_____________________________________________
110 N: Jak to się nazywa? Gdy jedna wielkość zależy od drugiej?

111 U: Proporcjonalne?
112 N: W zasadzie powinniście to już zobaczyć z V(x).  U6!
113 U6: Funkcja?
114 N: Tak jest. Już narysowaliśmy wykres tej funkcji. Stwierdziliśmy

też, że jest ona określona na przedziale (0,10).
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II.3.3 (114-120)
Dobrze; teraz, gdy już wiemy, że jest to funkcja, jeszcze raz 
popatrzcie na wykres. Chcemy znaleźć x, dla którego V(x) 
jest największe.

115 U9: 0  rany!
116 U6: No, można wyliczyć współczynnik kątowy stycznej a potem 

odczytać kiedy punkt ma najwyższą wartość. A może tak nie 
da rady? Tak, gdy współczynnik kątowy jest równy zero, to 
mamy największą wartość.

117 N: U19, słyszałeś, co U6 powiedział?

118 U7: Nie, nie słyszałem.
119 N: U15!
120 U15: Tak, U6 powiedział, że współczynnik kątowy stycznej znika 

w najwyższym punkcie, tam gdzie wykres jest płaski. 
Gdzieś musi być równy zero. I musimy znaleźć punkt, gdzie 
współczynnik jest zero. I to jest najwyższy punkt.

II.3.4 (121-132)
121 N: Co to graficznie oznacza, że współczynnik kątowy znika? Ul!
122 Ul: Równoległą do osi 0X.

[Nauczycielka rysuje równoległą w punkcie (4, U(4))]
123 U12: To znaczy, na przykład, że jeśli wykres... Znaczy, tu znowu

rośnie a potem maleje do 5. Czyli nie można narysować jednej 
równoległej i stwierdzić, że dla 4 jest rzeczywiście najwyższa.

124 N: Masz zupełną rację, nie wiemy, jak się ta krzywa zachowuje w
przedziale (3,5). [Nauczycielka rysuje inną możliwą krzywą.] 
Ale czy to zmienia nasze plany obliczeń?

125 U15: Nie wiadomo, jak się ta krzywa zachowuje w tym przedziale,
a pani po prostu narysowała równoległą w punkcie (4, V(4)).

126 N: U6 właśnie powiedział, że największą objętość znajdziemy
tam, gdzie równoległa do osi 0X styka się z krzywą. Na tym 
wykresie maksimum wypada dla x = 4, i dlatego narysowałam 
styczną właśnie tu. Jeśli to nie jest tak i najwyższy punkt leży 
gdzie indziej, to czy pomysł U6 jest zły? U3!

127 U3: Jeśli nie wiemy dokładnie, to znaczy jeśli najwyższy punkt nie
jest w 4 czy gdzieś blisko 4, to wydaje mi się, że równie dobrze 
możemy spróbować w 4.
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128 U6: Prawdę mówiąc, wydaje mi się, że poszliśmy w trochę innym
kierunku. Ja myślę, że powinniśmy obliczyć współczynnik kie­
runkowy krzywej, i tam, gdzie będzie równy zero, mamy naj­
wyższy punkt. Ale to nie znaczy, że najwyższy punkt jest w 4. 
Ja wcale nie mówię, że to będzie 4.

U15: Ale tak jest narysowane.
U6: Tak, ale tylko dla ilustracji.

[N rysuje styczną na innych wykresach funkcji]
U: Dla zobrazowania sytuacji.
U3: A dokładne położenie znajdziemy tak, jak mówił U6.

129
130

131
132
III. Wyliczenie matematycznego rozwiązania problemu (133-164)
133 N: Dokładnie. No! Chcemy znaleźć miejsce, w którym objętość 

jest największa. U5, co powinnam teraz zrobić?
134 U5: Najpierw musimy obliczyć współczynnik kątowy stycznej w 

każdym punkcie, to znaczy znaleźć pochodną.
135 N: No więc zróbcie to.
136 U5: Jaką funkcję mam wziąć?
137 N Kto pomoże U5? Jaką funkcję bierzemy? U13!
138 U13: Ja bym wziął tę funkcję z tablicy.
139 U Ja też.
140 U No bo tylko jedna jest na tablicy.
141 U Najpierw trzeba policzyć pochodną.
142 N Jak się liczy pochodną?
143 U z, x kwadrat, x do trzeciej plus 500?
144 U 0  matko! Wszystko już zapomniałem...
145 U x kwadrat?
146 u Może lepiej obliczmy V(x)  do końca.
147 u Zrób to, U17!
148 u Co?
149 N Spróbuj, U16.
150 U Pomnożyć?
151 N U15!
152 U Nie, źle!
153 N U17!
154 U17: Ja bym najpierw normalnie wy mnożył, a potem obliczył po­

chodną.
155 N: Tak.
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156 U17: Po wymnożeniu mamy 4x3 -  90x2 + 500z i ^'(a:) wychodzi 

12ar2 -  180ar + 500.
157 N: Co U6 proponował zrobić dalej? U8?
158 U8: Przyrównujemy to do zera i wyliczamy x.
159 U14: 0 = \2x2 -  180x + 500.
160 U: Podziel przez 12 i uważaj na nawiasy.
161 N: To jest równanie kwadratowe. Ul!
162 Ul: Dzielę przez 12: x 2 — x + 500.
163 N: Plus 500?
164 Ul: Nie, zaraz..., 500.

[Dzwonek na przerwę]

Załącznik 2

Zastąpienie obiektu 
rozważań nowym

Pytanie
nauczyciela

poziom rachunkowy: 
równanie funkcji 
poziom geom.: 
wykres funkcji: 
poziom empiryczny: 
konstrukcja pudełek

Pytanie Pytanie Pytanie Pytanie
nauczyciela nauczyciela nauczyciela nauczyciela

■»
Początek lekcji Koniec lekcji



Załącznik 3 Struktura lekcji
1 __________________________

I

25

Problem wyjściowy 1

Konstrukcja pudełek 13

25

Prezentacja problemu i dyskusja nad wskazówkami dotyczącymi konstrukcji pudełek

Konstrukcja pudełek, mierzenie łub obliczanie objętości i notowanie wartości w tabeli

co
0 5

26 26 Przejście od empirycznego do teoretycznego sformułowania pytania/problemu

II Rozwinięcie i rozpra- 33 
cowanie pytania „któ­
re pudełko jest naj­
większe?” lub „jakie 
największe pudełko 
mogę zrobić z tej kar­
tki papieru?”

II. 1 W jaki sposób odcięte kwa­
draty decydują o objętości 
pudełka? Spojrzenie na bok 
kwadratów jako na zmienną 
niezależną x

1 1 . 1 . 1

11.1.2

11.1.3

11.1.4

11.1.5

11.1.6

Które pudełko jest na pewno najwięk­
sze? Błędne intuicje uczniów dotyczące 
pudełek
Od czego zależy objętość? Argumenty 
natury funkcyjnej: rosnąca, malejąca 
Przez co objętość jest jednoznacznie 
wyznaczona? Sprzeczność z doświad­
czeniem: większa powierzchnia, mniej­
sza objętość
Niecierpliwi uczniowie, wzór i kalkula­
tor kieszonkowy
Od czego zależy objętość? Od długości 
boku odciętego kwadratu, od x 
Jakie są ograniczenia na x? x =  O i 
x =  10

II.2 Rysowanie wykresu funkcji 
objętości i dochodzenie do 
szkicu zachowania tej funk­
cji

11.2.1 Powrót do pytania podstawowego; 
słowa klucze: ściśle malejąca, rosnąca, 
rozwiązanie przybliżone

11.2.2 Rysowanie krzywej; słowa klucze: wy­
kres funkcji, wykres, funkcja; Inter­
mezzo: Czy te funkcje się kiedykolwiek 
skończą? Rysowanie, mierzenie, obli­
czanie a rygor matematyczny
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II.3 Interpretacja wzoru na obję­
tość jako funkcji V(x),  roz­
poznanie sytuacji, w której 
należy zastosować znane 
prawa liczenia pochodnej

11.3.1

11.3.2

11.3.3

II.3.4

Powrót do pytania podstawowego; 
słowa klucze: równanie, x, niewia­
doma, Pmax, drugie równanie itp. 
.Przejście od równań do funkcji (spro­
wokowane pytaniem nauczyciela) 
Pytanie podstawowe jest teraz zadane 
w poprawnym, pojęciowym sformuło­
waniu i prowokuje propozycję metody 
rozwiązania
Przedstawienie geometryczne: „Co to 
graficznie oznacza, że współczynnik 
kątowy jest równy 0?” Dyskusja po­
kazuje, że zaproponowana metoda jest 
akceptowana.

1 33
III Wyliczenie matema­

tycznego rozwiązania 
problemu

164

Pojedyncze procedury:
— wyliczenie współczynnika kierunkowego w każdym punkcie
— która funkcja?
— wyznaczenie funkcji
— wyliczenie P(x)
— obliczanie pochodnej, przyrównanie jej do zera
— równanie kwadratowe
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Problems in the Development of Mathematical Knowledge 
in the Classroom: the Case of a Calculus Lesson

S u m m a r y

A lesson is discussed, the first of a błock of two lessons meant to introduce the students 
to the domain of extrema. This topie is treated in grade 12 (as part of a basie course), 
the next to the last grade of the Gymnasium; the group consisted of 13 girls and 8 boys 
aged between 17 and 19 years. The students knew the basie rules for the derivation 
of a function.'The introduction to ąuestions and problems about extreme values of a 
function and the optimization of volume is based on an example widely known in the 
practice of teaching: the construction of a box by cutting off four equal sqare corners 
from a rectangular sheet of paper.

First a short overall description of the teaching episode is given; then its detailed 
structure is presented. Further, the various instructions of the teacher to the students 
are analysed, the question she posed witli their subsequent modifications, the gradual 
inerease in the use of technical concepts and terms, etc. The lesson is also looked upon 
from the point of view of the students, their difficulties or problems of understanding. 
The analysis of these problems reveals that the students’ interventions contained 
openings into mathematically rich avenues which were, however, voluntarily ignored 
by the teacher and not taken up in the course of her teaching.

Besides the usual form of transcript, two „retranscriptions” of the lesson have 
been constructed: a morę concise verbal-tabular representation highlighting the overall 
structure of the lesson, and graphical representation. The graphical representation 
focuses on the distribution, in the course of the lesson, of three levels of discourse: the 
„empirical”, the „geometrical”, and the „computational”.

Globally considered, every teaching unit can be characterized as an interactive 
and self-organizing system. The manifold influences which this system is subject to 
can in some cases lead to the reduction of this living system to a causal and linear 
sequence. A dominant logical and hirarchical structure in the subject matter and a 
teaching method strictly organized accordingly (through questions and instructions) 
will especially tend to form the sequence again and again in a „logical manner”; if in 
these cases the students also very quickly abandon their problems of understanding 
because of their former school experience and simply follow the required „methodolog- 
ical ways of abstraction”, the symmetrical situation of a mechanical system becomes 
morę and morę rigid.

This kind of „normal state” mathematics teaching produces obstacles to the de- 
velopment of a comprehensive understanding of mathematical ways of thinking and 
working. The above analysis makes it elear that it is impossible for the students to 
(seemingly) effectively learn step by step single elements of knowledge and procedures 
of computation because, together with the adjustments to a linear taeching sequence, 
a decisive change in the epistemological status of the mathematical knowledge has 
taken place: in principle, mathematical knowledge loses its content-related richness 
when it is gradually reduced to some formal ways of speaking, and to techniques of 
calculation and manipulation.


