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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
SERIA V: DYDAKTYKA MATEMATYKI 16(1994)

Heintz Steinbring
Bielefeld (Niemcy)

Problemy rozwijania wiedzy
matematycznej uczniéw: przyktad lekcji
z rachunku rézniczkowego!

1 Wprowadzenie: Czy protokol lekcji moze by¢ zro-
dlem informacji o tym, jak uczyc¢?

Protokoly lekcji matematyki sa tekstami trudnymi do przetrawienia, szczegdl-
nie gdy obejmuja pelne jednostki lekcyjne. Trzeba wlozy¢ sporo wysilku, by
znalez¢ klucz do ich zrozumienia oraz odkry¢ ich strukture i znaczenie. Sam
protokél dialogu lekcyjnego jest w znacznej mierze zrédlem tych trudnosci. Nie
jest to jednak jedyny powdd, dla ktérego teksty te sa tak trudne i klopotliwe
do rozszyfrowania.

Kazda lekcja jest w pewnym stopniu wydarzeniem niepowtarzalnym, a jej
rozliczne aspekty sg silnie zalezne od kontekstu. Natomiast spisana relacja za-
mraza calo$¢ w zastyglej formie. Jednak to zamrozenie w postaci protokotu
stwarza mozliwos¢ wielokrotnego odtwarzania tej konkretnej lekcji, przyjrze-
nia sie jej z réznych punktéw widzenia, interpretowania i analizowania. Moze
to poméc w odkrywaniu ogélniejszych struktur i zaleznosci. A gdy na jaki$
czas odlozymy na bok ten z duzym trudem rozszyfrowywany protokét i po-
wrécimy don za kilka tygodni, moze si¢ okazac, Ze znéw stajemy przed tymi
samymi problemami i musimy sie przegryzac przez tekst z nie mniejszym jak
za pierwszym razem wysitkiem.

! Artykul ten byl pierwotnie opublikowany w jezyku niemieckim w Der Mathematikun-
terricht 36(3) [1990] 4-28. Tlumaczenie na podstawie wersji angielskiej, za zgoda wydawcy
Dawida Wheelera: H. Steinbring, Problems in the Development of Mathematical Knowledge
in the Classroom: the Case of a Calculus Lesson, For the Learning of Mathematics 13(1993),
3, 37-50.
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Takie do$wiadczenia z protokolami pokazuja, ze zapisy te nie moga byé
czytane i analizowane tak, jak teksty naukowe, ktérych budowa zgodna jest z
pewnymi ogdlnymi, zwyczajowo przyjetymi wzorami. Tresci i przebiegu lekcji
+ nie da si¢ odtworzy¢ bezposrednio z protokolu. Aby wydobyé zen strukture,
poddaé analizie i przedstawi¢ to unikalne zdarzenie dydaktyczne z jego rézno-
rodnymi znaczeniami i zaleznoSciami, niezbedne jest odwolanie sie do kilku
metod i §rodkéw.

W protokole wlasciwym (patrz Zalacznik 1) aspekty szczegdlne i ogdlne
tendencje mieszaja si¢ ze sobg w sposob, ktéry bardzo utrudnia §ledzenie ich
wzajemnego oddzialywania oraz rozréznienie rzeczy nieistotnych od waznych.
Wypowiedzi poszczegdlnych uczniéw mogly mie¢ wplyw na gléwny nurt na-
uczania. Czy pytanie ,,Czy te funkcje sie kiedykolwiek skoficza?” (79; Uwaga:
w ponizszym tekscie numery w nawiasach odnosza si¢ do wypowiedzi w pro-
tokole) w jaki$ spos6b zmienilo pézniejsze dzialania nauczyciela, czy tez byto
jedynie kolejnym dowcipem znanego z takich uwag ucznia? Czy pomytki i do-
ciekania uczniéw wplywaja na zmiane zamierzeii nauczyciela i przebieg przy-
gotowanego wczesniej procesu nauczania, czy tez nalezy uwazac je za nieistotne
epizody, ktdre same wyjasnia sie wraz z rozwiazaniem problemu matematycz-
nego?

Z punktu widzenia nauczyciela poszukiwanie gléwnego nurtu dyskusji,
obejmujacej tak aspekty indywidualne, jak i ogélne — sprowadza sie do roz-
wazenia jej tre§ci matematycznych. Jako nauczyciele, a szczegélnie jako osoby
ksztalcace przyszlych nauczycieli, mamy czesto wrazenie, Ze mozna ocenic pro-
ces nauczania w oparciu jedynie o znajomos$¢ gléwnych pojeé i probleméw. Na
przyklad hasla ,zakres zmiennej”, ,ekstrema”, ,funkcja”, ,wykres funkcji”,
Hksztalt pudelka” i ,stwierdzenie, ktore pudetko ma najwieksza mozliwa ob-
jetosé” itp. wywoluja okreslone skojarzenia nie tylko na poziomie tresci, ale
réwniez na poziomie mozliwych rozwiazan metodycznych.

Jednak nawet majac oparcie w doSwiadczeniach z tymi treSciami i ich ucze-
niem nie unikniemy pewnych niespodzianek w trakcie przegladania protokoléw
lekcji. Rowniez tu trzeba odpowiedzie¢ sobie na pytanie: co i w jakiej kolej-
nosci zostalo zaprezentowane w trakcie lekcji? Czytelnik powinien uzmystowi¢
sobie relacje miedzy specyficznymi cechami konkretnej lekcji w tej klasie, w
ktérej ucza si¢ ci uczniowie, ktéra prowadzona jest przez tego nauczyciela,
a pedagogicznym i dydaktycznym podej$ciem mogacym mieé duze znaczenie
przy wprowadzaniu problematyki ekstreméw. Nie jest wykluczone, ze w trak-
cie przegladania protokolu pojawia si¢ nastepujace pytania: Czy uczniowie
powaznie podchodza do polecenia skonstruowania konkretnego pudeltka? Jakie
znaczenie, tak dla nauczyciela jak i dla uczniéw, ma konstruowanie pudelka,
a nastepnie szkicowanie graficznej reprezentacji rozwazanej funkcji?
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Powstaje pytanie, co zrobié, by opisy z procesu nauczania staly si¢ la-
twiejsze do czytania. Wygladzanie wypowiedzi slownych przez poprawianie
wszystkich przejezyczen i bledéw gramatycznych zdecydowanie nie jest do-
brym rozwiazaniem. Zadania nie spelnia réwniez redukowanie opisu lekcji do
krétkiego szkicu podstawowych tresci, informujacego jedynie, co przekazal na-
uczyciel i czego nauczyli si¢ uczniowie. Takie podejscie niesie ze soba ryzyko
przeoczenia istotnych momentéw, ktére na pierwszy rzut oka wydaja si¢ mar-
ginalne. Poniewaz w opisach rzeczywistej sytuacji dydaktycznej wspolistnieja
réznorodne indywidualne i ogdlne elementy, wydaje si¢, Zze warunek popra-
wienia ich czytelnosci mozna spelnié jedynie tworzac kilka wersji, w ktérych
kontrastowac beda z soba rézne formy opisu, reprezentacji i analizy.

Z tego sposobu podejicia bedziemy korzysta¢ poéZniej przy kilkakrotnym
przygladaniu si¢ z réznych punktéw widzenia protokolowi pewnej lekcji doty-
czacej rachunku rézniczkowego. Przed tym jednak zaprezentujemy ogdlny opis
tej sytuacji nauczania, a nastepnie jej szczegélowa strukture. Dalej zanalizu-
jemy rézne polecenia wydawane uczniom przez nauczycielke, zadawane przez
nia pytania wraz z ich pézZniejszymi modyfikacjami, stopniowe nasilanie si¢
czestosci uzywania pojeé i terminéw technicznych itp. Przyjrzymy sie takze
tej lekcji z punktu widzenia uczniéw, trudnosci, na jakie napotkali, oraz klo-
potéw w rozumieniu. Ich analiza pozwala stwierdzié, Ze uwagi uczniéw mogtly
stanowié punkt wyjéciowy do badania bardzo bogatych pod wzgledem mate-
matycznym terenéw, ktérej to mozliwosci jednak nauczycielka §wiadomie nie
wykorzystala.

Obok protokolu w standardowej formie skonstruujemy dwa protokoly wtér-
ne: bardziej zwiezla reprezentacje slowno-tabelkowa, uwypuklajaca ogélna
strukture lekcji, oraz reprezentacje graficzna. Reprezentacja graficzna ma glé-
wnie na celu ukazanie, jak w trakcie lekcji rozkladaja sie trzy poziomy aktyw-
nosci: ,empiryczny”, ,geometryczny” i ,rachunkowy”.

Przedstawiona w kolejnych czesciach dyskusja jest oczywiscie uporzadko-
wana liniowo, poczawszy od strukturyzacji przej$¢ przez poszczegdlne fazy
lekcji, a skoficzywszy na calo$ciowej koncepcyjnej charakteryzacji lekcji. Do-
konujac wlasciwej analizy nie mozna ograniczaé si¢ jedynie do chronologicz-
nego $ledzenia krok po kroku przebiegu lekcji. Zawsze nalezy przyjaé szersza
perspektywe, aby rozgraniczyé poszczegélue fazy i okreslic ich hierarchie, a
takze dokladnie zanalizowaé poznawczy status wiedzy matematycznej w po-
szczegllnych fazach (na przyklad przez analize zmian pytan nauczyciela lub
dawanych przez niego zadaf). Ma to na celu zbadanie rozwoju i przesunigé w
interpretacji i rozumieniu wiedzy, jakie zachodza w przebiegu interakcji klaso-
wej. Metoda analizy jest dialektyczna i odzwierciedla aspekty globalne i lokalne
jednocze$nie.



106 HEINTZ STEINBRING

2 Tresé i przebieg lekcji
2.1 Ogdlny opis lekcji

" Omawiana przez nas lekcja byla pierwsza z dwu lekeji majacych na celu wpro-
wadzenie uczniéw w problematyke ekstreméw. Temat ten jest realizowany w
klasie 12 (przedostatniej), gdzie wchodzi on w zakres kursu podstawowego.
Grupa skladala sie z 13 dziewczat i 8 chlopcow w wieku 17-19 lat. Uczniowie
poznali juz podstawowe prawa rézniczkowania. Wprowadzenie do problemu
ekstremalnych wartoéci funkcji i optymalizacji objetosci oparte zostalo na
przykladzie powszechnie znanym w praktyce nauczania (patrz np. Glatfeld,
1982, s. 100), dotyczacym konstrukecji pudetka przez wyciecie czterech réw-
nych, kwadratowych narozy z prostokatnej kartki papieru.

Uczniowie budowali pudelka, robili pomiary, obliczali objetosci i notowali
uzyskane wyniki w tabeli. W oparciu o te konkretne czynnosci i uzyskane
dane szukano pudetka o najwigkszej objetoSci. Aktywnos¢ ta byla w znacznym
stopniu sterowana przez nauczycielke i jej pytania. Na pytanie ,empiryczne”:
,» Ktére z tych pudelek ma najwigksza objgto$é?” — uczniowie udzielili natych-
miastowej odpowiedzi. Dalo to mozliwos¢ przejscia do problemu teoretycznego:
,»Czy jesteécie pewni, ze czwarte pudelko jest na pewno najwicksze, jakie mo-
zna zbudowal z tej kartki papieru?” (33). W trakcie trwania gléwnej fazy
lekcji pytanie to w zmienionych sformulowaniach prowadzi do celu, ktérym
jest skonstruowanie wzoru funkcji, okreslenie zwigzku réwnania z warunkami
narzuconymi przez konstrukcje pudetka, sporzadzenie graficznej reprezentacji
funkcji i, ostatecznie, zaproponowanie sposob6éw rozwiazania problemu.

W trakcie dyskusji, zapoczatkowanej pytaniami nauczycielki oraz rozbi-
ciem i redukcja pytan do postaci pytan szczegélowych, uczniow wyposaza sie
w informacje umozliwiajace ,rozpoznanie” w zadaniu wyjsciowym sytuacji, w
ktdrej nalezy zastosowaé znane juz reguly rézniczkowania funkcji. Od tego mo-
mentu uczniowie moga wzglednie pewnie i automatycznie korzystaé z pozna-
nych wczeéniej wiadomosci badajac funkcje objetosci pudetka, by stopniowo
doj$é do matematycznego rozwiazania problemu.

2.2 ,,Fazowa struktura” lekcji

W strukturze lekcji mozna wyréznié trzy fazy: pierwsza (1-25), w trakcie ktorej
przedstawiony jest problem wyjsciowy, a uczniowie konstruuja pudelka; druga
(26-133), polegajaca na rozbiciu problemu, dyskusji i wypracowaniu matema-
tycznego podejscia do gléwnego problemu: , Jakie pudetko jest najwieksze?”;
i faze trzecia i ostatnia (od 133), ktéra tylko zaczyna si¢ na tej lekcji i jest
kontynuowana po przerwie; w jej trakcie krok po kroku wypracowany zostaje
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algorytm rozwiazania (patrz Zalacznik 3). (Dla lepszego zrozumienia reszty
artykulu radzimy czytelnikowi w tym miejscu zapoznaé si¢ z protokolem lek-
cji).

Podzial na trzy fazy mozna rozwinaé, uwzgledniajac podstrukture odzwier-
ciedlajaca konkretne pytania czy polecenia wydane uczniom przez nauczyciela.
Na przyklad etap podstruktury moze rozpoczaé si¢ poleceniem nauczyciela, a
zakoniczy¢ w momencie pelnego lub czesSciowego jego wykonania.

2.2.1 Analiza pierwszej fazy

W pierwszej fazie gléwnej mozna wyrézni¢ dwa etapy. Pierwszy obejmuje pre-
zentacje¢ wyjSciowego problemu i dyskusje nad konstrukcja konkretnych pu-
delek (1-13). W trakcie drugiego etapu (14-25) uczniowie skladaja pudetka,
mierza lub matematycznie obliczaja ich objetosci i notuja wyniki w tabeli.
Wiodace pytanie: ,,Ktére pudetko ma najwigeksza objetosé?” zostalo dwukrot-
nie zadane w trakcie pierwszej fazy lekcji (6, 18).

2.2.2 Analiza drugiej fazy

Druga faza gléwna moze by¢ podzielona na trzy czesci, z ktérych kazda rozpo-
czyna to samo pytanie nauczycielki: , Ktére z pudelek mozliwych do zbudowa-
nia z prostokatnej kartki papieru jest najwieksze?”. Przed ich rozpoczeciem,
na samym poczatku drugiej fazy, naturalnie wbudowany w konkretna czyn-
no$é konstruowania pudelek problem empiryczny zostaje przeformulowany na
pytanie teoretyczne. To, na czym teraz uczniowie maja skupi¢ uwage, to nie
najwieksze, czysto ,empiryczne”, rzeczywiscie zbudowane pudeltko. Ich zada-
niem nie jest réwniez sortowanie pudelek ze wzgledu na ich objetosé, ale zna-
lezienie potencjalnie najwickszego pudelka. Oto jak problem ten jest w tym
momencie sformulowany: ,,Czy jeste$cie pewni, Ze czwarte pudelko jest na
pewno najwieksze, jakie mozna zbudowaé z tej kartki papieru?” (33).

W czasie trwania drugiej fazy gléwnej staje si¢ oczywiste, ze zadane na
wstepie pytanie jest Zrédlem zbyt wielu niejasnosici. Kazdy z trzech etapow
tej fazy (I1.1-I1.2-I1.3) wykorzystany jest na rozlozenie go na pytania szcze-
gélowe. Na przyklad w czesci II.1 nauczycielka ukierunkowuje dyskusje na
nastepujace problemy: ,,0d czego zalezy objeto$é?” (40) oraz ,W jaki sposéb
odciete kwadraty decyduja o objetosci pudetka?” (w sensie 44). Od uczniéw
oczekuje sig, aby patrzyli na dlugo$é boku kwadratéw jak na zmienna (nieza-
lezna), a takze by odkryli jej graniczne wartoéci (z = 01 z = 10), pomiedzy
ktérymi funkcja objetoéci jest w tym wypadku okreslona.

W dalszym ciagu lekcji nauczycielka wraca do podstawowego pytania, roz-
poczynajac tym samym nowy etap (I1.2, 70-101), w trakcie ktérego opraco-
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wuje sie graficzne przedstawienie funkcji objetosci, a pierwotna, wizualna idea
strukturalnego zwiazku miedzy mozliwymi wartoéciami tej funkeji idzie w nie-
pamieé. Teraz, wykorzystujac dyskusje o funkcyjnym charakterze objetodci i
. jej graficzng reprezentacj¢ jako nowe tlo, nauczycielka powtarza podstawowe
pytanie dotyczace mozliwie najwigkszego pudeltka. W ten sposéb inicjuje trzeci
etap tej fazy.

Ten etap obejmuje prébe interpretacji wyrazenia na objetos¢ jako funkcji
V(z). Nauczycielka oczekuje, Ze pomoze to uczniom rozpoznaé w problemie
wyjéciowym sytuacje, do ktérej stosuja si¢ znane prawa rachunku rézniczko-
wego, a nastepnie wypracowaé¢ wlasciwa matematyczna metode rozwigzania.
Nauczycielka rzeczywiscie odnosi sukces, co pozwala jej posunac sie krok da-
lej (133, trzecia faza gléwna) przy pomocy pytania: ,,Dokladnie. No! Chcemy
znalezé miejsce, w ktérym ob jeto$é jest najwieksza... Co powinnam teraz zro-
bié?”,

2.2.2.1 Pierwszy etap drugiej fazy gléwnej W budowie etapéw mo-
zna zauwazy( jeszcze subtelniejsza strukture (patrz Zalacznik 3). Etap II.1
mozna rozbi¢ na sze§¢ krétkich czeéci. W pierwszej intuicje uczniéw ujawniaja
bledne rozumienie pytania podstawowego. Istotnie prawda jest, ze wielkosé
objetosci ,zalezy” od wielko$ci powierzchni pudelka. Uczniowie nie sg jednak
$wiadomi faktu, ze w tym przypadku wraz ze zmniejszaniem si¢ powierzchni
objetosé pudelka poczatkowo roénie, ale péZniej zaczyna maleé. Rozdiwigk
miedzy intuicjami uczniéw a rzeczywista sytuacja powoduje, Ze nauczycielka
konkretyzuje swoje pytanie.

Na poczatku czesci I1.1.2 (40-46) nauczycielka zadaje bezposrednie pyta-
nie: ,,0d czego zalezy objeto$é?”. W trakcie dyskusji padaja argumenty natury
nfunkcyjnej”, a w celu uzasadnienia wypowiedzi lub wypracowania nowych ar-
gumentéw czynione sa odwolania do skonstruowanych pudelek.

Trzeciy cze$é I1.1.3 (47-53) tego etapu otwiera konkretne pytanie nauczy-
cielki: ,,Co wyznacza objeto§¢ w sposéb jednoznaczny, jesli weZmiemy pod
uwage to, jak konstruowaliSmy pudelka?”. I znéw niektérzy uczniowie twier-
dza, Zze wiekszym powierzchniom odpowiadaja wieksze objetosci, lub tez Ze im
wieksza jest powierzchnia odcietych kawalkow, tym mniejsza musi by¢ objetosé
pudetka. Nauczycielka zwraca uwage, ze jest to sprzeczne z doSwiadczeniem,
i w tym momencie ta czeS¢ zostaje przerwana przez dwdjke ,niecierpliwych”
uczniéw, ktorzy znalezli wzdr na objeto$¢ i wykorzystali go do obliczen na
kalkulatorze, kieszonkowym (rozpoczyna to cze$é I1.1.4, 54-55). Zaczyna si¢
dyskusja nad wzorem na objetos¢ prostopadloscianu: ,dlugosé razy szerokosé
razy wysokosc”. Wzdr ten zostaje uzyty do znalezienia wyrazenia na objeto$é
w tym przypadku przez podstawienie z za wysoko$é, (25 — 2z) za dlugosé i



PROBLEMY ROZWIJANIA WIEDZY MATEMATYCZNEJ UCZNIOW 109

(20 — 2z) za szerokosé pudelka.

Ten posredni rezultat pozwala nauczycielce postawié¢ w kolejnej czesci I1.1.5
(60-62) bezposrednie pytanie: ,,No wigc, od czego zalezy objetoéé? Teraz to juz
jest oczywiste”. Nastepnie odpowiedZ ucznia zostaje przetlumaczona przez na-
uczycielke na bardziej techniczny jezyk; nauczycielka méwi, Ze objeto$é moze
by¢ wyrazona w zalezno$ci od z. W ten sposéb x zostaje wprowadzone do
rozwazan jako zmienna niezalezna.

Szésta czesé I1.1.6 nauczycielka otwiera pytaniem o zakres zmiennoéci z. W
czasie dyskusji uzgodniono, ze w przypadku budowania pudeltka z danej kartki
papieru zmienna z, tzn. dlugo$é boku kwadratu, moze przyjmowaé wartosci
miedzy 0 i 10. Zamyka to faze II.

2.2.2.2 Drugi etap drugiej fazy gléwnej Etap I1.2 znéw otwiera pyta-
nie podstawowe. W pierwszej czesci I1.2.1 (71-77) w odpowiedziach niektérych
uczniéw zaczynaja si¢ pojawia¢ matematyczne slowa-klucze, takie jak ,Scisle
rosnaca”, ,Scisle malejaca”, ,krzywa”, ,punkt zwrotny”. Jednoczeénie wysu-
wane s pierwsze propozycje jakosciowych i przyblizonych rozwigzan: kilku
uczniéw przypuszcza, ze rozwigzanie lezy miedzy 31 5, podczas gdy inni uwa-
zaja, ze odpowiednia wartoscig jest punkt Srodkowy miedzy 0 i 10.

Odwolania do poszczegélnych punktéw na krzywej, wzrostu i malenia,
punktéw zwrotnych itp. prowadza do tego, Ze nauczycielka prosi wprost o
narysowanie wykresu funkcji. Wykorzystane tu zostaja wartosci z tabeli. Na-
uczycielka wskazuje, ze niektore wartosci nie sa dokladne, gdyz sa wynikiem
pomiaréw, a nie obliczen. W czasie konstruowania przyblizonego wykresu funk-
¢ji podniesiony zostaje problem dokladnosci i podjeta jest préba udzielenia
odpowiedzi na pytanie, gdzie moze si¢ znajdowaé¢ maksimum funkcji.

Czes¢ 11.2.2 przerwana zostaje na krétko uwaga ucznia, ktéry zauwaza,
ze wlasciwie celem lekcji jest tradycyjna matematyka: ,,Czy te funkcje sie
kiedykolwiek skoiicza?” (79). Dodaje réwniez, Ze ma nadzieje, Ze juz nigdy
wigcej nie bedzie musial sie zajmowaé matematyka.

2.2.2.3 Trzeci etap drugiej fazy gléwnej Biorac szkic wykresu za
punkt wyjsciowy nauczycielka znéw podejmuje podstawowe pytanie o pudetko
o najwiekszej objetosci. Rozpoczyna to etap I1.3. W trakcie pierwszej fazy po-
Sredniej I11.3.1 (102-109) w odpowiedzi jednego z uczniéw pojawiaja sie zwiaza-
ne z kontekstem slowa—klucze: ,,réwnanie”, ,,z”, ,niewiadoma”, ,maksymalna
objetos¢”, ,Vmax”, ,drugie réwnanie”, ,niewiadoma”, ,maksimum?”. PéZniej-
sza dyskusja ujawnia, Ze uczei ten mial na mysli dwa réwnania z dwiema
niewiadomymi, a jego problem polega na tym, ze dostepne jest tylko jedno
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réwnanie. Inny uczefi rozwigzuje ten problem, zwracajac uwage na fakt, ze
objetosé i jej maksimum zaleza od jednej tylko jawnej niewiadomej z.

Na poczatku drugiej fazy posredniej I11.3.2 (110-114) nauczycielka zostaje
., sprowokowana do zapytania o ,rodzaj réwnania” rozwazanego tutaj. ,Jak to
si¢ nazywa? Gdy jedna wielkos¢ zalezy od drugiej?” (110). Poniewaz uczniowie
nie od razu daja odpowiedz, nauczycielka wzmacnia pytanie wskazujac mate-
matyczny, symboliczny zapis: ,W zasadzie powinniscie to juz zobaczyé z V(z)”
(112). Sklania to jednego z uczniéw do zgadywania: ,, Funkcja?”. Nauczycielka
potwierdza, dodatkowo podkreslajac: ,, Tak jest. Juz narysowaliSmy wykres tej
funkcji. StwierdziliSmy tez, Ze jest ona okreslona na przedziale (0, 10). Dobrze,
teraz, gdy juz wiemy , ze jest to funkcja, jeszcze raz popatrzcie na wykres”
(114).

Faza posrednia II.3.3 (115-120) otwiera nowe ujecie slowne pytrania wy-
jéciowego: ”Chcemy znaleié z, dla ktérego V(z) jest najwicksze” (114). Teraz,
zgodnie z oczekiwaniem nauczycielki, sprowokowani przez nia uczniowie potra-
fia udzieli¢ poprawnej odpowiedzi. Modyfikacja pytania naprowadzila jednego
z uczniéw na pomyst szukania rozwiazania w oparciu o prawa rézniczkowania
. funkcji. Zaproponowane rozwiazanie polegalo na wyznaczeniu wspélczynnika
katowego stycznej przez wyliczenie pochodnej funkcji i na znalezieniu punktu,
w ktérym wspélczynnik ten réwny jest zero.

W fazie poéredniej I1.3.4 (121-132) to podejicie do rozwiazania problemu
jest ugruntowane przez nauczycielke, ktéra podaje pewna interpretacje geo-
metryczng. Nauczycielka rozpoczyna pytaniem: ,,Co to graficznie oznacza, ze
wspdlezynnik katowy znika?” (121). Dla zobrazowania geometrycznego rozwia-
zania na naszkicowanym wykresie rysowane sg réwnolegle. W tym momencie
jeden z uczniéw wyraza watpliwosci co do ogélnosci takiej geometrycznej wizu-
alizacji: ,,...nie mozna narysowac jednej réwnoleglej i stwierdzic, ze dla 4 jest
rzeczywiscie najwyzej” (123). Nauczycielka zgadza si¢ z ta uwaga, méwiac:
»Masz zupelna racje, nie wiemy, jak sie ta krzywa zachowuje w przedziale
(3,5)" (124). Jednakze pozostawia ja na boku jako nie majaca wplywu na dal®
sze postepowanie i méwi, Ze ,,... nie zmienia to naszych planéw obliczeii [mak-
simum funkcji]” (124). W ten sposéb zaproponowana strategia rozwigzywania
zadania jest zaakceptowana, a ilustracja graficzna potwierdza jej zasadno$é.
Wraz z ta, ostatnia juz, faza posrednia koficzy si¢ etap I1.3. Tu takze konczy
sie druga faza gléwna.

Propedeutyczne rozwazania nad rozwiazaniem, regulowane pytaniami na-
uczycielki, zostaja zakoniczone. Postawiony problem mozina rozwiazal przy
uzyciu rachunku pochodnych. Rozpoczecie obliczen wyznacza punkt przejscia
do trzeciej fazy gléwnej. I rzeczywiscie, na poczatku drugiej lekcji rozwiazanie
zostaje szybko znalezione.
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2.2.3 Analiza trzeciej fazy gléwnej

Faza III obejmuje wypowiedzi 133-164. Nie widaé potrzeby doszukiwania si¢
tu podstruktury, poniewaz na tym technicznym etapie kazde pytanie wydaje
si¢ prowadzié wprost do odpowiedzi, a zatem nie ma koniecznosci rozkladania
pytania na pytania szczegélowe (czyli nie ma naturalnych etapéw posrednich).
Nauczyciel i uczniowie znalezli w koficu idee przewodnia umozliwiajaca rozsu-
planie problemu i krok za krokiem wypracowuja rozwigzanie (mimo drobaych
bledéw na poziomie rachunkowym). Ta trzecia, robocza faza ukazuje znajomy
obraz nauczania matematyki: uzycie i techniczne wykorzystanie procedury ma-
tematycznej, a w koncu dojscie do rozwiazania zgodnie z ,zasada malych i
najmniejszych krokéw” (Wittmann, 1988) z pominieciem szerszej dyskusji czy
rozwazan nad samym problemem.

Powyzsza pierwsza, skoncentrowana na strukturze fazowej analiza daje po-
glad na ogdlng strukture lekcji. Obok dobrze znanych trzech etapéw: posta-
wienie problemu, jego dyskusja i rozwigzanie — widaé, szczegélnie w fazie
drugiej, jak poddane ciaglym zmianom wyjsciowe pytanie o pudetko o najwi-
¢kszej objetosci w zasadniczy sposdb ksztaltuje proces nauczania. W trakcie
lekcji coraz lepiej widoczne staja sie standardowe wzorce komunikacji miedzy
nauczycielkg i jej uczniami (Voigt, 1984). Majac za cel rozwiazanie problemu
matematycznego nauczycielka raz po raz stawia to samo podstawowe pytanie.
Przybiera ono rézne formy, gdyz w interakcji z uczniami nauczycielka musi je
adaptowaé do sytuacji, w ktorej wspolistnieja elementy metodologicznej kon-
kretyzacji i zamierzonego czy zalozonego uogdlniania (Steinbring, 1988). Po-
nadto opis ten daje wglad w dominujaca w tej klasie specyficzna kulture oraz
w to, w jaki sposéb tradycyjne rozumienie matematyki przez te nauczycielke
indukuje przygotowania i zabiegi zmierzajace do przekazania wiedzy matema-
tycznej uczniom (Nickson, 1992). Cechg charakterystyczna tego stylu uczenia
jest sposéb przechodzenia od konkretnego poziomu instrukcji dotyczacych bu-
dowania pudelka na poziom obliczania rozwiazania, gdzie w oderwaniu od
jakiejkolwiek empirycznej czy wizualnej idei stosowana jest ,teoria matema-
tyczna” (w tym wypadku podstawowe prawa rachunku rézniczkowego).

3 Specyficzna logika procesu nauczania

Ktére z wypowiedzi i propozycji padajacych w trakcie tej lekcji maja cha-
rakter przypadkowy lub jednostkowy? Z drugiej strony, ktére z nich maja
istotne znaczenie? Czy w procesie nauczania jest coé takiego jak ,logika roz-
woju”? Czy rozwdj wiedzy podlega jakiejs ,przyczynowosci”? Jakich zwiazkow
przyczynowo—skutkowych mozna sie doszukaé¢ w tym nauczaniu?
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3.1 Strukturyzacja pytaniami nauczyciela

Zaprezentowana w czeSci pierwszej (patrz takze Zalacznik 3) sekwencyjna
struktura lekcji byla w istotny sposdb organizowana przez pytania nauczyciela.
' Ukazuje ona pierwszy rodzaj ,logiki uczenia”. Ze wzgledu na to, ze temat lekcji
obejmowal nowy material, pytania nauczyciela mozna w przybliZeniu trakto-
waé jako ,,przyczyny”, za$ odpowiedzi uczniéw jako ,skutki” w czasowej ewo-
lucji lekcji. Na poziomie interakcji miedzy nauczycielem a uczniami réwniez
pytania nauczyciela zdaja si¢ by¢ istotnie zdeterminowane przez odpowiedzi
uczniéw (Kieren i Pirie, 1992).

Pytania nauczyciela odgrywaja centralng role w strukturyzacji wypowie-
dzi dotyczacych treéci zadania, jakie zauwazy¢ mozna na powierzchni tych
interakcji. Gléwne pytania to rézne wersje matematycznego tematu lekcji,
tzn. poszukiwania najwigkszej mozliwej ob jetosci; pytania szczegélowe zawsze
odnoszy si¢ do jego szczegélowych aspektow.

Pytania nauczyciela:
1) ,Kiedy pudelko ma najwigksza objetosc?” (6)

2) ,,Ktére pudelko ma najwigksza objetosé? Poszukajcie najwigkszego pu-
detka.” (18)

3) ,Jak si¢ wam wydaje, ktére pudelko jest najwieksze?” (26)

4) ,,Czy jestecie pewni, ze czwarte pudelko na pewno jest najwicksze, jakie
mozna zbudowaé z tej kartki papieru?” (33)

4.1) ,,0d czego zalezy objetosc?” (40)
4.2) ,,Jak sig¢ zachowuje objetos$é, po tym, co tu wyprébowali§my?” (44)

4.3) ,,Co wyznacza objeto$¢ w sposéb jednoznaczny, jesli weZmiemy pod
uwage to, jak konstruowaliémy pudelka?” (47)

4.4) ,No wiec, od czego zalezy objetosé? Teraz to juz jest oczywiste.” (60)
4.5) , Jakie wartoSci moze przyjmowaé z?” (62)

5) ,Wsréd zrobionych przez nas pudetek to z z = 4 ma mniej wigcej naj-
wigksza objetosé. Czy wiemy na pewno, ze jest to naprawde najwieksze
pudetko, jakie mozna zrobié z tej kartki?” (71)

6) ,Czy teraz dostajemy dokladniejsze wartodci? Jak wyglada najwieksze
pudetko? Jak mozna okresli¢ warto$¢ z, dla ktorej objetosé bedzie mak-
symalna?” (102)
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6.1) ,,Jakiego typu jest to réwnanie?” (108)
6.2) ,Jak to si¢ nazywa? Gdy jedna wielko$¢ zalezy od drugiej?” (110)
6.3) ,W zasadzie powinniécie to juz zobaczyé z V(z).” (112)
7) ,,Chcemy znalezé z, dla ktérego V(x) jest najwigksze.” (114)
7.1) ,,Co to graficznie oznacza, ze wspélczynnik katowy znika?” (121)

8) ,No, chcemy znaleZé miejsce, w ktérym objetos¢ jest najwigksza. Co
powinnam teraz zrobié¢?” (133)

Tych osiem gléwnych pytai (wraz z wybranymi przykladami pytan szcze-
gélowych), choé wyrwanych z interakcyjnego kontekstu, stanowi pewien ,sys-
tem logiczny” zorientowany na osiggniecie celu lekcji. Jesli rozwazy sie kolej-
no$é pytan nauczyciela z apriorycznego punktu widzenia, tzn. w §wietle celu,
jaki ma zostaé osiggniety (w szczegélnosci rozumienia objetosci pudetka jako
funkcji z, gdzie z jest dlugoscia boku kwadratu odcietego z rogu prostokatnej
kartki papieru), oraz jesli si¢ wie, jak stosowaé znane techniki szukania po-
chodnej funkcji, to rzeczywiscie temu ukladowi pytan mozna przypisaé rodzaj
logiki i zwartej konstrukcji. Dzigki stawianym przez nauczyciela pytaniom i
pytaniom szczegélowym wszystkie wiadomosci dotyczace konkretnego wzoru
na objeto$é, interpretacja wzoru jako funkcji zmiennej 2 zmieniajacej sie¢ w
okreslonej dziedzinie, oraz u§wiadomienie sobie, Ze jest to szczegdlny przypa-
dek zastosowania pochodnych — ukladaja si¢ krok po kroku w jedna calosc.
(O roli pytan nauczyciela z punktu widzenia metod nauczania matematyki pi-
sze np. Wallrabenstein, 1978, 156; punkt widzenia pedagogiki prezentuje np.
Aschersleben, 1989, 23)

Ten mniej lub bardziej logiczny uklad pytan nauczyciela to jedynie jedna
z charakterystyk, mimo ze jest ona decydujacym czynnikiem ksztaltujacym,
czy nawet narzucajacym, konkretne schematy interaktywnego uczenia. We-
dlug powszechnej opinii, wlasnie nauczyciel jest osoba, ktéra precyzyjnie re-
guluje i decyduje o tym, co i kiedy si¢ wydarzy. Jednak niezaleznie od tego,
jak dokladnie lekcja odzwierciedla przyczynowa strukture rozwazanego pro-
blemu matematycznego, nauczyciel musi bra¢ pod uwage wplyw wielu innych
czynnikéw.

Modyfikacje pytan nauczyciela czesciowo pokazuja, Ze nauczanie nie moze
by¢ prowadzone krok po kroku na jednym raz na zawsze ustalonym poziomie.

Wsréd pytaii gléwnych mozna wyréznié cztery ich typy. Typ pierwszy (py-
tania 11 2) to pytania dotyczace pudelek, ktére maja by¢ konkretnie skonstru-
owane. Mozna je okresli¢ jako ,pytania empiryczne”. Pytania drugiego typu
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(314) maja na celu ukazanie problemu w bardziej teoretycznej perspektywie.
Sa tu pytania empiryczne uogdlniajace, sformulowane bez odwolywania sie
do symboli czy pojeé matematycznych. Pytania trzeciego typu (5 i 6) lacza
_ konkretny kontekst z pojeciami matematycznymi i zawieraja symbole. Typ
ten mozna nazwal empiryczno-matematycznym. Pytania ostatniego, czwar-
tego typu (7 i 8) wyrazaja problem jezykiem czysto matematycznym i nie od-
woluja sie do kontekstu konkretnych pudelek. Ten rodzaj pytain mozna okresli¢
mianem techniczno-matematycznego.

Charakterystyka tych czterech réznych typéw pytan pokazuje, Ze status po-
znawczy pytah technicznych ulega istotnym zmianom, wbrew niezmiennemu
celowi. Znacza one proces przechodzenia od empirycznego postawienia pro-
blemu do matematycznego i technicznego obliczenia rozwiazania.

3.2 Strukturyzacja instrukcjami nauczyciela

Obserwowanemu tu rodzajowi ,metodycznego abstrahowania” towarzyszy, je-
dnocze$nie ugruntowujac je, nasilajace sie uzycie technicznych pojeé¢ mate-
matycznych. Efekt ten widoczny jest nie tylko w pytaniach nauczyciela, ale
takze w wypowiedziach uczniéw. Przyjrzawszy si¢ mu dokladnie mozna stwier-
dzié, ze nie jest to jedynie propozycja dodatkowego opisu odzwierciedlajacego
matematyczny punkt widzenia, ale raczej nieustanne stopniowe zastepowanie
konkretnych elementéw w pierwotnym sformulowaniu problemu — terminami
matematycznymi. Dopiero na koficu, gdy wyznaczona jest juz wartos¢ z, po
raz pierwszy powraca si¢ do konkretnych pudelek.

Fakt, ze w trakcie tej lekcji rzeczywiscie zachodzi tego rodzaju zastepo-
wanie przedmiotu rozwazan, mozna przeSledzi¢ w poleceniach wydawanych
uczniom przez nauczyciela. W ramach zadan, ktérych dotycza, mozna je in-
terpretowaé jako rodzaj ,,ukrytych opiséw definicyjnych” tego, co jest tu praw-
dziwym celem nauczania i uczenia sie.

Oto prébka polecet nauczyciela:

1) ,,Jako przyklad wprowadzajacy rozwiazemy takie zadanie: Z kartki kar-
tonu o.wymiarach 20 na 25 cm mozna zbudowaé otwarte od géry pudetko.
Czy macie jaki§ pomysl, jak to zrobi¢?” (1)

1.1) ,,Zrébcie tak: przede wszystkim zbudujcie takie pudelka. W tym celu
musicie uzyé swoich zdolnoéci manualnych, bo dostaniecie tylko zwykta
kartke papieru. Kazda dwdjka niech weZmie kartke papieru i sklejajac
rogi zbudujcie pudelka, a potem poréwnajcie je z pudetkami sasiadow.
Nastepnie policzcie objetosci waszych pudelek i zanotujcie je w tabelach
warto$ci, ktére otrzymacie pézniej. I pracujcie parami.” (6)
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2) ,Narysujcie wykres naszej funkcji.” (78)
2.1) ,,Kto podejdzie do tablicy i skoficzy wykres? ...mozZna cig prosié¢?” (98)

3) ,,...Co powinnam teraz zrobié?” (133) ,,Najpierw musimy obliczyé wspdl-
czynnik katowy stycznej w kazdym punkcie, to znaczy znalezé pocho-
dna.” (134) ,No wigc zrébcie to.” (135)

Powyzsze polecenia réwnolegle z pytaniami nauczyciela ksztaltuja strukture
procesu nauczania. Jest to jakby drugi system logiczny. ,,Polecenia” i ,,pytania
nauczyciela” uzupelniaja si¢ nawzajem. Obiekt matematyczny jest przedsta-
wiony przez nauczyciela przy pomocy polecen poczatkowo w sposéb jeszcze
nieprecyzyjny i wyraZnie zalezny od kontekstu. PéZniej, w miarg¢ potrzeby,
ten obiekt moze by¢ zastapiony innym (w szczegdlnosci ,konstruowanie pude-
Ika” zastepuje si¢ ,rysowaniem wykresu funkcji”). Jednocze$nie wprowadza si¢
milczaco akceptowane matematyczne ramy (angielskie frame) rozwazai nad
obiektem. (Taka sytuacje¢ Krummheuer okresla jako framing; Krummbheuer,
1982). Z kolei pytania (zmodyfikowane) stuza jako pomoc w rozszyfrowaniu i
wyja$nieniu problemu matematycznego. Wydawane uczniom polecenia, mozli-
woéé odwolania si¢ do bezposredniego doswiadczenia, ewoluujace w interak-
¢ji z uczniami pytania nauczyciela coraz mocniej podkreslaja ,matematyczne
treéci” zawarte w obiekcie. Na tej lekcji, podobnie jak na innych lekcjach tej
nauczycielki, mozna bylo zaobserwowac wspdlne u nauczyciela i uczniéw ocze-
kiwanie, rodzaj cichego porozumienia, dotyczace prawdziwego celu lekcji, do-
celowego problemu i wlasciwej aktywnosci, ktéra mialo by¢ uzycie technicz-
nych termindéw i procedur rachunkowych. Wobec tego, na przyklad, problem
»konstruowania pudetek” nie byl traktowany powaznie (6), a nie pozbawione
niedokladnosci ,,rysowanie wykresu funkcji” nie spelnialo wymogéw matema-
tycznej precyzji (88). Z drugiej strony, nauczyciel nie potrzebuje szczegétowo
motywowaé ,szukania pochodnej funkcji” tuz przed przejSciem do obliczen;
wszyscy bez oporu akceptuja i rozumieja ten rodzaj problemu matematycz-
nego.

3.3 Strukturyzacja epistemologiczna

Przechodzenie od empirycznego postawienia problemu do jego formalnego,
matematycznego rozwiazania mozna opisaé jakoSciowo za pomoca diagramu
(patrz Zatacznik 2). Diagram ten ilustruje trzy poziomy wyréznione polece-
niami nauczyciela:

— poziom empiryczny: konstruowanie konkretnych pudetek z danych prosto-
katnych kartek papieru,
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— poziom geometryczny: szkicowanie przyblizonego wykresu funkcji (dla po-
jedynczych punktéw) w celu uzyskania pelnego wykresu,

— poziom rachunkowy: rézniczkowanie funkcji i znalezienie jej maksimum.

. Zwiazane z kontekstem wypowiedzi (nauczyciela i uczniéw) przedstawione s3
jako czarne paski i odpowiadaja poszczegllnym poziomom i fazowej struk-
turze lekcji, organizowanej pytaniami nauczyciela. (Diagram ten, ukazujacy
jakosSciowy rozwdj wiedzy w nauczaniu matematyki na codzien, jest zmody-
fikowana wersja empirycznej procedury analizowania interakcyjnego negocjo-
wania znaczeii W nauczaniu matematyki; patrz (Bromme i Steinbring, 1990).
Przegladajac ten graficzny obraz poszczegdlnych faz lekcji mozna zauwazyd,
ze podczas gdy w trakcie fazy I klasowa interakcja zatrzymuje si¢ na poziomie
empirycznym, w fazie III koncentruje si¢ ona wylacznie na poziomie rachunko-
wym. W fazie II (wraz z jej wieloma etapami) widaé przechodzenie na zmiane
z poziomu empirycznego na rachunkowy i z powrotem. W etapie I1.1 dyskusje
utrzymuja sie gléwnie na poziomie empirycznym z kilkakrotnym przesunig¢ciem
na poziom rachunkowy. Jedynym wyjatkiem jest faza posrednia I1.1.4, w czasie
ktérej dwéjka ,niecierpliwych” uczniéw prezentuje algebraiczny wzér na obli-
czanie objetosci. Ich wzér zawiera juz niczalezng zmienng z. Pod koniec tej fazy
posredniej nauczyciel podkresla znaczenie tej zmiennej na poziomie rachunko-
wym i inicjuje dyskusje nad zakresem jej zmiennosci. W etapie I1.2 ,pudelko”
jako przedmiot rozwaza zostaje zastagpione — jak wspomniano wyzej — ,gra-
ficznym przedstawieniem funkcji”. Etap ten otwieraja takie slowa—klucze jak
srosnaca”, ,malejaca”, ,punkty zwrotne” itp. Tu réwniei jeden z uczniéw
wyraza swoje niezadowolenie. Etap I1.3 odbywa si¢ prawie wylacznie na po-
ziomie rachunkowym. Znaczy to w szczegdlnosci, Zze nie ma zadnej dyskusji
o zwigzku miedzy ,réwnaniem okre§lajacym objetos$é” i ,réwnaniem funkcji
zmiennej niezaleznej z”, a ,,optymalna” wersja pytania wymusza na uczniach
»poprawng” strategie rozwigzywania problemu. To podejscie do rozwiazania
jest uzasadniane na poziomie geometrycznych interpretacji (I1.3.4). W ostat-
nim etapie fazy gléwnej II interakcja redukuje si¢ do poziomu rachunkowego.

Przestudiowanie zobrazowanej tym diagramem struktury lekcji moze spro-
wokowaé do zakwestionowania twierdzenia, Ze proces nauczania moze by¢ or-
ganizowany przez nauczyciela na podstawie apriorycznej struktury systemu
wiedzy matematycznej. Odbiera to deterministyczny charakter tezie, Ze mozna
stopniowo doprowadzié¢ do realizacji celu lekcji przez planowe zadawanie py-
tan. Prawda jest, ze w trakcie analizowanej lekcji nauczanie rozpoczyna si¢ na
poziomie empirycznym, a koficzy na poziomie $ci$le rachunkowym (z pominie-
ciem systematycznych odniesiei do kontekstu). Prawda jest réwniez, ze swo-
imi poleceniami nauczyciel w pewien sposéb ,wzbudza” aktywnos¢ na trzech
poziomach i coraz bardziej ukierunkowujacymi pytaniami posuwa naprzéd wi-
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doczny tu ,systematyczna matematyzacje” nauczanego obiektu. Niemniej jed-
nak zmiany aktywnos$ci uczestnikéw na trzech poziomach w trakcie fazy II nie
daja podstawy do twierdzenia, Ze istnieje tu jedna, widoczna od poczatku lek-
cji, Scisle zorganizowana deterministyczna struktura, czy to odzwierciedlajaca
zamierzenia nauczyciela, czy tez hierarchiczna strukture wiedzy. To, co obser-
wujemy, to wlasciwie klopotliwa luka poznawcza: jedyng rzecza, ktéra wydaje
si¢ tu jasna, jest to, ze wychodzac z poziomu empirycznego w jaki§ sposéb
osiaggnieto poziom rachunkowy. Patrzac z zewnatrz, z perspektywy makrosko-
powej, we wstepnym przedstawieniu przez nauczyciela problemu oraz w zwia-
zanej z kontekstem strukturze (pytania, polecenia, terminy techniczne, pro-
cedury rozwiazania) widzie¢ mozna ,przyczyny” prowadzace do pozadanych
skutkéw. Z drugiej jednak strony, analiza mikroskopowa, szczegdlnie lokalnych
faz posrednich, ujawnia drobne zaburzenia, ktére poddaja w watpliwoéé do-
mniemane istnienie $cile przyczynowej i logicznej struktury. Swiadcza o tym
uzaleznione od kontekstu modyfikacje pytai nauczyciela, ktére stuza badz to
podkresleniu badZ odsunieciu na bok pomysléw uczniéw. To wlasnie dzigki tej
technice nauczyciel mozZe przeprowadzié swéj plan osiagniecia globalnego celu
tej lekcji (w teorii komunikacji zjawisko to znane jest jako , funnel pattern” -
smetoda lejka” (Bauersfeld, 1978)). Specyficzna logika lekcji jest interakcyjnie
budowana i regulowana zgodnie z merytorycznym celem nauczania.

Dwa zauwazalne w toku tej lekcji nurty — na poziomie makro: precy-
zyjniejszy i liniowy wzorzec interakcji zgodny ze struktura matematyczna; na
poziomie mikro: sytuacyjnie uzaleznione wzajemne oddzialywania i zalamania
— mozna scharakteryzowaé przyjmujac za punkt odniesienia albo nauczyciela
albo uczniéw. Z perspektywy nauczyciela, ktéra tu przedstawiamy, a ktorej
podstawe stanowi system pytan i polecen oraz aparat terminéw technicznych
i procedur rachunkowych (znany tylko nauczycielowi), dominujaca role od-
grywa koncepcja uczenia jako ,,w pelni konsekwentnego systemu” (Andelfinger
i Jahnke, 1987). Dla nauczycielki przebieg fazy II nie obrazuje po prostu luki
w wiedzy matematycznej, gdyz podjela juz ona z gory decyzje co do rodzaju
umiejetnosci, jakie uczniowie maja nabyé. Niemniej jednak moze ona odniesé
wrazenie, Ze na zmienno$¢ interakcji wplywaja préby i bledy, co moze znaczyd¢,
ze tok nauczania nie zawsze przebiega zgodnie z planem. Jesli chodzi o uczniéw
— staja oni przed dodatkowymi trudno$ciami: nie maja jeszcze wiadomosci
niezbednych do rozwiazania problemu. Dlatego wlasnie w trakcie tej czesci
lekcji przechodza oni przez etap zalamania i reorganizacji swojej wiedzy.
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4 Jakirodzaj wiedzy matematycznej jest wypraco-
wywany i przekazywany w procesie nauczania?

- 4.1 Ukryte luki w rozumieniu uczniéw

Sprébujmy teraz zanalizowal rozwdj wiedzy w czasie tej lekcji z punktu wi-
dzenia uczniéw. W pewnym momencie, w trakcie trwania II fazy giéwnej,
pod powierzchnia struktury procesu nauczania u uczniéw mozna zauwazy¢
zalamanie rozumienia i przypadki blednego rozumienia. Nie mozna ich po
prostu zbagatelizowaé méwiac, ze i tak wszystko sie¢ wyjasni na koncu lekcji
po pojawieniu si¢ i zaakceptowaniu przez wszystkich rozwiazania na pozio-
mie techniczno-matematycznym. Te wylaniajace sie klopoty z rozumieniem to
objaw trudnosci, jakie uczniowie maja z przyswojeniem sobie nowych pojec.
Trudnoéci te maja Zrédlo w napigciu pomiedzy konkretnym kontekstem (bu-
dowanie pudelek, wykres funkcji, szczegdlny typ réwnania itp.) a jego pojecio-
wym uogdlnieniem. Dla nauczycielki te uczniowskie klopoty z rozumieniem
zdaja sie by¢ jedynie zaburzeniami wypracowanego przez nia ciaggu pytan i
poleceni, podczas gdy sa to rzeczywiste trudnosci, majace prawo pojawic si¢ u
uczniéow w trakcie ewolucji rozumienia.
Oto kilka mozliwych ,zalaman” rozumienia:

1) Jakiego rodzaju [funkcyjna] zaleino$é wiaze powierzchnie i objetosé pu-
detka? (34 i dalsze)

2) Jak maja si¢ pomiary do obliczefi przy okreslaniu objetosci pudetka? (84
i dalsze)

3) Czy mozna wyznaczy¢ wartos¢ z, dla ktérej objetosé jest najwigksza, w
oparciu o warunki symetrii? (77)

4) Jaki jest zwiazek pojecia ,rownanie z dwiema niewiadomymi” z pojeciem
funkcji? (105 i dalsze)

5) Jak mozna doj$¢ do pojecia ,uniwersalnej” réwnoleglej w oparciu o kon-
kretne, narysowane réwnolegle? (124 i dalsze)

Powyzsze przyklady probleméw z rozumieniem obrazuja trudnosci réwno-
wagi miedzy przypadkami szczegdlnymi i konkretnymi a ich uogdlnieniami,
miedzy kontekstualizacja i dekontekstualizacja wiedzy teoretycznej. Sa to pro-
blemy, przed ktérymi uczniowie musza stanaé ze wzgledu na swa ,niewiedzg” i
niemozno$é¢ zlikwidowania tego napiecia przez spojrzenie na sytuacje z szerszej
perspektywy wiedzy (Seeger, 1990).
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4.1.1 Pierwsza trudno$é w rozumieniu

Jak ksztaltuje sie sytuacja w klasie wobec wylaniajacych si¢ trudnosci w ro-
zumieniu? Do pierwszego problemu (34-35, 37, 39, 50) uczniowie podchodza
z poprawnym, wydawaloby sig, przekonaniem, Ze im wigksza jest powierzch-
nia uzytego papieru, tym wigksza bedzie objetos¢ pudelka. To wyobrazenie
jednak nalezy powiazac ze szczegdlnymi warunkami konstrukcji przez odciecie
kwadrat6éw na rogach (i zaniedbanie ich powierzchni) oraz zagigcie powstatych
prostokatunych §cian. Zatem wyjSciowe intuicje nie maja juz zastosowania: po-
czatkowo objetos¢ pudelka rosnie, gdy maleje ilos¢ papieru, a nastepnie ob-
jetos¢ zaczyna malec i zbliza si¢ do zera. Ten problem w rozumieniu zostaje
»rozwiazany” przez wskazanie na zbudowane juz pudelka (to znaczy przy po-
mocy empirycznych przykladéw i kontrprzykladéw), a nastepnie przez prze-
jécie do wzoru okreslajacego zwiazek miedzy uzyta powierzchnia (czy odcig-
tymi kwadratami) a objetoScia. Takie ,rozwigzanie” §wietnie pasuje do pre-
cyzyjnie ustalonego celu tego zadania. Nie rozwaza si¢ problemu dla niego
samego: brak prawdziwej i powaznej dyskusji nad uwarunkowaniami szczegoé-
lowymi, nad tym, czy rozwiazanie spelnia wymogi praktyczne, lub tez nad
mozliwymi modyfikacjami warunkéw konstrukcji w sytuacji praktycznej. Czy
rzeczywiscie prawda jest, ze przy konstrukcji pojemnikéw okoto 10% mate-
rialu marnuje si¢? Jakie naprawde sa w praktyce warunki konstrukcji? Wybor
takiej procedury konstrukcji wydaje sie¢ byé spowodowany wylacznie tym, ze
jest ona a posteriori uzasadniona z perspektywy matematyki, jaka si¢ dzigki
niej wyprowadza. Odnosi si¢ wrazenie, ze ta trudno$¢ w rozumieniu zostala
odsunieta na bok i na tej lekcji nie po§wiecono jej nalezytej uwagi.

4.1.2 Druga trudno$é w rozumieniu

Druga trudno$é w rozumieniu (84, 88, 89) pokazuje, ze konkretnej sytuacji
nie traktuje si¢ powaznie, ale patrzy sie na nia z perspektywy planowanej
strategii rozwiazania. Widzimy tu, Ze uczniowie tng i kleja papier, natomiast
ich pomiary krawedzi, potrzebne do wyliczenia objetosci, sa niedokladne. A
nauczycielka oczekuje na wyniki obliczefi. Znowu wiec warunki konkretnej sy-
tuacji sa w konflikcie z tym, co interesujace matematycznie. W konkretnej,
praktycznej sytuacji budowania pojemnikéw nie mozna bezposrednio wyko-
rzystaé uzyskanych wynikéw rachunku z dokladnoécig do wielu miejsc dziesi-
etnych. Pomiary beda znaczaco wplywaé na wynik, jesli, na przyklad, uzyje sie
bardzo twardego kartonu. Zachowania uczestnikéw lekcji ujawniaja tendencje
do traktowania tego zadania jako stuzebnego wzgledem czystej matematyki:
nad rozwiazaniem pracuje sie przy cichym zaloZeniu, Ze samo konstruowanie
pudelek jest po prostu jednym z etapéw dochodzenia do rozwiazania.
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4.1.3 Trzecia trudnoéé¢ w rozumieniu

Trzecia trudno$¢ w rozumieniu (73, 74, 76, 77) to wlasciwie punkt wyjscia
do innej strategii rozwigzywania problemu. W trakcie budowania i mierzenia
pudelek uczniowie spontanicznie wyrazaja przypuszczenia, ze, na przyklad:
[najwigksza objetos¢ dostaniemy, gdy dlugosé boku odcietych kwadratéw mie-
Sci¢ sie bgdzie] »miedzy 4 a 57, ;miedzy 3 a 4” czy ,miedzy 3 a 5”. Nastepnie,
prawdopodobnie w oparciu o ciche zalozenie symetrii, kto§ jako rozwiazanie
proponuje punkt srodkowy miedzy 0 i 10 (czyli 5). Te wypowiedzi mogly by¢
dobrym punktem wyjscia do przybliZonego rozwiazania problemu matema-
tycznego. Przy uzyciu kalkulatora mozliwe bylo szybkie uzyskanie uzytecz-
nego praktycznie wyniku metoda zawezania przedzialu. Jednak nauczycielka
nie akceptuje takiego kierunku rozwoju sytuacji. Chce rozwiazac ten problem
metodami rézniczkowania (czyli tak, jak to wczesniej zaplanowala). Podaze-
nie taka nieteoretyczna, bezposrednia i przybliZona droga moglo w rezultacie
sprawié¢, ze matematyczna teoria, nad ktéra miano pracowaé, okazalaby sie
zbedna. Pytaniem: ,,Co$ okolo 5?” (78) nauczycielka podkresla brak precyzji
(niedopuszczalnosé?) tej propozycji ucznia i prosi o narysowanie wykresu w
celu znalezienia ,,poprawnego” sposobu rozwiazania, mieszczacego sie w ra-
mach teorii matematycznej.

4.1.4 Czwarta trudno$§é w rozumieniu

Czwarta trudno$§é¢ w rozumieniu (105-107) ujawnia niewystarczajace zrozu-
mienie pojecia zmiennej zaleznej i niezaleznej na poziomie wzoru i réwna-
nia. Przypuszczenie jednego z uczniéw, Ze mamy do czynienia z réwnaniem
z dwiema niewiadomymi jest ,usuniete” przez przywolanie pojecia ,funkcji”.
W ten sposéb problem tego ucznia jest przysloniety abstrakcyjnym terminem
matematycznym bez nadania mu sensu zwiazanego z kontekstem problemu.

4.1.5 Piagta trudno$é w rozumieniu

Piata trudno$é w rozumieniu (124, 125) pojawia si¢ w kontekscie geometrycz-
nego przedstawienia funkcji (okreslonej jedynie na malym zbiorze skoficzonym)
oraz w trakcie proby narysowania réwnoleglych do osi OX stykajacych sie z wy-
kresem, co ma zilustrowa¢ ide¢ rozwiazania. Poniewaz graficzna reprezentacja
jest niepelna, bo okreélona jedynie dla kilku punktéw izolowanych, powstaje
pytanie, w jaki sposéb ta konkretna réwnolegla moze reprezentowaé rozwig-
zanie ogélne. Jednym z mozliwych sposobéw odniesienia si¢ do tej trudnosci
mogloby by¢ ,uzupelnienie” graficznego przedstawienia przez aproksymacje
graficzng (tak jak to jest mozliwe przy sporzadzaniu wykresu funkcji przy
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pomocy komputera) w celu znalezienia rozwigzania. Po raz kolejny, pewna
mozliwa droga dojscia do rozwiazania nie zostaje wykorzystana. Celem jest
zaplanowane wczeSniej rozwiazanie: jako definicj¢ dowolnej réwnoleglej mo-
Zna przyjal ,zerowanie si¢ wspdlczynnika kierunkowego”, wyliczonego jako
pochodna funkcji. Réwniez ta trudnosé jest wykorzystana przez nauczycielke
do kolejnego zwrotu w strone zamierzonego celu, bez wyeksponowania same;j
trudnosci i odniesienia si¢ do niej.

Napotkane przez uczniéw trudnosci w rozumieniu nie s3 oceniane tak, jak
na to zastuguja. Krok za krokiem odsuwane sa na bok przez rozwijanie i stop-
niowe wyja$nianie poprawnej technicznej procedury dochodzenia do rozwiaza-
nia. Kazda z nich podsuwala pewne sposoby rozwiazania problemu odpowied-
nimi metodami i Srodkami: na poziomie praktycznym metoda préb i pomiaréw,
na poziomie numerycznym przez rachunkowe przyblizenia, na poziomie graficz-
nym przez rysowanie przybliZonego wykresu. Zalamania rozumienia praktycz-
nie nie sg usuwane czy wyja$niane (co nie jest w pelni mozliwe do osiagniecia w
spos6b bezposredni). Zamiast tego — aktywnosé klasy i dzialania nauczyciela
nieprzerwanie przesuwaja si¢ w strone poziomu technicznego.

Nasza analiza ukazala wiele punktéw patrzenia na trudnosci w rozumieniu,
jakie uczniowie napotykaja w zwiazku z pojeciem funkcji. Zagadnienia te ba-
dane byly przez A.Sierpifiska. ,,Trudnoci uczniéw zwiazane z pojeciem funk-
cji sa czesto sygnalizowane i powszechnie znane. ...Uczniowie maja problemy
z zauwazeniem zwigzku miedzy réZnymi przedstawieniami funkcji: wzorami,
wykresami, diagramami, slownymi opisami zaleZnosci, a takze z interpreto-
waniem wykreséw, operowaniem symbolami zwiazanymi z funkcjami... itp.”
(Sierpifiska, 1992, 25). W naszym przykladzie Zrédlem trudnosci jest fakt,
ze nauczyciel jest nie§wiadomy niejawnych ograniczei ucznia w dziedzinie in-
terpretacji i uzasadniania. Wydaje sig, ze zakres doSwiadczenia uczniéw jest
bardzo waski (cho¢ zdaja sie one byé wystarczajace do rozwiazania danego pro-
blemu), podczas gdy nauczyciel caly czas zmierza ku ,ogdlnej” teorii, ktéra
ma na mys§li.

4.2 Konflikt miedzy tworzacymi si¢ wyobrazeniami uczniéw i
ustalong strukturg wiedzy nauczyciela

Jaka jest tego przyczyna? Jedna z przyczyn dominacji takich form przeka-
zywania wiedzy matematycznej jest fakt, Zze nauczyciele patrza na procesy
uczenia i uczenia si¢ z ustalonej juz perspektywy: uczenie ma na celu osiagni-
ecie pewnego celu. Nauczycielka zna juz podstawowy teorieg, ktéra uczniowie
maja dopiero poznaé, i przy pomocy wybranych pytan i poleceii ukierunko-
wuje uczniéw (nie zawsze §wiadomie) na ten poziom rozwazai. Dlatego wlasnie
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zalamania rozumienia, wypadki blednego rozumienia, watpliwosci co do zna-
czenia — ocenia gléwnie z punktu widzenia gotowej wiedzy i pozwala na to, by
powstalo wraZenie, ze problemy te sa zbedne lub ,nadprogramowe”, lub Ze zo-
. stana rozwiazane dzigki przejSciu na bardziej formalny matematyczny poziom.
Moina powiedzieé, ze w ten sposéb problem motywacji wiedzy (Jahnke, 1978)
zostaje w zasadzie usuniety z tego kontekstu interakcyjnego. Na przyklad mo-
zna przypuszczac, ze na poczatku lekcji, angazujac uczniéw w konstruowanie
pudelek i poréwnywanie ich objetosci, nauczyciel nie uwaza tego zadania za
wazne samo w sobie, ale rozumie je jako ,ukryte” wprowadzenie do tematu
funkcji, pochodnych, wartosci ekstremalnych itp. Takie tez wydaje si¢ by¢ po-
dejscie uczniéw. Fakt, Ze nie traktuja zadania powaznie, potwierdzaja $miechy
i rozbawienie towarzyszace prowadzonej przez nauczyciela i uczniéw dyskusji
o pudelkach.

W moim przekonaniu, do zerwania z taka struktura komunikacji w kla-
sie niezbedne jest, by uczniowie zdobyli wigksze doswiadczenie pracujac z
obiektami rzeczywistymi. Warto poswieci¢ wiecej czasu na powazniejsze za-
stanowienie sie nad praktyczna konstrukcja pudelek. Mozna réwniez postawic
pytanie, jakie praktyczne zastosowanie w konstrukcji pudelek moze mieé ma-
tematyczna teoria ekstreméw (jako prosta metoda optymalizacji). Nad jakimi
praktycznymi ograniczeniami (jak, na przyklad, grubos¢ kartonu) nalezy si¢
powaznie zastanowic przy tworzeniu modelu matematycznego? Pozwoliloby to
podkresli¢ wzgledna niezaleznos$¢ rzeczywistosci i matematyki oraz wyjasnié,
jakie s3 mozliwosci i ograniczenia modeli matematycznych.

W trakcie omawianej lekcji rzeczywiste przedmioty rozwazai sa za kazdym
razem zbyt szybko odsuwane od uczniéw, ,wydefiniowane”, nie sa traktowane
powaznie. W ten sposéb sugeruje si¢ uczniom, Ze nie s3 one prawdziwym
przedmiotem analizy, totez kieruja si¢ oni w strong¢ matematycznych proce-
dur i metod rachunkowych. PéZniej jedynie te ostatnie uczniowie akceptuja
jako obiekty nauczania i uczenia si¢ w zakresie matematyki.

Nauczyciel traktuje pudetko oraz pierwsza graficzna reprezentacje funk-
¢ji (na temadt roli ,obiektéw” rozwazan prowadzonych w klasie pisza Seefer
i Steinbring, 1992) przede wszystkim jako metodologiczny $rodek do spraw-
nego osiagniecia celu lekcji, jakim jest matematyczne, analityczne podejscie
do rozwiazania i przeliczenia problemu optymalnej objetosci. Ani pudelka ani
rysowanie wykresu nie reprezentuja wartoSciowego czy znaczacego problemu
wartego zrozumienia na tej lekcji. Odnosi si¢ wrazenie, Zze gléwna intencja
dzialan nauczyciela nie jest rozwijanie i pomoc w poprawieniu indywidual-
nego rozumienia u uczniéw, ale raczej wplywanie na nich, aby przyjeli sposéb
rozumienia nauczyciela (Hiebert i Carpenter, 1992).
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4.3 Przebieg lekcji matematyki jako zlozonego, samoorganizu-
Jacego sie systemu

Wtasciwy proces uczenia odbywajacy sie na tej lekcji mozna a priori okreslié
jako ,zloZony system”, w ramach ktérego funkcjonuja réznorodne, czesciowo
przeciwne, mechanizmy regulacji. Obok treSci matematycznych o logicznej,
zdawaloby sie, strukturze daje si¢ zauwazy¢ wplyw ,pytai nauczyciela” i ,,po-
leceii nauczyciela”. Tendencji do precyzyjnej, liniowej organizacji nauczania
wyraZnie przeciwstawiaja si¢ pojawiajace si¢ u uczniéw trudno$ci w rozumie-
niu. Jak mozna scharakteryzowaé strukturalny typ takiego systemu? Czy jest
to przede wszystkim calkowicie konsekwentny system, w ktérym proces na-
uczania zorganizowany jest w zgodzie z logika struktury rozwazanych tresci?
Czy tez jest to system samoorganizujacy si¢, ewoluujacy w interakcji i na-
pedzany wspdlng u uczniéw i nauczyciela checig zrozumienia treci matema-
tycznych? Wydaje sig, ze obydwa te przeciwstawne nurty wystepuja w roz-
wazanej lekcji. Z perspektywy nauczycielki, jej zamierzen i uksztaltowanej
wiedzy dotyczacej rozwazanego problemu dominuje struktura przyczynowa
(poréwnaj krytyczny tekst Wittmanna, 1988). Z punktu widzenia uczniéw
struktura ta przedstawia si¢ inaczej i mniej jednoznacznie. Szczegélnie w fazie
II, w trakcie przechodzenia z poziomu empirycznego na poziom obliczen for-
malnych, pojawiajace sig powazne problemy w rozumieniu lokalnie zaburzaja
liniowo uporzadkowany proces uczenia. Uczniom lekcja mogla cze¢sto wyda-
waé si¢ chaotyczna i niesystematyczna. Klopoty z rozumieniem oraz metody
ich ,rozwiagzywania” przez ,metodyczne abstrahowanie i matematyzowanie”
§wiadcza o poszukiwaniu ,wlasciwego”, usankcjonowanego przez nauczyciela
poziomu rozwazaii. Uczniowie nie s3 zupelnie pewni, czy rzeczywiscie maja
angazowal si¢ w prace na empirycznym, konstrukcyjnym, nie w pelni precy-
zyjnym geometrycznym poziomie. Dla uczniéw te klopoty w rozumieniu s3
takze testem, dzigki ktéremu w kontaktach ze swoim nauczycielem dowiaduja
sie, czy i jaka w takiego rodzaju sytuacjach maja przejawi¢ matematycznie
akceptowalng aktywno$é. Dlatego uczniowie nie upieraja sie przy swoich py-
taniach i chetnie przyjmuja ,rozwiazania” nauczyciela; wiedza bowiem, Ze do-
prowadza one do znalezienia poprawnej metody rozwigzania. W ciagu wielu
lekcji matematyki uczniowie nieSwiadomie przyswoili sobie schemat uczenia
matematyki i wiedza, kiedy osiagniety zostaje ,,wlasciwy” poziom aktywnosci.
Przyklad ten pokazuje, Ze dla uczniéw rola lekeji matematyki polega nie tylko
na ukazaniu zwiazku z nabytymi wcze$niej wiadomos$ciami. Uczniowie zaczy-
naja rozumieé, jakiego rodzaju uzasadnienia i terminologia beda ,oficjalnie”
uznane i zaakceptowane. Czasami staje si¢ to wazniejsze niz zrozumienie tresci
matematycznych (Maier, 1988).
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Generalnie, kazda jednostke lekcyjna mozna scharakteryzowaé jako inte-
rakcyjny, samoorganizujacy si¢ system (Seeger, 1990). Réznorodne wpltywy,
na jakie system ten jest podatny, moga w pewnych sytuacjach doprowadzié
. do zredukowania tego systemu do postaci liniowego ciagu przyczynowego. Do-
minacja logicznej i hierarchicznej struktury rozwazanych tresci oraz precyzyj-
nie zorganizowanej (pytaniami i poleceniami) metody nauczania szczegélnie
mocno wplywa na uformowanie si¢ takiego ,Jogicznego” ciaggu. Jedli w takim
przypadku réwniez uczniowie, nauczeni szkolnymi do$wiadczeniami, szybko
porzuca swoje trudnoSci w rozumieniu i po prostu przejma, tak jak sie tego
od nich oczekuje, ,,metodologiczne sposoby abstrahowania”, symetryczny, me-
chaniczny uklad stanie si¢ jeszcze sztywniejszy. W czasie negocjacji znacze-
nia pojeé, probleméw i rozwigzan matematycznych, w ktérym nieuniknienie
uczniowie i nauczyciel zajmuja rézne pozycje — ujawniajace si¢ trudnosci w
rozumieniu pomoglyby nadaé procesowi nauczania charakter bardziej interak-
tywny i samoorganizujacy si¢ oraz oslabilyby tendencje do redukowania go do
sekwencji liniowej.

Ten ,normalny stan” w nauczaniu matematyki stwarza przeszkody w roz-
wijaniu szerokiego rozumienia matematycznych sposobéw rozumowania i pra-
cy. Mam nadzieje, ze w powyzszej analizie zostalo jasno pokazane, Ze nie jest
mozliwe, by uczniowie (pozornie) skutecznie opanowywali poszczegdlne wiado-
moéci i procedury rachunkowe krok po kroku. Wraz z redukowaniem przez na-
uczyciela procesu nauczania do liniowego ciggu — zmienia si¢ status poznaw-
czy wiedzy matematycznej. W miare¢ sprowadzania jej do formalnego jezyka,
technik liczenia i przeksztalcania — wiedza matematyczna w zasadzie traci
swe kontekstualne bogactwo. Wyglada na to, Ze miejsce powaznej ewolucji
nowych pojec i elementéw wiedzy matematycznej u jeszcze nie uksztaltowa-
nych pod tym wzgledem uczniéw — zajmuje mechaniczne adaptowanie
nowych slownych metod opisu do starych ram jezykowych.

Podziekowania

Wyrazam podzigkowania H.N. Jahnke za bardzo pomocne dyskusje i uwagi do-
tyczace pierwszej wersji tego artykulu. Dziekuje réwniez Annie Sierpifiskiej za
opracowanie angielskiej wersji tekstu, ktorego przetlumaczenie nie bylo proste.

Z angielskiego ttumaczyta: Ewa Dudek



PROBLEMY ROZWIJANIA WIEDZY MATEMATYCZNEJ UCZNIOW 125

Literatura

Andelfinger B, Jahnke H. N.: 1987, Vortwort w Althoff H.
et al., Lehrerhandeln im mathematischen Schulalltag, Occasional Paper 91,
Bielefeld, 1-6.

Aschersleben K.:1989, Frontalunterricht - Vorurteil oder Fachbegriff?,
w Zeitschrift Pddagogik 41, Heft 1, 20-23.

Bauersfeld H.: 1978, Kommunikationsmuster im Mathematikunterricht:
Eine Analyse am Beispiel der Handlungsverengung durch Antworterwartung,
w Bauersfeld H. (Red.): Fallstudien und Analysen zum Mathematikunterricht,
Hannover, 158-170.

Bromme R.,, Steinbring H.: 1990, Die epistemologische Struktur
Mathematischen Wissens im Unterrichtsprozess. Eine empirische Analyse von
vier Unterrichtsstunden in der Sekundarstufe I, w Bromme R., Seeger F., Ste-
inbring H., Aufgaben als Anforderungen an Lehrer und Schiler: Empirische
Untersuchungen. Kln: Aulis, 151-229.

Glatfeld M.: 1982, Lernsequenzen zum Thema , Extremwerte: Probleme
und Lésungsmethoden” w DerMatematikunterricht 5, 86-112.

Hiebert J, Carpenter T.P.: 1992, Learning and teaching wit
h understanding. w D.Grouws (Red.), Handbook of research in teaching and
learning mathematics, New York: Macmillan, 65-97.

Jahnke H. N.. 1978, Zum Verhiltnis von Wissensentwicklung und
Begriindung in der Mathematik: Beweisen als didaktisches Problem, Mate-
rialien und Studien, Bd. 10, IDM Bielefeld.

Kieren T.,, Pirie S.E. B.: 1992, The answer determines the question.
Interventions and the growth of mathematical understanding, Proceedings of
Psychology of Mathematics Education, XVI, Durham, NH, 1-8.
Krummenheuer G. 1982, Rahmenanalyse zum Unterricht einer
achten Klasse ber ,termumformungen”, w Bauersfeld H. et al.: Analysen zum
Unterrichtshandlen, Kin: Aulis, 41-103,

Maier H.: 1988, ,Verstehen” im Mathematikunterricht: Explikationver-
such zu einem vielverwendeten Begriff, w Bender P. (Red.): Mathematikdidak-
tik: Theorie und Prazis, Festschrift fiir Heinrich Winter, Berlin: Cornelsen,
131-142.

Nickson M.:1992, The culture of the mathematics classroom: An unknown
quantity? w D.Grouws (Red.), Handbook of research in teaching and learning
mathematics, New York: Macmillan, 101-114.

Seeger F.,, Steinbring H.: 1992, The Myths of Mathematics, w
F. Seeger, H. Steinbring (Red.) The Dialogue between Theory and Practice in
Mathematics Education: Overcoming the Broadcast Methaphor, Proceedings



126 HEINTZ STEINBRING

of the Fourth Conference on Systematic Cooperation between Theory and
Practice in Mathematics Education (SCTP), Brakel, Niemcy, 16-21 wrzesiefi
1990, Materialien und Studien des IDM, Heft 38, Bielefeld, 69-89.
Sierpinska, A.:1992, On Understanding the Notion of Function, w G.
Harel, E. Dubinsky (Red.), The concept of function: aspects of epistemology
and pedagogy, Mathematical Association of America, 25-58.
Steinbring, H.: 1988, ,Eigenlicht ist das nichts Neues fiir Euch”: Oder:
Lasst sich mathematisches Wissen immer auf bekannte Fakten zuriickfiihren?,
w Der Matematikunterricht, Heft 2, 30-43.

Voigt J.: 1984, Interaktionmuster und Routinen im Mathematikunter-
richt: Theoretische Grundlagen und mikroethnogtaphische Falluntersuchungen,
Wienheim, Beltz.

Wallrabenstein H.: 1978, Die Musterlektion: Darstellung einer
Lehr-Lern Situation und Kommentar, w Bauersfeld H. (Red.): Fallstudien und
Analysen zum Mathematikunterricht, Hannover, 149-157.

Wittmann E. Ch. 1988, Das Prinzip des aktiven Lernens und das
Prinzip der kleinen und kleinstern Schritte in systemischer Sicht, w Beitrdge
zum Mathematikunterricht, Bad Salzdetfurth: Franzbecker, 339-342.



PROBLEMY ROZWIJANIA WIEDZY MATEMATYCZNEJ UCZNIOW 127

Zalacznik 1

Nagrany na taSme magnetofonowa zapis pierwszej lekcji z 15. paZdziernika
(wersja skrécona) (W ponizszym tekscie ,U” oznacza ,Ucznia”, a ,N” ,Na-

uczyciela”)
ye--przed nami temat dotyczacy ekstremdw”

I. Problem wyjsciowy: Konstrukcja pudelek (1-25)
I.1 Prezentacja problemu i dyskusja nad wskazéwkami dotyczacymi kon-

strukcji pudelek (1- 1)

1

W

(%3]

[y
S © 0~

12

N:

Przed nami temat dotyczacy ekstreméw. Jako przykiad wpro-
wadzajacy rozwigzemy takie zadanie: Z kartki kartonu o wymia-
rach 20 na 25 cm mozna zbudowaé otwarte od géry pudetko. Czy
macie jaki§ pomysl, jak to zrobié?

Pudetko?

Tak, 20 na 25 cm.

No tak, mozna by pociaé te kartke na kwadraciki... 5 na 5... ale
moze to nic nie da? Albo raczej, powiedzmy 4 na 5

Tak, najpierw bym wzial 25 jako dlugosé, a potem jakies 5
jako spéd... albo odcigtbym kawalek z kazdego rogu i skleitbym
wszystko razem.

Odcinamy na rogach male kwadraciki (tablica) i zaginamy boki.
Teraz pytanie: kiedy pudetko ma najwieksza objetosé? Zrébcie
tak: przede wszystkim zbudujcie takie pudelka (usmiechy). W
tym celu musicie uzyé swoich zdolnosci manualnych, bo dosta-
niecie tylko zwykla kartke papieru. Kazda dwéjka niech weZmie
kartke papieru i sklejajac rogi zbudujcie pudelka, a potem po-
réownajcie je z pudetkami sasiadéw. Nastepnie policzcie objetosci
waszych pudelek i zanotujcie je w tabelach wartosci, ktére otrzy-

.macie péZniej. I pracujcie parami.

To mamy tu zrobié cztery kwadraty?

Tak, zrébcie z waszych kartek pudelka. Wszystko jasne?

Nie.

Wszyscy macie kartki tych samych wymiaréw, ale kazdy ma od-
cia¢ inne kwadraty. Jak z tego zrobi¢ pudetko?

No, jak odetniemy rogi, to dostajemy wlasciwie taki krzyz, i
teraz mozna, o tak, odcia¢ duze rogi i zagiaé do géry ramiona
tego krzyza.

Tak jest. Jest to najprostsze rozwiazanie, a jednoczeénie opty-
malnie wykorzystujemy papier.
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1.2 Konstrukcja pudelek, mierzenie i obliczanie objetosci, notowanie warto-
§ci w tabeli (13-25)

13

14

15

16

17

18

19

20
21
22
23

24
25

Ul:

S zz

Z

Ul1l:
U12:

U5:
N:

U8:
Ul:

No tak, jasne.

[Uczniowie konstruuja pudelka]

[Smiech, nauczycielka przechodzi od lawki do tawki]

U13 juz prawie skonczyl. Pudetko wyglada calkiem nieZle.
Twoje pudelko jest najtrudniejsze do zrobienia, bo masz do
odciecia bardzo male kawalki.

(sarkastycznie) Swietnie.

[Pomruki]

- Pierwszy egzemplarz jest juz gotowy.

[Glosy]

Jak skoiiczycie pudelka, poréwnajcie je z pudelkami sasiadow.
Ktére pudetko ma najwigksza objetos¢? Poszukajcie najwiek-
szego pudelka.

[Uczniowie kleja, licza, rozmawiaja.}

Gdy skonczycie obliczaé¢ objetosci, zapiszcie je w tabeli. A jak
komus$ zostanie troche czasu, to moze si¢ zastanowié, jak obli-
czy¢ objetos¢ w ogélnym wypadku.

Jak to obliczyé?

Dlugo$é razy szeroko$¢ razy wysokosé.

Tak, dobre pytanie.

Kto juz obliczyt objetosc¢? U9?

[Glosy. Uczniowie wpisuja wartoéci w tabeli.]

Patrz, pomylile$ si¢ w rachunkach, U1! To nie ma sensu!

Nie pomylilem si¢ i to wcale nie jest bez sensu. Prosze bardzo,
samn sobie zmierz.

II. Rozwiniecie i rozpracowanie pytania "ktére pudeltko jest najwieksze?”
lub ”jakie najwieksze pudelko moge zrobié z tej kartki papieru?” (26-132)

26

27
28
29
30

31

N:

U:
Ul:
N:

Ul17:

U5:

Wszystko juz jest oprdécz pierwszego wyniku. Popatrzcie tu.

- Jak si¢ wamn wydaje, ktére pudelko jest najwieksze?

Moze pierwsze.

W jakim sensie najwieksze? Na wysokos§c?

A czego szukamy?

Szukamy pudelka o najwiekszej objetosci. LiczyliSmy przeciez
objetosci.

Ach tak. W takim razie to musi by¢ czwarte.
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Przejscie od empirycznego do teoretycznego sformulowania pytania/proble-

mu (32, 33)

32 U7: Wydaje si¢ najmniejsze.

33 N:  Czy jestescie pewni, ze czwarte pudelko jest na pewno najwigk-
sze, jakie mozna zbudowac z tej kartki papieru?

II.1 W jaki sposéb odcigte kwadraty decyduja o objetosci pudelka? Spoj-

rzenie na bok kwadratéw jako zmienna niezalezna z (34-70)

34 U6: Nie jestem pewien., Kto§ moze uwazaé inaczej. Tylko w naszym
przypadku to jest najwigksze. Ale gdyby teraz..., zawsze trzeba
cos obciaé. Im weisze kawalki odetniemy, tym wigksze bedzie
pudelko.

35 Ul: Tak, to troche dziwnie brzmi, bo na przyklad w pierwszym
pudelku odcieliémy tylko 1 ¢cm po bokach, a 4 cm przy tym.

36 N: Mdglbys powtérzyé, Ul? Nie zrozumialam, co powiedziales.

I.1.1 (36-39)

37 Ul: Poréwnanie. W kazdym razie, odcieto 16 centymetréow kwadra-
towych z kazdego rogu. A w pierwszym tylko po 1 centymetrze
kwadratowym w kazdym rogu. Jakos to si¢ nie zgadza.

38 N: Co sie nie zgadza?

39 Ul: Poréwnanie. Mysle, ze jednak to ma najwieksza objetosc.

11.1.2 (40-46)

40 N: Od czego zalezy objetos¢? Zastanéwmy si¢ moze nad tym

chwile.

41 U2: Objetosé zalezy od wysokosci krawedzi. A jeden centymetr, to

nie tak duzo.
42 'N: A gdziez jest takie pudelko z odcigtym 1 cin? Pokaz je nam.

[Smiech]
43 U7: To nie jest pudelko!
44 N: | Jak sie zachowuje objetosé, po tym co tu wyprébowaliémy?

Gdy odetniemy kwadrat o boku 1 cm, a potem jak odetniemy

kwadrat o boku 2 cm?
45 Ull: Jest Scisle rosnaca, a potem $cisle malejaca.

46 N: Wartosci caly czas rosng az do 4, a potem znowu maleja.
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11.1.3 (47-53)

47 N: Co wyznacza objeto$¢ w sposéb jednoznaczny, jesli weZmiemy
pod uwage to, jak konstruowaliSmy pudetka?

48 U9: Czy ja wiem, moze papier?

49 N: U wszystkich papier mial te same wymiary.

50 U9: Tak, ale kawalek odcieliSmy, to znaczy duze kawalki. Wigc im
mniej papieru ‘edpadnie, tym wigksza powinna by¢ objetosé.

51 U5: Ale w takim razie najwi¢ksza objetos¢ powinna wyj$¢ po od-
cigciu 1 lub 2 cm, bo tu odpadlo najmniej papieru.

52 U9: No, tak.

53 N: Ale to przeczy naszemu do$wiadczeniu, U10!

I1.1.4 (54-59)

54 U10: Ja wladnie przeliczylem to sobie na kalkulatorze. To bedzie

(20 — 2z)(25 — 2z)=.

55 N: Co to jest?

56 U: Pewnie sam nie wie.

57 N: Kto moze wyjasnié, co zrobil U107

58 U: Ogdlnie! Tak, dokladnie, ogélny wzér na objetosc.

59 Ull: Objetoéé to jest a razy b razy c. W naszym pudelku wysokosé

to jest z, z kazdego boku odcinamy 2z, wiec zostaje dlugosé
25 — 2x 1 szeroko$¢ 20 — 2z.
I1.1.5 (60-62)
60 N: No wiec, od czego zalezy objeto$c? Teraz to juz jest oczywiste.
61 U3: Tak, objetosé zalezy od odcietych dlugosci.
62 N: Tak, co oznacza, Ze mozemy wyrazi¢ objeto$é w zaleznosci od
z.

I1.1.6 (62-70)
Zastanéwmy si¢ chwilg. Jakie wartosci moze przyjmowac x?
63 Ul2: Oczywiscie mniejsze niz 20, bo zabrakloby nam papieru.
[Smiech]
Nie! Zaraz! 10! 10!
64 N: Co bedzie dla z = 10, U3?
65 U3: W porzadku.
66 UT: Hej! Wtedy mamy podwdjng Sciane.
[Nauczycielka demonstruje te sytuacje]
I nie mozna juz méwié o objetosci.
67 N: Wiec mamy ograniczenie. U4!
68 U4: I wigksze niz 0. Bo wtedy nie ma krawedzi. I nie ma pudelka.
69 N: A co wtedy mamy?
70 U4: Powierzchnig.
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I1.2 Rysowanie wykresu funkcji objetosci i dochodzenie do szkicu zachowa-
nia tej funkcji (71-101)

71 N:
72 U:
73 UU:

No wiec, jeszcze raz nasze pytanie: wiemy, Ze wéréd zrobionych
przez nas pudelek to z £ = 4 ma mniej wigcej najwigksza ob-
jetosé. Czy wiemy na pewno, ze jest to naprawde najwigksze
pudelko, jakie mozna zrobi¢ z tej kartki?

Nie!

Miedzy 4 i 5! Miedzy 3 i 4!

11.2.2 (78)

78 N: Cos$ okolo 57 Dobrze. U6 wlasnie powiedzial, ze dostaniemy

krzywa. Narysujmy ja wiec. Moze to pomoze nam stwierdzié,
czy najwieksza objetos¢ wypada gdzie$ kolo 5. Narysujcie wy-
kres naszej funkcji.

Intermezzo (79-83)

79 U2:
80 N
81 NO:
82 U:
83 U:
84 N:
85 U13:
86 N:
87 » U7:
88 Ul13:
90 U13:
91 N:
92 U13:
93 N:
94 N:
95 US8:

96 Ull:

Czy te funkcje sie kiedykolwiek skoncza?

W klasie 12.22.W porzadku?

(nauczyciel obserwujacy) W klasie 12.2 powtérzymy wszystko
od poczatku.

Wiec przy odrobinie szczgicia nie bede juz mial matematyki.
Do tego czasu matematyka mnie wykonczy.

[Rysuje na tablicy] W zeszytach mozecie narysowaé to troche
doktadniej. Jedna warto$¢ tu jest niedokladna; nie 755 centy-
metrdéw szeéciennych ale 750.

Zobaczymy!

Dlaczego, U137

Bo on si¢ zawsze tak odgraza!

Jeszcze nie skonczylismy liczy¢. Na razie tylko zmierzyliSmy.
Krawedzie zmierzyliSmy chyba dokladnie.

Tak, zgadza sie.

. A potem pracowicie liczyliicie.

Dokladnie.

Biorac jednostke 1 cm mozecie w zeszytach narysowaé po-
rzadny wykres.

[N rysuje na tablicy, a uczniowie w zeszytach]

Us!

Te wartoéé¢ juz mamy...

Ale te wartoSci wykluczyliSmy. Rozwazamy funkcje na prze-
dziale otwartym.

2Tj. nastepnej, trzynastej.
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97 U8: Prawy nawias jest przy 10?

98 N: Tak, przy 10. Kto podejdzie do tablicy i skoiiczy wykres? U14!
mozna cie prosi¢?

99 U12: Tak, tylko dotad, bo dla 10 nie mozna znalez¢ wartosci. Tak,
a w przedziale od 0 do 1 co dostajemy?

100 U: Dobre pytanie!

101 U8: Te wartoéci beda miedzy, nie wiem, 3 i 400. Jedna jest nizej.

Wtedy krzywa jest na osi OX, czyli wartos¢ dazy do zera.

I1.3 Interpretacja wzoru na objeto$é¢ jako funkcji V(z), rozpoznanie sy-
tuacji, w ktdrej nalezy zastosowaé znane prawa rachunku pochodnych.

(102-132)
102 N:
103 Usé:

Czy teraz dostajemy dokladniejsze wartosci? Jak wyglada naj-
wieksze pudelko? Jak mozna okresli¢ wartos¢ z, dla ktérej ob-

' jetosé bedzie maksymalna?

Wydaje mi sig, Ze potrzebne jest jeszcze jedno réwnanie. Jak
wyliczymy z z tego réwnania, to bedziemy mieli dwie niewia-
dome.

11.3.1 (103-109)

104
105

106
107

108
109

Jedna niewiadoma jest Vmax... Wigc potrzebne jest jeszcze
jedno réwnanie.

Jeszcze raz, jakie tu sg niewiadome, U6?

Ten z jest niewiadoma. Tego wla$nie szukamy. A maksymalna
objetos¢ zalezy od = — czyli tez jest niewiadoma.

To znaczy, ze jesli bedziemy znali z, to znajdziemy objetosc.

Tak, ale mamy tylko jedno réwnanie i dwie niewiadome, czyli
nie da sie ich wyliczyé.

Jakiego typu jest to réwnanie?

Nie wiem, jakiego ono jest typu, ale jedna niewiadoma zalezy
od drugiej. Czyli jak mam z, to automatycznie dostaje druga.
Dlatego nie ma tu dwéch niewiadomych, a tylko jedna, zalezna
od drugie;j.

11.3.2 (110-114)

110

111
112
113
114

N:

Jak to sie nazywa? Gdy jedna wielko$¢ zalezy od drugiej?

Proporcjonalne?

W zasadzie powinniscie to juz zobaczyé z V(z). U6!
Funkcja?

Tak jest. Juz narysowaliSmy wykres tej funkcji. Stwierdzilismy
tez, Ze jest ona okreslona na przedziale (0,10).
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11.3.3 (114-120)

115
116

117

118
119
120

U9:
Ué6:

N:

UT:
N:
U15:

Dobrze; teraz, gdy juz wiemy, ze jest to funkcja, jeszcze raz
popatrzcie na wykres. Chcemy znalezé x, dla ktérego V(z)
jest najwieksze.

O rany!

No, mozna wyliczyé wspélczynnik katowy stycznej a potem
odczytaé kiedy punkt ma najwyzsza warto$¢. A moze tak nie
da rady? Tak, gdy wspdlczynnik katowy jest réwny zero, to
mamy najwigksza wartosc.

U19, slyszales, co U6 powiedzial?

Nie, nie slyszalem.

U15!

Tak, U6 powiedzial, ze wspdlczynnik katowy stycznej znika
w najwyzszym punkcie, tam gdzie wykres jest plaski.
Gdzie$ musi byé réwny zero. I musimy znalezé punkt, gdzie
wspélczynnik jest zero. I to jest najwyziszy punkt.

11.34 (121-132)

121
122
123

124

127

N:
Ul:

U12:

U15:

U3:

Co to graficznie oznacza, ze wspdlezynnik katowy znika? U1!
Réwnolegla do osi OX.

[Nauczycielka rysuje réwnolegla w punkcie (4,V(4))]

To znaczy, na przyklad, ze jesli wykres... Znaczy, tu znowu
roénie a potem maleje do 5. Czyli nie mozna narysowac jednej
réwnoleglej i stwierdzié, ze dla 4 jest rzeczywiscie najwyisza.
Masz zupelna racje, nie wiemy, jak sie ta krzywa zachowuje w
przedziale (3,5). [Nauczycielka rysuje inng mozliwa krzywa.]
Ale czy to zmienia nasze plany obliczen?

Nie wiadomo, jak si¢ ta krzywa zachowuje w tym przedziale,
a pani po prostu narysowala réwnolegla w punkcie (4,V(4)).
U6 wlasnie powiedzial, Ze najwieksza objetos¢ znajdziemy
tam, gdzie réwnolegla do osi OX styka si¢ z krzywa. Na tym
wykresie maksimum wypada dla « = 4, i dlatego narysowalam
styczna wlasnie tu. Jedli to nie jest tak i najwyzszy punkt lezy
gdzie indziej, to czy pomyst U6 jest zty? U3!

Jesli nie wiemy dokladnie, to znaczy jesli najwyzszy punkt nie
jest w 4 czy gdzie§ blisko 4, to wydaje mi sie, ze réwnie dobrze
mozemy sprébowaé w 4.
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128 U6: Prawde mdéwiac, wydaje mi sig, ze poszliSimy w troche¢ innym
kierunku. Ja mysle, Ze powinni$my obliczyé wspélczynnik kie-
runkowy krzywej, i tam, gdzie bedzie réwny zero, mamy naj-
wyzszy punkt. Ale to nie znaczy, ze najwyzszy punkt jest w 4.
Ja wcale nie méwie, Ze to bedzie 4.

129 Ul15: Ale tak jest narysowane.

130 U6:  Tak, ale tylko dla ilustracji.
[N rysuje styczna na innych wykresach funkcji

131 U: Dla zobrazowania sytuacji.

132 U3: A dokladne polozenie znajdziemy tak, jak méwil US.

III. Wyliczenie matematycznego rozwiazania problemu (133-164)

133 N: Dokladnie. No! Chcemy znaleZé miejsce, w ktorym objetosé
jest najwieksza. U5, co powinnam teraz zrobié?

134 Ub: Najpierw musimy obliczy¢ wspélczynnik katowy stycznej w

. kazdym punkcie, to znaczy znalezé pochodna.

135 N: No wigc zrébcie to.

136 U5:  Jaka funkcje mam wziac?

137 N: Kto pomoze U5? Jaka funkcj¢ bierzemy? U13!

138 U13: Ja bym wzial te funkcje z tablicy.

139 U: Ja tez.

140 U: No bo tylko jedna jest na tablicy.

141 U: Najpierw trzeba policzy¢ pochodna.

142 N: Jak sie liczy pochodna?

143 U: z, z kwadrat, z do trzeciej plus 5007

144 U: O matko! Wszystko juz zapomnialem...

145 U: z kwadrat?

146 U: Moze lepiej obliczmy V(z) do koiica.

147 U: Zréb to, U1T!

148 U: Co?

149 N: Sprébuj, U16.

150 U: Pommnozyc?

151 N: U15!

152 U: Nie, Zle!

153 N: U1

154 U17: Ja bym najpierw normalnie wymnozyl, a potem obliczyl po-
chodna.

155 N: Tak.
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156 U17: Po wymnozeniu mamy 4z — 902 + 500z i V'(z) wychodzi
1222 — 180z + 500.
157 N: Co U6 proponowat zrobié¢ dalej? U8?
158 U8: Przyréwnujemy to do zera i wyliczamy z.
159 Ul4: 0 = 12z% — 180z + 500.
160 U: Podziel przez 12 i uwazaj na nawiasy.
161 N: To jest réwnanie kwadratowe. U1!
162 Ul:  Dziele przez 12: 22 — 180z + 500.
163 N: Plus 5007
164 Ul: Nie, zaraz..., 500.
[Dzwonek na przerwe]

Zalacznik 2

Zastapienie obiektu Pytanie
rozwazain nowym nauczyciela
Pytanie Pytanie Pytanie Pytanie
nauczyciela nauczyciela nauczyciela nauczyciela

poziom rachunkowy:

réwnanie funkcji

poziom geom.:

wykres funkcji:

poziom empiryczny:

konstrukcja pudelek

11|12 1.1 1.2 I3
Faza I Faza Il | Fazalll

Poczatek lekcji Koniec lekcji



Zalacznik 3

Struktura lekcji

1
I | Problem wyj$ciowy 1
Prezentacja problemu i dyskusja nad wskazéwkami dotyczacymi konstrukcji pudetek
Konstrukcja pudetek 13
" Konstrukcja pudelek, mierzenie lub obliczanie objetosci i notowanie wartosci w tabeli
25 25
26 26 | Przejscie od empirycznego do teoretycznego sformulowania pytania/problemu
II | Rozwiniecie i rozpra- 33 | II.1 W jaki sposéb odcigte kwa- II.1.1 | Ktére pudetko jest na pewno najwiek-
cowanie pytania ,kté- draty decyduja o objetosci sze? Bledne intuicje uczniéw dotyczace
re pudetko jest naj- pudelka? Spojrzenie na bok pudelek
wicksze?” lub | jakie kwadratéw jako na zmienna [1.1.2 | Od czego zalezy objgtos¢? Argumenty
najwigksze  pudetko niezalezna natury funkcyjnej: rosnaca, malejqca:
moge zrobié z tej kar- 11.1.3 | Przez co objeto$¢ jest jednoznacznie
tki papieru?” wyznaczona? Sprzeczno$é¢ z doswiad-
czeniem: wieksza powierzchnia, mniej-
sza objetosé
I1.1.4 | Niecierpliwi uczniowie, wzdr i kalkula-
tor kieszonkowy
I1.1.5 | Od czego zalezy objeto$é? Od dlugosci
boku odcigtego kwadratu, od z
11.1.6 | Jakie sa ograniczenia na z? z = 0 i
z=10
70
11.2 Rysowanie wykresu funkcji 11.2.1 | Powrét do pytania podstawowego;
objetosci i dochodzenie do stowa klucze: éciS§le malejaca, rosnaca,
szkicu zachowania tej funk- rozwiazanie przyblizone
i 11.2.2 | Rysowanie krzywej; stowa klucze: wy-

cji

kres funkcji, wykres, funkcja; Inter-
mezzo: Czy te funkcje si¢ kiedykolwiek
skoriczg? Rysowanie, mierzenie, obli-
czanie a rygor matematyczny

9¢1
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100
I1.3 Interpretacja wzoru na obje- I.3.1 | Powrét do pytania podstawowego;
toé¢ jako funkcji V(z), roz- stowa klucze: réwnanie, z, niewia-
poznanie sytuacji, w ktérej doma, Vmax, drugie réwnanie itp.
nalezy zastosowaé znane I1.3.2 | .Przejicie od réwnai do funkeji (spro-
prawa liczenia pochodnej wokowane pytaniem nauczyciela)
I1.3.3 | Pytanie podstawowe jest teraz zadane
w poprawnym, pojeciowym sformulo-
waniu i prowokuje propozycje metody
rozwiazania
11.3.4 | Przedstawienie geometryczne: ,,Co to
graficznie oznacza, ze wspdélczynnik
katowy jest réwny 0?” Dyskusja po-
kazuje, ze zaproponowana metoda jest
akceptowana.
132 132
133
IIT | Wyliczenie matema- Pojedyncze procedury:
tycznego rozwiazania — wyliczenie wspélczynnika kierunkowego w kazdym punkcie
problemu — ktéra funkcja?
— wyznaczenie funkcji
— wyliczenie V(z)
— obliczanie pochodnej, przyréwnanie jej do zera
— réwnanie kwadratowe
164
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Problems in the Development of Mathematical Knowledge
in the Classroom: the Case of a Calculus Lesson

Summary

A lesson is discussed, the first of a block of two lessons meant to introduce the students
to the domain of extrema. This topic is treated in grade 12 (as part of a basic course),
the next to the last grade of the Gymnasium,; the group consisted of 13 girls and 8 boys
aged between 17 and 19 years. The students knew the basic rules for the derivation
of a function. The introduction to questions and problems about extreme values of a
function and the optimization of volume is based on an example widely known in the
practice of teaching: the construction of a box by cutting off four equal sqare corners
from a rectangular sheet of paper.

First a short overall description of the teaching episode is given; then its detailed
structure is presented. Further, the various instructions of the teacher to the students
are analysed, the question she posed with their subsequent modifications, the gradual
increase in the use of technical concepts and terms, etc. The lesson is also looked upon
from the point of view of the students, their difficulties or problems of understanding.
The analysis of these problems reveals that the students’ interventions contained
openings into mathematically rich avenues which were, however, voluntarily ignored
by the teacher and not taken up in the course of her teaching.

Besides the usual form of transcript, two ,retranscriptions” of the lesson have
been constructed: a more concise verbal-tabular representation highlighting the overall
structure of the lesson, and graphical representation. The graphical representation
focuses on the distribution, in the course of the lesson, of three levels of discourse: the
wempirical”, the ,geometrical”, and the ,computational”.

Globally considered, every teaching unit can be characterized as an interactive
and self-organizing system. The manifold influences which this system is subject to
can in some cases lead to the reduction of this living system to a causal and linear
sequence. A dominant logical and hirarchical structure in the subject matter and a
teaching method strictly organized accordingly (through questions and instructions)
will especially tend to form the sequence again and again in a ,logical manner”; if in
these cases the students also very quickly abandon their problems of understanding
because of their former school experience and simply follow the required ,,methodolog-
ical ways of abstraction”, the symmetrical situation of a mechanical system becomes
more and more rigid.

This kind of ,normal state” mathematics teaching produces obstacles to the de-
velopment of a comprehensive understanding of mathematical ways of thinking and
working. The above analysis makes it clear that it is impossible for the students to
(seemingly) effectively learn step by step single elements of knowledge and procedures
of computation because, together with the adjustments to a linear taeching sequence,
a decisive change in the epistemological status of the mathematical knowledge has
taken place: in principle, mathematical knowledge loses its content-related richness
when it is gradually reduced to some formal ways of speaking, and to techniques of
calculation and manipulation.



