
ALAN BELL 
Wielka Brytania

SYSTEMATYCZNE UŻYCIE KONFLIKTU POZNAWCZEGO W NAUCZANIU- TRZY EKSPERYMENTY”

1. Nauczanie diagnostyczne
Przez ostatnie pięć lat wraz z grupa kolegów (Malcolm 

Swan, Christine Shiu, Brian Greer, Kathy Pratt 1 Barry 
Onslow) pracowałem nad znalezieniem sposobów nauczania, 
które mocniej uwzględniałyby różne rozumienie przez uczniów 
niektórych podstawowych pojęć matematycznych. Przeprowadzi­
liśmy z uczniami rozmowy, wywiady i testy , dokładnie przy­
glądając sie ich błędom i wykorzystując je do zrozumienia 
kryjących sie za błędami sposobów myślenia. Potem 
obmyślaliśmy i wypróbowywaliśmy w nauczaniu koncepcje i 
metody zmierzające do przezwyciężenia poszczególnych nie­
porozumień, a w jakiś czas potem testami sprawdzaliśmy efek­
ty. Postępowanie to nazwaliśmy nauczaniem diagnostycznym. 
Sądzimy, że może ono stanowić użyteczne uzupełnienie 
arsenału stosowanych na ogół metod nauczania. Jego istota 
leży w stawianiu uczniów wobec takich zadań, które wywołują 
sprzeczne interpretacje i dyskusje, prowadzącą do rozstrzy­
gnięcia konfliktu.

Z początku skoncentrowaliśmy sie na kilku znanych z 
trudności tematach programu nauczania: liczbach ze znakami, 
wartości cyfry w systemie pozycyjnym, wyborze działania na 
liczbach dziesiętnych i algebrze. Później jednak koledzy 
zaczęli stosować te same zasady i metody do innych tematów 
programu: interpretacji graficznej, figur i systemu pozycyj­
nego w niższych klasach oraz prawdopodobieństwa w klasie
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szóstej. Nasze wyniki obejmują m.in. nowe spojrzenie na 
rozumienie przez uczniów tych dziedzin; ale wyłoniło sie też 
kilka typów zadań szczególnie przydatnych do wywołania kon­
fliktu i dyskusji, a więc efektywnego uczenia się. 
Wymyślanie zadań, ’’poprawa zadań domowych” (z wykorzystaniem 
prawdziwych zadań domowych, jak i fikcyjnych, specjalnie 
skonstruowanych), wypełnianie tabel, gry - wszystkie okazały 
się użyteczne. Wypróbowywaliśmy też różne kombinacje dys­
kusji w grupach z dyskusja w całej klasie.

2. Nieporozumienia dotyczące dzielenia
Najpierw omówię wywiady ujawniające sposoby rozumienia 

przez uczniów działań mnożenia i dzielenia w zadaniach. 
Potem pokażę, jak te wywiady doprowadziły do stworzenia 
pewnych programów nauczania i przedstawię wyniki ich 
realizacj i.

Ubocznym wynikiem wprowadzenia kalkulatorów było 
uświadomienie sobie, że rozpoznanie działania stanowi dla 
wielu uczniów istotną trudność. Dawniej, gdy całą uwagę sku­
piało nauczanie metod rachunku, trudność ta pozostawała w 
cieniu (potrzebne działanie można często wywnioskować z 
wielkości danych liczb, tytułu rozdziału czy użytych w 
zadaniu słów, jak ”razy” czy “łącznie”).

2 )W średnio uzdolnionej trzeciej klasie szkoły średniej 
daliśmy następujące zadanie:

Pieczarki kosztują 40 pensów za funt. Jeżeli kupię ich za 
25 pensów - ile będą ważyć?

90% uczniów dało dobre oszacowanie odpowiedzi- (tj. 1/2 fun­
ta, 3/4 funta itp.); jednak na pytanie: Jak to obliczyć? - 
tylko 10% odpowiedziało poprawnie, tj. 25:40, zaś pozostali 
w większości odpowiadali 40:25.

Czytelnik zna zapewne zadanie CSMS o cenie mięsa (Mle-
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Iona wołowina kosztuje 88,2 pensów za kilogram. Ile kosztuje 
porcja 0,58 kg mielonej wołowiny?3)) i wynik: 29% 15-latków 
proponujących poprawne mnożenie i 45% dzielenie 
(Hart,1981).

Wyniki te wskazują na szeroko rozpowszechnione biedne 
przekonanie, że mnożenie zwiększa a dzielenie zmniejsza, a 
także, że dzieli sie liczbę większa przez mniejsza. Wywia­
dy, które zamierzam omówić, były próba lepszego zrozumienia, 
jak te poglądy sie rodzą; w szczególności, czy ci, którzy 
zawsze dzieła większa przez mniejsza, po prostu niedo­
kładnie czytają zadanie i stad nie sa świadomi, jaką role 
graja poszczególne liczby.

Dla zweryfikowania tej hipotezy, a także w celu 
ogólniejszego zbadania, na jakie aspekty zadania uczniowie 
głównie zwracaja uwagę, wywiady były tak zaprojektowane, by 
umożliwić obserwacje aktu odczytywania i zrozumienia zadania 
tekstowego. Staraliśmy się stwierdzić, które aspekty zadania 
sa najlepiej zapamiętywane, a w szczególności, czy wystę­
pujące w zadaniu liczby pozwalają ocenić, jak zostało ono 
odczytane i zrozumiane. Na przykład, czy uczniowie 
zapominają o jednostce szukanej wielkości i podświadomie 
przyjmują, że chodzi np. o godziny na kilometr zamiast 
kilometrów na godzinę? Jak dalece uczniowie umieją na 
podstawie pierwszej lektury zadania poprawnie wnioskować co 
do przybliżonej wielkości odpowiedzi?

Wywiady przeprowadzono z 10 uczniami średnio uzdolnio­
nej trzeciej klasy szkoły średniej, którzy mieli szczególne 
trudności przy wyborze kolejności liczb w dzieleniu. Wywia­
dy prowadzono z para uczniów siedzących przy stole. Jeden z 
nich otrzymał kartkę z zadaniem, drugi kalkulator. Pierwszy 
miał oszacować odpowiedź i zanotować swoje oszacowanie, a 
potem powiedzieć drugiemu treść zadania. Drugi uczeń miał z 
pomocą kalkulatora znaleźć dokładna odpowiedź. Potem 
następowała dyskusja nad tym, czy poprawne było oszacowanie, 
wynik rachunku, obydwie, czy wreszcie żadna z tych liczb.
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Oto skrócone fragmenty kilku wybranych protokołów tych 
wywiadów. "Alan" jest tu prowadzącym wywiad.

Na beli materiału zawierającej 48 metrów jest cena 216 
funtów. Ile kosztuje metr tego materiału?

Simon podał oszacowanie 5, a następnie powtórzył zada­
nie: — W sklepie jest 48 metrów materiału i to jest 216 
funtów. Ile bedzie materiału? Nie! Zaczekaj, nie o to cho­
dzi .

Simon potem jeszcze powtarzał: "Ile bedzie materiału?0 
i dopiero po powtórnym przeczytaniu zadania powiedział: “Ile 
to bedzie za metr?”

Anthony wykonał na kalkulatorze 48:216. "Dostałem 
0,222". Alan zapytał, czy to dobrze, ale nie otrzymał odpo­
wiedzi. Alan zapytał Simona, jakie było jego oszacowanie. 
"Pięć" . Anthony znowu bierze kalkulator,

- Jeszcze raz to zrobię. Chyba zrobiłem to źle. (Dzie­
li 216:48). Wziąłem najpierw 4P i to było źle, bo to było
"podziel na" - dzielenie - a ja myślałem, że to było "ra­
zy". Wiec teraz zrobiłem to tak.

- Dlaczego przedtem dostałeś 0,222?
- No bo przecież nie da sie podzielić, ile bedzie w 48

216.
(Komentarz: Dane sa dobrze pamiętane, ale nie pytanie... 
Dlaczego 48:216? Czy myślał o 487216 4ł? ... "Kyślałem, że
to było razy”. Mówi, że sie pomylił-, ale wyjaśnienie nie
odpowiada temu, co zrobił.)

Ktoś kupił 250-gramowa kostkę masła za 44 pensy. ,Ile to 
jest na każdy gram masła?5>

Judith oszacowała, że 7 gramów. Powtarza zadanie:
- Ktoś kupił 250-gramowa kostkę masła. Ile to jest na

gram?
12



Allison dzieli na kalkulatorze 250:44 = 5,861. Wynik 
określiła jako gramy, ale nie podobało jej się to. Wtedy 
Alan zapytał, jakie było oszacowanie Judith. "Siedem
pensów". Allison powtarza, że 5,861 to gramy.

Alan zapytał dziewczynki, ile by kosztowała 250- 
gramowa kostka masła, gdyby masło było po 6 pensów gram. 
Judith uznała, że wiecej niż 44 pensy. Jednak dziewczynki 
nie zdołały rozstrzygnąć tego konfliktu.

(Komentarz: Simon i Anthony dali na to zadanie podobna 
odpowiedź. Podali właściwa jednostkę - gram, ale potem zmie­
nili odpowiedź wiedząc, że chodzi o koszt. W powyższym
przykładzie jednostka została najpierw podana poprawnie, ale 
nie doprowadziło to do wykrycia błędu, jednostka została po 
prostu zmieniona na pensy.)

Ile czasu zajęło biegaczowi przebiegniecie jednego 
metra, jeżeli bieg na 800 metrów ukończył w 104 sekundy?

Allison oceniła, że około 7 sekund. Powtórzyła zadanie:
- Biegacz przebiegł 104 metry w 800 sekund ..., albo 

coś takiego (bardzo przekręciła, próbuje od nowa). Biegacz 
biegł ... 800 metrów w 104 sekundy ..., albo coś takiego. 
(Alan zapytał o reszte. Allison kontynuowała:) Ile biegł ... 
jeden metr? - albo coś takiego. (Judith dodała:) Jak długo 
biegł jeden metr? To oczywiste. Biegł metr.

Allison powtórnie przeczytała zadanie. Judith najpierw 
podzieliła 800:4, potem 800:104.

(Komentarz: Tym razem cała struktura zadania została 
przekręcona — zapamiętane zostały dobre liczby, lecz nie ich 
role.)

Sklep filatelistyczny kupił zbiór znaczków za 14 funtów i 
sprzedał go za 0,8 sumy, za która go kupił. Ile dostał?

Michael oszacował, że za 20. Powtórzył zadanie:
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- Sklep filatelistyczny kupił zbiór znaczków za 14 
funtów i sprzedał go za 0,8 razy więcej.

Potem przeczytał zadanie jeszcze raz Simonowi. Simon 
pomnożył, ale odrzucił wynik, bo był on mniejszy od 14. 
Powtórzył zadanie poprawnie. Wreszcie wykonał 14:0,8.

Nastąpiła teraz długa dyskusja na temat możliwości 
sprzedaży ze stratą. Chłopcy śmiali się, że można coś 
sprzedać za pół kwoty, którą się dało, ale po pewnym 
czasie zrozumieli, że sprzedać za 0,5 tej kwoty znaczy 
dokładnie to samo. Simon wreszcie wyliczył, że 0,8 z 14 
będzie równe 11,20, ale nadal chciał dzielić 14:0,8, 
żeby otrzymać ten wynik na kalkulatorze. Wciąż też sądził, 
że ”0,8 tej kwoty”, to nie to samo co ”0,8 razy ta kwota”.

(Komentarz: funkcjonuje tu zasada ’’mnożenie powiększa”, 
umotywowana oczekiwaniem zysku.)

Ile wziąć puszek farby po 0,75 litra, aby mieć tyle
samo farby co w 9 puszkach 1-litrowych?

Michael powiedział, że w zadaniu jest za dużo liczb. 
Oszacował, że odpowiedź będzie 12. Powtórzył zadanie:

U U u
U u

Rys. 1.

u
- Ile puszek po 0,75 litra 

litrze farby... Coś takiego.
... wypełni 9 puszek po 1

Simon wytłumaczył zadanie:
- Trzeba się dowiedzieć, ile razy 0,75 mieści się w 9 

puszkach zawierających 1 litr każda.
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Umiał to obliczyć w głowie, alenie na kalkulatorze. 
Zrobił rysunek (rys.1). Wiedząc, że jest 4 puszki po’ 0,75 w 
3 litrach, wywnioskował, że jest 12 w 9.

(Komentarz: Zauważmy, że Simon nie mógł tego zobaczyć 
jako 9 : 0,75; inne obserwacje pokazały, że trudności
ustępują, gdy opisać to jako przelewanie 9 litrów do 
puszek 0,75—1 itrowych. W każdym razie, sformułowanie zadania 
sugeruje porównywanie pojemności puszek: 0,75:1, co nie pro­
wadzi łatwo do sposobu obliczenia na kalkulatorze.)

Następny, nieco dłuższy fragment, wyraźnie ukazuje 
zupełne pomieszanie miedzy gramami na pens i pensami na 
gram . Dotyczy on pytania o cene grama masła, gdy 250g kosz­
tuje 44 pensy.

Alan: Jakie jest twoje oszacowanie?
Judith: Nie wiem.
Alan: Możesz oszacować całkiem z grubsza.
Judith: Hm, co tu trzeba przez co podzielić?
Alan: Acha, rozumiem. No wiec powiedz, co myślisz.
Judith: Hm, 250g za 44p ... To o to chodzi.
Alan: A co dalej?
Judith: No, chcemy sie dowiedzieć, ile gramów ... ile 

to kosztuje za jeden gram.
Alan: Tak. Doskonale. Każda z was może zaczać.
Shani: 250 dzielone przez 44.
Alan: Bardzo dobrze. Zrób to.
Shani: 5 przecinek 681 w okresie.
Alan: Wiec jaka jest odpowiedź?
Shani: 5,6.
Judith: Około 6 pensów.

Alan: Widzę, że robisz 250-5 ... 1250 ... Wiec c\j

dostałaś?
• Judith : To jest żle. ..wykonałam złe. ..jak sie to

nazywa?
Alan: Złe działanie?
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Judith: ... Zte działanie. Powinnam dostać mniej niż
5 pensów.

Alan: Możesz podać dokładniej?
Judith: Około 3 pensy.
Alan: Czy mogłabyś jeszcze raz przemyśleć zadanie?
Judith: Czy trzeba podzielić 250 przez 44?

(Shani nie całkiem rozumie, czym się różni jedno od 
drugiego.)

Alan: Mo a jakiego rodzaju chcesz mieć odpowiedź? Jak 
dużą chcesz mieć liczbę?

Judith: Mała.
Alan: Jaka mała? ... Mówiłaś, że mniej niż 5.
Judith: Mo to musi być ... (milczy).
Alan: Tak, więc co chciałaś powiedzieć?
Judith: Mie wiem.
Alan: Acha. A dlaczego myślisz, że odpowiedź powinna 

być mała liczba?
Judith: Bo 44 to mało pieniędzy ...
Alan: Mo?
Judith: ... a dostaniemy 250g. To bardzo dużo za 44

pensy.
Alan: Słusznie, to dużo gramów za niewiele pieniędzy.
Judith: Więc to musi być naprawdę mało.
Alan: Mo tak, ale kiedy mówisz naprawdę mało ... jak 

mało? Mniej niż 5 ... dobrze. Wydaje ci się, że mniej niż 3 
czy więcej niż 3?

Judith: Mniej.
Shani: Mo właśnie.

Ponieważ dziewczynki nie zdaja sobie sprawy z tego, 
że odpowiedź jest mniejsza od 1 pensa, Alan stawia je 
wobec sytuacji, w której otrzymujemy 44g za 44 pensy i 
prosi o porównanie jej z sytuacja 250g za 44 pensy. Judith 
ignoruje 250, ale chwyta ideę i próbuje 88. Jednak wybór 
działania okazuje się rzeczywistym problemem, nawet w 
przypadku podwajania i połowienia.
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Alan*. Zastanówmy się nad tym. To cię kosztuje 44 
oensy. Gdybyś dostała 44 gramy ...

Judith i Shani: 1 pens.
Alan: 1 pens na gram, doskonale. Ale daję ci 250 

gramów. To więcej czy mniej?
Judith: Zaraz, gdyby to było 88, dostalibyśmy 2 pensy 

na gram ... bo 2 razy 44 jest 88 i to by było 2 pensy na 
gram.

Alan: Powiedz to jeszcze raz.
Judith: Mo więc 44 ... dostaniemy 1 pens na gram ..., 

jeżeli mamy 44 gramy.
Alan: Dobrze.
Judith: Gdybyśmy mieli 88 ...
Alan: 88 czego?
Judith: 88 gramów.
Alan: Za co?
Judith: 44 pensy. To by było 2 gramy na pens. Nie 

..., jeżeli jest 88 gramów i to kosztuje 44 pensy, to 
dostaniemy 2 gramy za każdy jeden pens.

Shani: To jest pół pensa.
Judith: Mo tak.
Alan: Więc ile ... co to jest?
Judith i Shani: Pół pensa na gram.
Alan: Pół pensa na gram.
Judith: Więc to musi być mniej niż jeden pens.
Shani: Więc to jest pół pensa.
Tu Judith uzmysławia sobie korzyść z rozważenia 88g 

za 44 pensy, ale wciąż nie może wybrnąć z zadania.

Wnioski
Oszacowania badanych uczniów były w jednych zadaniach 
lepsze, w innych gorsze. Na przykład były one na ogół 
zupełnie dobre w zadaniu o beli materiału i gorsze w zada­
niu o sklepie filatelistycznym. W badaniach o maśle i biega­
czu były zupełnie złe. Szczególnie tu, ale także w innych
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przypadkach, błędne oszacowania były rezultatem próby wy­
konania rachunku w pamięci. Przy tym to nie rachunek 
pamięciowy okazywał sie niedokładny, ale blednie wybrane 
było działanie; np. 800:104 lub 800-104 w zadaniu o 
biegaczu.

Uczniowie byli na ogół bardzo dobrzy w powtórzeniu 
przeczytanego zadania i w oszacowaniu wyniku. Stosunkowo 
nieliczne błędy dotyczyły zarówno liczb jak i innych rzeczy, 
niekiedy w związku z jednostkami; np. 104 sekundy powtórzono 
jako 1 minuta i 4 sekundy, albo 0,7 jako 7.

Na ogół najtrudniejsze do powtórzenia było pytanie o 
niewiadome wielkość. Było tak bez względu na to, czy pytanie 
znajdowało się na początku czy na końcu zadania. Trudność 
ujawniała się tu raczej jako niepewność niż błędne odtworze­
nie pytania. Nigdy nie zamieniano jednostek, np. żeby zapy­
tać o gramy na pens zamiast o pensy na gram, albo o metry 
na sekundę zamiast sekund na metr (z wyjątkiem jednego przy­
padku) .

Obserwacje zdaja się więc potwierdzać przypuszczenia, 
że uczniowie dawali błędne oszacowania dlatego, że nie umie­
li poprawnie wyszukać danych w zadaniu. Zatem przedstawienie 
danych nie może posłużyć za wytłumaczenie tak częstego 
przestawienia dzielnej z dzielnikiem. Wydaje nam się, że 
przyczynę stanowi tu fakt, iż rozumienie przez uczniów 
struktury dzielenia nie obejmuje porządku liczb Jako Istot­
nej cechy. Jak można temu zaradzić w dalszym nauczaniu - to 
zagadnienie, do którego przechodzimy obecnie.

3. Opracowanie materiałów dydaktycznych - błędy 
w rozumieniu pojęć numerycznych

Widzieliśmy już przykłady częstych błędów 
pojawiających się przy rozwiązywaniu zadań, które 
sprowadzają się do dobrania właściwego działania (mnożenia 
lub jednego z dzieleń). Wśród nich naczelne miejsce zajmują:

18



niedopuszczanie możliwości dzielenia mniejszej liczby przez 
większa oraz przyjmowanie, że mnożenie zawsze zwiększa a 
dzielenie zmniejsza. W tym paragrafie przedstawię zasady 
dydaktyczne i rodzaje materiałów oraz ćwiczeń, jakie 
powstały podczas przygotowywania i realizacji lekcji 
zmierzających do poprawy rozumienia mnożenia i dzielenia.

Rozwiązanie, z użyciem kalkulatora, zadania:

Jak daleko zajedzie Rolls Royce na 0,6 galona benzyny,
jeżeli przejeżdża on 12 mil' na galonie paliwa?

można uzyskać różnymi sposobami. Najczęściej rozwiązujący 
przedstawia lub wyobraża sobie jakoś odległość 12 mil prze- 
bywaną na jednym galonie paliwa, i wie, że zużywając 0,6 
galona przejedzie sie 0,6 odcinków 12-milowych, dokładnie 
tak samo, jak - dajmy na to - na 3 galonach przejechałoby 
sie 3 odcinki 12-milowe. Polega to wiec jakby na 
uświadomieniu sobie, że 0,6 należy traktować tak samo, jak 
potraktowalibyśmy liczbę całkowitą, zaś działanie jest zde­
terminowane przez strukturę zadania. Jednak rozwiązujący 
zadanie może nie panować tak dobrze nad strukturą 
działaniową zadania, a za to być świadomym wartości poszcze­
gólnych wielkości (12 i 0,6) oraz tego, że wynik powinien 
stanowić około połowy z 12; wówczas może zdecydować, że 
potrzebne jest jakieś działanie zmniejszające, na przykład 
dzielenie. W przypadku liczb takich, jak 3 galony i 12 mil 
na galon, myśl krąży prawdopodobnie wokół liczb pokrewnych 3 
i 12 jako możliwych odpowiedzi; ostateczny wybór liczby 36 
opiera sie zarówno na świadomości struktury wielokrotnego 
dodawania6*, jak i na szacunkowej ocenie występujących w 
zadaniu wielkości. W przypadku liczb dziesiętnych - liczby 
pokrewne nie zjawiają sie w myśli tak automatycznie, toteż 
niezbędny jest bardzo świadomy wybór działania. Jeżeli 
dostępny jest kalkulator — działania: 12 • 0,6, 12 : 0,6
i 0,6 : 12 są możliwymi opcjami i zazwyczaj są one
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kolejno wyprôbowywane, aż do ukazania się wyniku bliskiego 
oszacowaniu.

Kolejnym problemem jest to, że wielu uczniom brak dob­
rego rozumienia sensu zapisów 3:24, 24:3 i 3)24 oraz ich 
wzajemnych związków. Zapytani, jak należy znaleźć liczbę 
jabłek na osobę, gdy 24 jabłka rozdzielono miedzy 3 osoby, 
nasi uczniowie pisali na ogół 3)24 lub 24:3; ale iloraz 3:24 
często identyfikowali z 3)24. Ich niekonsekwencja była tu w 
wielu przypadkach znaczna. (Ilustrują to wyżej cytowane 
wywiady.Î

Błędy w wyborze działania zdawały sie pochodzió z nie- 
rozumienia pojęć numerycznych. Gdyby wiec udało sie poprawić 
rozumienie tych pojęć, powinna osłabnąć tendencja do tego 
rodzaju błędów. Zauważyliśmy też, że błedne przeświadczenie 
”nie może być - mała : duża" nakłada sie na rozumienie 
znaków dzielenia, i”T ~ n a  to też trzeba zwrócić
uwagę. Wydaje sie też rozsądną hipoteza, że nauczanie po­
prawnych związków wielkościowych, np. wartość = ilość-cena, 
jako stosowalnych bez względu na wielkość występujących w 
nich liczb - przyczyni sie do poprawy.

Przygotowaliśmy materiały dydaktyczne skierowane na te 
trzy aspekty: nierozumienie zapisu, nierozumienie pojęć 
numerycznych i ni ezmi enni czoś ć związków wielkościowych w 
zadaniach o tematyce takiej, jak ceny czy prędkości. Były 
one tworzone w kilku kolejnych wersjach, a także stosowane 
porównawczo. Wspomnimy krótko o tych eksperymentach 
porównawczych, lecz skoncentrujemy sie głównie na obecnej 
wersji materiałów i modyfikacjach, jakie one przeszły w wy­
niku kolejnych prób.

Liczby i syabolika
Pierwszy materiał dotyczący zapisu dzielenia - to arkusz 
Myślenie o dzieleniu, którego fragment pokazano niżej7>. 
Miał on na celu ujawnienie różnych interpretacji zapisu
dzielenia, a przy tym umożliwiał samokontrole przez to, że
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sprawdzenie na kalkulatorze ujawniłoby każda błędna inter­
pretacje, umożliwiając samodzielne poprawienie jej przez 
ucznia. Wypełniając go jedni uczniowie dawali wszystkie od­
powiedzi poprawnie, inni dawali bezmyślnie wszędzie te same 
odpowiedzi, wreszcie bardzo nieliczni rzeczywiście korzysta­
li z możliwości sprawdzenia i poprawienia błędnej odpowie­
dzi. Wielu po prostu od razu liczyło na kalkulatorze i prze­
pisywało wynik w kolumnie "Wynik”.

Rachunek SIowami Wynik Sprawdzenie na 
kalkulatorze

15 : 3 fiięOnaicle d/zieŁcme ^wze/L Ovzaj. » 5 « » 5 «
4 Ï2Ô c&te/iy M dwida,ie<>tu » 5 « » 5 «
2 : 10 d/ua dfiUeŁcme fi/iÆe-z. cteie-ó-tęć » 5 * » 0,2«

Idea ćwiczenia umożliwiającego sprawdzenie swojego rozumie­
nia i poprawienie go była im obca; wymaga to istotnej 
reorientacji postaw uczniów, czego na tym etapie nie 
zdołaliliśmy osiągnąć.

W nowej wersji odeszliśmy od listy podobnych 
przykładów, a także przekształciliśmy zadanie tak, by nada­
wało sie do pracy zespołowej. Każda grupa uczniów dyspo­
nowała teraz duża, prawie pusta tabela (zob. niżej) i kolek- 
cia kartek z gotowymi odpowiedziami.

Zadanie Słowami : Wynik 1 Wynik

8 dzielone 
przez 2

6TT2f

127*

4 . 1 
ą • 2 .

1 . 4 '  
2 • *



Kartki miały służyć do wypełnienia pustych pól tabeli. Typo­
wa lekcja z użyciem tego materiału została zarejestrowana i 
niżej przytaczamy niektóre epizody. Zadanie z początku wy­
dawało sie łatwe, jednak wkrótce pojawiły się sprzeczne opi­
nie i ożywione spory na temat prawidłowego umieszczenia tej 
czy innej kartki. Nauczyciel, gdy uznał to za właściwe, wy­
rażał wątpliwość co do umieszczenia jakiejś kartki i suge­
rował ponowne przedyskutowanie tego. Gdy wszystkie grupy 
uznały, że kartki zostały właściwie umieszczone - podejmowa­
no dyskusje z cała klasa. Najpierw reprezentant grupy 
wypełniał odpowiednia tabele narysowana na tablicy, a wtedy 
inne grupy wyrażały swoje opinie. Nauczyciel zachęcał do 
wyjaśniania stanowisk, zajmując przy tym neutralna pozycje. 
Najgorętszy spór dotyczył tego, czy do podziału 2 jabłek na 
8 osób kartki 2:8 i 278 zostały prawidłowo umieszczone w tym 
samym szeregu. Niektórzy uczniowie twierdzili, że 2:8 jest 
niemożliwe, wiec należy wziąć 8:2. Zgadzali sie jednak, że 
można podzielić dwa jabłka miedzy 8 dziewczynek i każda dos­
tanie 1/4. Zacytujemy fragment tej dyskusji.

Ul: Przy dzieleniu nie może zostać 1/4. To bedzie nic 
albo liczba całkowita.

N: Wiec co z tym przykładem (2 jabłka, 8 dziewczynek)?
Ul: Uczyliśmy sie, że przy podziale musi sie dostać 

liczbę całkowita. Jeżeli jeden zostaje a dzielimy, 
powiedzmy, przez 5, to bedzie reszta 12.

N: Rozumiem. No wiec co z tym przykładem?
Ul: No, jak zadamy komuś to pytanie, 2 jabłka podzie­

lić miedzy 8 dziewczynek, to odpowie 1/4. Ale 
jak damy mu tamto (2:8), to da inna odpowiedź.

U2: Powie 4.
N: Dlaczego uważasz, że powie 4?
U2: No bo liczb nie da sie pokawałkować.
U3: Da się pokawałkować ... jak odejmujemy, to mówimy 

4 mniej 1, więc kawałkujemy liczby.
Ul: uważa, że sytuacja realna i działanie na liczbach
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należą' do różnych kategorii i rządzą sie innymi 
prawami. Za chwile uczert U3 bardzo zdecydowanie 
stara sie wyperswadować kolegom taki pogląd.

U4: Nie możesz tak (2:8), bo 8 nie mieści' sie w 2 - 
no, mieści sie, ale to nie jest 4, no nie?!

U5: Do 8:2 daliśmy ile razy 2 mieści sie w 8.
N: No wiec co daliście do 2:8?

f
U5: To samo.
U3 (wybuchając protestem): Ależ to nie to samo, prze­

cież odwróciliście to, no nie?! ... (wybucha) A co 
byście powiedzieli na 100 dzielone przez 2 i 2 
dzielone przez 100? To przecież ogromna różnica!

U5: No jaka różnica?
U3: Bo 100 dzielone przez 2 jest 50.
U5: No zgoda, a 2 dzielone przez 100?
U3: (śmieje sie)--- Mie jestem pewien!
Jest to ten rodzaj konfliktu i dyskusji, które 

chcieliśmy wywołać na każdej lekcji. Rozpoczynaliśmy od 
krótkiego zajęcia, prowadzącego do ujawnienia błędów rozu­
mienia, tkwiących w schematach i poglądach uczniów. Można 
by wiec powiedzieć, że rozmyślnie dawaliśmy im zadania wpro­
wadzające w błąd przynajmniej niektórych, przy tym bez 
żadnego ostrzeżenia. Przyjęliśmy zasadę, że jeżeli występuję 
jakieś nieporozumienie, to "lepiej na wierzchu niż w 
środku”; powinno sie ono ujawnić i być poddane dyskusji w 
grupie koleżeńskiej. Rzecz jasna, stworzenie w klasie atmo­
sfery, w której ten typ pracy jest akceptowany, nie jest 
sprawą banalną i może zająć troche czasu.

Zadania, które pojawiły sie na tej lekcji, dotyczyły 
zarówno zapisu dzielenia, jak i nierozumienia' pojęć nume­
rycznych. Wspomnimy jeszcze o innych lekcjach, nastawionych 
na to drugie. V jednej uczniowie otrzymywali trzy przemiany 
liczby: 5— >10, 3— >12 i 3— >4, z zadaniem znalezienia 
dzieleń, które realizowałyby te przemiany. Działało to

23



piorunująco. Dzieci miały następnie napisać prawa rządzące 
doborem liczb, a także napisać zadania pasujące do każdego 
rachunku. Dyskusja koncentrowała sie wokół tych praw.

Wymyślono także dwie gry (w kilku wersjach), które wymagały 
wybrania liczb i mnożenia lub dzielenia w celu uzyskania 
pożądanej liczby. Jedna - to "piłka nożna" z użyciem kalku­
latora, gdzie każdy z dwu grających na zmianę musiał 
pomnożyć liczbę wyświetlaną przez kalkulator przez taką 
liczbę, aby uzyskać liczbę z zakresu piłkarza, do którego 
chciał "podać", np. miedzy 30 i 49 (rys. 2). Druga - to 
"ustawianka” planszowa, gdzie dla zajęcia pionkiem pola 
trzeba najpierw wybrać taką pare liczb z danego zbioru, np. 
4; 0,8; 2,5; 0,2; 40, które pomnożone lub podzielone przez
siebie dadzą liczbę tego pola (rys.3). Jeden z grających 
zaczyna od białej, drugi od czarnej krawędzi i wygrywa, gdy 
połączy te krawędź z przeciwległą łańcuchem pionków.

Te gry angażują uczniów w podejmowanie bardzo wielu
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decyzji dotyczących wielkości liczb, które maja być 
pomnożone czy podzielone. Aby więc wygrywać, dziecko musi 
dobrze zdawać sobie sprawę z ogólnych praw rządzących wiel­
kością liczb w działaniach. Przy okazji prób prowadzonych w 
klasach zauważyliśmy ciekawe zjawisko: po intensywnej grze 
przez pół lekcji - sprawdzian na rozumienie działań wykazy­
wał nieznaczną poprawę; natomiast po dyskusji z konfliktem 
na następnej lekcji, w której nauczyciel zachęcał do ujaw­
nienia uogólnień, np. "żeby zmniejszyć, można pomnożyć przez 
liczbę mniejszą od 1” - nastąpiła dużo wyraźniejsza poprawa.

Wnioski
Opisane materiały dydaktyczne miały poprawić wyniki w zakre­
sie wyboru działania rozwiązującego zadanie określonego ty­
pu. Według naszej hipotezy roboczej, gdyby pokonane zostały 
trudności z zapisem działań i błędy w rozumieniu działań, to 
wybór działania byłby dokonywany poprawnie. Nie potwierdziło 
się to jednak w dwu seriach przeprowadzonych przez nas eks­
perymentów. Poprawa nastąpiła wprawdzie w odpowiedziach na 
pytania o wielkość wyniku (np., czy 19,4-0,65 jest większe 
czy mniejsze od 19,4?), ale nie w wyborze działania 
rozwiązującego zadanie tekstowe. Wymagało to skierowania 
uwagi bezpośrednio na takie zadania. Opracowane w tym celu 
materiały omówimy w następnym paragrafie. Ulepszenie w 
następnej serii prób polegało przede wszystkim na 
przesunięciu akcentu z arkusza ćwiczeń na dyskusję. W obydwu 
seriach prób występowała dyskusja nad tymi samymi błędami 
rozumienia, ale z początku była to "dyskusja podająca”, po 
której następowała praca nad arkuszem ćwiczeniowym (z ewen­
tualną samokontrolą), w zamierzeniu będąca głównym źródłem 
doświadczeń poznawczych ucznia. W późniejszej serii prób 
traktowaliśmy "dyskusję z konfliktem” jako główne źródło 
takich doświadczeń, a pracę nad zadaniami jako wstęp, 
stwarzający okazję do otwarcia sytuacji problemowej i 
pojawienia się pewnych błędów, które wywoływały konflikt i
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prowadziły do dyskusji. Po dyskusji dawaliśmy jeszcze 
uczniom ćwiczenia na piśmie w celu ‘’konsolidacji” zdobytego 
rozumienia. Były to podobne zadania, jednak ze sprzężeniem 
zwrotnym umożliwiającym samodzielna poprawę ewentualnych 
błędów.

Wiele osób sadzi, że dyskusja z uczniami na temat ma­
tematyki jest trudna. Tłumaczy sie to, być może, częściowo 
tym, że staramy sie nadać dyskusji charakter konwergentny, 
dażac do wyróżnienia nie tylko poprawnego wyniku, ale też 
prowadzącego do niego poprawnego wnioskowania. Jak jednak 
można zobaczyć w dyskusji opartej na silnie przeżytym kon­
flikcie, wiele czynników i wiele powiązań ma swój udział w 
przekonaniach ucznia. Wszystkie one musza być wydobyte i 
ujawnione. Dyskusja może zawierać powtórzenia; zawiera je 
normalna dyskusja na dowolny temat, bowiem trzeba wiecej 
niż jednego przekonującego argumentu dla zmiany ustalo­
nego poglądu. Może najbardziej uderzająca z naszych obserwa­
cji to to, że cofanie sie jest tu norma- Zdarzało sie, że 
nawet po najefektywniejszych lekcjach, gdy postępy czynione 
przez uczniów były wyraźnie widoczne, na następnej lekcji 
większość wpadała z powrotem w pierwotny błąd.Co prawda, 
powtórne wyciąganie z niego dokonywało sie szybciej. Metoda 
dyskusji nad konfliktem zdaje sie być lepszym sposobem ra­
dzenia sobie z tym dobrze znanym zjawiskiem niż zwykłe 
douczanie. Te same zasadnicze aspekty pojęć musza być wie­
lokrotnie poddawane duskusji, ale powinny pojawiać sie w 
różnych kontekstach i w różny sposób przedstawione. Dyskusja 
w grupach na temat dzielenia była jedna z najlepszych lekcji 
tej serii. Dyskusja w grupie przede wszystkim pozwala 
większej liczbie osób wypowiedzieć swoje poglądy i sposób 
rozumienia (a także niezrozumienia), przy tym w atmosferze 
mniejszego zagrożenia niż wtedy, gdy mówi sie do całej kla­
sy. Gdy po dyskusji w grupach następuję dyskusja ogólna, 
uczeń ma wiecej odwagi w przedstawianiu i obronie poglądu, 
który wcześniej był zaakceptowany w grupie. Jest jednak
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ważne uzgodnienie z klasa tego, że celem ich wspólnej pra­
cy jest przedyskutowanie wybranych sytuacji po to, by pozbyć 
sie błędnych pojęć, i że niechęć do wypowiadania być może 
błędnych przekonań Jest przeszkoda w nauce. Musimy wytworzyć 
świadomość tego, że dyskusja o znaczeniach jest sama cenna 
forma lekcji matematyki, tak jak dyskusję na temat przedsta­
wienia teatralnego czy książki uznajemy za wartościowa formę 
lekcji angielskiego.

4. Błędy w rozumieniu stosunków

Prace, o których tu będziemy mówić, dotyczą pojęcia 
stosunku, tj. "wielkości intensywnej” będącej ilorazem dwu 
"wielkości ekstensywnych”. Przykładami stosunku sa prędkość, 
cena jednostkowa, mile na galon, gęstość, skala mapy, 
czynnik zmiany jednostki, proporcje w mieszaninach. Takie 
wielkości sa bardzo rozpowszechnione.

Pokazaliśmy, że rozpoznanie właściwego działania w 
zadaniach zawierających takie wielkości jest zakłócone zna­
nymi błędami w rozumieniu działań. Zadania o stosunkach 
różnią się istotnie tym, że chodzi w nich o podział lub 
mieszczenie. Różnica ta ujawnia się nie tyle w proporcji 
poprawnych rozwiązań, co w rodzaju popełnianych błędów: 
struktura podziału sprzyja odwracaniu dzielenia, struktura 
mieszczenia - błędnemu wyborowi mnożenia. Te dominujące 
błędy są w obydwu przypadkach równoważne pomyleniu ról wiel­
kości wchodzących w stosunek jako licznik i mianownik 
(Bell, Fischbein i Greer 1984; Bell, Greer i Grimison, w 
przygotowaniu). Ta obserwacja była punktem wyjścia w tym 
studium, polegającym na przekrojowym zbadaniu rozumienia 
pojęcia stosunku w grupie 598 uczniów brytyjskich szkół 
średnich, w wieku 11-14 lat. Zastosowano testy i wywiady. 
Potem nastąpił eksperyment dydaktyczny.

Tekst zaczynał się od dwu zadań badających akceptację 
dzielenia ”mala/duża”, z których jedno dotyczyło ceny na
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gram masła, którego 250-gramowa kostka kosztuje 44 pensy, 
drugie — długości kawałka taśmy, gdy 150 takich kawałków 
uzyskano z długości 27 metrów. V tym drugim przypadku 28% 
badanych wybrało właściwe działanie, w pierwszym 16%. Tak 
wiec, choć dzielenia ”mala/duża” nie akceptuje wielu ucz­
niów, dotyczy to w większym stopniu zadań zawierających dwie 
wielkości niż zwykłych zadań o podziale.

V jednym z wywiadów dwie dziewczynki kłóciły sie przez 
kilka minut o to, czy 88 gramów za 44 pensy to bedzie 2
pensy na gram czy pół pensa na gram. Wydaje sie, że sa tu 
mylone role wchodzących w stosunek wielkości; wyrażenie 
’’kilometry na minute”, dla kogoś, kto nie dostrzega ogromnej 
istotności słowa ”na”, nie wskazuje jasno, czy chodzi o coś 
takiego jak kilometry, czy raczej jak o minuty. Tabela 1 
przedstawia fragment wyników testu, w którym zadania A i B 
wystąpiły nie obok siebie i w odwrotnej kolejności w każdej 
z dwu grup badanych. Ujawniła sie znaczna różnica trudności 
tych zadań; przy tym w grupie, w której zadanie z ”w ciągu 
jednej minuty” było pierwsze, odpowiedzi na zadanie z ”na” 
były lepsze.

% poprawnych
A przed B B przed A

A. Załoga wioślarska przepłynęła 
dystans 3 km w 7,2 minuty. Ja­
ka była ich prędkość w kilo­
metrach na minute?

28 39

B. Załoga wioślarska przepłynęła 
dystans 3 km w 7,2 minuty.
Ile przepływała w jednej minucie?

54 61

Tabela 1
(W=114 średnio i więcej uzdolnionych 

uczniów w wieku 13-15 lat)
Możliwość takiego pomylenia wyraźnie ujawniła sie w 

innym zadaniu głównego testu, gdzie trzeba było dokonać 
porównania:
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Zadanie 2. Dwa male sklepy we Francji sprzedają rodzynki. 
U Pierra kosztują one 20 franków na gram. U Clauda kosz­
tują one 20 gramów na franka.
a) Rodzynki sa tartsze u Pierra.
b) Rodzynki sa tańsze u Clauda.
c) V obydwu sklepach rodzynki sprzedaje sie po tej samej 
cenie.
d) Wie można powiedzieć, kto sprzedaje rodzynki taniej. 
Która odpowiedź jest poprawna? .. . Dlaczego? ...

Poprawna odpowiedź i wyjaśnienie j 55
Poprawna odpowiedź, niepełne wyjaśnienie 13
Obydwa sklepy równo 17
Nie da sie powiedzieć 5
Brak odpowiedzi lub niejasna odpowiedź 10

Tabela 2.
W tej tabeli i następnych liczby oznaczja procenty; N=598.

Mamy wiec 17% + 5% uczniów nie rozróżniających tych cen 
nawet wówczas, gdy postawiono ich wobec tak wyraźnego wybo­
ru. Wyjaśnienia były bardzo rozmaite: od jednowymiarowych 
uwag w rodzaju ”1 frank to taniej niż 20 franków” po popraw­
ne idee bez rachunku (”Bo u Clauda dostaniemy o 180 gramów 
wiecej”) i 3% takich, w których twierdzono, że jedna cena 
jest 400 razy większa od drugiej.

Troche bardziej złożone zadanie na ten sam temat dało 
dużo gorszy poziom wyników.

Zadanie 3. Ceny można podać rozmaicie. Znajdź wszystkie 
pary chorągiewek, Ra których jest ta' sama cena napisana w 
różny sposób (rys.4).

Vywiady potwierdziły, że uwidocznione w tabeli odpowiedzi 
były oparte na mocnych przekonaniach. 4 gramy na pensa i 4 
pensy na gram to ”to samo, tylko przestawione”, zaś a i e
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nie mogą być równe, bo ”to jest 4 gramy na pensa, a

Rys. 4.
La: 1/4 pensa za gram; b: 3/4 grama za pensa itd.3

Jedna lub obie dobre pary a+e, d+f 21
Zignorowano stosunek, wybrano równe liczby 44
Nie ma takich 9
Połączono 1/4 z 3/4 6
Brak odpowiedzi lub niejasna odpowiedź 19

Tabela 3

to jest 1/4 pensa na gram”. Wiązanie 1/4 z 3/4 wskazuje na 
możliwość uświadomienia sobie związku, ale i na poczucie, że 
liczby powinny być bardziej podobne do siebie niż 1/4 i 4.

A oto zadanie badajace, jak silnie została uchwycona 
relacja odwrotności, z nieco trudniejszymi wartościami 
ułamkowymi i w nieco mniej znanym kontekście.

Zadanie 4.
Motocyklista przebywa 2,5 kilometra na minutę. Ile to
minut na kilometr?
a) 2/5 minuty na kilometr
b) 3/5 minuty na kilometr
c) 2 1/2 minuty na kilometr
d) 2 3/5 minuty na kilometr
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e) nie da sie określić liczby minut na kilometr 
Która odpowiedź jest poprawna? ... Dlaczego? ...

Poprawny wybór z pełnym lub częściowym wyjaśnieniem 8+8
Zignorowano stosunek, wybrano te sama liczbę (a) 27
Mie da sie określić 29
3/5 lub 2 3/5 5
Brak odpowiedzi lub niejasna odpowiedź

Tabela 4

Zarówno w teście pisemnym jak i w wywiadach znalazła 
sie pewna liczba sytuacji sprzyjających ujawnieniu sposobów 
rozumienia ogólnych związków miedzy prędkością, droga i cza­
sem, czy też cena, waga i wartością. Oto na przykład, jak 
je rozumie 13-letni Roger:

Roger: Droga + czas = prędkość.
Prowadzący: Dlaczego?
Roger: Km + godziny = km/h.
Jeszcze dwa zadania badały uświadomienie sobie przez 

uczniów relacji odwrotności, tym razem w kontekście pręd­
kości i czasu

Zadanie 5. Ma przebiegniecie mili Peter zużywa 8 minut. 
Harry biegnie dwa razy szybciej. Ile czasu potrzebuje 
Harry na przebiegniecie mili?

77% uczniów odpowiedziało poprawnie a 15% dało odpowiedź 
wprost proporcjonalna - 16 minut.

Zadanie 6. Caroline przebywa 100 km z prędkością 34 kilo­
metry na godzinę. Francis przebywa 100 kilometrów z 
prędkością 44 kilometry na godzinę.
a) Caroline potrzebuje wiecej czasu na ukończenie 
Xłdróży.
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b) Francis potrzebuje wiecej czasu na ukończenie podróży.
c) Obie potrzebują tyle samo czasu.
d) Nie da sic powiedzieć.
Co jest poprawne? ... Dlaczego? ...

W tym przypadku 62% odpowiedzi okazało sie poprawnych, pod­
czas gdy 22% uznało, że im większa prędkość, tym wiecej 
czasu (b). Typowe błedne wyjaśnienia były następujące: ”Im 
niższe km/h tym szybciej”, "Caroline ma mniejsza liczbę 
czasowa od Francis”, "Caroline dotrze prędzej, bo ma do 
zrobienia tylko 34 kilometry”. Z 18 uczniami, którzy dali 
tego typu odpowiedź, przeprowadzono wywiad; 16 spośród nich 
nawet w dyskusji zachowało swoje stanowisko.

Jedno z zadań testu wymagało wyboru poprawnych prze­
kształceń wzoru:

prędkość = droga : czas .

Zadanie 7. Mogę obliczyć prędkość mojego samochodu ze 
wzoru :

prędkość = droga : czas
Zaznacz inne wzory (wzór) z poniższej listy, które też sa 
prawdziwe. Jeżeli nie ma prawdziwego wzoru, przekreśl 
te kratkę.

a) czas = prędkość • droga
b) droga = prędkość : czas
c) prędkość as droga • czas
d) czas = droga • prędkość
e) droga = prędkość • czas
f) droga = czas : prędkość

□
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Poprawnie: d) i e) 6
Wybrano tylko jeden poprawny wzór 6
Wybrano wzór poprawny i niepoprawny 17
Wybrano wszystkie z dzieleniem 4
Nie ma prawdziwych 39
Brak odpowiedzi lub niejasna odpowiedź 22

Tabela 5

Wybór niepoprawnych przekształceń nie jest tak zaskakujący 
jak znaczny procent odpowiadających ”nie ma prawdziwego 
wzoru”. Dla tych uczniów, jak sie zdaje, dany wzór jest 
ustalonym prawem. Odrzucają możliwość, by ten sam w istocie 
związek miedzy trzema wielkościami mógł mieć inne postać.

Dalsze zadania testu badały, czy umiejętność 
prawidłowego wyboru działania nie ulega zachwianiu, gdy 
danych jest za wiele lub za mało.

5. Materiały dydaktyczne na temat stosunków
Przedstawimy tu niektóre dalsze rodzaje zajęć zmierzających 
do ujawnienia sposobu rozumienia i prowadzących do podobnych 
dyskusji nad konfliktem pojęciowym. Główny rodzaj tych zajęć 
to “Wymyślanie zadań”; o “Poprawie zadania domowego” i W y ­
pełnianiu luk” tylko wspomnimy. Sa to na ogół trudne zada­
nia, choć trudności maleja w miarę zapoznawania sie z nimi. 
Z naszych obserwacji wynika, że tego właśnie trzeba dla 
sprowokowania wartościowej dyskusji umacniającej rozumienie. 
Seria krótkich, łatwych i podobnych do siebie zadań nadaje 
sie do wyrobienia biegłości w rzeczach dobrze rozumianych, 
ale nie do polepszenia rozumienia czy poszerzenia arsenału 
dostępnych pojęć i metod.

Rysunek 5 przedstawia zadanie "Torebka maki”. Jest to 
odwrócenie tradycyjnych zadań: na podstawie rozmaitych 
informacji uczeń ma sformułować pytania, na które
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odpowiadałyby dane w zadaniu rachunki. Zadania tego typu 
okazują sie na ogół trudniejsze od tradycyjnych. W pokazanym 
przykładzie odpowiedzi są w większości poprawne, ale 
niektóre są niekompletne (IV i VII), a dwie są odwrócone (VI 
i dodatkowe pytanie). Na lekcji, z której pochodzi przykład, 
burzliwą dyskusje wywołało dzielenie 42:1,5; propozycje

I, U «
4 *1  »►» M l  U lrt i f r ' M 
4  ••» **»  i lW l i l« U  i» " «  '
>4 J J *4 *-**•* -- J—**
«4 ta *114 - . . t f . . .  r *  *  >1 *« M i rrt “riwmr1- tx‘" ’ w * ltf"*** "ś<i
MatMMT ł«**** «$"* *• “*

N a w  -----I I / M Ü  U U ,tS  "U lun 4. j  . . - - . —  —

Rys. 5
(Z tej torebki mąki babcia może zrobić czternaście 
dużych ciast lub sto dwadzieścia małych ciastek.
Duże ciastka sprzedano po 1,25 funta, a małe po 15 
pensów. Oto kilka rachunków babci. Co babcia chciała 
wyli czyć?
1) 42*5 »ü£e lot-a/ztmjgZo 5 toae&e£?« ;
2) 42:1,5 » üte AaoKtoMaZ 1 Ag mę4-t?<<; ‘
3) 1,5:42 » üZe m,ą&i dootaAię. axx jednego iten4a?«\ 
itd. 1

dzieci zawierały koszt torebki, grama i 1,5 kg, jak i 
poprawną - 1 kg. W tym przypadku do rozstrzygnięcia kwestii 
bardzo pomogło rozpatrzenie, co by było, gdyby mąka ważyła 2 
kg zamiast 1,5 kg. Zmiana liczb w zadaniu jest często trak­
towana przez wielu uczniów jako potencjalnie zmieniająca 
działanie; nie są oni świadomi tego, że działanie jest zde—
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terminowane struktura zadania. Być może, w tym przypadku 
przedstawienie liczb na etykietkach pomogło uczniom w doko­
naniu zmiany liczb bez zgubienia struktury działaniowej. 
Warto też odnotować, że - jak wykazało badanie - liczba 
taka jak 1,5 powoduje większe trudności niż np. liczba 3,5 
traktowana jako bardzo podobna do 3; tłumaczyć to można fak­
tem, że zaokrąglanie do 1 niewiele pomaga w odwołaniu sie do 
pojęciowego aspektu działań.

Gra "Trójki” jest podobna do remika. Pary uczniów grają 
talią kart z nazwami wielkości, np. metry, sekundy, galony, 
metry na sekundę, mile na godzinę. Grający starają sie zbie­
rać trójki kart z odpowiadającymi sobie wielkościami, np. 
metry, sekundy i metry na sekundę; dla każdej zebranej 
trójki uczeń ma ułożyć zadanie z użyciem tych wielkości. Za 
to otrzymuje sie punkty; można je jednak stracić, jeżeli 
przeciwnikowi uda sie podważyć poprawność zadania. W drugim 
etapie gra sie inną talią, gdzie na kartach są wypisane 
liczby; grający wyciąga dwie karty i ma użyć ich liczb w 
ułożonym przez siebie zadaniu. Pierwszy etap okazał sie nie 
tak trywialny, jak mogłoby sie wydawać, a drugi zdecydowanie 
trudny. Ułożone przez uczniów zadania były wykorzystane w 
dyskusji w grupie bądź z klasą. Początkowe próby ułożenia 
zadań ujawniły zaskakująco wielkie trudności. Często na 
postawione pytanie nie dało sie odpowiedzieć. Niekiedy uczeń 
podał tylko dane, ale nie postawił żadnego pytania; w innych 
przypadkach dał niewystarczającą informacje. Oto dwa 
przykłady :

"Pani Jones kupiła 0,8 kilograma ryby. Ile zapłaciła?”
"Pewien pan poszedł do sklepu i zapytał, ile kilogramów
może dostać za funta. Ile dostał?”

W dalszych próbach uczniowie układali bardziej spójne zada­
nia i wtedy ujawniły sie istotne błędy pojęciowe. Poniższe 
przykłady pokazują częsty błąd, polegający na niewłaściwym 
wyborze liczb w roli licznika i mianownika stosunku dwu 
wielkości. (Zdarzało sie to szczególnie wówczas, gdy uczeń
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mówił np. "mil na minutę" zamiast "mil w ciągu jednej minu­
ty”. )

"Przebiegłem 6 mil z prędkością 4 mil na minute. Jak 
długo biegłem?
6 • 4 = 24 minuty".
"Szedłem 24 mile z prędkością 0,25 mili na minute. Jak 
długo szedłem?
24.• 0,25 = 6 minut"

[Rozmowy balonów. Wymyśl po dwa zadania z informacji, 
jakie znajdują sie w każdym z balonów. Odpowiedź do 
zadania musi też znajdować sie w odpowiednim balonie.
W górnym balonie: 80 pensów za kilogram, 0,625 kilo­
gramów, 80 pensów, 50 pensów za kilogram, 1,6 kilogra­
ma , 50 pensów.]

Zadanie "Rozmowy balonów” (rys. 6) wymaga wybrania 
wielkości z danego zbioru i "zawiazania" ich w zadanie 
wraz z odpowiedzią. Liczby zostały tu tak dobrane, że 
uczeń musi naprawdę dokonać prawidłowego wyboru wielkości 
we właściwym porządku, gdyż z liczb tych można układać 
także biedne zadania. Niektóre z cytowanych wyżej zadali 
uczniowskich pochodzą z tej zabawy.

Rys. 6
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W innym typie ćwiczenia, "Zadanie z ilustracja” 
{rys.7), uczniowie otrzymywali kolekcje związanych ze sobą

, PICTURE I H Ł  PROBLEM
ongi—r  tC n .  * & • • « * *  * * * * "  qu ëâw n * n ain  m a m  £i* ono*—no ô a€4 ôw»

Rys , 7
[Wymyśl po dwa zadania na temat każdego obrazka i 
rozwiąż je. Pamiętaj, by były sensowne! Czy odpowie­
dzi sa zgodne z twoimi oszacowaniami? Napisz wzór 
w i ażacy:
1. pensy na kilogramy, pensy i liczbę kilogramów;
2. prędkość, odległość i czas.]

wielkości i dwie wartości liczbowe jednej z nich: "łatwa” i 
"trudna”. Należało ułożyć i rozwiązać dwa zadania, jedno z 
"łatwymi”, drugie z "trudnymi” liczbami. Stawiało to uczniów 
wobec konieczności uświadomienia sobie, co to sa "trudne 
liczby” w takich zadaniach, i wymagało operowania takimi 
1 i czbami.

Zadania te prezentują rozmaitość wymagań i ograniczeń; 
każde z nich dopuszcza pewne elementy swobody i twórczości; 
wreszcie każde zapewnia to, że uczeń bedzie musiał zajmować 
sie zarówno trudniejszymi liczbami i kombinacjami wielkości,
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jak i łatwiejszymi. Mam też nadzieje, że każde jest w jakimś 
stopniu atrakcyjnie przedstawione. Wszystkie one maja 
posłużyć do ujawnienia konfliktów w ocenie poprawności zadań 
i wywołania dyskusji, na ogół najpierw w dwójkach lub gru­
pach uczniów, potem z cała klasa-

Zabawa w "Poprawę zadania domowego" w nieco inny 
sposób prowadziła do ujawniania i omawiania błędów 
pojęciowych. P. Blackwell to fikcyjny uczeń, u którego 
można spotkać wszystkie powszechnie znane błędy pojęciowe. 
Tak wiec rozwiązanie zadania ”b” każdej pary jest biedne:

P.Blackwell 3R poniedziałek
la Simon należy do klubu kolarskiego. W pewna

sobotę przejechał 45 km w 3 godziny. Jaka była 
jego średnia prędkość w km/h ?

Rachunek: 45:3 Mniej niż 1 km/h
Miedzy 1 10 km/h
WieceJ niż 10 km/h

lb W poniedziałek był spóźniony, wiec musiał 
pedałować do pracy 6 mil w 24 minuty. Jaka 
była jego średnia prędkość w milach na minute? 

Rachunek: 24:6 Mniej niż 1 mila/min.
Między 1 i 10 mil/min.
Wiecej niż 10 mil/min.

_____________________________________ ______________________________

Tabela 6
Chodziło tu o wykrycie błędu przez ucznia, podanie poprawne­
go rozwiązania, wreszcie wytłumaczenie, jak mogło dojść do 
błędu, tj. jak powstaje takie nieporozumienie. Wydawało nam 
sie, że to najlepiej, zabezpieczy uczniów przed podobnymi 
błędami. W praktyce jednak na ogół nie udawało sie osiągnąć 
tego trzeciego etapu. Uczniowie różnie tłumaczyli, jak wyk­
ryli błąd; przy tym niektórzy odwoływali sie do rozmiarów 
liczb (np. ”80:50 to prawie 2, a powinno być mniej niż 1”), 
inni do związku miedzy wielkościami înp. “Trzeba podzielić
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odległość przez czas, bo mamy mieć odpowiedź w kilometrach 
na godzinę”).

V przypadku liczb skierowanych8* trudności w 
powiązaniu wyrażenia symbolicznego z sytuacja problemowa sa 
poważniejszej natury. Jedno z ułożonych przez dzieci zadań 
ilustrujących wyrażenie

~1 + +3 = +4
było następujące:

”Ktoś ma w banku “l funt. Ma drugi dzień bank przysyła 
wyciąg z konta, na którym jest +3 funtów. Więc ma on +4 
funtów. ”
Jako pomostem między rozwiązywaniem zadań o pieniądzach, 

temperaturze itp. z użyciem liczb skierowanych a zapisywa­
niem wyrażeń arytmetycznych zawierających takie liczby, 
posłużyliśmy się pośrednią reprezentacją, w której codzienne 
stany i ich zmiany były zapisywane w kratkach diagramu. 
Uczniowie ćwiczyli przekładanie tych diagramów na język 
słowny i na odwrót przez pisanie do siebie "pocztówek” z 
opisem słownym diagramu.. Jest to jeszcze inny rodzaj 
ćwiczenia na układanie zadań.

Typowe zadanie można przekształcić w trudniejsze przez 
ukrycie niektórych istotnych szczegółów. Jak w innych przy­
padkach tak i tu, najważniejsze korzyści uczeń wynosi nie z 
samego rozwiązania takiego zadania, ale z dyskusji, która 
może się rozwinąć na tle konfliktu różnych sugestii 
rozwiązania. Określenie nowej organizacji rachunku, jaki 
trzeba przeprowadzić dla znalezienia niewiadomej, może 
wywołać dyskusję na temat związku między mnożeniem i dzie­
leni em.

6. Testowanie metodyki nauczania diagnostycznego
Program badawczy obejmował trzy eksperymenty porównawcze, 
wykazujące wyższą efektywność cyklu lekcji noszącego jedną 
lub więcej cech nauczania diagnostycznego. Pierwszy z nich
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pokazał wyższość podejścia "konfliktowego” nad uczeniem "jak 
jest dobrze" w odniesieniu do systemu dziesiątkowego; nau­
czanie w grupie kontrolnej koncentrowało sie na znanych 
trudnościach i polegało na tworzeniu poprawnych pojęć i pro­
cedur bez jawnych dyskusji nad błędami pojęciowymi, nato­
miast w grupie eksperymentalnej najpierw wywoływano kon­
flikt, rozładowywany następnie w drodze dyskusji. Drugi eks­
peryment pokazał, że spośród siedmiu klas, w których przera­
biano ten sam materiał, lecz w różnym stopniu angażowano 
uczniów w dyskusje - największy postęp zrobiły te, gdzie 
dyskusje były najżywsze. Trzeci eksperyment91 -pokazał 
większy postęp siedmiu klas nauczanych metoda diagnostyczna 
w porównaniu z dwiema nauczanymi metoda "patrz i staraj sie 
zrozumi eć”.

6.1 Konflikt a przekaz (system dziesiątkowy)
Dwie równoległe klasy peryferyjnej szkoły publicznej; ucz­
niowie w wieku 12-131at. Ten sam nauczyciel (członek 
zespołu badawczego). Typowe zadania:

1. Dopisz następne trzy wyrazy tego ciągu: ,03; 0,6; 0,9; 
...; ...; ...(Dodawaj dalej po 0,3)

2. Odczytaj na skali:
3 Ti ' T~

3. Która z tych liczb jest największa: 5,248; 5,4 czy
5,63?

Wyniki w procentach przedstawia tabela 7.

Pretest Postt est Test stabilności Zysk
Konflikt
a = 22

44 78 30 +36*

Przekaz 
H - 25 52 75 76 +24*
‘Różnica miedzy grupami istotna p = 0,012.

Tabela 7
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6.2 Nauczanie diagnostyczne a podające (stosunki) 
Eksperyment objął 9 klas, w tym 7 nauczanych metodą diagno­
styczną, 2 metodą podającą. Metoda podająca polegała na 
podawaniu uczniom reguł i kierowaniu rozumowaniem 
prowadzącym do prawidłowej odpowiedzi. Nie było tu 
konfliktów. Książki uczniowskie były powierzchownością 
stylu podobne do tradycyjnych, atrakcyjność zewnętrzna 
lekcji - do tej w nauczaniu diagnostycznym. Nauczycielami 
byli członkowie zespołu badawczego; ci dwaj, którzy uczyli w 
klasach kontrolnych, mieli także po jednej klasie "diagnos­
tycznej*'. Wyniki przedstawia tabela 8.

Nauczyciel i klasy Zadania tekstowe Liczby
Pretest Test 

stab.
Zysk Prêt est Test

stab.
Zysk

7 klas "diagnostycznych” 35,6 54,9 20,3 39,1 61 ,0 21 ,9

2 klasy "diagnostyczne” ,
ci sami nauczyciele co w 
klasach kontrolnych

35,5 48,0 15,5 39,0 63,0 24,0

2 klasy kontrolne 36,5 38,5 7 45,5 53 ,5 8
Tabela 8

Celem ostatniego eksperymentu było zbadanie odporności 
naszej metodyki na nieprzyzwyczajonych do niej nauczycieli i 
ich znikomy kontakt z zespołem. Nauczyciele ci posługiwali 
sie tymi samymi materiałami. Przed rozpoczęciem eksperymentu 
zorganizowano krótkie spotkanie z każdym z nauczycieli, na 
którym wyjaśniono główne idee tego eksperymentu. Umyślnie 
jednak spotkania były bardzo krótkie, tak że przekazane 
informacje można porównać z tymi, jakie nauczyciel 
otrzymałby w uwagach do podręcznika. Uczestniczący w ekspe­
rymencie nauczyciele w różnym stopniu byli zaznajomieni z 
metodyką nauczania diagnostycznego: od członków zespołu ba­
dawczego, którzy sami tworzyli podobne materiały do innych 
tematów, po większość tych, których wprowadzono w ten styl 
nauczania po raz pierwszy.

Nauczycielom zalecono możliwie dokładne trzymanie sie
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wskazówek. Jeżeli jednak uważali jakiś temat za nie nadajacy 
sie lub żle opracowany - byli proszeni o uwagi. Po 
zakończeniu nauczania zarówno nauczyciele, jak i uczniowie 
odpowiadali na kwestionariusz dotyczący mocnych i słabych 
stron eksperymentu. Miał on dostarczyć dodatkowego materiału 
do oceny nowej metodyki.

Uczniowie przeszli przed rozpoczęciem eksperymentu 
pretest, a po jego zakończeniu posttest. Po upływie 11 tygo­
dni, w czasie których nie uczono niczego co było objete 
nauczaniem eksperymentalnym, przeprowadzono test stabilności 
zdobytych wiadomości. Choć za każdym razem użyto tego samego 
zestawu zadań, wyniki nie były ujawnione uczniom aż do 
zakończenia ostatniego testu. We wcześniej przeprowadzonym w 
innej grupie teście stabilności stwierdzono, że choć ucz­
niowie za drugim razem odpowiadali szybciej, nie było istot­
nej poprawy wyników.

Różnice w wynikach testów świadczą o skuteczności nau­
czania diagnostycznego. Odpowiedzi w kwestionariuszach, 
które cytujemy w pełnym raporcie (Onslow, 1987), ukazują 
dobry poziom świadomości u uczniów celów i wartości tej 
metody i bardzo pozytywna ocene jej możliwości przez 
nauczycieli. Jak oczekiwano, nauczyciele wskazali także na 
konieczność wyrobienia umiejętności efektywnego kierowania 
dyskusja i optymalnego dozowania w niej elementów syntezy.

7. Interpretacja graficzna

Wykresy, jakie na ogół rysują uczniowie na lekcjach matema­
tyki, i sposób ich wykorzystania nie odpowiadają temu, do 
czego wykresów rzeczywiście sie używa. Ma lekcjach wszystko 
sprowadza sie zwykle do szkicowania "po punktach* wykresów 
wyrażeń algebraicznych i odczytywania współrzędnych ich pun­
któw przecięcia. O wiele szersze zastosowania wykresów do 
komunikatywnego przedstawienia rozmaitych właściwości sytua­
cji czy procesów spotyka uczeń poza lekcjami matematyki. Sa



to, na przykład, wykresy trendów inflacyjnych czy cenowych, 
rozpadu radioaktywnego, albo wydatków budżetowych różnych 
kategorii- Uczeń powinien sie nauczyć odczytywania i inter­
pretowania takich wykresów, do czego należy nie tylko od­
czytywanie współrzędnych pojedynczych punktów i znajdowanie 
ekstremów, ale też globalne porównywanie, a w szczególności 
- świadomość gradientów i podstawowych typów zależności: 
liniowej, kwadratowej, wykładniczej ltd. Te aspekty rozu­
mienia wykresów badał Janvier (1978), a Malcolm Swan do­
prowadził do stworzenia modułu dydaktyczno—egzaminacyjnego 
"Jeżyk funkcji i wykresów". Paragraf ten omawia pewne ekspe­
rymenty przeprowadzone w ramach wstępnego wypróbowywania 
tych materiałów. Osiem klas (trzeci rok nauczania matema­
tyki) pracowało nad tym samym fragmentem pod kierunkiem 
swoich nauczycieli. Przed rozpoczęciem nauczania i po nim 
przeprowadzono test diagnostyczny. Na podstawie wyników 
testów i obserwacji uczniów dokonano porównania: (a)
sposobów wykorzystania materiałów przez uczniów o wysokich i 
niskich zdolnościach oraz. ich nauczycieli, (b) kontrastowo 
różnego podejścia do tych materiałów przez dwu nauczycieli 
równoległych klas średnio uzdolnionych. Tutaj omówimy tylko 
aspekty rozumienia wykresów ujawnione w testach diagnostycz­
nych; wyniki eksperymentów porównawczych można znaleźć u 
Brekke (1987).

7.1 Obserwowane trudności
(i) Trudności tej grupy wywodzą sie stad, że wykres Jest 
traktowany Jako obrazek sytuacji. Pokonanie ich zależy 
częściowo od zdolności do uchwycenia związku miedzy dwiema 
zmiennymi, przedstawionego wykresem kartezjańskim.

(ii) Uczniowie na ogół dobrze znaja "diagram odcinko­
wy* i inne typy wykresów częstości. Wykresy te na ogół 
uwzględniają tylko jedna zmienna ciągłą (częstość), gdy na 
drugiej osi bywaja przedstawiane nawet zupełnie nie związane 
ze sobą obiekty. Uczeń musi wiec zrobić duży krok naprzód, 
by uświadomić sobie, że wykres może także przedstawiać 
związek wiedzy dwiema zmiennymi. 43



(iii)Trzecia grupa trudności wiąże się z wyborem typu 
zmienności - 1 iniowy/nieliniowy itd. Gdy nawet uczeń wie, 
źe funkcja jest rosnącą, jest mu nieraz trudno zdecydować, 
z jakim rodzajem zmienności ma do czynienia i powiązać to 
z wykresem. Czy wykres ma być prosto- czy krzywoliniowy, a 
jeśli ten drugi - czy krzywa ma być wklęsła czy wypukła?

(i v) kategorie bliska (iii) stanowią trudności w 
interpretacji gradientów i przedziałów.

( v) Niektóre trudności uczniów nie sa związane 
bezpośrednio z trudnościami w przekładzie z wykresów na 
sytuacje lub opis werbalny i na odwrót, ale zaleta od 
ogólniejszej zdolności uczniów do posługiwania sie relacjami 
w odpowiedziach. Niektórzy uczniowie skupiają się na jednym 
czynniku spośród danych, nie uwzględniając koordynacji z 
innymi czynnikami. Będziemy nazywać ten rodzaj trudności 
fiksacja- Fiksacja nie stanowi kategorii rozłącznej z po­
przednimi; np. niektórzy uczniowie maja trudności z utrzyma­
niem w pamięci roboczej wszystkich stosownych czynników w 
czasie szkicowania złożonego wykresu jakiejś sytuacji i maja 
skłonność do skupiania się na jednym lub kilku wybranych. 
Występuje też fiksacja na jednej zmiennej, gdy należało roz­
patrzyć związek dwu.

7.2 Przykłady z testu
(i) Pomylenie wykresu z obrazkiem 

Ten rodzaj pomylenia pojęć występuje szczególnie często. 
Jest odpowiedzialny za duża część błędnych odpowiedzi i 
ponad potowa uczniów jest nim "zarażona”. Ma też swój udział 
w błędach, które tłumacza się fiksacja.

Następujące zadanie ma na celu ujawnienie tego niepo­
rozumienia.

Wycieczka. Wykres na rysunku 8 pokazuje przebieg 
wycieczki. Opisz,co zaszło.
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Obrazkowa interpretację wykresu ilustruje następująca odpo­
wiedź .
Samantha: Najpierw wyszli na bardzo stroma górę I...], wysz­

li na szczyt, który byi plaski Zeszli na
dól, znowu musieli iść na dół z bardzo stromej 
góry. Oto co zaszło.

Niektóre dzieci zinterpretowały wykres jako mapę trasy:
Mandy: Zaszło to, że szedł czy szła kawałek NE, potem

była prosta droga na E, potem całkiem zmienili 
kierunek i poszli prawie na S.

V ’’Drodze do szkoły” (zob. rys. 11) pomylenie wykresu z 
obrazkiem też odgrywa role. 11% uczniów na polecenie 
d )11 ’zareagowało jak Mandy, która zrobiła rysunek drogi z 
domu Jane do domu Petera (rys. 9), na którym najwyższy punkt 
odpowiada największej prędkości, 30 mil/h. Nie ma tu żadnego 
związku miedzy * odległością daną na mapie i odległością na 
wykresie.

(ii) Trudności wywołane powiązaniem dwu zmiennych 
Odpowiedzi na inne pytania wskazują na to, że dotychczasowe 
kontakty tych uczniów z wykresami były zdominowane przez 
diagramy prostokątne i inne obrazowe przedstawienia danych
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liczbowych; 56% odpowiedzi na to właśnie wskazywało. Ucz­
niowie umieją nanosić punkty na siatkę współrzędnych i od­
czytywać współrzędne punktów w danej skali. Zadanie "Ceny

Rys. 9

cukru” (rys. 10) pokazało, że zwracanie uwagi za każdym 
razem na jedna tylko zmienna nie stanowi większego problemu.
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B * u

Waga ( fu n ty )

Rys. 10
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Ma przykład:
Leonard : g- C. C to mniej pieniędzy.

h. B. Bo to jest najniższa cena.
i. A, C. Oba maja te sama wage i cene.

David : g- C, bo waży najwięcej a kosztuje najmniej.
h. C, bo jest prawie dwa razy cięższy a kosz 

tuje troszkę wiecej.
i. C i D; sa najcięższe i niezbyt drogie.

Niektórzy uczniowie odpowiadając na ”i” patrza na 
różnice - pomylenie stosunku zmiany i wielkości zmiany: 
Tony: D + C, bo maja te sama różnice ciężarów, tak

samo jak pieniędzy.
Najczęściej powtarzająca sie biedna odpowiedź na ”i.” 

to A i C:
Paula: A, C. Bo one sa na tym samym poziomie.

Podobne trudności obserwowaliśmy w zadaniu "Droga do 
szkoły” (rys. 11 ) .

Droga do szkoły. Jane, Susan, Paul i Peter wędrują co 
rano do szkoły ta sama wiejska droga. Peter jeździ z tata 
samochodem,“ Jane pedałuje na rowerze a Susan chodzi 
pieszo. Pozostała dwójka porusza sie różnie. Poniższa 
mapka pokazuje, gdzie kto mieszka.

0 1 2  31 _______l_________i_________i
S ka la  (n ile )

Groh o r

/

Jane Paul

Susan

S zko lą

Peter
4 7



Na wykresie (rys. 11) przedstawiono drogę do szkoły 
każdego z dzieci w ostatni poniedziałek.

Długość 6
drogi do 
szkoły. 4
(mile)

2

20 4 0
Czas spędzony w drodze do szkoły (minuty) 

Rys. 11

a) Oznacz każdy punkt na wykresie imieniem odpowiedniego 
dziecka*

b) Jak Paul i Graham dostali się do szkoły?

c) Opisz, jak doszedłeś do odpowiedzi na pytanie b.

Te pytania sa trudniejsze, bo uczeń musi rozpatrywać dwie 
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zmienne, z których jedna - odległość - jest dana na mapie, a 
druga - czas podróży - jest określona przez sposób porusza­
nia sie. Odpowiedź na każde z nich wymaga zastosowania 
jakiejś proporcjonalności. ¥ b) i c) trzeba skorzystać z 
wykresu z a).

26% uczniów potrafi poprawnie określić punkty (a). 19%
patrzy tylko na czas trwania podróży, nie uwzględniając 
odległości. 12% patrzy na prędkość poruszania sie, i umiesz­
cza Petera najbliżej osi pionowej, Jane w środku i Susan 
jako podróżującą najdłużej, bo idzie piechota- Wreszcie 9% 
opuszcza to pytanie a 30% daje inne biedne odpowiedzi. Ma 
przykład Kim i Cathy posługują sie tylko czasem:
Kathy: Paul szedł a Graham pedałował albo jechał autem.

Bo Paulowi zeszło dłużej niż Grahamowi.
Marianne patrzy na odległość:

Marianne: Szedł Graham, pedałował- Paul, bo patrzę i widzę, 
że Paul był dalej, wiec jechał na rowerze, a 
Graham był bliżej, wiec szedł piechota-

(iii) Kształt wykresu - znaczenie linii prostej 
względem różnych krzywych

W ’’Drodze do szkoły” i ’’Wycieczce autokarowej” zadaniem 
uczniów jest narysowanie wykresów według danej sytuacji, a 
na końcu maja także wyjaśnić kształt wykresu. Wielu uczniów 
rysuje wykres złożony z odcinków. Ci, którzy interpretują 
wykresy punkt po punkcie, sa szczególnie podatni na ten 
rodzaj błędów, gdyż nanoszą kilka punktów i łacza je odcin­
kami, 28% uczniów zrobiło tego typu wykresy w "Drodze do 
szkoły”. Rysunek 12 przedstawia wykres narysowany przez 
Jasona.

Niektórzy uczniowie skupiają sie na spadku prędkości na 
zakrętach, ignorując globalne przyspieszenie samochodu 
(rys.13 - wykres Paula). Podobne błędy pojawiały sie w 
"Wycieczce autokarowej".
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□dlegKość od donu P e te ra  (n ile )

Rys. 12.

0 1 £  3 4 5 6
O dleg łość od donu P e te ra  (n ile )
Rys. 13.

Odpowiadając na a) 36% uczniów rysuje wykresy 
malejące; inni rysują rozmaite krzywe (8%), odcinki (12%), 
kilka punktów (11%) lub histogramy (5%); 28% pozostawia ten
punkt bez odpowiedzi (rys.14 - to wykres wykonany przez 
Helen). Polecenie b) opuściło 35% uczniów - najwięcej w 
całym teście. 37% daje odpowiedzi, które wyraźnie pokazują, 
że odpowiadający zdaja sobie sprawę z malejącego charakteru 
wykresu, ale większość zadowala się wyjaśnieniem, że ” im
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Wycieczka autokarowa. Biuro wycieczkowe oferuje luksusowy 
autokar za 120 funtów dziennie. Organizator wycieczki 
postanawia obciążyć po równo wszystkich uczestników.
a) Naszkicuj wykres pokazujący, jak cena biletu bedzie 
sie zmieniać ze zmiana liczby uczestników.
b) Objaśnij dokładnie kształt swojego wykresu.

więcej ludzi, tym mniej każdy zapłaci”. Tylko 2% dało popra­
wne wyjaśnienie tego, jak wykres maleje.

(iv) Interpretacje gradientów i przedziałów 
Pojęcia gradientu i przedziału okazują sie trudne dla ucz­
niów (zob. Kerslake w (Hart, 1981)). Ale na podstawie wyni­
ków naszego testu - nie trudniejsze od innych globalnych 
charakterystyk wykresu.

Dopóki wykres da się interpretować jako wykres 
"prędkość—czas” - przyzwoita cześć uczniów ma pojecie, jak 
pokazać zmieniający sie gradient. Ale odpowiedzi w "Wyciecz­
ce autokarowej” pokazują, że jest daleko trudniej zastosować
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pojęcie gradientu w tym przypadku. Jest tak może dlatego, że 
sytuacja jest zadana, a może dlatego, że wykres nie odnosi 
sie tu do żadnego trwającego procesu. Każdy punkt reprezen­
tuje tu jedna ze zbioru możliwości, co jest wyraźnie wyżsźym 
poziomem abstrakcji.

<v) Fiksacja - uwaga skierowana na jeden czynnik w in-
formacji

Niektóre błędy wspomniane w iii) mogą być wyjaśnione 
złożonością zadania. V "Drodze do szkoły” trzeba wziąć pod 
uwagę kilka czynników przy rysowaniu Jednego wykresu. Dla 
otrzymania poprawnego wykresu ujmującego pełna 
informacje wielu uczniów musiałoby prawdopodobnie skorygować 
swoje rysunki. Korygowanie wykresu bedzie potrzebne wtedy, 
gdy najpierw zostanie zrobiony gruby szkic, który następnie 
bedzie konfrontowany z oryginalna sytuacja przez reinterpre- 
tacje- Nie ma wiec niczego dziwnego w tym, że wielu uczniów 
skupia uwagę na jednym z dwu wymienionych aspektów, skoro 
ich szkice prawdopodobnie nie były reinterpretowane i kory­
gowane. Szkicowanie próbnego wykresu, jego reinterpretacja i 
poprawianie musiałyby najpewniej być powtórzone kilkakrot­
nie, zanim można by oczekiwać uwzględnienia wszystkich as­
pektów. Jednym z celów zaprezentowanego materiału dydaktycz­
nego było właśnie zwrócenie uwagi na te cykle.
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Z angielskiego tłumaczył 
Stefan Turnau

Przypisy

lł Referat wygłoszony na 39. Konferencji Międzynarodowej 
Komisji do Badania i Ulepszania Nauczania Matematyki 
(CIEAEM), w Sherbrooke (Kanada), w lecie 1987 roku (zob. 
Dydaktyka Matematyki 11). (przyp. Redakcji)

2> Sadzę, że chodzi o uczniów w wieku 13-14 lat, zgrupowa­
nych w oddziale "B" o średnich uzdolnieniach. V wielu 
szkołach średnich w Wielkiej Brytanii nadal stosuje się 
podział uczniów na oddziały według wyników testu 
wstępnego, (przyp. S. Turnaua)

3) Takie niewygodne *nieokragle* ceny i porcje sa w Wielkiej 
Brytanii ubocznym skutkiem przechodzenia na dziesiętny 
system miar, a więc przeliczania na kilogramy tego, co 
pierwotnie wyrażono w funtach, (przyp. S Turnaua)

Ą) Anglosaski zapis dzielenia 216 : 48, odczytywany "48 
^ t o  216" czyli *48 w 216", co jest skróconym pytaniem
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5)

6 )
7)

8 )

9)

10)

11 )

"Ile razy 48 mieści sie w 216?". (przyp. S Turnaua)
Z dalszego tekstu wynika, że chyba powinno być Ile to 
Jest za każdego pensa? (przyp. S Turnaua)
Np. 36 » 12 + 12 + 12. (przyp. S. Turnaua)
Krój czcionki naśladujący pismo odręczne wskazuje tekst 
ucznia, (przyp. S. Turnaua)
V oryginale - directed numbers. Jest to termin u ż y w a n y

w szkołach brytyjskich, oznaczający liczby względne, 
tj. dodatnie i ujemne. Liczby takie zapisuje sie symboli­
cznie np. +2 , “5. (przyp. S. Turnaua)
Chodzi tu o inny kierunek analizy wyników tego samego 
nauczania co w eksperymencie drugim. Na końcu tego parag­
rafu autor omawia jeszcze jeden eksperyment, który w tym 
wstępie nie został zapowiedziany, (przyp. S. Turnaua)
V oryginale są fotokopie ręcznego pisma dzieci. Teksty te 
zawierają rozmaite błędy i nieporadności jeżyka. Wykrop— 
kowano fragmenty, których nie dało sie przeczytać lub 
przetłumaczyć, (przyp. S. Turnaua)
Na rysunku brak tego polecenia, (przyp. S. Turnaua)

THE SYSTEMATIC USE OF COGNITIVE CONFLICT IN TEACHING:
THREE EXPERIMENTS

Summary

In our research program we have for a number of years been 
studying ways of designing teaching in the light of current 
knowledge of the development of pupils' concepts and 
misconceptions. The method of conf1ict—discussion as an 
important component of teaching has evolved. In this method, 
critical questions are posed deliberately to provoke 
conflict, and to expose misconceptions where they exist. The 
method has been tested in three major experiments, on the 
understanding of decimals and place value, on directed
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quantities, and on multiplicative problems concerning rates. 
In the lecture, I shall draw examples of pupils' concepts 
and of teaching material from all three experiments.
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Konkurs im. Anny Zofii Krygowskiej
na najlepsza pracę studencka 

z dziedziny dydaktyki matematyki
Celem konkursu jest budzenie zamiłowań naukowych i ożywianie 
pracy naukowej w dziedzinie dydaktyki matematyki- Konkurs 
organizowany jest pod patronatem Polskiego Towarzystwa Mate­
matycznego od roku 1990.

Regulamin konkursu:
1. Organizatorem konkursu jest Redakcja V Serii Roczników 
PTM Dydaktyka Matematyki .
2. Uczestnikiem konkursu może być (a) każdy student polskiej 
uczelni wyższej, który w dniu złożenia pracy konkursowej nie 
miał ukończonych studiów wyższych; (b) każdy absolwent pols­
kiej uczelni wyższej przedkładający swa prace magisterska w 
terminie nie dłuższym niż 12 miesięcy od dnia obrony.
3. Przedmiotem konkursu sa prace z dydaktyki matematyki, a 
także prace z innych dziedzin o istotnym znaczeniu dla dy­
daktyki matematyki.
4. Prace w dwóch egzemplarzach maszynopisu, opatrzone imie­
niem i nazwiskienm autora oraz nazwa uczelni, w której stu­
diuje lub w której uzyskał stopień magistra, należy kierować 
do Redakcji Dydaktyki Matematyki (Instytut Matematyki WSP, 
30-084 Kraków 23) do dnia 31 maja każdego roku. Do pracy 
należy dołączyć zaświadczenie dziekana potwierdzające fakty,
0 których mowa w punkcie 3.
5. Nagrody przyznaje pięcioosobowe Jury Konkursu, powoływane 
przez Komitet Redakcyjny Dydaktyki Matematyki na okres dwu­
letni. Jury może opierać sie na opiniach zaproszonych do 
współpracy specjalistów.
6. Jury może zaprosić autora złożonej pracy do wygłoszenia 
30-minutowego referatu na jej temat i udziału w dyskusji.
7. Jury przyznaje nagrody ufundowane przez stowarzyszenia 
naukowe, instytucje i osoby prywatne.

Jury konkursu' im. Anny Zofii Krygowskiej na najlepsza 
prace studencka z dziedziny dydaktyki matematyki postanowiło 
przyznać za prace nadesłane w roku 1990:

PIERWSZĄ NAGRODĘ —  Pawłowi Rudecklanu (Uniwersytet im. 
Adama Mickiewicza) za prace ’’Strategia rozwiązywania wybra­
nych problemów matematycznych” ,

DRUGA NAGRODĘ —  Monice Viwegier (Uniwersytet Warszaw­
ski) za prace ”Analiza porównawcza rozumowań matematycznych
1 argumentacji związanych z pojęciem równoliczności u 
uczniów klas IV, V, VI i VIII szkoły podstawowej”.

WYRÓŻNIENIE DYPLOMEM —  Witoldowi Pająkowi (Wyższa 
Szkoła Pedagogiczna im. Komisji Edukacji Narodowej) za prace 
”0 pewnym sposobie oceniania osiągnięć szkolnych u uczniów w 
zakresie matematyki”.
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