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ALAN BELL
Wielka Brytania

SYSTEMATYCZNE UZYCIE KONFLIKTU POZNAWCZEGO W NAUCZANIU
~ TRZY EKSPERYMENTY"

1. Nauczanie diagnostyczne

~ Przez ostatnie pie¢ lat wraz z grupa kolegow (Malcolm
Swan, Christine Shiu, Brian Greer, Kathy Pratt { Barry
Onslow) pracowalem nad znalezieniem sposobéw nauczania,
ktore mocniej uwzglednialyby roézne rozumienie przez uczniodw
niektdrych podstawowych pojeé¢ matematycznych. Przeprowadzi-
lismy z uczniami'rozmowy, wywiady i testy , dokladnie przy-
gladajac sie ich bledom i wykorzystujac je do zrozumienia
kryjacych sie zZa bl edami sposobow mys$lenia. Potem
obmyslalismy { wyprobowywalisdmy w nauczaniu koncepcje i
metody zmierzajace do przezwyciezenia poszczegolnych nie—
porozumien, a w jakis$ czas potem testami sprawdzalismy efek-
ty. Postepowanie to nazwalismy nauczaniem diagnosiycznym.
Sadzimy, Zze moze ono stanowi¢ uzyteczne uzﬁpelnlenie
arsenalu stosowanych na ogél metod nauczania. Jego istota
lezy w stawianiu uczniow wobec takich zadan, ktére wywoluja
sprzeczne interpretacje i dyskus je, prowadzacy do rozstrzy-
gniecia konfliktu.

Z poczatku skoncentrowalismy sie na kilku znanych =z
trudnosci tematach programu nauczania: liczbach ze znakami,
wartosci cyfry #w systemie pozycyjnym, wyborze dzialania na
liczbach dziesietnych i algebrze. Poézniej jednak Yoledzy
zaczell stosowaé¢ te same zasady i metody do innych tematow
programu: interpretacji graficznej, figur { systemu pozycyj-
nego w nizszych klasach oraz prawdopodobienstwa w klasie



szostej. Nasze wyniki obejmuja m.in. nowe spojrzenie na
rozumienie przez ucznioéw tych dziedzin; ale wylonilo sie tez
kilka typow zadan szczegolnie przydatnych do wywolania kon-—
fliktu i dyskusji, a wiec efektywnego wuczenia sie.
Wymy$lanie zadan, “poprawa zadan domowych” (z wykorzystaniem
prawdziwych zadan domowych, jak 1 fikeyjnych, specjalnie
skonstruowanych), wypelnianie tabel, gry — wszystkie okazaly
sie uzyteczne. Wyprobowywalismy tez roézne kombinacje dys-—
kusji w grupach z dyskusja w calej klasie.

2. Nieporozumienia dotyczace dzielenia

Najpierw omoéwie wywiady ujawniajace sposoby rozumienia
przez uczniow dzialan mnozenia 1 dzielenia w zadaniach.
Potem pokaZe,_ jak te wywiady doprowadzily do stworzenia
pewnych programéw nauczania | przedstawie wyniki ich
realizacji.

Ubocznym wynikiem wprowadzenia kalkulatoréw bylo
uswiadomienie sobie, 2e- rozpoznanie dzialania stanowi dla
wielu ucznidéw istotna trudnodé¢. Dawniej, gdy cala uwage sku—
pialo nauczanie metod rachunku, trudnos¢ ta pozostawala w
cieniu (potrzebne dzialanie mo2na czesto wywnioskowaé¢ =z
wielkosci danych 1liczb, tytulu rozdzialu czy u2ytych w
zadaniu slow, jak *razy® czy "lacznie”). ’

W $rednio uzdolnionej trzeciej klasie szkoly Sredniejz’
dalismy nastepujace zadanie:

Pieczarki kosztuja 40 pensow za funf. Jezeli kupie ich za
25 pensow ~ ile beda wazy¢?

90% uczniow dalo dobre oszacowanie odpowiedzi- (tj. 1/2 fun-
ta, 3/4 funta itp.); jednak na pytanie: Jak to obliczyé¢? -
tylko 10% odpowiedzialo poprawnie, tj. 26:40, za$ pozostali
w wiekszosci odpowiadali 40:25.

Czytelnik zna zapewne zadanie CSMS o cenie miesa (Mie-

10



lona wolowina kosztuje 88,2 pensow za kilogram. Ile kosztuje
porcja 0,58 kg mielonej wolowiny?a)) i wynik: 29% 15-latkow
proponujacych poprawne mnoz2enie i 45% dzielenie
{Hart,1981).

Wyniki te wskazuja na szeroko rozpowszechnione bledne
przekonanie, 2e mnozenie zwieksza a dzielenie zmniejsza, a
takze, 2e dzieli sie 1liczbe wieksza przez mniejsza. Wywia-
dy, ktore zamierzam omowi¢, byly proba lepszego zrozumienia,
jak te poglady sie rodza; w szczegodlnosci, czy ci, ktorzy
zawsze dziela wléksza przez mniejsza, po prostu niedo—
kladnie czytaja zadanie i stad nie sa $wiadomi, jaka role
graja poszczegélne liczby.

Dla zweryfikowania tej hipotezy, a tak2e w celu
ogolniejszego zbadania, na jakie aspektiy zadania uczniowie
gléwnie zwracaja uwage, wywiady bhyly tak zaprojektowane, by
umoz2liwi¢ obserwacje aktu odczytywania i zrozumienia zadania
tekstowego. Staralismy sie stwierdzi¢, ktére aspekty zadania
s3 najlepiej zapamietywane, a w szczegélnosci, czy wyste—
pujace w zadaniu liczby pozwalaja oceni¢, jak zostalo ono
odczytane i zrozumiane. Na przyktlad, czy uczniowie
zapominaja o jednostce szukanej wielko$sci i podswiadomie
przyjmuja, ze chodzi np. o godziny na kilometr zamiast
kilometrow na godzine? Jak dalece uczniowie umieja na
podstawie pierwszej lektury zadania poprawnie wnioskowac¢ co
do przyblizonej wielkosci odpowiedzi?

Wywiady przeprowadzono z 10 uczniami $rednio uzdolnio-
nej trzeciej klasy szkoly s$redniej, ktorzy mieli szczegdlne
trudnosci przy wyborze kolejnosci liczb w dzieleniu. Wywia-
dy prowadzono z para uczniow siedzacych przy stole. Jeden z
nich otrzymal kartke z zadaniem, drugi kalkulator. Pierwszy
mial oszacowa¢ odpowiedz i zanotowaé¢ swoje oszacowanie, a
potem powledzie¢ drugiemu tres¢ zadania. Drugi uczen mial z
pomoca kalkulatora znalezé¢ dokladna odpowiedz. Potem
nastepowala dyskusja nad tym, czy poprawne bylo oszacowanie,
wynik rachunku, obydwie, czy wreszcie 2adna z tych liczb.
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Oto skrocone fragmenty kilku wybranych protokolow tych
wywiadow. "Alan” jest tu prowadzacym wywiad.

Na beli materialu zawierajacej 48 metrow jest cena 216
funtow. Ile kosztuje metr tego materialu?

Simon podal oszacowanie 5, a nastepnie powtoérzyl zada-—
nie: - W sklepie jest 48 metrow materiaiu i to jest 2186
funtow. Ile bedzie materialu? Nie! Zaczekaj, nie ¢ to cho-
dzi.

Simon potem jeszcze powtarzal: *Ile bedzie materialu?®
i dopliero po powtérnym przeczytaniu zadania powiedzial: *Ile
to bedzie za metr?®

Anthony wykonal nz kalkulatcrze 48:216. "Dostalen
0,222”. Alan zapytal, czy to dobrze, ale nie otrzymal odpo~
wiedzi. Alan zapytal Simona2, jakie bylo jegc oszacowanie.
"Pie¢” . Anthony znowu bierze kalkulatior.

— Jeszcze raz to zrobie. Chyba zrobilem to Z2le. (Dzie-
11 216:48), UYzialem najplerv 48 i to byleo #le, bo to leo
*pcdziel na* - dzielenle - 2 ja my¢lalem, e to bylo "ra-
zy®. Wiec teraz zrobilem to tak.

—~ Dlaczego przedtem dostales 00,2227

~ No bo przeciez nie da sie podzieli¢, ile bedzie w 48
216.
(Komentarz: Dane sa dobrze pamietane, ale nie pytanie...
Dlaczego 48:2167 Czy my¢lal o 487216 *’2 ...®Myslalem, ze
to bylo razy®”. Mowi, 2e sie pomylil, ale wyjasnienie nie
odpowiada temu, co zrobil.)

Kto¢ kupil 250-gramowa kostke masla za 44 pensy. lle to

jest na kaidy gram mas1a?®’

Judith oszacowala, 2e 7 gramow. Powtarza zadanie:
- Ktosokupil 250-gramowa kostke masta. Ile to jest na
gram?
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Allison dzieli na kalkulatorze 250:44 = 5,861. Wynik
okre¢lila jako gramy, ale nie podobalo jej sie to. Wtedy
Alan zapytal, Jakie bylo oszacowanie Judith. "Siedem
pensow”. Allison powtarza, 2e 5,861 to gramy.

Alan zapytal dziewczynki, ile by kosztowala 250-
gramowa kostka masta, gdyby masio bylo po 6 pensow gram.
Judith uznala, 2e wiecej ni2z 44 pensy. Jednak dziewczynki
nie zdolaly rozstrzygna¢ tego konfliktu.

{Komentarz: Simon i Anthony dali na to zadanie podobng
odpovwiedz. Podali wlasciwa jednostke — gram, ale poitem zmie

nili odpowiedz wiedzac, Zze chodzi o koszt. W powyzszym
przykladzie jednostka zostala najpierw podana poprawnie, ale
nie doprowadzile te do wykrycia bledu, jednostka zostala po
prostu zmienion2 na pensy.)

Ile <czasu zajelo biegaczowi przebiegniecie jednego
metra, jezeli biec na 800 meiréw ukonczyl w 104 sekundy?

Allison ocenila, 2e okoloc 7 sekund. Powtoérzyla zadanie:

— Biegacz przebiegl! 104 metry w 800 sekund ..., albo
co¢ tzkiego (bardzo przekrecila, probuje od nowa). Biegacz
biegl ... 800 meirow v 104 sekundy ..., "~ albo co¢ takiego.
{Alan zapytal o reszte. Allison kontynuowala:) l1le biegl
jeden metr? - albo co$ takiego. (Judith dodala:) Jak dilugo
biegl jeder metr? To oczywiste. Biegl metr.

Allison powitoérnie przeczytala zadanie. Judith najpierw
podzielila 800:4, potem 800:104.

{Komentarz: Tym razem cala struktura zadania zostala
przekrecona — zapamietane zostaly dobre liczby, lecz nie ich
role.)

Sklep filatelistyczny kupil zbioér znaczkow za 14 funtow i
sprzedal go za 0,8 sumy, za ktora go kupil. Ile dostal?

Michael oszacowal, 2e za 20. Powtorzyl zadanie:
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— Sklep filatelistyczny kupil =zbio6r =znaczkéw za 14
funtow i sprzedal go za 0,8 razy wiecej.

Potem przeczytal zadanie jeszcze raz Simonowi. Simon
pomno2yl, ale odrzucil! wynik, bo byl on mniejszy od 14.
- Powtorzyl zadanie poprawnie. Wreszcie wykonal 14:0,8.

Nastapila teraz dluga dyskusja na temat mozliwosct
sprzedazy ze strata. Chlopcy ¢$miali sie, 2ze mozna co$
sprzeda¢ za pol kwoty, ktora sie dalo, ale po pewnym
czasie =zrozumieli, 2e sprzeda¢ za 0,5 tej kwoty znaczy
dokladnie to samo. Simon wreszcie wyliczyl, z2e 0,8 z 14
bedzie rowne 11,20, ale nadal chcial! dzieli¢ 14:0,8,
2eby otrzyma¢ ten wynik na kalkulatorze. Wciaz tez sadzil,
ze 0,8 tej kwoty”, to nie to samo co "0,8 razy ta kwota”.

{Komentarz: funkcjonuje tu zasada ”mnozenie powieksza”,

umotywowana oczekiwaniem zysku.)

Ile wzia¢ puszek farby pe 0,75 litra, aby mie¢ tyle
samo farby co w 3 puszkach 1-litrowych?

Michael powiedzial, 2e w zadaniu jest za duzo liczb.
Oszacowal, ze odpowiedZz bedzie 12. Powtérzyl zadanie:

S W
|
|

LS

Rys. 1.

~ Ile puszek po 0,75 litra ... wypelni 9 puszek po 1
litrze farby... Co¢ takiego.
Simon wytlumaczyl zadanie:
— Trzeba sie dowiedzie¢, ile razy 0,75 miesci sie w 9
puszkach zawierajacych 1 litr kazda.
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Umial to obliczy¢ w glowle, ale'nie na kalkulatorze.
Zrobil rysunek (rys.1). Wiedzac, 2e jest 4 puszki po 0,75 w
3 litrach, wywnioskowal, 2ze jest 12 w 9.

(Komentarz: Zauwazmy, 2e Simon nie mogl tego zobaczyt
jako 9 : 0,75; inne obserwacje pokazaly, ze trudnosci
ustepuja, gdy opisa¢ to jako przelewanie -9 1litrow do
puszek 0,75-~litrowych. W kazdym razie, sformulowanie zadania
sugeruje poréwnywanie pojemnosci puszek: 0,75:1, co nie pro-
wadzi atwo do sposobu obliczenia na kalkulatorze.)

Nastepny, nieco dluzszy fragment, wyraznie ukazuje
zupelne pomieszanie miedzy gramami na pens i pensami na
gram . Dotyczy on pytania o cene grama maslta, gdy 250g kosz-
tuje 44 pensy.

Alan: Jakie jest twoje oszacowanie?

Judith: Nie wiem.

Alan: Mozesz oszacowa¢ calkiem z grubsza.

Judith: Hm; co tu trzeba przez co podzielié¢?

Alan: Acha, rozumiem. No wiec powiedz, co myslisz.

Judith: Hm, 260g za 44p ... To o to chodzi.

Alan: A co dalej?

Judith: No, chcemy sie dowiedzie¢, ile gramow ... ile
to kosztuje za jeden gram.

Alan: Tak. Doskonale. Kazda z was moze zaczac.

Shani: 250 dzielone przez 44.

Alan: Bardzo dobrze. Zro6b to.

Shani: 5 przecinek 681 w okresie.

Alan: Wiec jaka jest odpowied2?

Shani: 6,6.

Judith: Okolo 6 pensow.

Alan: Widze, 2e robisz 2606 ... 1260 ... Wiec cu
dostalas?

Judith: To jest 2le...wykonalam zle...jak sie to
nazywa?

Alan: Zle dzialanie?
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Judith: ... Zle dzialanie. Powinnam dosta¢ mniej niz
5 pensow.

Alan: Mozesz poda¢ dokladniej?

Judith: Okolo 3 pensy.

Alan: Czy moglabys$ jeszcze raz przemysle¢ zadanie?

Judith: Czy trzeba podzielié¢ 250 przez 447
{Shani nie calkiem rozumie, czym sie ré6zni jedno od
drugiego.) i

Alan: No a jakiego rodzaju chcesz mieé¢ odpowiedz? Jak
duzg chcesz mie¢ liczbe?

Judith: Mala.

Alan: Jaka mala? ... Mowilas, 2e mniej niz 5.

Judith: No to musi by¢ ... (milczy).

Alan: Tak, wiec co chcialas$ powiedziec¢?

Judith: Nie wiem.

Alan: Acha. A dlaczego mys$lisz, 2e odpowiedz powinna
by¢ mala liczba?

Judith: Bo 44 to malo pieniedzy

Alan: No?

Judith: ... a dostaniemy 250g. To bardzo duzo za 44
pensy.

Alan: Stusznie, to duzo gramow za niewiele pieniedzy.

Judith: Wiec to musi by¢ naprawde malo.

Alan: No tak, ale kiedy mowisz haprawde malo ... jak
malo? Mniej niz 5 ... dobrze. Wydaje ci sie, 2e mniej niz 3
czy wiecej ni2z 37

"Judith: Mniej.

Shani: No wlasnie.

Poniewa2z dziewczynki nie zdaja sobie sprawy z tego,
ze odpowiedz jest mniejsza od 1 pensa, Alan stawia je
wobec sytuacji, w ktorej otrzymujemy 44g za 44 pensy |
prosi o porownanie jej z sytuacja 250g za 44 pensy. Judith
ignoruje 250, ale chwyta idee 1 brObuJe 88. Jednak wybor
dzialania okazuje sie rzeczywistym probiemem, nawvet w
przypadku podwajania { polowienia.
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Alan: Zastanowmy sie nad tym. To cie kosztuje 44
pensy. Gdyby$ dostala 44 gramy ...

Judith { Shani: 1 pens.

~Alan: 1 pens na gram, doskonale. Ale daje ci 250
gramOw: To wiecej czy mniej?

Judith: Zaréz, gdyby to bylo 88, dostalibysmy 2 pensy
na gram ... bo 2 razy 44 jest 88 i1 to by bylo 2 pensy na
gram. ’

Alan: Powledz to jeszcze raz.

Judith: No wiec 44 ... dostaniemy 1 pens na gram ...,
Je2eli mamy 44 gramy.

‘Alan: Dobrze.

Judith: Gdyby$my mieli 88

Alan: 88 czego?

Judith: 88 gramow.

Alan: Za co?

Judith: 44 pensy. To by bylo 2 gramy na pens. Nie

., Jezeli jest 88 gramow 1 to kosztuje 44 pensy, to
dostaniemy 2 gramy =za kazdy jeden pens.

Shani: To jest p6l pensa.

Judith: No tak.

Alan: Wiec ile ... co to jest?

Judith { Shani: P6l pensa na gram.

Alan: P61 pensa na gram.

Judith: Wiec to musi by¢ mniej niz jeden pens.

Shani: Wiec to jest pol pensa.

Tu Judith uzmyslawia sobie korzys¢ z rozwazenia 88g
za 44 pensy, ale wcia2z nie moze wybrna¢ z zadania.

¥nioski
Oszacowania badanych uczniéw byly w jednych =zadaniach
lepsze, w innych gorsze. Na przyklad byly one na ogol
zupelnie dobre w zadaniu o beli materialu 1{ gorsze w zada-
niu o sklepie filatelistycznym. W badaniach o0 mag¢le i biega-
czu byly zupelnle zle. Szczegdlnie tu, ale takze w innych
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przypadkach, bledne oszacowania byly rezultatem proby wy-
konania rachunku w pamieci. Przy tym to nie rachunek
pamieciowy okazywal sie niedokladny, ale blednie wybrane
byto dzialanie; np. 800:104 1lub 800-104 w zadaniu o
biegaczu. '

Uczniowie byli na og6l! bardzo dobrzy w powtérzeniu
przeczytanego zadania i w oszacowaniu wyniku. Stosunkowo
nieliczne bledy dotyczyly zarowno liczb jak i innych rzeczy,
niekiedy w zwiazku z jednostkami; np. 104 sekundy powtoérzono
jako 1 minuta i 4 sekundy, albo 0,7 jako 7.

Na og6l najtrudniejsze do powtOrZenla bylo pytanie o
niewiadoma wielkos$¢. Bylo tak bez wzgledu na to, czy pytanie
znajdowalo sie na poczatku czy na koricu zadania. Trudnosé
ujawniala sie tu raczej jako niepewnos¢ niz bledne odtworze-—
nie pytania. Nigdy nie zamieniano jednostek, np. 2eby zapy-
ta¢ o gramy na pens zamiast o pensy na gram,'albo o metry
na sekunde zamiast sekund na metr (z wyjatkiem jednego przy-
padku) . . .

Obserwacje zdaja sie wiec potwierdzaé¢ przypuszczenia,
2e uczniowie dawali bledne oszacowania dlatego, 2e nie umie-—
1i poprawnie wyszuka¢ danych w zadaniu. Zatem przedstawienie
danych nie mo2e poslu2y¢ za wytlumaczenie tak czestego
przestawienia dzielnej z dzielnikiem. Wydaje nam sie, ze
przyczyne stanowi tu fakt, 12 rozumienie przez uczniow
struktury dzielenia nie obejmuje porzadku 1liczb jako istot-
nej cechy. Jak mozna temu zaradzié¢ w dalszym nauczaniu - to
zagidnienle, do kiorego przechodzimy obecnie.

3. Opracowanie materialéw dydaktycznych — bledy
w rozumieniu pojeé¢ numerycznych

Widzielismy juz przyklady czestych bl edow
pojawiajacych sie przy rozwigzywaniu zadat, ktore
sprowadzaja sie do dobrania wlasciwego dzialania (mnozenia
lub jednego z dzielen). Wérod nich naczelne miejsce zajmuja:
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niedopuszczanie mozliwosci dzielenia mniejszej liczby przez
wieksza oraz przyjmowanie, 2e mnozenie zawsze zwieksza a
dzielenie zmniejsza. W tym paragrafie przedstawie =zasady
dydaktyczne i rodzaje materialbw’ oraz <¢wiczen, jakie
powstialy podczas przygotowywania i realizacji lekeji
zmierzajacych do poprawy rozumienia mno2enia i hzielenlat
Rozwigzanie, z uzyciem kalkulatora, zadania:

Jak daleko zajedzie Rolls Royce na 0,6 galona benzyny,
jezeli przejezd2a on 12 mil na galonie paliwa?

mozna uzyska¢ roznymi sposobami. Najczesciej rozwiazujacy
przedstawia lub wyobraza soblie jako$ odleglosé¢ 12 mil prze-
bywana na jednym galonie paliwa, i wie, 2e zuzywajac 0,6
galona przejedzie sie 0,6 odcinkow 12-milowych, dokladnie
tak samo, jak - dajmy na to - na 3 galonach przejechaloby
sie 3 odcinki 12-milowe. Polega to wiec jakby na
uswiadomieniu sobie, 2e 0,6 nalezy traktowa¢ tak samo, jak
potraktowalibysmy liczbe calkowita, za$ dzialanie jest zde-
terminowane przez strukture zadania. Jednak rozwlazujacy
zadanie moze nie panowa¢ tak dobrze nad struktura
dzialaniowg zadania, a za to by¢ swiadomym wartosci poszcze—
goélnych wielkosci (12 i 0,6) oraz tego, 2e wynik powinien
stanowi¢ okolo polowy z 12; wowczas moze zdecydowac, 2e
potrzebne jest jakies dzialanie zmniejszajace, na przyklad
dzielenie. W przypadku liczb takich, jak 3 galony i 12 mil
na galon, my$l krazy prawdopodobnie woko6l liczb pokrewnych 3
i 12 jako mozliwych odpowiedzi; ostateczny wybor liczby 36
oplera sie zarowno na $wiadomosci struktury wielokrotnego
dodawanlas’, jak i1 na szacunkowej ocenie wystepujacych w
zadaniu wielkosci. W przypadku liczb dziesietnych - liczby
pokrewne nie zjawiaja sie w mysli tak automatycznie, totez
niezbedny jest bardzo $wiadomy wybor dzialania. Jezell
dostepny jest kalkulator — dzialania: 12 - 0,6, 12 : 0,6
i 0,6 : 12 sg mozliwymi opcjami i zazwyczaj sa one
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kolejno wyprébowywane, 2az do ukazania sie wyniku bliskiego
oszacowaniu.

Kolejnym problemem jest to, 2e wielu uczniom brak dob-
rego rozumienia sensu zapisow 3:24, 24:3 i 3724 oraz ich
wzajemnych zwiazkow. Zapytani, jak nalezy znalezé liczbe
jabltek na osobe, gdy 24 jablka rozdzielono miedzy 3 osoby,
nasi uczniowie pisali na ogol 3724 lub 24:3; ale iloraz 3:24
czesto identyfikowali z 3)24. Ich niekonsekwencja byla tu w
wielu przypadkach znaczna. (Ilustruja to wyzej cytbwane
wywiady.)

Bledy w wyborze dzialania zdawaly sie pochodzié¢ z nie-
rozumienia poje¢ numerycznych. Gdyby wiec udalo sie poprawié
rozumienie tych poje¢, powinna ostabna¢ tendencja do tego
rodzaju bledow. Zauwazylisémy tez, 2e bledne przedwiadczenie
Ynie moZze by¢ -~ mala : duza® naklada sie na rozumienie
znakow dzielenia, mem §»y *, na to tez trzeba zwroci¢
uwage. Wydaje sie tez rozsadna hipoteza, ze néuczanle po-—-
prawnych zwigzkow wielkosclowych, np. wartos¢ = ilosé-cena,
jako stosowalnych bez wzgledu na wielko$¢ wystepujacych w
nich liczb -~ przyczyni sie do poprawy.

Przygotowalismy materialy dydaktyczne skierowane na te
trzy aspekty: nierozumienie =zapisu, nierozumienie poje¢
numerycznych 1 niezmienniczos¢ zwiazkdéw wielkosciowyeh w
zadzniach o tematyce taklej, jak ceny czy predkoéci. Byly
one tworzone w kilku kolejnych wersjzch, a itzakze stosowane
porownawczo. Wspomnimy kr6tko o tych eksperymentach
porownawczych, lecz skoncentrujemy sie glownle na obecnej
wersji materialow i modyfikacjach, jakie one przeszly w wy-—
niku kolejnychk proéb.

Liczby i symboliks
Pierwszy material dotyczacy zapisu dzielenia -~ to arkusz
Myslenie o dzieleniuw, kiérego fragment pokazano niZej7).
Mial on na celu ujawnienie roznych interpretacji zapisu
dzielenia, a przy tym umo2liwial samokontrole przez to, 2e
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sprawdzenie na kalkulatorze ujawniloby ka22da bledna finter-—
pretacje, umozliwiajac samodzielne poprawienie jej przez
ucznia. Wypelniajac go jedni uczniowie dawali wszystkie od-
powiedzi poprawnie, inni dawali bezmyslnie wszedzie te same
odpowiedzi, wreszcie bardzo nieliczni rzeczywisclie korzysta-
1i z mozliwo$ci sprawdzenia | poprawienia blednej odpowie-
dzi. Wielu po prostu od razu liczyle na kalkulatorze i prze-
pisywalo wynik w kolumnie ”Wynik”.

Rachunek Slowami Wynik | Sprawdzenie na

kalkulatorze

¢

18 : 8 niginascie dzielone puzer trvzy 5 » § «
4 720 czieny w duwudziesiu 5 » 6 «
2 : 10 dua dzie(?ne pzez dziesigd » % » 0,2«

Idea ¢wiczenia umozliwiajacego sprawdzenie swojego rozumie—
nia 1 poprawienie go byla im obca; wymaga to istotnej
reorientacji postaw ucznidow, czego na tym etapie nie
zdolalilismy osiagnaéc.

w nowe j wersji odeszlismy od listy podobnych
przykladow, a RakZe przeksztalciliémy zadanie tak, by nada-
walo sie do pracy zespolowej. Kazda grupa uczniow dyspo-
nowala teraz duza, prawie pusta tabela (zob. nizej) i kolek-
cia kartek z gotowymi odpowiedziami.

Zadanie | Stowami - : ¥ynik )] Wynik

8 dzielone
przez 2

6712

1276

N
'S




Kartki mialy slu2y¢ do wypelnienia pustych pol tabeli. Typo-
wa lekcja z uzyciem tego materialu zostala zarejestrowana i
ni2zej przytaczamy niektoére epizody. Zadanie z poczatku wy-
dawalo sie latwe, jednak wkroéotce pojawily sie sprzeczne opi-
nie i ozywione spory na temat prawidlowego umieszczenia te]
czy innej kartki. Nauczyciel, gdy uznal to za wlasciwe, wy-
razal watpliwos¢ co do umieszczenia jakiejs kartki 1 suge-
rowal ponowne przedyskutowanie tego. Gdy wszystkie grupy
uznaly, ze kartki zostaly wlasciwie umieszczone — podejmowa-
no dyskusje 2z cala klasa. Najpierw reprezentant grupy
wypelnial odpowiednia tabele narysowana na tablicy, "a wtedy
inne grupy wyrazaly swoje opinie. Nauczyciel zachecal do
wyjasniania stanowisk, zajmujac przy tym neutralna pozycje.
Najgoretszy spor dotyczyl tego, czy do podzialu 2 jablek na
8 osob kartki 2:8 i 278 zostaly prawidlowo umieszczone w tym
samym szerequ. Niektorzy uczniowie twierdzili, ze 2:8 jest
niemozliwe, wiec nalezy wzig¢ 8:2. Zgadzali sie jednak, ze
mozna podzieli¢ dwa jablka miedzy 8 dziewczynek i kazda dos-
tanie 1/4. Zacytujemy fragment tej dyskusji. '
Ul: Przy dzieleniu nie moze zosta¢ 1/4. To bedzie nic
albo liczba calkowita.
N: Wiec co z tym przykladem (2 jablka, 8 dziewczynek)}?
U1l: Uczylismy sie, 2e przy podziale musi sie dostac¢
liczbe calkowita. Jezeli jeden zostaje a dzielimy,
powiedzmy, przez 5, to bedzie reszta 12.
N: Rozumiem. No wiec co z tym przykladem?
U1: No, jak zadamy komu$ to pytanie, 2 jablka podzie—
11¢ miedzy 8 dziewczynek, to odpowie 1/4. Ale
jak damy mu tamto (2:8), to da inna odpowiedz.
U2: Powie 4.
N: Dlaczeqgo uwazasz, 2e powie 47
U2: No bo liezb nie da sie pokawalkowaé.
U3: Da sie pokawalkowa¢ ... jak odejmujemy, to méwimy
4 mniej 1, wiec kawalkujemy liczby.
U1: uwaza, 2e sytuacja realna 1 dzialanie na liczbach
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nalez3 do roznych kategorii i rzadza sie innymi
prawami. Za chwile uczen U3 bardzo zdecydowanie
stara sie wyperswadowa¢ kolegom taki poglad.

U4: Nie mozesz tak (2:8), bo 8 nie mietci sie w 2 -

' no, miesci sie, ale to nie jest 4, no nie?!

US: Do 8:2 dalismy ile razy 2 miesci sie w 8.

N: No wiec co daliscie do 2:87

Us: To samo. »

U3 (wybuchajac protestem): Alez to nie to samo, prze—
ciez onrbciliécie to, no nie?! ... (wybucha) A co
byscie powiedzieli na 100 dzielone pézez 2 1 2
dzielone przez 100? To przecieZz ogromna roznica!

US: No jaka réznica?

U3: Bo 100 dzielone przez 2 jest 50.

US: No zgoda, a 2 dzielone przez 1007

U3: ($mieje sie)... Nie jestem pewien!

il

Jest to ten rodzaj konfliktu 1 dyskusji, ktoére
chcielismy wywolaé na kazdej lekcji. Rozpoczynalismy od
krotkiego zajecia, prowadzacego do ujawnienia bledow rozu-
mienia, tkwiacych w schematach i pogladach wuczniéw. Mozna
by wiec powiedzieé, 2e rozmy$lnie dawalismy im zadania wpro-
wadzajace w blad przynajmniej niektorych, przy tym bez
zadnego ostrzezenia. Przyjelismy zasade, 2e je2eli wystepuje
jakies nrnieporozumienie, to ®lepie]j bna wierzchu niz w
$rodku”; powinno sie ono ujawni¢ i byé poddane dyskusji w
grupie kolezefiskiej. Rzecz jasna, siworzenie w klasie atmo-
sfery, w ktorej ten ityp pracy jest akceptowany, nie jest
sprawy banalna 1 moze zaja¢ troche czasu.

Zadania, ktore pojawily sie na tej lekcLi, dotyczyly
zarowno zapisu dzielenia, jak i nierozumienia’ poje¢ nume-—
rycznych. Wspomnimy jeszecze o innych leicjach,‘nastawionych
na to drugie. W jednej uczniowie otrzymywali trzy przemiany
liezby: &-—>10, 3—>12 { 3—>4, 2z zadaniem znalezienia
dzielen, ktére realizowalyby te przemiany. ULzialalo to
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piorunujaco. Dzieci mialy nastepnie napisa¢ prawa rzadzace
doborem liczb, a takze napisa¢ zadania pasujace do kazdego
rachunku. Dyskusja koncentrowala sie wok6l tych praw.

wymyslono takze dwie gry (w kilku wersjach), ktore wymagaly
wybrania 1liczb i mno2enia lub dzielenia w celu uzyskania
pozadanej liczby. Jedna - to "pilka nozna® z uzyciem kalku-
latora, gdzie ka2dy 2z dwu grajacych na zmiane musial
pomno2y¢ liczbe wyswietlana przez kalkulator przez taka
liczbe, aby uzyska¢ liczbe z zakresu pilkarza, do ktorego
chcial? *podac¢®, np. hiedzy 30 i 49 (rys. 2). Druga - to
"ustawianka” planszowa, gdzie dla 2zajecia pionkiem pola
trzeba najpierw wybra¢ taka pare liczb z danego zbioru, np.
4; 0,8; 2,6; 0,2; 40, ktore pomnozone lub podzielone przez
siebie dadza liczbe tego pola (rys.3). Jeden z grajacych
zaczyna od bialej, drugi od czarnej krawedzi i wygrywa, gdy
polaczy te krawed2z z przeciwlegla lancuchem plohkOv.

Te gry angazuja ucznioéw w podejmowanrie bardzo wielu
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decyzji dotyczacych wielkosci liczb, ktore maja bye
pomnozone czy podzleloné. Aby wiec wygrywae, dziecko musi
dobrze zdawac¢ sobie sprawe z ogodlmych praw rzadzacych wiel—
koscia 1liczb w dzialaniach. Przy okazji prob prowadzonych w
klasach zauwazylismy ciekawe zjawisko: po intensywnej grze
przez pol lekcji — sprawdzian na rozumienie dzialan wykazy—
wal nieznaczna poprawe; natomiast po dyskusji z konfliktem
na nastepnej lekcji, w ktorej nauczyciel zachecal do ujaw-
nienia uogoélnien, np. "2zeby zmniejszyé¢, mo;na pomnozy¢ przez
liczbe mniejsia od 1” - nastapila duzo wyrazniejsza poprawa.

Wniloski
Opisane materialy dydaktyczne mialy poprawi¢ wyniki w zargre~
sie wyboru dzialania rozwiazujacego zadanie okreslonego ty-—
pu. Wedlug naszej hipotezy roboczej, gdyby pokonane zostaly
trudnosci z zapisem dzialan i bledy w rozumieniu dzialan, to
wybor dzialania bylby dokonywany poprawnie. Nie potwierdzilo
sie to jednak w dwu seriach przeprowadzonych przez nas eks-—
peryment6éw. Poprawa nastapila wprawdzie w odpowiedziach na
pytania o wielko$¢ wyniku (np., czy 19,4:0,65 jest wieksze
czy mniejsze od 19,47?), ale nie w wyborze dzialania
rozwiazujacego zadanie tekstowe. Wymagalo to skierowania
uwagi bezposrednio na takie zadania. Opracowane w tym celu
materialy omowimy w nastepnym paragrafie. Ulepszenie w
nastepnej serii préb polegalo przede wszystkim na
przesunieciu akcentu z arkusza ¢éwiczen na dyskusje. W obydwu
seriach prob wystepowala dyskusja nad "tymi samymi bledami
rozumienia, ale z poczatku byla to Pdyskusja podajaca®”, po
kidorej nastepowala praca nad arkuszem ¢éwiczeniowym (z ewen—
tualna samokontrola), w zamierzeniu bedaca glownym zrodlem
doswiadczent poznaweczych ucznia. ¥ poézniejszej serii prob
traktowalismy "dyskusje z konfliktem® jako glowne zrodlo
takich doswiadezert, a prace nad =zacdaniami jako wstep,
stwarzajacy okazje do otwarcia sytuacji problemowej i
pojawienia sie pewnych bdigdow, kiore wywolywaly konfiiki i
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prowadzily do dyskusji. Po dyskusji dawalismy Jjeszcze
uczniom éwiczenia na pisémie w celu "konsolidacji® zdobytego
rozumienia. Byly to podobne zadania, jednak ze sprzezeniem
zwrotnym umozliwiajacym samodzielny poprawe ewentualnych
btedow.

Wiele oso6b sadzi, 2e dyskusja z uczniami na temat ma-
tematyki jest trudna. Tlumaczy sie to, by¢ moze, czesciowo
tym, 2e staramy sie nada¢ dyskusji charakter konwergentny,
dazac do wyroznienia nie tylko poprawnego wyniku, ale te2
prowadzacego do niego poprawnego wnioskowania. Jak jednak
mozna zobaczy¢ w dyskusji opartej na silnie przezytym kon—
flikcie, wiele czynnikow { wiele powiazan ma swéj udzial w
przekonaniach ucznia. Wszystkie one musza by¢ wydobyte i
ujawnione. Dyskusja moze zawieraé¢ powtoédrzenia; zawiera je
normalna dyskusja na dowolny temat, bowiem trzeba wiece]j
niz jednego przekonujacego argumentu dla zmiany ustalo-
nego pogladu. Moze najbardziej uderzajaca z nasiych obserwa-
cji to to, 2e cofanie sie jest tu norma. Zdarzalo sie, 2z2e
nawet po najefektywniejszych lekcjach, gdy postepy czynione
przez uczniéw byly wyraznie widoczne, na nastepnej lekcji
wiekszos¢ wpadala z powrotem w pierwotny blad.Co prawda,
powtérne wyciaganie z niego dokonywalo sie szybeciej. Metoda
dyskusji nad konfliktem zdaje sie byé¢ lepszym sposobem ra-—
dzenia sobie z tym dobrze znanym rjawiskiem niz zwykle
douczanie. Te same zasadnicze aspekty poje¢ musza by¢ wie—
lokrotnie poddawane duskusji, ale powinny pojawia¢ sie w
roznych kontekstach i w rozZny sposob przedstawione. Dyskusja
w grupach na temat dzielenia byla jedna z najlepszych lekcji
tej serii. Dyskusja w grupie przede wszystkim pozwala
wiekszej liczbie os6b wypowiedzieé¢ swoje poglady 1 sposéb
rozumienia (a takZe niezrozumienia), przy tym w atmosferze
mniejszego zagrozenia niz wtedy, gdy mowi sie do calej kla-
sy. Gdy po dyskusji w grupach nastepuje dyskusja ogoélna,
uczen ma wiecej odwagi w przedstawianiu i obronie pogladu,
ktory wczesniej byl zaakceptowany w grupie. Jest jednak
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wazne uzgodnienie 2z klasy tego, 2e celem ich wspolnej pra-
cy jest przedyskutowanie wybranych sytuacji po to, by pozbyc¢
sie blednych poje¢, i 2e nieche¢ do wypowiadania byé¢ moze
blednych przekonan jest przeszkoda w nauce. Musimy wytworzy¢
swiadomos¢ tego, 2e dyskusja o znaczeniach jest sama cenna
forma lekcji matematyki, tak jak dyskusje na temat przedsta-
wienia teatralnego czy ksiazki uznajemy za wartosciowa forme
lekcji angielskiego.

4. Bledy w rozumieniu stosunkow

Prace, o ktorych tu bedziemy mowi¢, dotycza pojecia
stosunku, tj. ®wielkosct 1nténsywnej” bedacej ilorazem dwu
"wielkosci ekstensywnych”. Przykladami stosunku s3 predkos¢,
cena jednostkowa, mile na galon, gestos$é¢, skala mapy,
czynnik zmiany jednostki, proporcje w mieszaninach. Takie
wielko$ci sa bardzo rozpowszechnione.

Pokazalismy, 2Ze rozpoznanie wlasciwego dzialania w
zadaniach zawierajacych takie wielkos$ci jest zaklécone zna-
nymi bledaml w rozumieniu dzialan. Zadania o stosunkach
roznia sie istotnie tym, 2e chodzi w nich o podzial 1lub
mieszczenie. Ro6znica ta ujawnia sie nie tyle w proporcji
poprawnych rozwiazan, co w rodzaju popelnianych bledo6w:
struktura podzialu sprzyja odwracaniu dzielenia, struktura
mieszczenia - blednemu wyborowi mnozenia. Te dominujace
bledy s3 w obydwu przypadkach rownowazne pomyleniu rol wiel-
kosci wchodzacych w stosunek jako 1licznik { mianownik
{Bell, Fischbein i Greer 1984; Bell, Greer i Grimison, w
przygotowaniu). Ta obserwacja byla punktem wyjscia w tym
studium, polegajacym na przekrojowym =zbadaniu rozumienia
pojecia stosunku w grupie 598 uczniow brytyjskich szkol
$tednich, w wieku 11-14 lat. Zastosowano testy 1 wywiady.
Potem nastapil eksperyment dydaktyczny.

Tekst zaczynal sie od dwu zadan badajacych akceptacje
dzielenia ®*mala/duza®”, z ktorych jedno dotyczylo ceny na
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gram masla, ktorego 260-gramowa kostka kosztuje 44 pensy,
drugie — dlugosci kawalka tasmy, gdy 150 takich kawalkow
uzyskano 2z dlugosci 27 metrow. W tym drugim przypadku 28%
badanych wybraio wlasciwe dzialanie, w pilerwszym 16%. Tak
wiec, cho¢ dzielenia *mala/duza” nie akceptuje wielu ucz-
niow, dotyczy to w wiekszym stopniu zadan zawierajacych dwie
wielkosci ni2 zwyklych zadan o podziale. )

W jednym z wywiadow dwie dziewczynki klocily sie przez
kilka minut o to, czy 88 gramow za 44 pensy to bedzie 2
pensy na gram czy po6l pensa na gram. Wydaje sie, ze sa tu
mylone role wchodzacych w stosunek wielkosci; wyrazenie
"kilometry na minute”, dla kogo$, kito nie dostrzega ogromnej
istotnosci slowa “na”, nie wskazuje jasno, czy chodzi o cos
takiego jak kilometry, czy raczej jak o minuty. Tabela 1
przedstawia fragment wynikow testu, w ktorym zadania A i B
wystapily nie obok siebie I w odwrotnej kolejnosci w kazdej
z dwu grup badanych. Ujawnila sie znaczna roéznica trudnosci
tych zadan; przy tym w grupie, w ktérej zadanie z Pw clagu
jednej minuty” bylo pierwsze, odpowiedzi na zadanie z ”na®
byly lepsze. '

% poprawnych

A przed BB przed A

A. Zaloga wioslarska przeplynela
dystans 3 km w 7,2 minuty. Ja-

ka byla fch predkos¢ w kilo— 28 39
metrach na minute?
B. Zaloga wioslarska przeplynela 54 61

dystans 3 km v 7,2 minuty.
Ile przeplywala w jednej minucie?

Tabela 1

{N=114 srednio i wiece] uzdolnionych
uczniow w wieku 13-15 lat)

Mozliwos¢ takiego pomylenia wyraznie ujawnila sie w

innym zadaniu glownego testu, gdzie trzeba bylo dokona¢
porownania:
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Zadanie 2. Dwa male sklepy we Francji sprzedaja rodzynki.
U Pierra kosztuja one 20 frankow na gram. U Clauda kosz-
tuja one 20 graméw na franka.

a) Rodzynki sg tansze u Pierra.

b) Rodzynki sa tansze u Clauda.

c) W obydwu sklepach rodzynki sprzedaje sie po tej samej
cenie.

d) Nie mozna powiedzie¢, kto sprzedaje rodzynki taniej.

Ktéra odpowiedz jest poprawna? ... Dlaczego?
Poprawna odpowiedz i wyjasnienie ' 55
Poprawna odpowiedZ, niepelne wyjasnienie 13
-] Obydwa sklepy roéwne 17
Nie da sie powiedzie¢ 5
Brak odpowiedzi lub niejasna odpowied2 10
Tabela 2.

W tej tabeli i nastepnych liczby oznaczja procenty; N=538.

Mamy wiec 17% + 5% uczniow nie rozrézniajacych tych cen
nawet wowczas, gdy postawiono ich wobec tak wyraznego wybo-
ru. Wyjasnienia byly bardzo rozmaite: od jednowymiarowych
uwag w rodzaju 51 frank to taniej niz 20 frankow” po popraw-—
ne idee bez rachunku (”Bo u Clauda dostaniemy o 180 gramow
wiecej”) 1 3% takich, w ktorych twierdzono, 2e jedna cena
jest 400 razy wieksza od drugiej.
Troche bardziej zlozone zadanie na ten sam temat dalo

duzo gorszy poziom wynikow.

Zadanie 2. Ceny mozna podaé¢ rozmaicie. Znajdz wszystkie

pary choragiewek, na ktorych jest ta sama cena napisanz w

rézny sposob (rys.4).

Wywiady potwierdzily, 2e uwidocznione w tabeli odpowiedzi
byly oparte na mocnych przekonaniach. 4 gramy na pensa i 4
pensy na gram to ®"to samc, tylko przestawione®, zas a i e
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nie moga byé¢ rowne, bo "to jest 4 gramy na pensa, a

Rys. 4.
la: 1/4 pensa za gram; b: 3/4 grama za pensa itd.]

Jedna lub obie dobre pary a+e, d+f 21

Zignorowano stosunek, wybrano rowne liczby . 44

Nie ma takich 9

Polaczono 1/4 z 3/4

Brak odpowiedzi lub niejasna odpowied2 13
Tabela 3

to jest 1/4 pensa na gram®. Wiazanie 1/4 z 3/4 wskazuje na
mozliwo$¢ uswiadomienia sobie zwiazku, ale i na poczucie, ze
liczby powinny by¢ bardziej podobne do siebie niz 1/4 1 4.

A oto zadanie badajace, jak silnie zostala uchwycona
relacja odwrotnosci, =z nieco trudniejszymi wartos$ciami
ulamkowymi i w nieco mniej znanym kontekscie.

Zadsanie 4.

Motocyklista przebywa 2,5 kilometra na minute. Ile .-to
minut na kilometr?

a) 2/5 minuty na kilometr

b) 3/5 minuty na kilometr

c) 2 1/2 minuty na kilometr

d) 2 3/5 minuty na kilometr
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e) nie da sie okreslié¢ liczby minut na kilometr
Ktora odpowiedz jest poprawna? ... Dlaczego?

Poprawny wybor 2z pelnym lub cze$ciowym wyjasnieniem|8+8

Zignorowano stosunek, wybrano te samag liczbe (a) 27
Nie da sie okresli¢ - 29
3/5 lub 2 3/6 5

Brak odpowiedzi lub niejasna odpowiedz

Tabela 4

Zarowno w tescie pisemnym jak 1 w wywiadach 2znalazla
sie pewna liczba sytuacji sprzyjajacych ujawnieniu sposobow
rozumienia ogolnych zwiazkow miedzy predkoscia, droga i cza-
sem, czy tez cena, waga i wartoscia. Oto na przyklad, jak
je rozumie 13-letni Roger:

Roger: Droga + czas = predkosé.

Prowadzacy: Dlaczego?

Roger: Km + godziny = km/h.

Jeszcze dwa zadania badaly uswiadomienie sobie przez
uczniéw relacji odwrotnosci, tym razem w kontekscie pred-
kosci { czasu.

Zadanie 5. Na przebiegniecie mili Peter zu2zywa 8 minut.
Harry biegnie dwa razy szybciej. Ile czasu potrzebuje
Harry na przebiegniecie mili?

77% uczniow odpowiedzialo poprawnie a 15% dalo odpowiedz
wprost proporcjonaing -~ 16 minut.
Zadanie 6. Caroline przebywa 100 km z predkoscia 34 kilo-
metry na godzine. Francis przebywa 100 kilometrow =2
predko$cia 44 kilometry na godzine.
a) Caroline potrzebuje wiecej czasu na ukoficzenie
pRdrozy.
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b) Francis potrzebuje wiecej czasu na ukorfczenie podroézy.
c) Obie potrzebuja tyle samo czasu.

d) Nie da sie powiedzieé¢.

Co jest poprawne? ... Dlaczego?

W tym przypadku 62% odpowiedzi okazalo sie poprawnych, pod-
czas gdy 22% uznalo, 2e im wieksza predkosé¢, tym wiecej
czasu (b). Typowe bledne wyjasnienia byly nastepujace: *Im
ni2sze km/h tym szybciej®, »Caroline ma mniejsza liczbe
czasowy od Francis”, ™®Caroline dotrze predzej, bo ma do
zrobienia tylko 34 kilometry®. Z 18 uczniami, ktoérzy dali
tego typu odpowiedz, przeprowadzono wywiad; 16 sposro6d nich
nawet w dyskusji zachowalo swoje stanowisko.

Jedno z zadan testu wymagalo wyboru poprawnych prze-—
ksztalcen wzoru:

predkos¢ = droga : czas

Zadanle 7. Moge obliczy¢é predkos¢ mojego samochodu ze
wZoru:
predkos¢ = droga : czas
Zaznacz inne wzory (wzor) z ponizszej listy, kiore tez sa
prawdziwe. Jezeli nie ma prawdziwego wzoru, przekresl
te kratke.
a) czas = predkos$é¢ - droga Ej
b) droga = predkosé¢ : czas
c) predkos¢ = droga - czas
d) czas = droga - predkosé
e) droga

predkos¢ - czas
f) droga = czas : predkose¢
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Poprawnie: d) 1 e) ‘ 6

Vybrano tylko Jeden poprawny wzor 6

Wybrano wzér poprawny { niepoprawny 17

Wybrano wszystkie z dzieleniem 4

Nie ma prawdziwych 39

Brak odpowiedzi lub niejasna odpowiedz 22
Tabela 5

Wybor niepoprawnych przeksztalcen nie jest tak zaskakujacy
jak znaczny procent odpowiadajacych ®"nie ma prawdziwego
wzoru”. Dla tych wucznidw, jak sie zdaje, dany wzor jest
ustalonym prawem. Odrzucaja mozliwoéé¢, by ten sam w istocie
zwiazek miedzy trzema wielko$ciami mogl mie¢ inng postaé.

Dalsze zadania testu badaly, czy umiejetnos¢
prawidlowego wyboru dzialania nie ulega zachwianiu, gdy
danych jest za wiele lub za malo.

5. Materialy dydaktyczne na temat stosunkow

Przedstawimy tu niektoéore dalsze rodzaje zaje¢ zmierzajacych
do ujawnienia sposobu rozumienia i prowadzacych do podobnych
dyskusji nad konfliktem pojeciowym. Gléwny rodzaj tych zajeé
to "Wymyslanie zadan”; o "Poprawie zadania domowego® | *Wy-
pelnianiu luk® tylko wspomnimy. Sg to na ogol trudne zada-
nia, cho¢ trudnosci maleja w miare zapoznawania sie z nimi.
Z naszych obserwacji wynika, ze tego wlasnie trzeba dla
sprowokowania wartosciowej dyskusji umacniajace] rozumienie.
Seria krotkich, latwych i podobnych do siebie zadan nadaje
sie do wyrobienia biesglosci w rzeczach dobrze rozumianych,
ale nie do polepszenia rozumienia czy poszerzenia arsenalu
dostepnych poje¢ i metod.

Rysunek 5 przedstawia zadanie *Torebka maki”. Jest to
odurocenie tradycyjnych =zadan: na podstawie rozmaitych
informacji uczen ma sformulowaéd pytania, na ktére
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odpowiadalyby dane w zadaniu rachunki. Zadania tego typu

okazuja sie
przykladzie
niektére s3a
i dodatkowe

na ogol trudniejsze od tradycyjnych. W pokazanym

odpowiedzi s3 w wiekszoséci poprawne, ale
niekompletne (IV i VII), a dwie sa odwrocone (VI
pytanie). Na 1ekcj1; z ktoérej pochodzi przyklad,

burzliwa dyskusje wywolalo dzielenie 42:1,5; propozycje

et NS quIRLAnE MO B oot ” i
1o tald cakes amww will the by g fy
Cll 1o opuri “g maners of By \oras coal gDy

Rys. 5

[Z tej torebki maki babcia moze =zrobi¢ czternascie
duzych ciast lub sto dwadziescia malych ciastek.
Duze ciastka sprzedano po 1,25 funta, a male po 15

pensow. Oto kilka rachunkow babeci. Co babcia chciala
wyliczyé?
1) 42-5 >>JLe by &osztowalo 5 {orebek?<<;

2) 42:1,5 >>JLe by kooztowal 1 &g mgki?<<; "
3) 1,56:42 >>JLe mghi dostane 2za jednego nensa?<<;

itd.]

dzieci zawieraly koszt +torebki, grama { 1,5 kg, jak |1
poprawna — 1 kg. W tym przypadku do rozstrzygniecia kwestili
bardzo pomoglo rozpatrzenie, co by bylo, gdyby maka wazyla 2
kg zamiast 1,5 kg. Zmiana liczb w zadaniu jest czesto trak-
towana przez wielu ucznidow jako potencjalnie zmieniajaca
dzialanie; nie sa oni swiadomi tego, 2e dzialanie jest zde-—
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terminowane struktura zadania. By¢ mo2e, w tym przypadku
przedstawienie liczb na etykietkach pomoglo uczniom w doko-
naniu zmiany liczb bez 2zgubienia strﬁktury dzialaniowe]j.
Warto tez odnotowaé¢, 2e - jak wykazalo badanie -~ 1liczba
taka jak 1,5 powoduje wieksze trudnosci ni2 np. liczba 3,5
traktowana jako bardzo podobna do 3; tlumaczy¢ to mozna fak-—
tem, 2e zaokraglanie do 1 niewiele pomaga w odwolaniu sie do
pojeciowego aspektu dzialan.

Gra "Trojki” jest podobna do remika. Pary uczniow graja
talia kart z nazwami wielkos$ci, np. metry, sekundy, galony,
metry na sekunde, mile na godzine. Grajacy staraja sie zbie-
ra¢ trojki kart z odpowiadajacymi sobie wielkosciami, np.
metry, sekundy i metry na sekunde; dla kazdej zebranej
trojki uczen ma ulozyé¢ zadanie z u2yciem tych wielkosci. Za
to otrzymuje sie punkty;bmozna je Jjednak stracié¢, jezell
przeciwnikowi uda sie podwazy¢ poprawno$¢ zadania. W drugim
etapie gra sie inna talia, gdzie na kartach sa wypisane
liczby; grajacy wyciaga dwie karty i ma uzy¢ ich liczb w
ulozonym przez siebie zadaniu. Pierwszy etap okazal sie nie
tak trywiainy, jak mogloby sie wydawa¢, a drugi zdecydowanie
trudny. Ulozone przez uczniow zadania byly wykorzystane w
dyskusji w grupie badz z klasy. Poczatkowe proby ulozenia
zadan ujawnily zaskéku]aco wielkie trudnosci. Czesto na
postawicne pytanie nie dalo sie odpowiedzie¢. Niekiedy uczen
podal tylko dane, ale nie postawil Zadnego pytania; w innych
przypadkach dal niewystarczajaca informacje. Oto dwa
przyklady:

"Pani Jones kupila 0,8 kilograma ryby. Ile zaplacila?”®
"Pewien pan poszedl do sklepu i zapytal, ile kilogramow
moze dosta¢ za funta. Ile dostal?”
W dalszych probach uczniowie ukladali bardziej spojne zada-
nia i witedy ujawnily sie istotne bledy pojeciowe. Ponizsze
przyklady pokazuja czesty blad, polegajacy na niewlasciwym
wyborze liczb w roli licznika i mianownika stosunku dwu
wielkosei. {(Zdarzalo sie to szczegodlnie wowczas, gdy uczen
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mowil np. "mil na minute” zamiast "mil w ciagu jednej minu—

ty*.)
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nprzebieglem 6 mil 2z predkoscia 4 mil na minute. Jak
dlugo bieglem?

6 + 4 = 24 minuty”.

nSzedlem 24 mile z predkoscia 0,26 mili na minute. Jak
dlugo szedlem?

24,- 0,25 = 6 minut”

Rys. 6

[Rozmowy balonow. Wymysl po dwa. zadania z informacji,
jakie znajduja sie w kazdym 2z balonow. Odpowiedz do
zadania musi tez znajdowa¢ sie w odpowiednim balonie.
W goérnym balonie: 80 penséw za kilogram, 0,625 kilo-
gramow, 80 pensow, 50 pensow za kilogram, 1,6 kilogra-
ma, 50 pensow.]

Zadanie “Rozmowy balonow® (rys. 6) wymaga wybrania

wielkosci z danego zbioru i ®zawiazania® ich w zadanie
wraz z odpowiedzia. Liczby zostaly tu tak dobrane, ze
uczent musi naprawde dokonaé¢ prawidlowego wyboru wielkosci
we wlasciwym porzadku, gdyz z liczb tych mo2na wuklada¢
tak2e bledne zadania. Niektore z cytowanych wyzej zadap
uczniowskich pochodza z tej zabawy.



¥ innym typle ¢wiczenia, "Zadanie 2z {lustracja”
(rys.7), uczniowie otrzymywali kolekcje zwiazanych ze soba

PICTURE THE PROBLEM |
Of s s

.-.o onsuera 0gree with your eslimetes s

Crite down a relaliondhip Mﬁ’-
Lr-— lnh-nn. peres ond Aumber of

a.»-d. ietanse end time.

Rys. 7

(Wymysl po dwa zadania na temat kazdego obrazka i
rozwiagz je. Pamietaj, by byly sensowne! Czy odpowie—
dzi s3 zgodne z twoimi oszacowaniami? Napisz wzor
wigzacy:

1. pensy na kilogramy, pensy i liczbe kilogramow;

2. predko$¢, odleglosé¢ | czas.]

wielkosci i dwie wartosci liczbowe jednej z nich: ®latwa” i
"trudna”. Nalezalo ulozy¢ 1 rozwiaza¢ dwa zadania, jedno z
"ratwymi”, drugie z "trudnymi® liczbami. Stawialo to uczniow
wobec koniecznosci uswiadomienia sobie, co to sa "trudne
liczby” w takich zadaniach, i wymagalo operowania takimi
liczbami.

Zadania te prezentuja rozmaitosé¢ wymagan i ograniczen;
kazde z nich dopuszcza pewne elementy swobody { twoérczosci;
wreszcie ka2de zapewnia to, 2e uczen bedzie musial zajmowa¢
sie zarowno trudniejszymi liczbami i kombinacjami wielkosci,
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jak i latwiejszymi. Mam tez nadzieje, ze kaz2de jest w jakims
stopniu atrakcyjnie przedstawione. Wszystkie one maja
posluzyé¢ do ujawnienia konfliktow w ocenie poprawnosci zadan
i wywolania dyskusji, na ogo6l najpierw w dwojkach lub gru-
pach uczni6ow, potem z cala klasa.

Zabawa w "Poprawe zadania domowego” w nieco Innmny
spos6b prowadzila do ujawniania i omawiania bledow
pojeciowych. P. Blackwell to fikcyjny uczefi, u ktérego
mozna spotka¢ wszystkie powézechnle znane bledy pojeciowe.
Tak wiec rozwiazanie zadania ®b” kazdej pary jest bledne:

P.Blackwell 3R poniedzialek
1a Simon nalezy do klubu kolarskiego. W pewna
sobote przejechal 45 km w 3 godziny. Jaka byla
jego srednia predkos¢ w km/h ?
Rachunek: 45:3 Mniej niz 1 km/h
Miedzy 1 10 km/h
Wiecej niz 10 km/h
1b W poniedzialek byl spézniony, wiec musial
pedalowaé¢ do pracy 6 mil w 24 minuty. Jaka
byla jego $srednia predko$¢ w milach na minute?
Rachunek: 24:6 Mniej niz 1 mila/min.
Miedzy 1 1 10 mil/min.
Wiecej niz 10 mil/min.

Tabela 6
Chodzilo tu o wykrycie bledu przez ucznia, podanie poprawne—
go rozwiazania, wreszcie wytlumaczenie, jak moglo doj¢¢ do
bledu, tj. jak powstaje takie nieporozumienie. Wydawalo nam
sie, 2e to najlepiej, zabezpieczy uczniow przed podobnymi
bledami. W praktyce jednak na og6l nie udawalo sie osiagnaée
tego trzeciego etapu. Uczniowie roznie tlumaczyli, jak wyk-
ryli blad; przy tym niektérzy odwolywali sie do rozmiarow
liczb (np. ®80:50 to prawie 2, a powinno by¢ mniej niz 17),
inni do zwiazku miedzy wielkosciami {np. ®*Trzeba podzielié¢
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odleglos¢ przez czas, bo mamy mie¢ odpowiedz w kilometrach
na godzine”®).

v przypadku liczb skierowanyche)_ trudnosci w
powiazaniu wyrazenia symbolicznego z sytuacja problemowa s3
powazniejszej natury. Jedno z ulozonych przez dzieci zadat
ilustrujacych wyraz2enie

14+ %3 =Yy
bylo nastepujace:

"Kto$ ma w banku ~1 funt. Na drugi dzien bank przysyla

wyciag z konta, na ktorym jest *3 funtow. Wieec ma on *4

funtow.”

Jako pomostem miedzy rozwiazywaniem zadan o pieniadzach,
temperaturze itp. 2z uzyciem liczb skierowanych a zapisywa-—
niem wyrazen arytmetycznych zawierajacych takie liczby,
posluzylismy sie posrednig reprezentacja, w ktoérej codzienne
stany {1 ich zmiany byly zapisywane w kratkach diagramu.
Uczniowie ¢wiczyli przekladanie tych diagramow na jezyk
stowny i na odwrot przez pisanie do siebie "pocztowek” =z
opisem slownym diagramu.. Jest to Jjeszcze inny rodzaj
¢wiczenia na ukladanie zadan.

Typowe zadanie mozna przeksztalci¢ w trudniejsze przez
ukrycie niektérych istotnych szczeg6low. Jak w innyech przy-—
padkach tak i tu, najwazZniejsze korzysci uczen wynosi nie z
samego rozwiazania takiego zadania, ale z dyskusji, ktoéra
moze sie rozwina¢ na tle konflikiu roéznych sugestii
rozwiazania. Okreslenie nowej organizacji rachunku, jaki
trzeba przeprowadzi¢ dla =znalezienia niewiadomej, moze
wywola¢ dyskusje na temat zwiazku miedzy mnozeniem I dzie-
leniem.

6. Testowanie metodyki nauczania diagnostycznego

Program badawczy obejmowal +trzy eksperymenty porownawcze,
wykazujace wyz2sza efektywnos¢ cyklu lekcji noszacego jedna
lub wiecej cech nauczania diagnostycznego. Pierwszy z nich
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pokazal wy2szos$¢ podejscia nkonfliktowego® nad uczeniem ”®jak
jest dobrze” w odniesieniu do systemu dzieslatkowego; nau-—
czanie w grupie kontrolnej koncentrowalo sie na znanych
trudnosciach i1 polegalo na tworzeniu poprawnych poje¢ i pro—
cedur bez jawnych dyskusji nad bledami pojeciowymi, nato—
miast w grupie eksperymentalnej najpierw wywolywano kon-—
flikt, rozladowywany nastepnie w drodze dyskusji. Drugi eks-
peryment pokazal, 2e sposrod siedmiu klas, w ktorych przera-
biano ten sam material, lecz w roéznym stopniu angazowano
uczniow w dyskusje — najwiekszy postep zrobily te, gdzie
dyskusje byly najzywsze. Trzeci eksperymentS) -pokazal
wiekszy postep siedmiu klas nauczanych metoda diagnostycznag
w porownaniu z dwiema nauczanymi metoda *patrz i staraj sie
zrozumieé®,
6.1 Konflikt a przekaz (system dziesigtkowy)

Dwie rownolegle klasy peryferyjnej szkoly publicznej; ucz-
niowie w wieku 12-13lat. Ten sam nauczyciel (czlonek
zespolu badawczego). Typowe zadania:

1. Dopisz nastepne trzy wyrazy tego ciagu: ,03; 0,6; 0,9;

«} «+<3 ...(Dodawaj dalej po 0,3)
2. Odczytaj na skali:
3 ~ 4
3. Ktéra z tych liczb jest najwieksza: 5,248; 5,4 czy
5,637

Wyniki w procentach przedstawia tabela 7.

Pretest Posttest Test stabilnosci Zysk

Konflikt 44 78 80 +36*
oot +36
Przekaz

N =25 52 75 78 - 424%

x
Roznica miedzy grupami istotna p = 0,012.

Tabela 7
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6.2 Nauczanie diagnostyczne a podajace {stosunki)
Eksperyment objal 9 klas, w tym 7 nauczanych metoda diagno—
styczna, 2 metoda podajaca. Metoda podajaca polegala na
podawaniu uczniom regul i kierowaniu rozumowaniem
prowadzacym do prawidlowej odpowiedzi. Nie bylo tu
konfliktow. Ksiazki uczniowskie byly powierzchownos$cig
stylu podobne do tradycyjnych, atrakcyjnos$¢ zewnetrzna
lekcji — do tej w nauczaniu diagnostycznym. Nauczycielami
byli czlonkowie zespolu badaweczego; ci dwaj, ktorzy uezyli w
klasach kontrolnych, mieli takze po jednej klasie “"diagnos-
tycznej®. Wyniki przedstawia tabela 8.

Nauczyciel { klasy ) Zadanla tekstowe Liczby
Pretest Test Zysk Pretest Test Zysk

stab. stab.
7 klas "diagnrostycznych” 35,6 54,8 20,3 39,1 61,0 21,8

2 klasy ®"diagnostyczne”, R
c¢i sami nauczyciele co w 35,5 48,0 15,5 39,0 63,0 24,0
klasach kontrolnych

2 klasy kontrolne 36,5 38,5 7 45,5 53,5 8
Tabela 8

Celem ostatniego eksperymentu bylo zbadanie odpornosci
naszej metodyki na nieprzyzwyczajonych do niej nauczycieli i
ich znikomy kontakt 2z zespolem. Nauczyciele ci poslugiwali
sie tymi samymi materialami. Przed rozpoczeciem eksperymentu
zorganizowano krotkie spotkanie z kazdym 2 nauczycieli, na
kiorym wyjasniono gléwne idee tego eksperymentu. Umyslnie
Jednak spotkania byly bardzo krotkie, tak 2e przekazane
informacje mozna porownad Z tymi, jakie nauczyciel
otrzymalby w uwagach do podrecznika. Uczestniczacy w ekspé—
rymencie nauczyciele w réznym stopniu byli zaznajomieni 2z
metodyka nauczania diagnostycznego: od czlonkéw zespolu ba-
dawczego, ktérzy sami iworzyli podobne materialy do innych
tematow, po wiekszosé tych, ktorych wprowadzono w ten styl
hauczania po raz pierwszy.

Nauczycielom zalecono mozliwie dokladne trzymanie sie
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wskazowek. Je2eii jednak uwazali jakis temat za nie nadajacy
sie lub 2le opracowany - byli proszeni o uwagi. Po
zakoficzeniu nauczania zarowno nauczyciele, jak i uczniowie
odpowiadali na kwestionariusz dotyczacy moenych 1 stabych
stron eksperymentu. Mial on dostarczy¢ dodatkowego materialu
do oceny nowej metodyki.

Uczniowie przeszli przed rozpoczeciem eksperymentu
pretest, a po jego zakoficzeniu positest. Po uplywie 11 tygo-
dni, w czasie ktoérych nie uczono niczego co bylo objete
nauczaniem eksperymentalnym, przeprowadzono test stabilnosci
zdobytych wiadomosci. Cho¢ za kazdym razem u2yto tego samego
zestawu zadan, wyniki nie byly ujawnione uczniom az do
zakoniczenia ostatniego testu. We wczesniej przeprowadzonym w
innej grupie tescie stabilnos$ci stwierdzono, 2e cho¢ ucz-—-
niowie za drugim razem odpowiadali szybciej, nie bylo istot-
nej poprawy wynikow.

Roznice w wynikach testow $wiadecza o skutecznosci nau-
czania diagnostycznego. Odpowiedzi w kwestionariuszach,
ktore cytujemy w pelnym raporcie (Onslow, 13987), ukazuja
dobry poziom $wiadomosci u uczniow celéow 1 wartoscl te}
metody i bardzo pozytywna ocene jeld mozliwosci przez
nauczycieli. Jak oczekiwano, nauczyciele wskazali takze na
koniecznos¢ wyrobienia umiejetnosci efektywnego kierowania
dyskus ja i optymalnego dozowania w niej elementéw syntezy.

7. Interpretacja graficzna

Wykresy, jakie na og6l rysuja uczniowie na lekcjach matema-
tyki, 1 sposob ich wykorzystania nie odpowiadajz temu, do
czego wykresow rzeczywiscie sie uzywa. Na lekcjach wszystko
sprowadza sie zwykle do ‘szkicowania ®po punktach®” wykresow
wyrazeni algebraicznych i odczytywania wspolrzednych ich pun—
ktow przeciecia. O wiele szersze zastosowania wykresow do
komunikatywnego przedstawienia rozmaitych wlasciwoéci sytua-
cji czy procesow spotyka uczen poza lekcjami matematyki. Sa
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to, na przyklad, wykresy trendow inflacyjnych czy cenowych,
rozpadu radioaktywnego, albo wydatkow budzetowych roznych
kategorii. Uczett powinien sie nauczyé¢ odezytywania { inter-
pretowania takich wykresow, do czego nalezy nie tylko od-
czytywanie wspolrzednych pojedynczych punktéw i znajdowanie
eksiremow, ale tez globalne poréwnywanie, 3 w szczegodlnosci
~ ¢$wiadomos¢ gradientéw i podstawowych typow zaleznosci:
liniowej, kwadratowej, wykladuniczej itd. Te aspekty rozu~
mienia wykresow badal Janvier {(1978), a Malcolm Swan do-
prowadzil do stworzenia modulu dydaktyczno-egzaminacyjnego
2Jezyk funkcji i wykresow”. Paragraf ten omawia pewne ekspe-
rymenty przeprowadzone w ramach wstepnego wyprobowywania
tych materialow. Osiem klas (trzeci rok nauczania matema—
tyki) pracowalo nad tym samym fragmentem pod kierunkiem
swoich nauczycieli. Przed rozpoczeciem nauczania i po nim
przeprowadzono test diagnostyczny. Na podstawie wynikow
testéow 1 obserwacji uczniéw dokonano porodwnania: {a)
sposobdw wykorzystania materialdow przez uczniow o wysokich i
niskich zdolno$ciach oraz. ich nauczycieli, (b) kontrastowo
roznego podejscia do tych materialdow przez dwu nauczycieli
rownoleglych klas srednio uzdolnionych. Tutaj omowimy tylko
aspekty rozumienia wykreséow ujawnione w testach diagnostycz—
nych; wyniki eksperymentow poréwnawczych mozna znalez¢ u
Brekke (1987).
7.1 Obserwowane trudnosci

(1) Trudnosci tej grupy wywodza sie stad, 2Ze wykres Jjest
traktowany jako obrazek sytuacji. Pokonanie ich zalezy
czesciowo od zdolnosci do uchwycenia zwiazku miedzy dwiema
zmiennymi, przedstawionego wykresem Kkartezjanskim.

(1i) Uczniowie na ogo6l dobrze znaja *diagram odcinko—
wy® | inne typy wykresow czestosci. Vykresy/ te na ogol
uwzgledniaja tylko jedna zmienna ciagla (czestosé¢), gdy na
drugiej osi bywaja przedstawiane nawet zupelnie nie zwiazane
Zze soba obiekty. Uczen musi wiec zrobié¢ duzy krok naprzod,
by uswiadomi¢ sobie, 2e wykres moze takze przedstawia¢

Zviazek miedzy dwiema zmiennymi. 43



(iii)Trzecia grupa trudnosci wiaze sie z wyborem typu
smiennosci — liniowy/nieliniowy itd. Gdy nawet uczen wie,
2e funkcja jest rosnaca, jest mu nieraz trudno zdecydowad,
2z jakim rodzajem zmiennosci ma do czynienia i powiaza¢ to
2z wykresem. Czy wykres ma by¢ prosto- czy krzywoliniowy, a
jesli ten drugi — czy krzywa ma by¢ wklesla czy wypukla?

(iv) kategorie bliska (iii) stanowia trudnosci w
interpretacji gradientow i przedzialow.

{v) Niektore +trudnosci uczniow nie sa zwiazane
bezposrednio 2z trudnosciami w przekladzie z wykresow na
sytuacje lub opis werbalny i na odwrot, ale zaleza od
ogélniejszej zdolnosci uczniéw do poslugiwania sie relaejami
w 6dpowiedziach. Niektorzy uczniowie skupiaja sie na jednym
czynniku spoéréd danych, nie uwzgledniajac koordynacji 2
innymi czynnikami. Bedziemy nazywa¢ ten rodzaj trudnosci
fiksacja. Fiksacja nie stanowi kategorii rozlacznej z po-
przednimi; np. niektérzy uczniowie maja trudnosci z utrzyma—
niem w pamieci roboczej wszystkich stosownych czynnikow 'w
czasie szkicowania zlozonego wykresu jakiejs sytuacji i maja
sklonnos¢ do skupiania sie na jednym lub kilku wybranych.
Wystepuje tez fiksacja na jednej zmiennej, gdy nalezalo roz-
patrzy¢ zwiazek dwu.

7.2 Przyklady z testu

(i) Pomylenie wykresu z obrazkiem
Ten rodzaj pomylenia poje¢ wystepuje szczegolnie czesto.
Jest odpowiedzialny za duza czes¢ blednych odpowiedzi i
ponad polowa uczniéw jest nim ”zarazona”. Ma tez swoj udzial
w bledach, ktore tlumaczg sie fiksacjg.

Nastepujace zadanie ma na celu ujawnienie tego niepo-
rozumienia.

Wyclieczka. Wykres na rysunku 8 pokazuje przebieg

wycieczki. Opisz,co zaszlo.
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(kilometry)

Odlegtosc od damu
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o 1 & 3 4 5 &
Czas (godziny>.
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7

Rys, 8

Obrazkowa interpretacje wykresu ilustruje nastepujaca odpo-

wiedz.

Samantha: Najpierw wyszli na bardzo stroma gore [...], wysz—
1i na szczyt, ktéry byl ptaski [...]. Zeszli na
dol, znowu musieli i$¢ na d6l z bardzo stromej
gory. Oto co zaszlo.1°)

Niektore dzieci zinterpretowaly wykres jako mape trasy:

Mandy: Zaszlo to, 2e szedl czy szla kawalek NE, potem
byla prosta droga na E, potem calkiem zmienili
kierunek i poszli prawie na S.

W "Drodze do szkoly®” (zob. rys. 11) pomylenie wykresu z

obrazkiem tez odgrywa role. 11% wuczniéw na polecenie

d)iﬂzareagowalo jak Mandy, ktoéra zrobila rysunek drogi z

domu Jane do domu Petera (rys. 3), na ktorym najwyzszy punkt

odpowiada najwiekszej predkosci, 30 mil/h. Nie ma tu 2adnego
zwiazku miedzy -~ odlegloscia dana na mapie i odlegloscia na
wykresie.

{ii) Trudnoséci wywolane powiazaniem dwu 2zmiennych
Odpowiedzi na inne pytania wskazuja na to, 2e dotychczasowe
kontakty tych uczniow z wykresami byly zdominowane przez
diagramy prostokatne i inne obrazowe przedstawienia danych
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liczbowych; 56% odpowiedzi na to wlasnie wskazywalo. Ucz-
niowie umieja nanosi¢ punkty na siatke wspolrzednych i od-
czytywaé wspolrzedne punkiow w danej skall. Zadanie ”Ceny

AN

(mila /D)
v
-l

Predkasd samoch.

4 3 i i d.
1 i H 4 1

0 1 e 3 4 .5
Odleglosd od domu Petero (milel

(v =+

Rys. 8

cukru® (rys. 10) pgkazalo, 2e zwracanie uwagi za kazdym
razem na jedna tylko zmienna nie stanowi wiekszego problemu.

ray FQ

a,

c Eo

&

~ DQ

S

i

]

+?

s

> A ~
o

B.

Waga (funty)

Rys. 10
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Na przyklad:
Leonard: g. C. C to mniej pieniedzy.
h. B. Bo to jest najnizsza cena.
i. A, C. Oba maja te samg wage i cene.
David: g. C, bo wazy najwiecej a kosztuje najmniej.
h. C, bo jest prawie dwa razy ciezszy a kosz-
tuje troszke wiecej.
i. C 1 D; sa najciezsze i niezbyt drogie.
Niektérzy uczniowie odpowiadajac na "i® patrza na
roznice ~ pomylenie stosunku zmiany i wielko$ci zmiany:
Tony: D + C, bo maja te sama roéznice ciezaroéw, tak
samo jak pieniedzy.
Najczeséiej powtarzajaca sie blédna odpowiedz na »i.”
tc A i C:
Paula: A, C. Bo one s3 na tym samym poziomie.

Podobne trudnosci obserwowalismy w =zadaniu ”Droga do
szkoly” (rys. 11).
Droga do szkoly. Jane, Susan, Paul i Peter wedfuja co
rano do szkoly ta sama wiejska droga. Peter jezdzi z tata
samochodem,- Jane pedaluje na rowerze a Susan chodzi
pieszo. Pozostala dwoéjka porusza sie rotnié. Ponizsza
mapka pokazuje, gdzie kto mieszka.

Grohomrm
0 l 8 3 /'/ f
—— L i J /./ {
) ’ - // !
Skala (mile? Ve
/’l‘.
Jone Paul \ //
Szkota
Susan

Peter
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Na wykresie (rys. 11) przedstawiono droge do szkoly
kazdego z dzieci w ostatni poniedzialek.

Dlugos¢ 6
drogi do
szkoly. 4
{mile)
2
(s >

T T
20 40
Czas spedzony w drodze do szkoly (minuty)

Rys. 11

a) Oznacz kazdy punkt na wykresie imieniem odpowiedniego
dziecka.

b) Jak Paul i Graham dostali sie do szkoly?

c) Opisz, jak doszedles do odpowiedzi na pytanie b.

Te pytania sa trudniejsze, bo uczen musi rozpatrywae¢ dwie
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zmienne, z kiorych jedna — odleglo$¢ - jest dana na maple, a
druga - czas podro6zy - jest okreslona przez sposoédb porusza-—
nia sié. Odpowiedz na kazde 2z nich wymaga =zastosowania
jakiejs proporcjonalnosci. W b) i c¢) trzeba skorzysta¢ 2z
wykresu z a).

26% uczniow potrafi poprawnie okreslié¢ punkty (a). 19%
patrzy tylko na czas trwania podrozy, nie uwzgledniajac
odleglosci. 12% patrzy na predkosé¢ poruszania sie, I umiesz—
cza Petera najblizej osi pionowej, Jane w s$rodku { Susan
jako podrozujaca najdluzej, bo idzie piechota. Wreszcie 9%
opuszcza to pytanie a 30% daje inne bledne odpowiedzi. Na
przyklad Kim i Cathy posluguja sie tylko czasem:

Kathy: Paul szedl a Graham pedalowal! albo jechal autem.
Bo Paulowi zeszlo dluzej niz Grahamowi.
Marianne patrzy na odleglosé:
Marianne: Szedl Graham, pedalowal. Paul, bo patrze { widze,
2ze Paul byl dalej, wiec jechal na rowerze, a
Graham by! blizej, wiec szedl piechota.
(iii) Ksztalt wykresu - =znaczenie linii prostej
wzgledem roznych krzywych
W "Drodze do szkoly” i *“Wycieczce autokarowej” zadaniem
uczniow jest narysowgnle wykresow wedlug danej sytuacji, a
na koncu maja takze wyjasnic ksztalt wykresu. Wielu uczniow
rysuje wykres =zlozony z odcinkow. Ci, ktoérzy interpretuja
wykresy punkt po punkcie, sa szczegdlnie podatni na ten
rodzaj bledoéw, gdyz nanosza kilka punktéw i lacza je odcin-—
kami. 28% uczniéw zrobilo tego typu wykresy w "Drodze do
szkoly”. Rysunek 12 przedstawia wykres narysowany przez -
Jasona. ,

Niektorzy uczniowie skupiaja sie na spadku predkosci na
zakretach, ignorujac globalne pizyspteszenle samochodu
(rys.13 - wykres Paula). Poddbne bitedy pojawialy sie w
"Wycieczce autokarowej®.
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Odpowiadajac na a) 36% uczniow rysuje wykresy
malejace; inni rysuja rozmaite krzywe (8%), odcinki (12%),
kilka punktow (11%) lub histogramy (5%); .28% pozostawia ten
punkt bez odpowiedzi {rys.14 - to wykres wykonany przez
Helen). Polecenie b) opuscilo 35% uczniow ~— najwiecej w
calym tescie. 37% daje odpowiedzi, ktére wyraznie pokazuja,
2e odpowiadajacy zdaja soble sprawe z malejacego charakteru
wykresu, ale wiekszos¢ zadowala sie wyjasnieniem, 2e '”im
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Cena bilety

Rys, 14

Wycieczka autokarowa. Biuro wycieczkowe oferuje luksusowy
autokar za 120 funtow dziennie. Organizator wycieczki
postanawia obciazyé¢ po rowno wszystkich uczestnikow.

a) Naszkicuj wykres pokazujacy, jak cena biletu bedzie
sie zmienia¢ ze zmianag liczby uczestnikow.

b) Objasnij cdokladnie ksztalt swojego wykresu.

wiecej ludzi, tym mniej kazdy zaplaci®. Tylko 2% dalo popra-
wne wyjaSnienfe tego, jak wykres maleje.

(iv) Interpretacje gradientéow 1 przedzialéw
Pojecia gradientu i przedzialu okazuja sie trudne dla ucz-
nidw (zob. Kerslake w (Hart, 1981)). Ale na podstawie wyni-
kow naszego testu -~ nie trudniejsze od innych globalnych
charakterystyk wykresu.

Dopoki wykres da sie interpretowa¢ jako wykres
"predkos é—czas® - przyzwoita czes¢ uczniéw ma pojecie, jak
Pokaza¢ zmieniajacy sie gradient. Ale odpowiedzi w *Wyciecz-
ce autokarowej®™ pokazuja, 2e jest daleko trudniej zastosowa¢

61



pojecie gradientu w tym przypadku. Jest tak mecze dlatego, 2e
sytuacja jest zadana, a moze dlatego, 2e wykres nie odnosi
sie tu do zadnego trwajacego procesu. Kazdy punkt reprezen-
tuje tu jedna ze zbloru mozliwcscl, co Jest wyraznie wyzszym
poziomem abstrakcji.

(v) Fiksacja — uwaga skierowana na jeden czynnik w in-

formacji
Niekioére bledy wspomniane w iii) moga by¢ wyjasunione
zlozonoscia zadania. W *Drodze do szkoly” trzeba wzia¢ pod
uwage kilka czynnikow przy rysowaniu Jednego wykresu. Dla
otrzymania poprawnego wykresu ujmujacego pelna
informacje wielu uczniow musialoby prawdopodobnie skorygowaé¢
swoje rysunki. Korygowanie wykresu bedzie potrzebne wtedy,
gdy najpierw zostanie zrobiony gruby szkic, ktory nastepnie
bedzie konfrontowany z oryginalna sytuacja przez reinterpre-
tacje. Nie ma wiec niczegc dziwnego w tym, 2e wielu uczniow
skupia uwage na jednym z dwu wymienionych aspektow, skoro
ich szkice prawdopodobnie nie byly reinterpretowane i kory-
gowane. Szkicowanie probnego wykresu, jego reinterpretacja i
poprawianie musialyby najpewniej byé¢ powtérzone kilkakfot—
nie, zanim mo2zna by oczekiwa¢ uwzglednienia wszystkich as-
pektow. Jednym z cel6ow zaprezentowanego materialu dydaktyecz-
nego bylo wlasnie zwrocenie uwagi na te cykle.
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Z angielskiego tlumaczyl
Stefan Turnau

Przypisy

1) Referat wygloszony na 39. Konferencji Miedzynarodowej

Komisji do Badania i Ulepszania Nauczania Matematyki
(CIEAEM), w Sherbrooke (Kanada), w lecie 1987 roku {(zob.
Dydaktyka Matematyki 11). (przyp. Redakcji)

2 Sadze, 2e chodzi o uczniow w wieku 13-14 lat, zgrupowa-

nych w oddziale "B®” o $rednich uzdolnieniach. W wielu
szkolach $rednich w Wielkiej Brytanii nadal stosuje sie
podzial ucznjiow na oddzialy wedlhg wynikow testu
wstepnego. (przyp.-S. Turnaua)
Takie niewygodne ®*nieokragle® ceny i1 porcje sa w Wielkie]
Brytanii ubocznym skutkiem przechodzenia na dziesietny
system miar, a wiec przelipzania na kilogramy tego, co
pierwotnie wyrazono w funtach. [(przyp. S Turnaua)
Anglosaski zapis dzielenia 216 : 48, odczytywany 748

“dnto 216" czyli »48 w 2167, co jest skroconym pytaniem

3)

4

53



"Ile razy 48 miesci sie w 216?”. (przyp. S Turnaua)
Z dalszego tekstu wynika, 2e chyba powinno by¢ Ile to
jest za kazdego pensa? (przyp. S Turnaua)
6) Np. 36 = 12 + 12 + 12. (przyp. S. Turnaua)
7 Kroj czcionki nasladujacy pismo odreczne wskazuje tekst
ucznia. (przyp. S. Turnaua)
8 v oryginale — directed numbers. Jest to termin uzywany
w szkolach brytyjskich, oznaczajacy liczby wigledne,
tj. dodatnie i ujemne. Liczby takie zapisuje sie symboli-
cznie np. 12, 5. (przyp. S. Turnaua)
%) Chodzi tu o inny kierunek analizy wynikow tego samego
nauczania co w eksperymencie drugim. Na koncu tego parag-
rafu autor omawia jeszcze jeden eksperyment, ktory w tym
wstepie nie zostal zapowiedziany. (przyp. S. Turnaua)
W oryginale sa fotokopie recznego pisma dzieci. Teksty te
zawieraja rozmaite bledy i nieporadnosci jezyka. Wykrop-
kowano fragmenty, ktérych nie dalo sie przeczytac¢ lub
przetlumaczyé¢. (przyp. S. Turnaua)
Na rysunku brak tego polecenia. (przyp. S. Turnaua)

§)

10)

11)

THE SYSTEMATIC USE OF COGNITIVE CONFLICT IN TEACHING:
THREE EXPERIMENTS

Summary

In our research program we have for a number of years been
studying ways of designing teaching in the light of current
knowledge of the development of pupils’ concepts and
misconceptions. The method of conflict-discussion as an
important component of teaching has evolved. In this method,
critical questions are posed deliberately +to provoke
conflict, and to expose misconceptions where they exist. The
method has been tested in three major experiments, on the
understanding of decimals and place value, on directed
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quantities, and on multiplicative problems concerning rates.
In the lecture, I shall draw examples of pupils’ concepts
and of teaching material from all three experiments.
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Konkurs IM. ANNY ZoFII KRYGOWSKIEI

na najlepsza prace studencka
z dziedziny dydaktyki matematyki

Celem konkursu jest budzenie zamilowan naukowych i ozywianie
pracy naukowej w dziedzinie dydaktyki matematyki. Konkurs
organizowany jest pod patronatem Polskiego Towarzysiwa Mate—
matycznego od roku 1980.

Regulamin konkursu:
1. Organizatorem konkursu jest Redakcja V Serii Rocznikow
PTM Dydaktyka Matematyki.
2. Uczestnikiem konkursu moze by¢ (a) kazdy student polskie]
uczelni wyzszej, kiory w dniu zlo2enia pracy konkursowej nie
mial ukonczonych studiodw wyzszych; (b) kazdy absolwent pols-—
kiej uczelni wyzszej przedkladajacy swa prace magisterska w
terminie nie dluzszym niz 12 miesiecy od dnia obrony.
3. Przedmiotem konkursu sa prace z dydaktyki matematyki, a
takze prace z innych dziedzin o istotnym znaczeniu dla dy-
daktyki matematyki.
4. Prace w dwoch egzemplarzach maszynopisu, opatrzone imie-
niem i nazwiskienm autora oraz nazway uczelni, w ktérej stu-
diuje lub w ktorej uzyskal stopien magistra, nalezy kierowat
do Redakcji Dydaktyki Matematyki (Instytut Matematyki WSP,
30-084 Krakow 23} do dnia 31 maja kazdego roku. Do pracy
nalezy dolaczy¢ zaswiadczenie dziekana potwierdzajace fakty,
o kto6rych mowa w punkcie 3.
5. Nagrody przyznaje piecioosobowe Jury Konkursu, powolywane
przez Komitet Redakecyjny Dydaktyki Matematyki na okres dwu-—
letni. Jury moze oplera¢ sie na opiniach zaproszonych do
wspolpracy specjalistow.
6. Jury moze zaprosi¢ autora zloZonej pracy do wygloszenia
30-minutowego referatu na jej temat i udzialu w dyskusji.
7. Jury przyznaje nagrody ufundowane przez stowarzyszenia
naukowe, instytucje i osoby prywatne.

Jury konkursu- im. Anny Zofii Krygowskiej na najlepsza
prace studencka z dziedziny dydakiyki matematyki postanowilo
przyzna¢ za prace nadeslane w roku 1990:

PIERWSZA NAGRODE — Pawlowl Rudecklemu (Uniwersytet im.
Adama Mickiewicza) za prace ¥Strategia rozwiazywania wybra-
nych problemow matematycznych?,

DRUGA NAGRODE — Monice Viwegler (Uniwersytet Warszaw-
ski) za prace YAnaliza porownawcza rozumowan matematyczrych
i argumentacji zwiazanych =z pojeciem roéwnolicznosci u
uczniow klas 1V, V, VI i VIII szkoly podstawowej”.

WYROZNIENIE DYPLOMEM — Witoldowi Pajakowl (Wyzsza
Szkola Pedagogiczna im. Komisji Edukacji Narodowej) za prace
B0 pewnym sposobie oceniania osiagnie¢ szkolnych u ucznioéw w
zakresle matematyki”.
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