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PAMIEC W ROZUMIENIU MATEMATYKI*

Préby wyjasnienia zjawiska rozumienia matematyki odzwierciedlaja rézne aspekty
tej dyscypliny, jak i rdznice w pogladach na rozwd] poznawczy, uczenie sie
i nauczanie. Jeden z kierunkéw identyfikuje rozumienie i wiedze: Flavell méwi
raz o wiedzy liczbowej, a raz o rozumieniu liczb, gdy omawia konserwacje licz-
by (Flavell, 1977); Davis przyjmuje, ze rozumienie zalezy od rodzaju zaanga-
2owanej wiedzy, takiej jak pojecia, uogélnienia, procedury i fakty dotyczace
liczb (Davis, 1978); Lehman za$ opisuje rozumienie matematyki jako kazdy z
trzech rodzajéw wiedzy - zastosowanie, znaczenie i zwigzki logiczne (Lehman,
1977). Skemp reprezentuje inny kierunek, ktéry odréznia rozumienie od wiedzy
i zwraca uwage na kategorie rozumienia matematyki. Ostatni, wielotzynnikowy
model Skempa sklada sig z trzech kategorii rozumienia: instrumentalnego, odnie-
sieniowego i logicznego, z ktérych kazdy dzieli sig na podkategorie - intuicyj-
ng i refleksyjnél)(Skemp, 1979). Przed pojawieniem sie tego modelu Byers i
Herscovics powigzali idee Brunera i Skempa, tworzac model rozumienia matematyki
ztozony z czterech kategorii rozumienia: instrumentalnego, odniesieniowego, in-
tuicyjnego i formalnego (Byers i Herscovics,1977ab. Reprezentantem trzeciego
kierunku Jest Gagné, ktéry charakteryzuje rozumienie czego$ jako opanowanie
Pewnego zestawu sprawnosci intelektualnych (Gagné, 1970). W zwiazku z tym Gagné

*Memory in mathematical understanding, wEducational Studies in Mathemat-
ics"  16(1985), 259-281. Copyright 1985: D. Reidel Publishing Company. Wydawni-
Ctwo D. Reidla wyrazilo zgode na bezptatne opublikowanie tego artykutu, za co
Redakcja ,Dydaktyki Matematyki" wyraza uprzejme podzigkowanie.

(1)w oryginale: instrumental, relational, logical, intuitive, reflective.
(2)N innej pracy Herscovicsa model ten zostat nieco zmodyfikowany (zob.

N. Herscovics i J.0. Bergeron, Models of understanding, .Zentralblatt fir Di-
daktik der Mathematik”15(1983), 2, 75-836; przyp. ttumacza).
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rozréznia rozpoznanie obrazu, odtworzenie informacji werbalnej i realizacje
sprawnosci intelektualnych, utrzymujac, ze rozréznienie to odzwierciedla réz-
nice w organizacji pamigci odpowiednich sktadnikéw wiedzy. Niedawno badal on
role réznych struktur pamigci dla pogigbienia rozumienia przez uczniéw naucza-
nego materiatu (Cagné i White, 1978).

Mimo iz owe préby réznorakiego podejscia do zagadnienia sa wartosciowe,
zadna z nich nie rozwiazuje kwestii zwiazku migdzy zapamigtywaniem a rozumie-
niem matematyki. W kwestii uczenia sig Gagné uwaza za konieczne spytaé: Co jest
zapamigtywane? - i dochodzi do wniosku, ze ,Uczenie sig nie moze wystgpowac¢ bez
zapamietywania" (Gagné, 1970). Chociaz podobne stwierdzenia niewatpliwie odno-
sz3 sig do rozumienia, wydaje sig, e Davis, Lehman i do pewnego stopnia Skemp
uwazajg rozpatrywanie zapamigtywania w tym konteks$cie za zbedne.

Poza kilkoma godnymi uwagi wyjatkami, dydaktycy matematyki niechetnie m6-
wig o pamieci w kontek$cie rozumienia matematycznego. W istocie, matematycy na
0g6t rozumieniu przeciwstawiajg czysto pamieciowe opanowanie. Dydaktycy matema-
tyki zawsze uwazali, Ze w przeciwienstwie do innych przedmiotdéw, w matematyce
nie jest konieczne umy$lne zapamigtywanie. To przekonanie zostalo utwierdzone
przez psychologig postaci, ktéra nie przywigzywala wagi do pamieci, lekcewazyla
nI0zZwigzywanie zadania za pomoca przypomnienia, mechanicznego odtworzenia tego,
co zostato wykute [...]" (Wertheimer, 1959) i ukazywala szkodliwy wplyw zapa-
migtanych schematéw na rozwigzywanie zadari (Luchins, Duncker). Co wiecej, jed-
nym z symptoméw ,leku matematycznego" jest .wyparcie rozumienia przez zapamig-
tanie" (Morris, 1981). Poniewaz zapamigtanie czgsto prowadzi do blgdzenia bez
korica (Morris, 1981), takie obserwacje i przekonania spowodowaly wytworzenie
sig pogladu, ktdrego przykladem jest okreslenie przez Freemonta zapamigtywania,
czyli uczenia sig na pamig¢, jako jednej z .czasochtonnych przeszkdd skuteczne-
go uczenia sie matematyki" (Freemont, 1971). Poglad ten zrodzil podejrzliwo$c¢
wobec pamieci i unikania tego tematu w wiekszosci prac z zakresu dydaktyki ma-
tematyki. Wyjatek stanowi Krutetski,ktéry uwaza ,pamied matematyczna" za jedng
z cech odrézniajacych wuczniéw matematycznie uzdolnionych od nieuzdolnionych
(Krutetskii, 1976).

Tymczasem za$ nauczanie matematyki nie tylko nie pozwala ignorowaé pamig-
ci, ale czesto uprzytamnia zwigzane z nig problemy. Nauczyciele twierdzg, ze
uczniowie matematyke tatwo zapominaja, a powstate tak braki sg trudne do uzu-
pelnienia. Stad szkolne nauczanie i uczenie sig matematyki rozmija sig istot-
nie z tym, co proponuja teoretycy. Réznice te mozna strescié w dwu stowach:
éwiczenie i powtarzanie.
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Rozdiwigk migdzy teoria i praktyka mozna dostrzec w tendencji z lat 1960,
gdy prébowano przeciwdziatad zapamigtywaniu przez uczniéw regut i wzoréw. Ausu-
bel podsumowal efekty w nastepujacych stowach: ,Zgodnie z obecnym naciskiem na
rozwigzywanie zadari »ze zrozumienieme , uczniowie przestali zapamietywadé wzory
i zamiast tego zapamigtuja wzorcowe zadania" (Ausubel, 1971). Odtad wsréd tych
dydaktykdéw matematyki, ktérzy sa bliscy praktyki nauczania, dawny poglad, ze
pamig¢ jest uzyteczna do pewnych rzeczy, zyskal na powrét uznanie. I tak Sco-
pes wypowiada opinig bardzo podobng do tej, ktdéra w 1941 wyrazali Butler i
Wren, gdy charakteryzuje wmiejsce dla pracy pamigciowej". Pisze on: ,Te wyniki,
wzory, zwigzki, ktére pojawiajy sie dostatecznie czesto, by warto to uczynié,
s powierzane pamigci dla oszczednosci czasu i podniesienia wydajnoé&i pracy"
(Scopes, _1973).

Niestety jednak, taka rola pamieci w ,podnoszeniu wydajnosci" nie da sie
pogodzié z osiagnigciami psychologii poznania, ktére - wedlug Greera - zrewo-
lucjonizowaly nauke o pamigci w okresie mniej wiece) ostatniego dziesieciolecia

(Greer, 1981). Baddeley nastepujaco charakteryzuje te osiagniecia: .... pod-
czas gdy w latach 1960. uwazano powszechnie pamigé za magazyn informacji, ktéra
mogta zosta¢ uzyta lub nie, ... w latach 1970. wystepuje tendencja do trakto-

wania pamigci jako integralnej czesci innych zadarh przetwarzania informacji,
takich Jjak postrzeganie, rozpoznawanie schematéw, rozumienie i rozumowanie"
(Baddeley, 1976, str. 187).

Jak sig wydaje, stosunek do pamigci w dydaktyce matematyki jest oparty na
pogladach, ktére uczeni o innych specjalnosciach na og6t juz porzucili. Po-
dejscie informatyczne potwierdza w szczegélnosci stuszno$¢ wypowiedzi Brunera
z lat 1960. (Brunmer, 1973), ze tradycyjne rozréznienie miedzy uczeniem sie pa-
mieciowym i rozumieniem, wcigz popularne w.dydaktyce, jest ,pseudodylematem".
Doniostos$é pamigci w aktywnosci matematycznej, od najprostszych rachunkéw po
wymySlne dowody, jest niemal sama przez sig oczywista. Istotnym zagadnieniem
Jest nie to, czy pamig¢ peini jaka$ role w rozumieniu matematyki, ale to, co
i jek jest zapamigtywane przez tych, ktérzy ja rozumieja, i tych, ktérzy jej
nie rozumieja.

Badania nad zapamigtywaniem

Badania nad pamiecia trwajs juz od prawie stu lat, ale przez pierwsze 75 lat
swej historii koncentrowaty sig niemal wylgcznie na ilosciowej ocenie utraty
informacji. Totez eksperymentalne badanie pamigci jest znane raczej jako bada-
Nie zapamietywania. Poczatek dato w roku 1885 pojawienie sig klasycznej pracy
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Ebbinghausa na temat zapamigtywania bezsensownych zgtosek. Ustanowita ona tra-
. dycje - znang jako tradycja Ebbinghausa - ktéra zdominowala badania nad pamig-
‘cia az do lat 1960.

Krzywa Ebbinghausa zapamigtywania bezsensownych zgtosek pokazuje wysoka
predko$é zapominania. Zapamigtany material redukuje sig do 44% juz po upitywie
pierwszej godziny; potem nadal go ubywa, choé juz w }agodniejszym tempie.
Stwierdzono tez, ze krzywe zapamigtania dla materialu sensownego (poezja i
proza) maja ten sam ogélny ksztalt co ta krzywa, ale poziom zapamigtania jest
tu istotnie wyzszy. Mniej wiecej tyle samo materiatu z kursu akademickiego ule-
ga zapomnieniu w ciagu roku, co bezsensownych zgtosek w ciggu dnia (Hilgard,
1957). Choé nie brakowalo teoretycznych wyjasnien tych zjawisk, wiele prac
tego wczesnego okresu dotyczylo zaleznosci predkosci zapominania materiatu wer-
balnego od réznych warunkéw éwiczer powtérkowych, a nie wystepujacego przy tym
procesu poznawczego.

Niemniej jednak rezultaty tych badai znalazty zastosowanie w nauczaniu.
Zdawaly sie one potwierdzaé potrzebg recytowania, éwiczeri i powtérek (Morgan
i Deese, 1957). Woodworth wywnioskowal z eksperymentéw nad pamigcia, ze ,Mate-
rial, ktéry chcemy pamigtaé przez dtugi czas, nalezy studiowaé¢ i studiowac
wcigz od nowa" (Woodworth i Schlossberg, 1954). Poglad na temat pamigci w dyda-
ktyce matematyki wciaz na og6t formuluje sig uzywajgc ilosciowych aspektéw
zapamigtywania i zapominania.

Tymczasem za$ w psychologii juz w latach czterdziestych i piecdziesiatych
zaczal pojawiaé sie zupeinie inny typ badari nad zapamigtywaniem. Uwaga zaczgla
przesuwa¢ sig ku cechom jakosciowym zapamigtywania oraz roli znaczenia i orga-
nizacji. Niektérzy teoretycy powolywali sige na badania w szkole, ktére wskazy-
waly, ze ,zapamigtywanie tresci" bylo wydajniejsze niz werbalne uczenie sig
na pamigé. Zdawato sig wynikaé z nich, ze cdy terminologia jest zapominana
z przewidywang predkoscig, utrata stosowania zasad nie nastgpuje w pordwnywal-
nym tempie (Hilgard, 1957). Hilgard pisat: ,Pamieé Jjest jak sieé wiadomosci
powigzanych razem, z rozmaitym stopniem organizacji, a powodzenie w zapamigta-
niu zalezy od tego, ile jest organizacji". A dalej: .Nalezy stad wyciagnac
praktyczny wniosek, ze skuteczne nauczanie powinno k}as¢ nacisk na rozumienie
zasad ..., gdyz ta wiedza prawdopodobnie pozostanie na zawsze dostegpna w pa-
migci" (Hilgard, 1957).

R6znice miedzy tym, co mozna by nazwaé jakosciowym i iloSciowym podej-
sciem do wynikéw badari nad zapamigtywaniem zilustrujemy interpretacjg Osgooda
klasycznego eksperymentu Katony z roku 1940. W eksperymencie tym dwie grupy
oséb zapamigtywaly nastepujaca tabele:
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2 9 33 3 6 40 4 3 47
581215192226
Pierwszej grupie dano 3 minuty na odkrycie zasady, druga zapamigtywata liczby
w rytmicznych tréjkach. W tescie bezposrednim, prawie trzecia czes¢ kazdej grupy
mogta odiworzy¢ poprawnie te liczby; ale 3 tygodnie p6Zniej, gdy czwarta czesé
tych, ktérzy szukali zasady, mogta wcigz odtworzyé tabelg, nie zrobil tego nikt
Zz uczacych sieg liczb na pamiec.

Dla Katony taki wynik potwierdzat doniosito$¢ rozumienia zwigzkéw struktu-
ralnych. Natomiast Osgood, opierajac swéj poglad na ksztalcie krzywej Ebbing-
hausa, utrzymywal, ze: ,Bezwzgledna iloS¢ zapominanego materiatu zmienia sie
w zaleznosci od ilosci tego, co Jest do zapamietania. Dla tych, ktérzy uczyli
sig zasady, wszystkim, co musieli zapamigtaé, byla wiasnie zasada: zacznij od
dolnego wiersza, dodaj 3, potem 4, potem 3 itd.; reszta tablicy byta nie odtwa-
rzana z pamigci, lecz zrekonstruowana. Natomiast osoby zapamietujace liczby
musiaty przypominaé sobie 24 oddzielne liczby i ich potozenie" (Osgood, 1953).

nZasade" w eksperymencie Katony mozna wigc sformulowaé jako regute. Osgood
wskazuje zatem w istocie na stosunkowa tatwosé zapamigtywania regul. Z punktu
widzenia dydaktyki matematyki kontrowersja ta sprowadza sie wiec do nastepuja-
cego pytania: Jaka jest réznica, jezeli Jest, miedzy zapamietywaniem zasad a

zapamigtywaniem regul?

Pamie¢ i nauczanie

Jednym z celdw ruchu reform programowych lat 1960. bylo zniesienie potrzeby pa-
migciowego uczenia sie. Niektdérzy reformatorzy uznali jakosciowe podejscie do
zapamigtywania za idealne dla swoich celéw, odchodzac w ten sposdb od dominuja-
cej postawy wobec pamigci. Przedstawimy pbniZej odpowiednie poglady Brunera
i Skempa.

Bruner jest dobrze znany jako zwolennik nauczania struktury przedmiotu.
Jeden z jego argumentéw na rzecz tego rodzaju nauczania odnosi sie do pamieci.
Méwi on: ,Chyba najbardzie] podstawowa rzecza, jaka po stu latach intensywnych
badari mozna powiedzie¢ o pamigci ludzkiej, jest to, ze szybko zapominamy szcze-
gély, o ile nie sa umiejscowione w ukladzie zorganizowanym" (Bruner, 1962).
Zatem stosunek Brunera do pamieci jest bardzo podobny do stanowiska Hilgarda.
Bruner idzie jednak dalej niz Hilgard piszac: .Material szczeg6lowy pozostaje
W pamigci dzieki zastosowaniu uproszczonych sposobdéw przedstawiania. Takie
przedstawianie ma charakter #regeneracyjny« [...] Uczenie sig og6lnych czy
podstawowych zasad zapewnia te korzysé, Zze zapomniane nie bedzie oznaczato



12 V. BYERS i S. ERLWANGER

calkowitego zapomnienia, a to, co pozostanie, pozwoli, w razie potrzeby, odtwo-
rzyé szczeg6ty" (Bruner, 1962). Brunmer uwaza wigc na przyklad zapamigtywanie
wzoréw za zgodne z zasada uczenia sie struktury. Twierdzi, ze ,uczony nie pré-
buje zapamigtaé odleglosci przebytych przez cialta spadajace w réznych polach
grawitacyjnych w réinym czasie. Zna natomiast wzér, }atwiejszy do zapamigtania,
pozwalajacy mu odtwarzaé (,regenerowac"), z réznym stopniem doktadnosci szcze-
g6ty, na ktérych oparty Jjest ten Yatwiejszy do zapamigtania wzér. Tak wigc
uczy sig on na pamigé wzoru S =(1/2)gt2, a nie calego zbioru odleglosci,
czas6w i statych grawitacyjnych" (Brunmer, 1962; cyt. za wyd. polskim, str. 28-
-29).

Poglady Brunera wykraczaly w istocie poza wnioski piyngace z badari nad za-
pamigtywaniem. Wyprzedzil on stanowisko przyjete dziesig€ lat pdZniej, gdy
stwierdzit, ze ,gidéwnym problemem dotyczacym pamigci cziowieka jest nie maga-
zynowanie, lecz wydobywanie" i ze .material zorganizowany w kategoriach wias-
nych zainteresowarn i struktur poznawczych ma najwigksza szanse na dostgpnosé
w pamieci" (Bruner, 1961).

Skemp jest najlepiej znany 2z dokonania rozréznienia migdzy rozumieniem
odniesieniowym a instrumentalnwéS)(Skemp, 1976). Charakteryzuje je nastepuja-
co: ,Rozumienie instrumentalne w sytuacji matematycznej polega na rozpoznaniu
zadania jako reprezentanta okreslonej klasy zadari, dla ktérej znamy juz reguie
[...] Rozumienie odniesieniowe, przeciwnie, polega przede wszystkim na odnie-
sieniu zadania do wtasciwego schematu(a)" (Skemp, 1979).

Skemp postuguje sig przymiotnikami ,odniesieniowe" i ,instrumentalne"
nie tylko dla rozréznienia typéw rozumienia, ale takze dla opisania nauczania,
uczenia sig, myslenia i w gruncie rzeczy rodzajow matematyki szkolnej. Sam jest
zwolennikiem ,nauczania odniesieniowego", tj. nauczania akcentujgcego zwigzki
matematyczne, jako przeciwieristwa .nauczania instrumentalnego", ktére sprowai
dza sig do wpajania regut. Jedng z dostrzeganych przez niego zalet .matematyki
odniesieniowej" jest to, ze cho¢ jest ona trudniejsza w uczeniu sig - ,jest
Ja atwiej pamigtac¢" (Skemp, 1976). Méwi on: ,Z pewnos$cig latwiej jest nauczyd
sig, ze pole tréjkata = 1/2 podstawy x wysoko$é, niz nauczyé sieg, dlaczego tak
jest". Wskazuje jednak, 2e takie uczenie sie wymaga pamigtania oddzielnych
regut dla pél tréjkatdéw, roéwnolegrobokéw i trapezdéw, podczas gdy spojrzenie

(3)Zob. (1) (przyp. tiumacza).

(A)Termin wschemat" (w oryginale .scheme") oznacza u Skempa to, co mozna
by okresli¢ jako struktura pojeciowa (przyp. ttumacza).
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na ich pola w odniesieniu do pola prostokgta usuwa te koniecznos$é. Skemp uzna-
Je, ze jest pozadane zna¢ oddzielne reguty: .Nie mamy ochoty wyprowadzaé ich
za kazdym razem". Utrzymuje jednak, ze .wiedzac takze, jak sg powiazane wza-
Jemnie, mozemy pamigtadé Je Jjako czesci spéjnej calosci, co jest tatwiei"
(Skemp, 1976).

Skemp przyznaje, ze .matematyke instrumentalng zazwyczaj jest tlatwie]
rozumie¢", gdyz jest ona oparta na ,latwych do zapamigtania regutach". Twierdzi
jednak, ze ,rozumienie instrumentalne wymaga zapamietania, ktdérymi sposobami
rozwigzuje sig ktdére zadania,a ktérych nie, a takze nauczenia sig réznych metod
dla réznych typéw zadar" (Skemp, 1976). Tak wiec instrumentalne uczenie sie
jest szybsze tylko wéwczas, gdy regul jest niezbyt wiele (Skemp, 1979). Stwier-

(5) jest wiecej do

dza w koricu: .Jest rzecza prawdopodobng, Zze w schemacie
nauczenia sig, a mniej do pamigtania: wigcej do nauczenia sie, bo chodzi o
pojecia wyzszego rzedu i liczniejsze powiazania; ale mniej do pamigtania, bo
raz opanowany, tworzy on sp6jng catosé, z ktére) mozna wyprowadzié nieskoricze-
nie wiele planéw szczegdlnych" (Skemp, 1979). Tak wiec Skemp, podobnie jak
Bruner i Hilgard, znajduje w roli organizacji materiailu dla jego pamietania
argument za pewnym szczeg6lnym sposobem nauczania; ale ogdlne spojrzenie Skempa
na pamie¢ obejmuje réwniez poglad Osgooda.

Dydaktycy znaleZzli sig wobec zadania zastosowania tych koncepcji w kla-
sie. Bez watpienia objetos¢ materiatu do zapamietania (jak i jego organiza-
cja) musi byé brana pod uwage przy ocenie wynikéw nauczania. Uznali to tacy
psychologowie jak Ausubel, choé ten ostatni zaktada wystepowanie zasadnicze]
réznicy miedzy zapamigtywaniem ze zrozumieniem znaczenia a zapamigtywaniem me-
chanicznym (Ausubel, 1968).

Z drugiej strony mozna by sgdzié, ze jakoSciowe podejscie do zapamigtywa-
nia - to, ktére akcentuje role znaczenia i organizacji - lepiej nadaje sie
do nauczania niz wczesniejsze podejscie jakosciowe i powinno tez bardziej od-
powiadaé dydaktykom. A tymczasem, jak wspomnielismy wczesniej, podejscie to ma
Jak dotad znikomy wpiyw na $rodowisko zainteresowane nauczaniem matematyki.
Podczas gdy poglady Brunmera i Skempa na uczenie sig i rozumienie sa dosé popu-
larne, ich poglady na pamieé nie znalazly powszechnego uznania. Jak sie zdaje,
nauczyciele i dydaktycy matematyki zwréceni ku praktyce nauczania byliby skion-
ni uznaé stosowno$é podejscia jakosciowego do rozwigzywania zadar, ale nie do
uczenia sie sprawnosci rachunkowych, skupiajacych gidéwny cigzar matematyki

szkolnej.

Gzon. ).
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Wynikajace stad postawy wobec pamieci nie sg najszcze$liwsze. Jest wiele
pytari - interesujacych zaréwno dla praktyki jak dla teorii - stawianych przy
podej$ciu jakosciowym, ktére po prostu nie pojawityby sie, gdyby na pamigé pa-
trzeé gtéwnie z perspekiywy szybkosci zapominania. Przyktadowo postawimy trzy
takie pytania i uzasadnimy ich istotnosc.

1. Czy uczenie sie zasad, struktury badZ zwiazkdéw redukuje ilos$é lub zto-
zono$¢ materialu matematycznego, ktdéry musi byé przechowywany w pamigci? Czy
za redukcje ilosci pamigtanych szczegéidéw musimy ptaci¢ wzrostem trudnosci ich
zapamietania?

W wyniku badari nad rozwigzywaniem réwnari, w kitérym badanymi podmiotami
byli studenci uniwersytetu, Carry, Lewis i Bernard zauwazyli: .Niestety, pod-
stawowe zasady (aksjomaty) sa tak liczne i zlozone, jak oparte na nich opera-
cje algebraiczne (reguty)..." (Carry et al., 1980). W istocie, w przypadku
prostych rdéwnari trzeba pamigetad wigcej aksjomatéw niz regut. Moze to tiumaczy,
dlaczego uczniowie czgsto wola reguly od nauczania odniesieniowego (Skemp,
1976)?

2. Czy wodtworzenie" czesSciowo zapomnianego zagadnienia matematycznego
jest réwnie proste, jak podstawienie liczb w miejsce liter we wzorze S =
= (1/2)gt2 (Bruner, 1962)? Jezeli wzér na pole tréjkata, réwnolegtoboku czy
trapezu zostal zapomniany, czy poprawny wzér stanie sie oczywisty w momencie
odwotania sig do zwigzkéw migdzy polami tych figur a polem prostokgta (Skemp,
1976)? Czy takie postegpowanie prowadzi do rzetelnej matematyki? W jakim zakre-
sie znaczenie zalezy od .pamigci matematycznej" (Krutetski, 1976)7?

Analizujgc prace studentéw, Carry et al.(1980) byli zaszokowani ,masa
zabawnie bezsensownych przeksztalced". Protokoly sugerowaly, ze bledy sa cze-
sto wynikiem préb przypomnienia sobie cze$ciowo zapamigtanych sposobdw poste-
powania. Autorzy wyciggaja stad nastepujacy wniosek: ,Nic nie wskazuje na
to, by znaczenie odgrywato wigksza role przy rozwigzywaniu réwnari" (Carry
et al., 1980). (Czy jest jakies inne wytlumaczenie tego zjawiska?)

3. Czy mozna zgubié rozumienie matematyczne? Czy .zasada" moZe przeksztai-
ci¢ sie w pamigci w $lepa reguie?

Bell stwierdzil, ze wigkszo$¢ 15-letnich ucznidw nie pamigta zwigzkéw be-
dacych podstawg reguty: ,Zeby pomnozy¢ przez dziesied, dopisujemy zero". Nie
potrafig oni da¢ poprawnego uzasadnienia tej reguty; .by¢é moze otrzymali je,
gdy uczyli sig tej zasady po raz pierwszy, ale od tego czasu dawno o nim za-

(G)Tj. znaczenie symboli i operacji symbolicznych (przyp. tlumacza).
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pomnieli i teraz umieja juz tylko wypowiedzieé te zasade(7) i podaé przyktady"

(Bell, 1976).

Nie wiemy niestety, jak przebiegato nauczanie w klasach, o ktérych mowa
w powyzszych przykiadach. Wiemy natomiast, Ze badania eksperymentalne poréwnu-
jace skutecznos¢ réznych styléw nauczania - produkt kontrowersji dydaktycznych
z lat szesédziesigtych - nie dostarczyly Jjednoznacznych wynikéw (Shulman,
1970). Mayer i Greeno stwierdzili co prawda jakofciowe réznice w umiejetnosci
rozwigzywania zada® przez dwie grupy uczniéw nauczanych rozkladu binomialnego
metodami przypominajgcymi podejsScie instrumentalne i odniesieniowe (Mayer i
Greeno, 1972). Bledy popetniane przez uczniéw jednej grupy byty innego typu
niz bledy drugiej grupy, ale Zzadna z grup nie wykazywala wyraZnie rozumienia
matematycznego.

W latach szesédziesigtych i siedemdziesigtych niewiele przeprowadzono ba-
dari eksperymentalnych. Wbrew temu, a moze wlasnie dlatego, kilka strukturalis-
tycznych teorii uczenia sig i zapamigtywania wywarlo wplyw na nauczanie szkol-
ne. Teorie te sugerowaly, 2e wyniki moZzna by poprawié, gdyby struktura naucza-
nia zostata tak zmodyfikowana, by stata sie zgodna z postulowanymi strukturami
poznawczymi. Byto tez niewypowiedziane zalozenie, ze jezeli przedmiotu ustruk-
turowanego, takiego jak matematyka, bedziemy uczyé nalezycie, to w pamieci
struktura przedmiotu bedzie odzwierciedleniem struktury nauki.

Sq to mocne hipotezy. Totez dla empirycznego potwierdzenia tez struktura-
listéw Shavelson uznal za potrzebne rozréznienie miedzy .struktura tresciowa"
materialu nauczania a .struktura poznawczg" w pamieci uczacego sie. Ale zebra-
ne przez niego fakty nie sugerowaly wniemal idealnej zgodnosci miedzy struk-
turami tresciowymi a strukturami poznawczymi" (Shavelson, 1972). Ponadto jedno
Zz badarh wykazalo niska korelacjg migdzy zgodnoécia(a) i wynikami nauczania
(Geeslin i Shavelson, 1975). Shavelson, jego uczniowie i wspéipracownicy

® w przypadku ,systeméw dzia}aniowych" (szkol-

stwierdzili oczekiwang zgodno$é
ne ujecie jednodziataniowych systemow algebraicznych). Ale wykryli tez godne
uwagi wyjatki (Shavelson, 1974) oraz fakity $wiadczgce o braku rozumienia (Bran-

ca, 1980).

(7)Tak jest w oryginale. Oczywiscie, Bell ma na my$li to, co autorzy na-
zywaja reguts (przyp. ttumacza).

(B)Tj. zgodnoscig struktury nauczania i struktury dyscypliny (przyp.
ttumacza).

(9)Tj. zgodnosé struktury tresci i struktury poznawczej (przyp. ttuma-
cza).
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Tak wiec nie mozna powiedzieé, by twierdzenia strukturalistycznych refor-
_matoréw znalazty potwierdzenie. A w szczegdlnosci nie ma obecnie powodéw, by
uwazaé, ze matematyke pamieta sig niezmiennie taka, jakie) uczono. Prawda jest,
ze aktywno$é matematyczna obejmuje uzycie stosownych .ciagéw operacji, prze-
ksztalceri, krokéw logicznych itd." (Greer, 1981). Ale jestesmy zgodni z Gree-
rem, ze: .Wysoce ryzykowne jJest zalozenie, ze formalne opisy tych ciggdw musza
koniecznie odzwierciedlaé procesy poznawcze" (Greer, 1981), gdyz na aktywnosc
matematyczng wplywaja tez strukturalne wiasciwo$ci pamigci. Ponadto - wediug
nas - kontrowersja ta odzwierciedla tez przepasé dzielaca teorie od praktyki,
o ktérej méwilismy wczeéniej. Sadzimy dalej, ze przepasc te mozna by zmniejszyc
odwotujac sie do najnowszych wynikéw badard nad pamigcig.

Struktura i organizacja pamieci

Dwa odkrycia przetarty droge rewolucyjnych zmian w badaniach nad pamigcia,
ktére pojawily sig w latach 1970. Jednym bylo rozréznienie migdzy pamigcig
dtugo i krétkoterminowg, drugie dotyczylo istnienia w pamigci subiektywnej or-
ganizacji. Te wyniki byly zwigzane ze zmianami w metodologii eksperymentalne]
i doprowadzily do obecnej dominacji podejscia informatycznego do pamigeci i
uczenia sig, jak tez do organizacji pamigci. Poprzednie jednolite traktowanie
pamieci ustapilo pogladom bardziej zréznicowanym. Jednym z rezultatéw byla kry-
tyka dawnego paradygmatu uczenia sig
Nauczanie ~ Wyniki
i sugestii, jakoby .efekty uczenia sig mogly by¢ najlepie] zrozumiane przez
eksploracje tréjcztonowe] relacji:
Nauczanie - Struktura pamigci ~ Wyniki"

(Gagné i White, 1978). Innymi slowy, w teorii uczenia sig zaczeto uwazad
szczeg6lne struktury pamieci nabyte przez uczgcego sig zé warunek wstgpny ja-
kiejkolwiek aktywnosci zewngtrzne].

Wstepnych dowod6w istnienia dwu sktadnikéw pamigci dostarczyla w latach
1950. psychologia poznania, gdzie pod wpiywem teorii informacji badano pojem-
nos¢ wpamieci bezpoéredniej"(IO) dla cyfr, liter i siéw. Miller sugerowal, ze
pojemnos¢ te nalezy mierzy¢ w ,porcjach" i ze zakres pamigci chwilowej jest
wmagiczna liczby 7 I 2" (Miller, 1956). Inne dowody pochodza z obserwacji co-
fania sie amnezji; sugerowaty one wystgpowanie .okresu konsolidacji", w czasie
ktérego wejécie pamieci przygotowuje sie na diugoterminowe przechowywanie

(1°)w oryginale: immediate memory.
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(Baddeley, 1976). Dalo to podstawe do przypuszczenia, ze pamigé diugo i krét-
koterminowa maja odmienna podstawe neurofizjologiczna (Hebb, 1972). Pod koniec
dekady znaleziono dalsze dowody przy uzyciu bardziej tradycyjnych metod (Bad-
deley, 1976), czego tu nie bedziemy omawia¢. Wraz z analogia i symulacja kom-
puterowy okazato sie to decydujgce, tak ze pod koniec lat 1970, rozréznienie
tych dwu skadnikéw pamigci stato sie powszechnie uznane.

Wspéiczesny poglad na pamigé jako czynnik odgrywajgcy aktywna role w prze-
twarzaniu informacji sugeruje, ze istnieje jeszcze inny komponent pamigci, kté-
rego funkcjg jest racze]j przetwarzanie niz magazynowanie informacji. Przez ana-
logie z komputerem komponent ten zostal nazwany pamigcig roboczy. Jak sie zda-
je, nie ma on swego odpowiednika fizjologicznego i przez réznych autoréw byi
dawnie]j lokowany badZ w pamigci krdtkoterminowej, badZz (rzadziej) w diugotermi-
nowej. W ciggu ostatnich pietnastu lat zyskai jednak status ndrebnego magazynu
pamigci, gdyz - jak inne komponenty pamigci - zardéwno magazynuje, jak i prze-
twarza informacje. Niektdérzy teoretycy zaproponowali tez czwarty komponent, wy-
konawczy albo decyzyjny, lecz wystgpity przy tym trudnosci teoretyczne.

Zajmiemy sie informatycznym modelem pamigci zawierajacym trzy komponenty:
pamigé krétkoterminowa, diugoterminowa i robocza (Greeno,1973). Jeoria ta przy-
pisuje tym komponentom rézne wkasnosci i funkcje. Pamig¢é dtugoterminowa pojmu-
Jjemy jako te, ktéra ma nieograniczong pojemno$¢ i trwale przechowuje informa-
‘Cje. Pamig¢ krétkoterminowa jest natomiast tym komponentem, ktéry przechowuje
numer telefonu przez okres wystarczajgcy do wybraria go na tarczy. Jej gidwna
funkcja wydaje sig selekcjonowanie tej pochodzace] z zewngtrz informacji, kté-
ra ma by¢ przekazana do pamigci diugoterminowej, ale funkcja ta wymaga, by in-

(11). Pamig¢ krotkoterminowg cha-

formacja ptyneta takze w przeciwnym kierunku
rakteryzuje bardzo mata pojemnos¢ (3 do 5 porcji), latwos¢ odzyskiwania prze-
chowanej informacji i szybkie powracanie do stanu gotowoéci (kilka sekund).

Pamieé robocza otrzymuje informacje z pamigci zaréwno krétko, jak i diu-
goterminowej, a takze przekazuje informacje do obydwu tych komponentéw. Prze-
chowuje informacje w czasie jej przetwarzania, powiedzmy w czasie uczestni-
ctwa w rozmowie, czytania artykulu czy rozwiazywania zadania matematycznego -
co moze byé kwestia minut, godzin lub dni. Pojecie pamiegci roboczej ma zasad-
nicza wage w modelu pamieci, ktéry Greeno zaproponowat dla rozwigzywania zadan
(Gfeeno, 1973), gdyz wiasnie tam nasigpuje organizacja rozwigzania przez skon-
struowanie stosownej reprezentacji problemu z danych dostarczonych przez pa-

(11)Tj. z pamigci diugo do krétkoterminowej (przyp. ttumacza).
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mieé krétkoterminowa i odpowiedniej informacji wydobytej z pamigci diugotermi-
nowej.

W mysl tego pogladu organizacja pamiegci robocze) jest generalnie okreslona
zadaniem, jakie ma byé wykonane. Pamig¢ dtugoterminowa ma za$, przeciwnie, or-
ganizacjg trwala - podlegajaca modyfikacji przez uczenie sig. Cechy trwatosci
i nieograniczonej pojemnosci pamigci dtugoterminowe] zaprowadzity Shavelsona do
ulokowania w niej struktur pojgciowych (Shavelson, 1974). PrzesledZmy pewne
prace z tej dziedziny.

W latach szesédziesiatych wiele uwagi poswiecono roli syntaktyki w pamigci
czlowieka. Prace nad przypominaniem sobie i rozpoznawaniem zdari pokazaly, ze
podmioty miaty tendencje do mylenia zdari w formie ,Johnowi podobal sig obraz
i kupil go od Holendréw" i ,Obraz spodobat sig Johnowi i zostat mu sprzedany
przez Holendréw". Zdanie .Zwedzit kapustg, ale przedtem zatrgbii" jest czegsto
pamietane jako ,Zatrabil, a nastgpnie zwedzil kapuste". Wyciagnigto stad wnio-
sek, ze waga syntaktyki w pamigci diugoterminowej jest duzo mmniejsza niz waga
czynnikéw semantycznych (Baddeley, 1976). Pamig¢ dtugoterminowa jest tez czgsto
nazywana .pamigcig semantyczna" (Baddeley, 1976; Greeno, 1973).

Zaproponowano kilka modeli pamieci semantycznej. Najbardzie) popularne
miaty postaé zlozonych sieci utworzonych ze .znaczacych poje¢" i skojarzen
migdzy nimi. Shavelson przedstawia pewien model begdacy uproszczong kombinowang
wersja takiej sieci. Skiada sig ona z .wezldéw" reprezentujqacych pojecia albo
zbiory pojeé¢ i odcinkéw skierowanychh reprezentujgcych powigzania migdzy wezia-
mi. Wystepuja tu réznego rodzaju relacje, w tym hierarchie zbiordéw i podzbiordw
oraz ich wtasnosci. Obejmuja one takze umiejscowienie wydarzeri w przestrzeni i

(12). Przyjmuje sie zazwy-

czasie. Relacje te prowokuja wiele réznorodnych zdar
cza), ze informacja w pamieci semantyczne] jest przechowywana w postaci zdari.
Totez Anderson i Bower czynia zdanie zasadnicza jednostka reprezentacji wiedzy
w pamigci diugoterminowej wediug ich modelu HAM (Anderson i Bower, 1973, str.
152). Greeno nazywa ten rodzaj wiedzy .wiedzg zdaniowg" (Greeno, 1973).

Informatyczne spojrzenie na pamigé stanowi, oczywiscie, istotny postep w
poréwnaniu z poglgdami opartymi na badaniach nad zapamigtywaniem. Wspomnielis-
my, ze Greeno ulokowal rozwiazywanie zadad w pamigci roboczej. Jednak jego opis
~ tego komponentu pamieci (Greeno, 1973, str. 112) sugeruje, ze pamig¢ robocza
uczestniczy takze w uczeniu sig matematyki w klasie. Ograniczona pojemnosc ﬁa-
migci robocze) wskazuje z kolei, ze pewne metody nauczania moga przecigzaé ten

(12)w oryginale:propositions.
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komponent pamigci. Jezeli jest to prawdg, dawaloby to teoretyczne wyjasnienie,
dlaczego reformy struktury nauczania nie okazaly sie tak skuteczne, jak tego
kazali oczekiwaé ich zwolennicy.

Tym niemniej, informatyczne modele pamigci dtugoterminowej zastosowane do
matematyki podlegajg pewnym ograniczeniom. Pierwsze dotyczy umiejetnosci ra-
chunkowych. Problem polega na tym, ze pamigtanie tych umiejetnosci wydaje sie
Jakosciowo rézne od pamigtania poje¢ czy zdah (por. Gagné, 1970). W zwiazku
z tym Greeno, idac za Gagné, postuluje, ze w pamigci semantycznej sa zmagazyno-
wane dwa rodza)e wiedzy. Procz wiedzy zdaniowej zawiera ona wiedzg w formie
praw lub operacji. Nazywa on ten drugi rodzaj wiedzy .wiedza algorytmiczna".
Dodaje, ze ,wiedza algorytmiczna jest wiedza, ktéra automatycznie tlrumaczy sig
na dziatanie, w sensie wykonywania operacji" (Greenmo, 1973, str. 114). Zauwaza
on, ze wspéiczesny dorabek teoretyczny jest bogaty w hipotezy dotyczace natury
wiedzy pierwszego rodzaju i sugeruje, ze aktualne teorie na temat pamieci se-
mantycznej muszg by¢ uzupeinione adekwatng reprezentacjg operacji sekwencjal-
nych (str. 115).

Drugie ograniczenie dotyczy pojeé. Collins i Quillian zakladaja, ze wPier-
wszym przyblizeniem [...] tresci pojecia jest wszystko, co zostato o nim usty-
szane, przeczytane lub zobaczone" (Collins i Quillian, 1972). Zalozenie to jest
zapewne stuszne dla kazdego pojecia. Ale pojgcia z dziedziny matematyki i nauk
Scistych sg .pojeciami zdetiniowanymi" (Gagné, 1970), a niektére definicje sa
tu wyréznione i graja kluczowa rolg w formalizacji przedmiotu. Jedng z oznak
braku rozumienia matematycznego jest wycigganie wnioskéw na temat pojecia zde-
finiowanego, powiedzmy funkcji, z jego sensu intuicyjnego (Vinner, 1981). Mg-
wi¢ wiec, jak ci autorzy, ze w modelu sieciowym .wszystko jest okre$lone przez
wszystko inne, tak ze zwykla logiczna struktura systeméw matematycznych nie
pozostaje w mocy" (Collins i Quillian, 1972), to stwierdzaé niedostatek tego
modelu w odniesieniu do matematyki.

Wiadomo dobrze, ze matematyka formalna sklada sig ze zda®. Lecz czy tak
wtasnie matematyka jest reprezentowana w pamieci? Czy ciagi operacji sa pamie-
tane jako zdania? Jak czesto twierdzenie Jjest pamigtane jako rysunek?

Wspéiczesna teoria wyr6znia rozmaite typy pamigci i rézne sposoby kodowa-
nia informacji. I tak pamiet wzrokowa rézni sig od werbalnej. Jest takze pamied
stuchowa, kinestetyczna, dotykowa i wechowa (Baddeley, 1976). Nad konsekwencja-~
mi tych réznic debatowano w ciagu co najmnie] dekady, Paivio zaproponowal ,teo-
rig dwu proceséw", zgodnie z ktdra pamig¢ diugoterminowa zawiera dwa oddzielne,
lecz zwigzane ze sobg systemy - jeden odnoszacy sig do wyobraZni, drugi o cha-
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rakterze jezykowym (Paivic, 1971). Tulvig sugerowal, Ze pamig¢ semantyczna po-
winna byé odrézniana od .pamigci epizodycznej” (Tulvig, 1972). Moze byé réwnie
dobrze tak, ze w ostatecznym rozrachunku jest »jeden system abstrakcyine) pa-
mieci semantycznej", ktéry przechowuje rozmaite rodzaje informacji, dostgpne]
réznymi kanatami (Baddeley, 1976)% ale powyzsze rozréznienia sa wazne dla te-
orii drugiego rzedu, majacych zastosowanie w dydaktyce. Gagné i White postuzyli
sig nimi dla skonstruowania modelu uczenia pamigci dlugoterminowej(IB) (Gagné
i White, 1978).

Model ten postuluje zwiazki miedzy organizacjg pamieci a wynikami uczenia
sie. Autorzy rozrézniaja cztery rodzaje struktur pamigci: (a) sieci zdad, (b)
sprawnos$ci intelektualne, (c) obrazy i (d) epizody.- Sprawnosci intelektualne to
zmagazynowane pojecia, reguty, procedury i plany czy programy dziatania; sta-
nowia one sktadniki .hierarchii uczenia sie" Gagnégo (Gagné, 1968). Ré6znica
miedzy sprawnosciami intelektualnymi a zdaniami to réznica miedzy .wiedziec
jak" i .wiedzie¢ ze". Obrazy nie musza mie¢ charakteru wzrokowego i moga anga-
zowaé rézne poziomy przetwarzania. Zapamigtane .epizody" sg osobistym doswiad-
czeniem zdobytym w dziataniu. W pojeciu autora wszystko to jJest z soba powia-
zane. Wyniki uczenia sig zostaly w rezultacie podzielone na kategorie ,wydawa-
nia wiadomosci" i ,stosowania reguil".

Wydaje sig oczywiste, ze taki model moze postuzyé do zaatakowania roli
pamieci w nauczaniu. Wedlug nas jednak, nawet ten model nie daje koniecznej
podstawy do adekwatnego opisu rozumienia matematycznego. Ujawnia natomiast
fakt, ze termindéw ,struktura" i ,organizacja" uzywa sie we wspéiczesnej psy-
chologii pamigci w sensie dalekim od matematyki.

Takie ich uzycie zakorzenilo sie, jak sie wydaje, w polowie lat szedédzie-
siatych, w okresie raptownego wzrostu zainteresowania organizacja pamigci. Za-
interesowanie to ogniskowalo sie giéwnie na ekspervmentach ze .swobodnym od-
twarzaniem", gdzie badany swobodnie odtwarza liste danych, zazwyczaj sidw, w
dowolnie wybrany sposéb. Nasteprie analizuje sie porzadek, w Jakim siowa s3
odtwarzane, dla wykrycia przejawéw organizacji pamieci. Stwierdzono, ze przy
zapamietywaniu list siéw badani wykorzystuja nie tylko wszelkie cechy organiza-
cji w tych listach, dostrzezone czy zasugerowane przez badajacego, ale takze
narzucaja swa wlasng subiektywng organizacje na losowo dobrany materiat. Przy
tym ,polecenie zorganizowania materialu prowadzi do dobrego zapamigtania, nawet
gdy podmiot nie otrzymat instrukcji nauczenia sig go" (Baddeley, 1976).

-

(13)“Uczyc pamie¢" znaczy tu wwprowadza¢ do pamigci informacje" (przyp.
ttumacza).
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Wspéiczesna teoria organizacji powstata giéwnie w celu ujecia wynikéw ta-
kich badari. Méwi sig, 2e ujawnita sig organizacja, gdy odtwarzany material moze
by¢ sklasyfikowany na specyficzne podzbiory na podstawie ustalonych chwilowych
relacji wsér6d danych na liscie (Postman, 1972). ,Termin »organizacja« odnosi
sige na og6t do struktur myslowych, okreslajacych relacje wsréd danych, zdarzed,
cech itp. Struktury te sa co najmniej trzech typéw: kategoryczne, serialne i
odniesieniowe" (Mandler, 1972). .Serialnos¢" odnosi sig tu do cech syntaktycz-
nych, a ,odniesieniowo$¢" do stosowania technik mnemonicznych.

Choé¢ ten rodzaj organizacji ma niewiele wspélnego z matematyka w naszym
pojeciu, wyraZnie sugeruje, w jaki sposéb pamigtaja ten przedmiot uczniowie.
Worew zalozeniom wczesnych teorii strukturalistycznych, sugeruje ona, 2e uczacy
sie moze organizowa¢ matematyke, ktérej sie uczy, na swéj wiasny sposdb, tak
ze ,pamieta" pewne rzeczy, ktérych nigdy go nie uczono. Powstate tak struktury
moga poprawié jego rozumienie, ale moga tez produkowaé znieksztaicenia i po-
mieszanie pojeé, o ktdérych méwilismy wczedniej. Ten aspekt pamigci badali dwaj
psychologowie-konstruktywisci - Bartlett i Piaget.

Transformacje w pamieci

Jasne jest, ze poglady na pamigé charakterystyczne dla lat 1970. powstaty pod
wplywem badari, ktérych wyniki niezbyt dobrze pasowaly do tradycji Ebbinghausa.
Niektére z nich pochodza sprzed piecdziesigciu lat i naleza do Bartletta (Bart-
lett, 1932), ktéry radykalnie zerwal z tg tradycja i Jest obecnie uznawany za
gtéwnego prekursora wspéiczesnej psychologii poznawczej (Mayer, 1977).

Bartlett, badajac studentéw uniwersytetu, postuzyt sig metoda powtarzanej
reprodukcji. Polecat badanym badZ kilkakrotne odtwarzanie tego samego materia-
lu, bad? tez kolejne odtwarzanie go przez .rézne osoby. Pokazat, ze zapamigtane
opowiadania (zazwyczaj opowiesci ludowe z réznych kultur) przechodzily z uply-
wem czasu systematyczne przeobrazenia, stajac sig coraz blizsze oczekiwaniom
badanych. Opowiadania stawaly sie coraz bardzie} zwigzie i spéjne przez opusz-
czenie tego, co wydawalo sig nieistotnym szczegdiem, chociaz niektére rzeczy
byly uwypuklane i uzupelniane komentarzami. Przyktady znieksztaiceri byly licz-
ne. I tak hinduska opuwies¢ .Wojna duchéw" zostata znieksztalcona przez po-
miniecie wszelkich wzmianek o istotach nadnaturalnych. Niekiedy opowiadanie by-
to znieksztalcone nie do poznania.

Bartlett zaproponowal dwie podstawowe idee dla wyjasnienia tych zjawisk.
Po pierwsze, zaréwno uczenie sie i pamigtanie, jak i postrzeganie i mySlenie sa
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"(IA): nowy material

przejawami podstawowego .wysitku w poszukiwaniu znaczenia
jest asymilowany do istniejacych ,schematéw", ktére sg zorganizowanymi repre-
zentacjami dawnego doswiadczenia, wcielajacymi indywidualny poglad na rzeczy-
wisto$é. Po drugie, pamigé nie jest szczegdlowa, ale schematyczna. Akt zapamig-
tywania jest aktywnym ,procesem rekonstrukcji". W rezultacie, chociaz pamigé
dostarcza szczeg6towej informacji, ktéra subiektywnie wydaje sie poprawna, moze
ona powaznie znieksztalca¢ oryginalny material.

Piaget i jego wspdipracownicy potwierdzili i rozszerzyli wyniki Bartletta,
pracujac z dzieémi i w ramach piagetowskiej teorii rozwoju intelektualnego.
Piaget i Inhelder rozrézniali .pamigé w sensie Scistym" i ,pamigé w sensie
szerszym" (Piaget i Inhelder, 1973). Ta ostatnia odnosi sig do konserwacji ope-
racji i wiedzy og6lnej obejmujgcej trwale ,schematy inteligencji". Ta pierwsza
dotyczy rozpoznawania i przypominania sobie specyficznego obiektu lub zdarze-
nia napotkanego dawniej. Wediug Flavella, przypomina to bardzo pamigé epizody-
czng Tulviga (Flavell, 1977; Tulvig, 1972). Autorzy przedstawiaja serig badar
nad tego typu pamiecia.

W jednym z eksperymentéw malym dzieciom pokazano rzad 10 réwnolegtych
patyczkéw utozonych od najmniejszego do najwiekszego, proszac o zapamigtanie
go. W tydziefi potem, i jeszcze raz po o$miu miesigcach, zazgdano odtworzenia
tego szeregu z pamieci. Juz uprzednio pokazano, ze wykonane przez dzieci rysun-
ki takiego szeregu mozna podzielié na typy, ktdére odpowiadaja znanym stadiom
rozwojowym operacyjnego schematu seriacji. Dz{ecko moze narysowaé pewng liczbe
patyczkéw réwnej diugosci; albo grupy patyczkéw dwu lub trzech diugosci; albo
wreszcie - caly szereg poprawnie. Wszystkie te typy, Jjak tez kilka podtypdw
korespondujacych z piagetowskimi podstadiami dla seriacji, obserwowano w oby-
dwu testach obecnego eksperymentu. Lecz w 74% przypadkéw rysunki z pamigci w
drugim tescie byly wierniejszg reprodukcja oryginalnego szeregu niz w pier-
wszym.

Piaget i Inhelder wyciggaja og6lny wniosek, ze to, co dziecko pamigta,
zalezy od poziomu jego rozwoju poznawczego. Ponadto twierdzg oni, ze odtwo-
rzenie z pamigci poprawi sie, jezeli miedzy jednym testem a drugim dokona sieg
postgp w rozwoju odpowiedniego schematu. Pierwszy wniosek zostat potwierdzo-
ny przez innych i wydaje sie ogélnie uznany; drugi zostal przyjety z pewna doza

sceptycyzmu (Flavell, 1977). Ale poza aspektami ,dojrzewania poznawczego" jest w
zyciu codziennym i folklorze szkolnym wiele przykladéw lepszego powtérzenia

(1“)w oryginale: effort after meaning.



PAMIEC W ROZUMIENIU MATEMATYKI 23

z pamigci po uplywie pewnego czasu (Piaget i Inhelder, 1973; Michener, 1978).

Naszym zdaniem, idea konstruktywistyczna, wedtug ktérej material w pamieci
podlega - z korzyscia czy na szkodg - jakoSciowym zmianom, stanowi cenne uzu-
petnienie informatycznego pogladu na pamieg.

Podejscie informatyczne do pamigci rozwinglo sie w duzej mierze w zwigzku
z badaniami nad pamigtaniem i rozumieniem jezyka. Gidéwnym celem utworzonych tu
modeli bylo wyjasnienie zapamigtywania i odtwarzania materialu werbalnego: list
stéw, zdarh i tekstu. Nawet w odniesieniu do takiego materialu uznaje sig dzi$
chyba powszechnie, ze - przynajmniej w niektérych przypadkach -~ ,uczenie sieg
wymaga integracji i modyfikacji materiaitu, a nie tylko Jego powigzania"
(Claxton, 1980). W ten sposéb Claxton sugeruje, 2e dalszy rozwdj psychologii
poznania wymaga, by w specyfikacji zawartosci pamigci précz dominujgcej obec-
nie .metafory asocjacyjnej" postugiwaé sie réwniez ,metaforg integracyjnag"
(Claxton, 1980). Wydaje nam sig, 2e takie podejscie jJest szczegdlnie wiasciwe
w badaniach nad pamigtaniem i rozumieniem matematyki.

Musimy jednak zaznaczyé, Ze postugiwanie sig konstruktywistycznym spoj-
rzeniem na nauczanie matematyki niesie pewne niebezpieczeristwo. W roku 1974
Wittrock, opierajgc sie na tym podejsciu, uczynil bardzo sensowng uwage, ze
tym, co wazne dla rozumienia, jest nie metoda nauczania - czy to heurystyczna
czy podajaca, ale jej wptyw na dziatanie ucznia. Proponowal dalej,'by na ucze-
nie sie matematyki patrze¢ jak na proces generatywny, w ktdérym ,uczacy sie [.“}
konstruuja znaczenie z pamigci". Wysungt nawet .hipoteze, ze uczgcy sie musi
aktywnie konstruowaé znaczenie, jezeli ma sig uczy€ ze zrozumieniem" (Wittrock,
1974). W hipotezie tej tkwi Jednak trudnosS¢ zwigzana z wystgpowaniem znie-
ksztalceri i subiektywng organizacja pamigci. Sugeruje to, 2e znaczenie konstru-
owane przez ucznia moze byé nie tym, ktérego konstrukcja byta intencjs nauczy-
ciela. I rzeczywiscie, postaramy sie pokazac¢, Ze gdy uczer nie jest odpowiednio
kierowany, moze sobie wytworzyé calkowicie bledne pojmowanie matematyki.

Ciag zdarzer stanowigcych proces uczenia sie bywa czesto  dzielony na
cztery fazy: zrozumienie, opanowanie, magazynowanie, odzyskiwanie(ls) (Gagne,
1970). W przypadku materiatu matematycznego, fazy te sy Scisle potgczane zwigz-
kami logicznymi. Ponadto wystepuje pokrewieristwo migdzy formg a trescia mate-
matyki (Byers i Erlwanger, 1984). Moze z powodu tych zwigzkdéw i pokrewieristwa
transformacje dokonywane w pamigci na materiale matematycznym rzadko ckazujg
sig ulepszeniami mnemonicznymi; czescie] s po prostu bigdami, znieksztalcenia-

mi i pomieszaniem pojec.

(15)w oryginale: apprehension, acguisition, storage, retrival.
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Badania nad uczniowskimi bledami matematycznymi maja dtuga historig i
ogromng literature. Mimo to natura i przyczyny bieddéw matematycznych wciaz nie
zostaly dobrze zrozumiane. Bledy wydaja sig mieé specyfike zalezng od materiatu
nauczania, ale ich pojawianie sig stwarza takie wrazenie, jakby bylo stosunkowo
niezalezne od programu i metod nauczania. Z pewnoscia nie zostaty one wyelimi-
nowane dzieki prébie .lepszego nauczania matematyki" z lat szes$édziesigtych
(Radatz, 1979). .Grube bledy popelniane przez uczniéw w okresie nauczania przez
¢éwiczenie pojawiaja sie i obecrie, gdy nauczanie ma bardziej pojeciowy cha-
raktgr" (Suydam i Dessart, 1980). Z drugie]j strony obserwowano, ze ,kazdy uczen
ma sktonno$é do bleddéw pewnego szczeg6lnego typu" (Carry et al., 1980). Aktual-
ne zgodne stanowisko dydaktykéw zajmujacych sie tym problemem zostato wyrazone
nastepujaco przez Ginsburga: ,Bledy s3 rzadko kapry$ne czy przypadkowe" (Gins-
burg, 1977). Ginsburg dodaje: nZazwyczaj bledy dzieci sa oparte na systematycz-
nych regutach. [...] Bledne reguly dzieci majs sensowne pochodzenie. S3 to zaz-
wyczaj znieksztaicenia lub biedne interpretacje poprawnych procedur" (Ginsburg,
1977).

Z punktu widzenia praktyki nauczania jest wazne wiedzied, w jakim momencie
uczenia sie zjawiaja sig znieksztatcenia. Niestety, nie jest tatiwo odpowiedzied
na to pytanie.

Bartlett opisat znieksztalcenia, ktdére obserwowal, jako znieksztatcenia
powstale w pamieci (Bartlett, 1932). Wysunigto jednak przypuszczenie, ze wiele
z nich bylo wywolanych czegSciowym zapominaniem, i byly to w istocie ,celowe
konfabulacje badanej osoby z zamiarem spwygladzenia< opowiesci" (Anderson i Bo-
wer, 1973). Sugerowano takze, ze zapamigtywanie fragmentu prozy jest analogicz-
ne do streszczania go, tak wigc znieksztalcenia pojawiatyby sie raczej w czasie
uczenia sig niz przy magazynowaniu czy odzyskiwaniu materiatu (Baddeley, 1976).
Piaget i Inhelder w odniesieniu do swojego materialu odrzucaja znieksztalcenia
na wejsciu, twierdza jednak, ze transformacje pamigci wystepujga w calym okresie
przechowywania (Piaget i Inhelder, 1973, str. 383-387). Pojawianie sie znie-
ksztalceri w czasie uczenia sig matematyki jest dosé dobrze znane; mato nato-
miast wiadomo, jak i kiedy sie one zjawiajs. Zebrane fakty wskazuja, ze znie-
ksztalcenia materiatu matematycznego moga zjawié sig w dowolnej fazie procesu
uczenia sie.

Wedtug Carry et al. (1980), wiekszos¢ blegdéw obserwowanych przez tych
autoréw przy rozwigzywaniu réwnari popetniono w czasie préb odtworzenia czescio-
wo zapamiegtanych procedur. Ale obserwowali oni takze co najmniej dwie tenden-
cje, ktére trudno bytoby dopasowaé do powyzszej reguty; jedna polegala na igno-
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rowaniu nawiaséw lub dostrzeganiu ich tam, gdzie ich nie bylo, druga - na sta-
pianiu upraszczania przez odejmowanie i przez dzielenie w jedna wymy$lona
wspolng operacjg, kitéra autorzy nazwali ,kasowaniem". Z drugiej strony, Jenks
et al. (1980) podali przykiad, gdzie znieksztalcenie procedury matematycznej
nastgpito - jak sig wydaje - doktadnie wtedy, gdy, wedlug Bartletta, nastepuje
znieksztalcenie materiatu werbalnego - w czasie magazynowania.

Erin by}a cérka jednego z autordéw artykutu. W szkole przerabialta wiasnie
z arytmetyki "przenoszenie"(16) i szlo jej to bardzo dobrze az do ferii Swia-
tecznych. Po feriach zaczeta dawaé systematycznie bledne odpowiedzi. Ojciec za-
aranzowal zabawe w prowadzenie magazynu firmy .pakujacej cukierki". Polegalo
to na ukladaniu po dziesieé klockdéw reprezentujacych cukierki do butelki plas-
tikewej, gdy tylko byto jeszcze do$é klockéw. Po chwili Erin nagle wykrzykneta:
wJa przenositam pojedyncze zamiast paczek!" I pokazala ojcu nastepujacy rachu-

nek:
43¢
+ 28 °
91

Trudno jest okre$li¢ doktadnie, kiedy po raz pierwszy pojawilo sie pomie-
szanie poje¢ w kolejnym przykiadzie, wydaje sig tylko, Ze rozwijato sig ono
w dluzszym czasie; przyklad ten ujawnia natomiast nowe, ogromnie interesujace
szczegGty.

Dwunastoletni Benny byl najlepszym uczniem w klasie, gdzie korzystano
ze zindywidualizowanych tekstéw matematycznych (IPI), ktére mialy ograniczad
do minimum udzial nauczyciela. Benny widzial jednak w matematyce nie racjonal-
nie i logicznie zbudowany przedmiot, lecz ogromng kolekcje dowolnych regui,
ktére stosowat polujac na odpowiedzi zgodne z oczekiwanymi przez nauczyciela.
Wytwarzat takze wkasne reguty, ktére stosowal systematycznie i byl gotéw je
objasnié. Wedtug niektérych z nich 0,3 x 0,4 = 0,12, 0,3 + 0,4 = 0,07,
2/4 + 2/6 = 4/8 =1 i 2/1 +1/2 =3/3=1 (Erlwanger, 1973). Benny, jak
sig zdaje, .uog6lnial" reguty mnoZenia ulamkéw dziesigtnych i zwyklych na
niektére przypadki dodawania. A dla wyjasnienia niemozliwych do przyjecia odpo-
wiedzi ,uogélnit" takze swoje odkrycie, ze ta sama odpowiedZ moze mie¢ rézne
formy, w swoistg .teorie wzglednosci" tresci matematycznych (Byers i Erlwanger,
1984).

—

(16)Chodzi o przenoszenie do wyzszego rzedu cyfry dziesigtek w algorytmie
dodawania (przyp. ttumacza).
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Studium przypadku Bennyego nie pasuje zbyt dobrze do zadnego z omawianych
wyzej pogladéw na pamigé; ale pojecie .rzekomego uogélnienia" daje sie bardzo
dobrze zaszeregowaé do kategorii ntransformacji w pamigci". Cho¢ mechanizm pow-
statych znieksztaiceri jest niezbyt jasny, jako$ poradzita sobie z tym nauczy-
cielka uczestniczaca w seminarium na temat rozumienia matematyki. Zauwazyla
ona, ze praktycznie dla wszystkich dzieci 1/2 + 1/3 = 5/6 dop6ty, dopéki nie
wprowadzi sie mnozenia utamkéw; wtedy .1/2 + 1/3 nagle dla niektérych dzieci
staje sig réwne 2/5". Podobnie ,tatwo jest uczniom zrozumie¢, ze 2x + 3x = 5x,
dopdki nie spotkaja sie z (2x)x(3x), kiedy to  2x + 3x staje sig dla nich
réwne  5x2 !"

Langford (1972) otrzymal podobne odpowiedzi, badajac strategie rachunkowe
176 uczniéw klasy VII. Niektére odpowiedzi byty nastepujace: 3/4 + 5/2 = 8/6
(36 uczniéw), 3/8 + 7/8 = 10/16 (37 ucznidw), 2/3 + 1/2 = 3/5 (31 ucz-
niéw), 3/48 - 1/2 = 2/2 czyli 1 (44 uczniéw), 2/3 x 3/5 = 10/15 x 9/15 =
= 90/15 (27 uczniéw) i 9/10: 3/10=3/10(61 uczniéw). Zauwaza on: ,To, CO wy-
daje sig skutkiem nieuwagi kiepskich rachmistrzéw, ma czesto podstawe racjonal-
na, choé bledna”(Langford, 1972, str. 39). Widzimy wiec, ze nie tylko wczesnie)

opanowana operacja przeszkadza w nauczeniu sie nowe] (Radatz, 1979), ale takze
- odwrotnie - do czestych zjawisk nalezy znieksztalcenie dawnego materiaiu
przez falszywe uogélnienia $wiezego (Davis, 1983).

Wydaje sie nam, Ze gléwnego Zrddia bledéw matematycznych nalezy szukac
w transformacjach pamigci i subiektywnej organizacji. Przypuszczamy, ze wiele
btedéw pochodzi z uczniowskich préb uproszczenia materiatu matematycznego.
Uczeri prébuje wprowadzié swg wtasng unifikacje, sp6jnodé i zgodnosé w materiale,
ktérego uczytl sie w réznych okresach, opierajac sieg przy tym na hipotezach,
ktére wydajg mu sie zaréwno proste, jak i sensowne. Poniewaz za$ wystegpuje wow-
czas tendencja do mylenia dawnyéh i nowych poje¢, strategii i algorytméw, a
takze podstawiania jednych za drugie, pojawiajace sie biedy sg czesto przypisy-
wane ,interferencji" (Radatz, 1979). Sadzimy, 2e w wielu przypadkach termin
nfatszywe uogblnienie" jest odpowiedniejszy. Ponadto, bez wzgledu na to, w kté-
rym momencie procesu uczenia pojawiaja sie te uogélnienia domowego wyrobu,
mozna je rozpatrywaé jako szczegélne przypadki .wysitku w poszukiwaniu znacze-
nia" Bartletta. Nie trzeba dodawa¢, ze .znaczenie" wytworzone takim wysitkiem
- bez wzgledu na to, czy zadowala ucznia, czy nie - nie moze byé matematycznie
wartosciowe.

Pamigtanie matematyki jest =zadaniem .bardziej ztozonym niz pamigtanie
obrazka lub opowiadania. Po pierwsze bowiem, symbolika matematyczna jest peina |
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istotnych szczegbiéw, po drugie zas, twierdzenie matematyczne, czy to w formie
zdaniowej, czy algorytmicznej, samo Jjest pewnym skrétem. Cho¢ trzeba odrézniac
sens takiego twierdzenia od jego formy, drobne zmiany wyslowienia moga twier-
dzenie prawdziwe zmienié w falszywe, a drobne zmiany procedury daja czesto ble-
dne odpowiedzi na zadania. Nieliczni uczniowie umieja poprawnie wypowiedzieé
twierdzenie czy definicje, co sprawia, ze nalezy to do trudnych pytari egzamina-
cyjnych nawet na poziomie uniwersyteckim. Tak wiec uczenie sig matematyki zaz-
wyczaj angazuje zaréwno pamieé werbalng, semantyczng, jak i obrazowg. Zlozo-
nos¢ tego zadania tiumaczy czeste korzystanie ze siéw-kluczy przy rozwigzywa-
niu zadah (np. ,i" znaczy .dodaé"), a takze dominacje mechanicznego zapamie-
tywania, o czym wspominalismy wczesniej.

Jasne Jest, Ze stwierdzenie, iz ,rozumie¢ matematyke znaczy [...] méc
robié matematyke" (Byers, 1980) jest niewystarczajace. Trzeba wymagac, by uczen
mégt robi¢ dobra matematyke. To za$ implikuje sprawne odtwarzanie odpowiednich
wiadomosci i umiejetnosci. Stad dobry uczert tak organizuje swojq wiedze matema-
tyczng, by zminimalizowaé wysilek poznawczy. Umie on utrafi¢ we wlasciwa pro-
porcje pamieci i dedukcji. Wie na przyklad, ktdére wzory trzeba zapamigtaé, kté-
re wystarczy zapamigtac tylko czesciowo, a czgSciowo wyprowadzaé, wreszcie kté-
re mozna zostawié do wyprowadzenia w razie potrzeby, z powodzeniem stosuje spo-
soby mnemoniczne, a nawet potrafi wymy$laé wlasne. Staby uczeri nie umie tego;
prébuje wiec zapamigtaé na site mndéstwo regul, faktéw i procedur. Jest widocz-
ne, ze pamigtanie matematyki jest wazng umiejegtnoscig, rézng od przedmiotu
Jako takiego.

Praktyczne zagadnienie: jak uczy¢ pamigtania matematyki - przekracza tema-
tyke tego artykutu, chcielibysmy jednak powiedzied parg stdéw o pewnym pokrewnym
problemie. Jak sie wydaje, wiedza i umiejetnosci matematyczne sg ogromnie po-
datne na znieksztalcenia pamieci. Wynikajacy stad problem jest niewatpliwie
wazny, lecz dotad nie ma zgodnosci co do natury tych znieksztalcert i ich trak-
towania w nauczaniu. W szkolnej praktyce nazywa sig¢ je bledami i nma ogétr za-
leca sie powtérki; z drugiej strony teoria od dawna zaleca (z wyjatkiem Gagne,
1983) rozumienie - co w tym kontekScie sprowadza sig¢ do lepszego odrézniania
pojeé. To bowiem uwaza sig za gtéwng funkcje powtérki, w przeciwieristwie do
¢wiczeri i recytacji (Butler i Wren, 1941). Obydwa te podejscia w réznym stopniu
spotykaty powodzenia i niepowodzenia. Pierwsze wydaje sig skuteczne dla zapa-
migtywania krétkoterminowego; drugie wymaga chyba warunkéw dla nauczania indy-
Widualnégo. Jednak nawet te stwierdzenia moga wymaga¢ modyfikacji w Swietle
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pewnych wynikéw uzyskanych przez Sadowska i McIlveena (1984)(17). Sadzimy, Ze
problem ten moze by¢ przedmiotem owocnych badari metodami nowej psychologii poz-
nania.

Wnioski

Aktualny cel ksztalcenia matematycznego sprowadza sig do tego, by wszyscy ucz-
niowie fozumieli matematyke po to, by radzié sobie z wymaganiami, jakie stawia
zlozony $wiat nowoczesnej techniki. Nie wystarczy juz ograniczy¢ wymagania ro-
zumienia do garstki ucznidéw, ktérzy mogliby je osiggnaé bez wigksze] pomocy
ze strony nauczyciela. Stoimy wigc wobec zadania, jak poméc uczniom nie bgzdqcym
matematykami z urodzenia. Rozwigzanie tego zadania nie bedzie tatwe. Po pier-
wsze bowiem wymaga¢ to bedzie zmiany postawy u dydaktykéw matematyki, ktdrzy
wcigz przeciwstawiaja rozumienie - pamigci, a tg ostatnig traktuja jako magazyn
regul i fakitéw, ktére trzymaja sie razem dzieki dos¢ luZnym zwigzkom asocjacy]-
nym, i w rezultacie sa kiepsko przechowywane lub ulegaja catkowitemu zapomnie-
niu. A po drugie, przepasé¢, jaka wediug nas dzieli wyniki badari nad pamiecig
i teorie oraz praktyke nauczania matematyki, begdzie musiala ulec znacznemu zwe-
zeniu. Gdy bowiem poglady dydaktykéw na pamigé pozostawaty stosunkowo niezmien-
ne, poglady psychologéw ulegly calej serii doniostych zmian.

Dawniejsze ilosciowe podej$cie do pamigci ustgpilo miejsca podejsciu stru-
kturalistycznemu, jako$ciowemu. Niestety Jjednak, to ostatnie zaktadato, ze w
pewnych optymalnych warunkach nauczania struktury matematyczne w pamigci s3
zasadniczo identyczne ze strukturami matematyki formalnej. Wskutek tego teoria
ta nie mogta postawié - nie méwigc o odpowiedzi - wielu doniostych pytari, kté-
rych czesé omowilismy wyzej. Podejscie informatyczne, ktére nastgpito potem,
traktowato pamie¢ jako integralng czes¢ innych aktywnosci przetwarzania infor-
macji, mogto wiec sprostac niéktérym problemom dydakiycznym. Trzymaio sig ono
jednak pochodzacej od Ebbinghausa orientacji na materiat pozostaty w pamiegci;

(17)Uczniowie IV i V klasy odpowiadali na pytanie o sposéb rozwigzania
kazdego z 24 podanych réwnari z ,okienkiem", np. 1) 1l4-6= O, 4) O +9 =14,
19)00:12=24 [...] Poprawng odpowiedzia na zadanie 4) mogtaby byé ,0djaé 9 od
14" albo »14-9". Zauwazono dwa typy powtarzajacych sig btedéw; jeden zdawatl
sig polegac na systematycznym wybieraniu dziatania odwrotnego. Efekty nauczania
korektywnego, w ktérym starano sig ksztaltowac¢ pojgciowe aspekty liczb i dzis-
tari, byly bardzo pozytywne. Jednak powtérne badanie po dalszych 6 tygodniach
wykazata m.in., ze wigkszo$¢ uczniéw, ktérzy za pierwszym razem btednie wybie-
rali dziatanie odwrotne, powrécito do tej strategii, mimo ze porzucili ja bez-
posrednio po nauczaniu korektywnym (przyp. tiumacza).
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w rezultacie nie mogto zajaé sie znieksztalceniami w pamieci, ktére, jak sie
wydaje, sa odpowiedzialne za trudnosci w uczeniu sige i rozumieniu matematyki.
Podejscie to nie zwrécito tez dostatecznie uwagi na powigzania miedzy réznymi
pojeciami i procesami matematycznymi (Claxton, 1980), choé powiazania te sg
istotne dla opanowania przedmiotu.

Wraz z podej$ciem konstruktywistycznym wielostronne badanie pamigci nabra-
Yo rosngcego znaczenia. I tak Piaget podjal takie badania w zwigzku ze swymi
pracami nad rozwojem inteligencji cztowieka, gdy Claxton sugerowal, ze ,cale
poznanie moze byé uwazane za studium pamigci" (Claxton, 1980). Tym niemnie]
nowa psychologia poznania zbyt pochopnie wyciagala ogdlne wnioski ze sztucz-
nych sytuacji laboratoryjnych, w dodatku pomy$lanych w celu zbadania zapamigty-
wania i rozumienia jezyka, a nie matematyki. Stad czeste igdania ,rzetelnosci
ekologicznej"(m) (Claxton, 1980) i podkreslanie z naciskiem, e ,mechanizmy
poznawcze maja specyfike zalezng od tresci" (Allport, 1980). Neisser wypowie-
dziat w zwigzky z tym odwazny poglad: ,Mysle, ze pamie¢ w ogble nie istnieje
[] Pojecie to odziedziczylismy po psychologii Sredniowiecznej, kidra dzie-
lita umyst na niezalezne funkcje: »my$l«,- »wola«, »uczucie«, i wiele innych,
a»pamigé« wsréd nich. Porzuémy to i zacznijmy inaczej stawiaé pytania. Tym, co
nas interesuje, jest - jak sadze - jak ludzie korzystajy ze swego dawnego dos-
wiadczenia w zei:knie,ciu z teraZniejszoscig i przyszioscig" (Neisser, 1978).

Starajmy sie za wszelka ceng stawia¢ wiasciwe pytania, ale .dawne dos-
wiadczenie" stanowi z pewnoscig zbyt ogdélng charakterystyke tego, co chcemy
pamigtaé z matematyki. Bez watpienia badanie roli pamigci dla rozumienia mate-
matyki jest zadaniem ekologicznie rzetelnym. Zadanie to nie wymaga traktowania
pamieci jako ,funkcji" umysitu; ale wymaga uzycia w eksperymentach materiatu ta-
kiego rodzaju, jakiego jest pelno w nauczaniu tego przedmiotu. W zwigzku z tym
z radoscia obserwujemy ostatnio duzy wzrost zainteresowania procesami poznaw-
czymi my$lenia matematycznego, ktdrego wyrezem sa takie prace, jak Resnick
(1983), Riley et al. (1983) i Burton (1984).°

Przyznajemy, ze streszczone tutaj wyniki psychologii, a w szczeg6lnosci
wnowe kierunki" w psychologii poznania‘,‘ w gruncie rzeczy poszerzyly przepasc,
0 ktérei byta mowa wyzej; ale wierzymy tez, ze stworzyty one nowe mozliwosci

(18)Przymiotnik nekologiczny" nalezy tu rozumie¢ w sensie ekologii spote-
Cznej, badajacej .zwiazki migdzy przestrzennym ukiadem danych zjawisk spolecz-
nych a ich charakterem" (Stownik jezyka polskiego PWN). Chodzi wiec o prowadze-
Nie badaf w $rodowisku szkolnym, a nie laboratoryjnym, nienaturalnym dla bada-

nych zjawisk (przyp. ttumacza).
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dla jej zamknigcia. Mamy nadzieje, ze ten artykul stanowi przyczynek zblizajacy
nas do tego celu.
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MEMORY IN MATHEMATICAL UNDERSTANDING

Summary

Whatever cognitive processes are involved in understanding mathematics, it is
clear that one of them is learning. No one is born with an understanding of
measure theory, abstract algebra or general topology; the very name mathematics
means "that which is to be learned" (Boyer, 1968). One of the outcomes of learn-
ing is remembered knowledge.Indeed it is our contention that memory plays an
essential role in the understanding of mathematics. However, what it is that
is remembered by students who understand mathematics in contrast toc those who
do not is by no means a trivial question. In fact, we would like to suggest
that there is a gap in this connection between recent developments in memory
research and the theory and practice of mathematics education. A second purpose
of the present article is to survey briefly the origins of this gap.



