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Об однозначной разрешимости первой задачи Фурье 
для одной параболической системы 

линейных дифференциальных уравнений второго порядка

В работе [1], гл. V, приведены теоремы об однозначной разре­
шимости первой задачи Фурье для дифференциального уравнения 
второго порядка, параболического типа. Здесь эти теоремы обобща­
ются на случай системы линейных уравнений соответствующей элли­
птической системе рассматриваемой в [2] и [3]
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Систему (1) будем рассматривать в области В — {(х, t): хеВ, t > 0 } , 
где х =  (хг, х2, , хп), В — ограниченная область в пространстве X.
Функции dAik{x,t)ldxu Bi(x,t), Fhj{x,t), G{x ,t ) {i, Tc, I =  1 ,2 , . . . ,  щ  
h , j  =  1 ,2 , . . . ,p )  предполагаются непрерывными в замкнутой области

П
BT — {(x,t) : хеВ, 0 ^  t ^  Т}, а форма £  A ikdi dk > 0  для (x , t ) e B ,

д =  (óx, д2, . . . ,  ón) Ф 0. Кроме того, предполагается существование 
двух положительных констант С0 и Сх таких, что <70 ^ С (х ,  t) <  Сх 
в области В. Обозначим через $0 и Вт часть границы области Вт 
соответствующую 2 =  0 и t =  Т, а через ат боковую поверхность 
области Вт , т. е. ат =  {(х, t): хедВ, 0 <  t <  Т} где дВ — обозначает 
границу В.

Т е о р е м а  1. Если и =  (%, и2, . .. ,  ир) является регулярным(х) реше­
нием системы (1) в области BTq, а матрица F =  (Fhj)kj =1 удовле­
творяет неравенству rjFy* <  0 для любого действительного вектора 
г] =  (г)г, у2, г}р) и любой точки (х, t)eBT()J то при Т <  Т0 функция 
\и\ =  (^i +  ̂ 2+  ... +  ^ ) 1/2 достигает своей верхней грани на vT =  
— $оТ~ а т -

(х) Р е гу л я р н о й  ф у н к ц и е й  в  о б л а с т и  D  н а з ы в а е м  ф у н к ц и ю  н е п р е р ы в н у ю  в  з а м ­

к н у т о й  о б л а с т и  D  и  д в а ж д ы  н е п р е р ы в н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м у ю , в  D .
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Д оказател ьство. Легко проверяется, что \и\2 удовлетворяет 
уравнению

Из теоремы 2 в [1], гл. У, стр. 178, сразу следует, что функция 
\и\2 достигает своей верхней грани на Ет, а с ней функция \и\ также. 
Из теоремы 1 следует:

С л е д с т в и е  1. Если и является регулярным решением системы ( 1 )  

в области DT(j, исчезающим на ETq, а матрица F  удовлетворяет не­
равенству rjFrj* < 0  для любого действительного вектора у =  (у1, у2, ... 
. . . , у р) и любой точки (х , t)eBTo, то и =  0 в области JDTq.

Т е о р е м а  2 (М. Пиконе). Если существует функция v регулярная 
в DTo, удовлетворяющая условиям:

(а) v >  0 в области DTo,

то единственным регулярным решением системы (1), равным нулю 
на ETq, является функция и =  0.

2
Д оказател ьство. Пусть ю = ----- , тогда подставляя в уравне-

(b) Lv =

в области DTq,

v
ние (2) |̂ |2 =  o)V, получим

(3)

ди ди*

р

Так как 2uFu*^a>v \Fh1\, то на основании (3) имеем
h,j=i

(4)
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Из неравенства (4) следует (см. [4]), что функция со достигает 
своей верхней грани на ИТ , но на ETq со  =  0, потому и =  0 в BTq. 

Из теоремы 2 вытекает
С л е д с т в и е  2 .  Если и регулярное решение системы ( 1 )  в области BTq 

равно нулю на ETq и матрица F ограничена в BTq, то и =  0 в ВТо.
V _

Пусть у — sup ( JT1 |Fhj(x, /)!), возьмем v =  eyt тогда v >  0 в BTq
(ж, Ц е HrpQ li, 7 =  1

1)
и Lv =  ( £  \Fhi\-y)v <  0, таким образом функция v удовлетворяет

h j =  1
предположениям теоремы 2, откуда и =  0 в BTq. Изпользуя указа- 
ные выше теоремы можно доказать, что свойства решений параболи­
ческого уравнения второго порядка в неограниченных областях, ука- 
заные в [ 1 ]  и [б.], переносятся на решения системы ( 1 ) .

Пусть

В0 =  {(a?, t): осеВ0, t >  0} и В% =  {(ос, t): жеБ0, 0 <  t <  Т ) ,

где В0 — неограниченная область. Оставляя предположения относи­
тельно коэффициентов системы (1), принятые для областей D и Т)т 
в областях В0 и В%, докажем следующую теорему:

Т е о р е м а  3. Если существует функция v регулярная в области BpQ 
и удовлетворяющая условиям

(a) v >  0 при (oc,ł)eI>T0,

(b) Lv <  0 при (x,t)eB%Q,

то единственным регулярным решением системы (1) в области В^о, 
равным нулю на Ет0 11 удовлетворяющим условию

П
где е =  (^ ® 1)1/2,

г =  1

Д оказател ьство. Через BR обозначим область { (x,t) :  хеВ0, 
q <  В, 0 < t < T <  Т0}. Граница области B R состоит из боковой поверх-

П
ности аи, уравнение которой ж • — В2 при хеВ0, и из о*г =  BRr\ ат,

г =  1
а также и с ограниченных множеств S f и S? соответствующих t — 0 
и t =  Т. Также как в доказательстве теоремы 2 проверяется, что

|̂|2
функция со = ----- достигает своей верхней грани на множестве —

=  Sf ^ (гЛч_7 од. В силу условия (с) и предположения равенства нулю 
и на 27уо, при любом действительном е >  0 и достаточно большим В, 
имеем со <  е для (х, t)eZp, таким образом со =  0 в BR, откуда и =  0.

(с)
v \u(x,t) Ilim ------------=  0
e-*oo  'О ( х ,  i )

является решение и ~  0 в В°Т
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В работе [5] дается доказательство теоремы Ц. Штурма для 
параболического уравнения второго порядка в области неограничен­
ной в направлении t. Эту теорему при некоторых предположениях 
можно перенести на случай рассматриваемой здесь системы (1). В огра­
ниченной области В рассматривается следующую систему линейных 
уравнений

(5) (Щк — ®кг) •

Функции да̂ Х- , / w(ж) (г, fc, Z =  1 ,2 , j  =  1 ,2 , . .. ,  р)
UXi (sXl

п
предполагаются непрерывными в области В, а формы JT aik di дк >  О

i fk= 1п
и £  (aik—Aik) di$k ^  О? ПРИ любом действительном д =  (д1, д2, ...

г,к=1
дп ) Ф  О  И  ( X , t )  е В ° .

Т е о р е м а  4  (Ц. Штурма). Если v =  v2, ... ,  vp) является регуляр­
ным решением системы (5) в области В, равным нулю на границе В 
и отличным от нуля в В и если .

т
j  6(t)dt- > - j-o o  при Т -> +  о о ,  
о

причём

(dik -A-ik)
д lul* 
dxi

d \ v \

дхк 4 L f - f  \ dXi и°°г

n

i,k= 1

+  4 euF e l -e J e t+  V
1 i ,k =  1

del
1 dxi dxk

dx >  0(Z),

где I-иI =  (^  +  ̂ 2+  ••• +^p)1/2j 4̂г& — элементы матрицы обратной к ма­

трице А =  (Aik)i>k=1, кроме того, функции
OBj
дхг

(I =  1 ,2 , . .. ,  п) явля­

ются непрерывными в области В, то каждое регулярное решение 
и{х, t) системы (1), отличное от нуля в В, стремится к бесконечности 
при t -> оо, т. е. lim |и{х, t)\ — оо.

<—изо
Д  A ik д\и\

Д оказател ьство . Пусть hi — У ------------- , с формулы Грина
&=i М дхк
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и предположения равенства нулю v на границе В следует, что

д

В  г=1
(6)

IV

/ z j  ^ 2}l̂ dx =  °»

m  X 1 dJli 1 \Г1 д I д\и\\ 1 у
u  t i  dxi ~  м  \ ** / N 2 / £ ,  **'

d|w| д|г&|
дхк I \и\2 jl-j dxi дхк

Так как и является решением системы (1), тогда имеем
П П

(8) у ^  =  С- ^ . М _ у
J дх̂  \и\ dt sLJ

ъ =  1

I

Л 1 д \и\ л * ,Bi. i i ' а еиЛ~\и\ dxi

. П
деи деи 1 у

ik а о i , о /  t ^-гк
д\и\ д\и\

dxi дхк \и\2 J ^ dxi дхк
г,к =  1 ъ К 11  i ,k = l  1 к

Из (6) и (8) имеем:

(9) J  ̂ (\v\%)dx = j ̂  + 2 J \vl^ hi
В  i,k =  1 В  г =  1 ъ В  г = 1

Ох,-
dx

f  Мг1с
1 д\и\
\и\ dt

П
1

Ег=1

г, 1  . д N  л  * \ V  Л дви де^B i  , , * д euF 6 u Т  У -A-ik Л я\щ dxi jLj dxi dxk

d\u\ д\и\ 
\u\2 гк dx,-. dx1

П
d\v\ d\v\
dxi dxk

dx.
В  i,k = l

Так как v является решением системы (5), то из формулы Грина полу­
чим:

(10)

п

ЛтВ  '~{,к= 1
Нс -A-ik)

d\v I d\v\ 
dx* dxi,

г = 1 1

+  Ыг( е Ж -  У  A.ć—i dXi dxkt,fc=i г K

+Л,

deu del , * . у  de*> de* i . л ,ik a о evjev-\- у  ̂ 0цк ^  11 dx-)-
i,k= l ° ™ i,k—l

d\v\ d\v\ у  , , ^ d M

)]

, »
-|»|2 « Ж -

' г,А:=1 dxi dXi
dx =  0.
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С (9) и (10) следует равенство:
Л п

М _д\и\ 
в  Ы dt

(И) f  с dx
В Ч,*=1

п п

+  М — ^г)+ М' ieu^eu ^  А
г=1 1 ' г,1- ’

п
■)]«&+

дх, дхк 

де.. delи ис,и -f * \
гк 6vj e v -р

О Х; ОХ,,

+ 2 dev del 1 д\и\ 
\и\ dxiа г к - ^ - ’ ~ - \ \ й х +  I ц у г  —  -------- f  \v\2euF et+

1

а *  дх
г,&=1 г,к=1 г,к=1

дх, дх -  В  “  г = 1 ■ '

\v\2 v V  d|w| d|w| 2 y i  деи del 9 Н_ y i  
' 12 zL  lfc дж,- дж*.  ̂ Z .; гй аж„. дхi, \и\ 2.z

а и ан
-^-śfc --- ----------- ^ --------- Г

гг. п п .
V »  , д|ж| а м  V I  . а|г?| J  * ае„ d e Z ]

+  Z  -  Z  Bi - 1,11 И » '  2  Z ' Jйж
г,к=1  г = 1 г,А:=1

а 1̂| a |w| :л , , a |t?|
(«№ -4 ») • ~ ~  +  2 1»! № -& ,)+

tM/fc т—7.В •*,,&=! г = 1

п

![Ев 4,fc=i

+  М2 ( « . М -  ^ А а ^ т  ■ ~  +  « . К +  £  • | ^ ) ] ЙЛ!-
i ,k = l  г,к=1

- / ! « < £ - s - a - +

В  г,к=1
дх, \u\ dxi } \ дж*; |w| джй 

Из (11) следует неравенство:

, М2 d N  ,  ̂ f  ( \-i,  ̂ ч а|«?| а м  |»|!и -
В

(12) J Г >  • , ,  ,ir |

ПНЕ (ttik А , к)
В i,k =  1

дх, дхк
г — 1

П !0
— ~ - j  -  ^  AikB,Bk+  4 {euF e l -  evfe% +  JT

i,k =  1

+
п

S E
В  i,k = 1

А , к
ld\v\ \v\ д\и\ 1̂1
\ дх, \u\ дхi

^ A ijB.

г,к= 1

7 =  1

deu deu\l\
«■ift-A- ' y— \\dx +  дх, dxkJ J)

d\v\ |®| d\u\
дхк \u\ дх,

П
- ^ ~ J ? A kjB\dx.

i=i ’
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Пусть

z(t) =  J C\v\4n\u\dx. 
в

Из предположений и неравенства (12) следует
т

z(T) — z(0) > J 6(t)dt.
о

Так как Т - ^ + о о ,  то z(T) +  оо, откуда имеем, что \и\ ->■ оо при 
t - >  оо. Легко видеть, что частным случаем последнией теоремы явля­
ется теорема доказанная в [5].
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