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Uogodlnione, ciagle zagadnienie brzegowe Riemanna

dla uktadu » funkcji

Wstep. Niech S* bedzie ograniczonym obszarem na plaszezyZnie zes-
polonej, ktérego brzegiem jest gladka krzywa Jordana L. Styezna do
krzywej L tworzy ze statym kierunkiem kgt spelniajacy warunek Hol-
dera. Dopelnienie zbioru S*-+ L do calej plaszezyzny otwartej oznacza-

my przez S”.
Niech
Vau(t) ayz(t) ... am(t)r
(1) at) = [ag(y] = | @) el o O]
Ay (B) Wna(t) ... Gpa(t) ]
by (t) bip(t) ... bu(t)]
o () = (] = | ) D0 DD
bna () bu2(®) .. ban(t)
oraz
ey (t)
3) oft) = [eat] = | 2P,
Cn(t)

gdzie agg(t), bes(t) oraz c.(t) sa to funkcje rzeczywiste zmiennej zespolo-
nej t, beda macierzami okre§lonymi w kazdym punkcie te¢L, spehia-
jacymi warunek Holdera (tzn. elementy tych macierzy spelniaja waru-
nek Holdera), przy czym macierze 4 = a(t)+ib(t) oraz B = a(t)—ib(t)
83 nieosobliwe, tzn. detd == 0 i detB # 0 dla t<L. Obszar S* mozna
odwzorowa¢ konforemnie na wnetrze kola. Niech w dalszym ciggu S+
i L oznaczaja odpowiednio wnetrze i brzeg kola jednostkowego ze drod-
kiem w poczatku ukladu.

Liniowe, niejednorodne zagadnienie Riemanna dla ukladu » funk-
cji, rozwigzane przez N. P. Wekue ([1]), polega na wyznaczeniu ukladu n
funkeji @(2) = up+év, k =1,2,...,n (ktéry bedziemy dalej trakto-
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waé jako macierz jednokolumnows i nazywaé krétko kolumng), holo-
morficznych w obszarze S+, ktérych wartosei brzegowe @ (t) =
= u(t)+0x(t), spelniaja w kazdym punkcie 7¢I uktad warunkéw brze-
gowych:

n

(4) Daac(u(t) = bae()or ()] = ea() (@ =1,2,...,n).

k=1

Ukiad (4) mozna zapisaé¢ jednym warunkiem macierzowym:

(5) a(t)u(t)—b(H)o(t) = e(t),
gdzie u(t) i v(¢) sa to nastepujace kolumny
wy (1) 0, (1)
(6) wity = a1 = | 2D, o) = o1 = [ 2P}
Un(l) ont).

Nalezy zaznaczyé, ze N. P. Wekua stosowal metode, za pomocg kto-
rej N. I. Muscheliszwili rozwigzal zagadnienie (5) w przypadku » =1
([2]). Metoda ta polega na przedtuzeniu holomorficznej w kole 87 kolumny
@ (2) na jego zewnetrze, tj. obszar 8, wedlug wzoru

(7) Dy (2) = (D(é) dla 287,

2
gdzie kreska nad kolumng oznacza przejScie do jej wartosei sprzezonej,
przy czym przez warto$é sprzezong kolumny @(z) = [Dy(2)] rozumiemy
kolumne @(z) = [Dx(2)]. Jezeli tak otrzymang czedeiami holomorfiezng
kolumne

(8)

( D(2) dla  zeST,
) =
O, (2) dla  zeS”

oznaczymy znoéw przez D(z), to na mocy (7), w kazdym punkeie teL za-
chodzi réwnosé

(9) ) O+ (1) = D(1)
i warunek (5) mozemy zapisaé¢ w postaci
(10) DH(t) = G() P~ (H)+ (1),
gdzie
G(t) = — A1) B(), g(t) = 24" ()e(D).

Tak wiec stosowana przez Muscheliszwiliego, a nastepnie przez
Wekue metoda, polega na sprowadzeniu zagadnienia Riemanna do za-
gadnienia Hilberta.
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W monografii (1] podano warunek konieezny i wystarezajacy roz-
wigzalnoSei zagadnienia (5), Wwyrazajacy sie w zapisie macierzowym
nastepujaco

(11) [ =0,
L
gdzie
(I_,q_z(t) 0 0
(12) gy =|, 0 G0
0 0 q_“n_z(t)

przy ezym q.(t) sa dowolnymi wielomianami stopnia a(g, = 0 gdy a < 0),
liezby calkowite x,, x,, ..., %, 83 indeksami czastkowymi zagadnienia (10)
(por. [1], str. 30), za$ h(t) jest kolumng (X+(t))=Ya(t)+db(t)) " e();
X(2) jest macierzg kanoniezng odpowiadajaca zagadnieniu jednorod-
nemu

1X,(2) 2X;(2) ... "X.(2)

1X,(2) 2X,(R) ... "X,(2)

..................

(13) X(2) = ["X,(2)] =

spelniajacg warunek

(14) X+@t) =6 X—-(t) dla teL
oraz zwigzek

(15) Xy (2) = X (2)77,

w ktérym X, (2) = X(1/z) dla 2<8++ 8-, zad§ 2* oznacza nastepujaca
macierz przekatniowsy

20 0

%2
(16) S T
0 0 Fn

Dowodzi sie, ze det[’X,(z)] # 0 na plaszczyinie otwartej, oraz ze
macierze X+(f) i X—(f) spelniaja warunek Holdera; wynika stad, ze i ma-
cierz (X+(t))-1, odwrotna wzgledem X+*(t), spelnia warunek Holdera.
Dowodzi si¢ nastepnie, ze je§li spelniony jest warunek (11), to ogdlne
rozwiazanie zagadnienia (5) wyraza sie w zapisie macierzowym naste-
pujacym wzorem:

it dr+ X (2)P(2),
T—%

) ‘”‘z):);? fn(z,r)(Xf(r))—l(a(r>+ib<r))-lc<r)
L
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w ktérym #(z, t) jest macierzg przekatniowsg

(14 patigal 0 0
as)  wen=| . " AR |
0 0 14 gt 1
a P(2) kolumng
P, (2)
(19) P(z) = P"?(z) ;
P, ()

przy czym P, oznacza wielomian stopnia a (P, = 0, gdy a << 0) o dowol-
nych wspélezynnikach ¢ spelniajgcyeh warunki
(20) G or=ck (k=0,1,2,.. x; a=1,2,...,n)

W. Zakowski zaproponowal autorowi rozwiazanie nastepujacego
zagadnienia:

ZAGADNIENIE NIELINIOWE. Wyznaczyé kolumng n funkcji @p(2) =
= Up+tvg, k=1,2,...,n, holomorficenych w obszarze S+, kidrych war-
toser brzegowe Dit (1) = ur(t)+ tvr (1) spetniaja w kazdym punkcie tel uklad
warunkéw brzegowych :

(e (8) s (8) — bar (D) v (1)) =

k=1
= Ca(1)+ Falt, ur(t)y vy Un(®) 01(1), .oy 0ult)) (a=1,2,...,m)

N

(21)

lub krotko, uiywajgc zapisu macierzoweqo:
(22) a(t)u(t)—bt)v(t) = c(®)+F(t, u(t), (1)),
gdzie F = [F,] jest kolumng.
Przyjmujemy nastepujace zalozenia:
1° Funkcje rzeczywiste auz(t), bas(f) 1 c.(f), zmiennej zespolonej ?,
okre§lone na okregu L, spelniaja warunek Holdera
|0 (1) — Goa (1)) < ks |t —tu]"e?,

(23) , .
\baﬂ(t)"’baﬂ(tlﬂ < kab\t"‘tll ab’ 0< h’ab< 1,

(24) lea(t) — 6a(ty)] < Kolt—tl", 0 <h, <1,

gdzie t, t,eLl; a,f=1,2,...,n; kg, k., sa to pewne stale dodatnie.
Ponadto det A = det [a.s(t)+ibes(t)] # 0 1 det B = det[aus(t) — tbag(t)] # 0
dla teL.
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2° Funkcje rzeczywiste Fo(f, Uy, cooy Up, U1y ..oy V), a =1,2,...,n,
zmiennej zespolonej ¢ i zmiennych rzeczywistych #,, ..., %,, ¥y, ..., Uy,
83 okreslone w dziedzinie

(25) tel, lu,| < R, o <E  (v=1,2,...,n),
spelmiaja warunek Holdera-Lipschitza

(26) I‘Zﬂa(t7 u’l’ M un7 vl, M v’n)_lﬂa(tl7 ui? cet u’:i" {U;J ce v?’l)[ g

h
< kpflt— "7+ 3 (w,— |+ v, — )}
r=1

oraz oceng

n

(27) Fa(ty gy ooy s 15 ey 0] < Mplt+ w4+ D)},

v=1

gdzie ky i My sa to pewne stale dodatnie, 0 << by < 1.

Zaznaczymy, ze W przypadku szczegélnym macierzy przekatnio-

“wych a(t) i b(f) powyzsze zagadnienie nieliniowe bylo badane przez W. Po-

gorzelskiego ([3], str. 128-135).

Rozwigzanie. Zgodnie z teoria liniowego zagadnienia Riemanna
dla ukladu » funkeji, mozemy twierdzié¢, ze jesli zagadnienie ma rozwia-
zanie PD(2) = [DP,(2)] (ktérego wartosei brzegowe spelniaja warunek
Holdera), to wedlug (17) ma ono postaé

X (2) ['n(z,T)(X’*(r))‘l(a(f)+ib(T))“0(T)

(28) D) = XEPE) T 5 e
T i T—2
XG) e D ) el ibC)
2TC?: L T—R2
ol nEEaE @ po-n@ ‘P"""_m’.)} r
2 2 21 2%

dla zeS*t4 8-, przy czym macierze X (2) i 7(2, ) oraz kolumna @(z)
okreglone s3 odpowiednio wzorami (13), (18), (7) i (8), P(2) jest kolumng
pewnych wielomianéw postaci (19), a ¢,(2) sa to wartodei brzegowe roz-
wigzania:

(29) Pa(t) = D5 (t) (a=1,2,...,m).
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Stosujac wzory Plemelja do calek typu Cauchy’ego wystepujacych
we wzorze (28), wnioskujemy, ze funkeje (29) spelniaja na okregu L
nastepujacy uklad réwnan catkowych mocno-osobliwych:

(30) @) —f<t>+j L et Byt 010, .. al) +

et

_+_f (97’?91(7)’ "Pn(";)) dr (@a=1,2,...,n),
i T—1

gdzie funkeje fu(f), ci(¢,7), Fi (ty @1 (t), -~7‘Pn(t)) i F:*(ta Ty @1(T)y + ey

..+; @a(7)) 52 okre§lone wzorami:

(31) Falt) = Y (Eap (1) ca(t)+PXE (1) Py(1),

A=1
przy czym £.,(t) oznacza iloraz dopelnienia algebraicznego elementu
_Apa(t) przez det[A.s(8)],

(32 A= S Xt 0 (1) (),

270 1<j fahan

gdzie ‘xf (t) oznacza iloraz dopelnienia algebraicznego elementu °X; (t)
przez det[*X; (t)],

(83)  FE{t, puld), -, gult Zsaﬂu X

< F (t PO+ ) tenld) B —eu) ;pﬁgt);qo_nﬁi)
By 9 I ’ 2 ’ % ’ ’ 2% ’
wreszcie
(34) F:*(t, 7, ¢1(7), -'-7<Pn(f)) =
.
g 1<#§’;<:X: ety 707 (2) (1) X

gD+ 0 (D) D)+ D —e() el —gu(?)
XFJ' T, geoey , - yoeey - .
2 2 2 24
Zbadamy teraz istnienie rozwiazan ukiadu réwnan calkowych (30)
o niewiadomych funkcjach ¢,(t), @,(t), ..., pn(t) W dziedzinie teL.
Rozwazmy przestrzen funkeyjna A, ktdérej punktami sa wszyst-
kie uklady n funkeji zespolonych ciaglyech U = (p,(f), ..., pa(t)) okreslo-
nych dla tel.
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Okre§lamy: norme ||U|| punktu U:

(35) 101 =£§&P lpa (D)1,

sume dwoch punktow U = (g;(2), ..., @a(t)) 1 V = (Dy(1), ..., Pu(t)):
(36) U+V = (pu()+ Pi(V), -, @u(t)+ Du(t)),

iloczyn punktu U przez liczbe A:

(37) AU = (A1 (8)y ..., Apu (D)),

oraz odleglos¢ S(U, V) punktéw U i V:
(38) o(U, V) =[U-"VI.

Tak okre§lona przestrzen /A jest przestrzenia Banacha.

W oprzestrzeni A rozwazmy zbiér E zlozony ze wszystkich tych
punktéw U = (g (1), p2(t), ..., @u(t)), dla ktérych funkeje g¢.(t), a =
=1,2,...,n, spelniaja nastepujace nieréwnosei

(39) el < B, lpa(®) —@a(t)] < %lt—1t", .
gdzie h jest liczba ustalona, speliajaca warunek:
(40) 0< h<hy=min(hg/2, he, hy),

przy czym R, hy,, h, i hp 53 to stale wystepujace w zalozeniach 1° i 2°
a wspélezynnik x» jest dowolng stala dodatnia.

Zbidr E jest oczywidcie zamkniety i wypukly.

Przeksztalcimy teraz zbiér F za pomocg nastepujacych zwiazkéw:

(41) () = ful) + I“—“—)d L @1 (0), - D)+

—Fy**t . n
+f T’¢24)t 7(77(17))0% (¢ =1,2,...,n),

ktoéryeh postaé wynika z postaci ukladu réwnan (30).

Znajdziemy warunki wystarczajace na to, aby przeksztalcenie (41)
przyporzadkowywalo kazdemu punktowi ((pl(t), @2(t), ...y pu(t)) zbioru E,
punkt (v, (1), ws(t), ..., va(?)) tegoz zbioru.

Na podstawie lematu udowodnionego w pracy [4] wnioskujemy,
ze warto§ei brzegowe X7 (t) elementéw macierzy kanonicznej (13) spet-
niaja warunek Holdera z wykladnikiem

(42) hy = hap-
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Podamy teraz pewne oszacowania funkeji (31), (32), (33) i (34).
Korzystajac z (23), (24), (40) i (42) otrzymujemy:

(43) fa®)] < A+ 4,M,,

(44) [falt)—fa(t)] < (By+ B, M, + Byk,) [t—t,]",
(45) leX (1, 7)] < A,

(46) |6 (2, 7) — 6 (ty, 11)| < By(lt—t./"o4 [r— 7, "),
gdzie

[Pa(t) — Pa(ly)]

(47) M, = max sup|P,({)], Kk, = max sup

1I<agn tel, 1<agn Ll [t'—tllh
Ponadto, na mocy (26), (27), (39), (42) i (47), mamy:
(48) [T, @u(t), oy pu(t))| < A Mp(1+20R),

(49) IF: (ta P1(t)y .-, ‘Pn(t))*F: (tu 7 PR ‘Pn(h))l <
< (Bskp+ Bskpn+ B:Mp+ By MpR)[1—1,|",

(50) [F:* (tg T, %(T), ey (}')n(T)H < Asﬂ-[lf‘“i—Aﬁﬂ[FR}

(51) ‘F:*(t, TV, P1(T)y --e) %(T))—Fﬁ*(tn T1s P1(T1)y o) ‘Pn(’l))i <
< (Bokp+ Biokpn+ By Mp+ By MpR)([t—t, "0+ v —7,)"),

przy czym stale dodatnie 4,1 <7 <6 oraz B;,1 <7 <12, wystepu-
jace w nier6wno$ciach (43)-(46) i (48)-(B1) sa niezalezne od punktu
(@1 (1), @o(t), ..., @u(t)) zbioru E oraz od funkeji F, i Py, a =1,2,...,n.

Korzystajac z oszacowan (43)-(46) i (48)-(51) oraz opierajac sie
na uogélnionym twierdzeniu Priwalowa ([3], str. 14), wnioskujemy, ze
skladowe (41) punktu przeksztatconego spelniaja nastepujace nierow-
nofei:

(52) [va() < Di+ A2 Mp+ DMy + DyMyp R+ Dykp+ Dskpx,

(53)  Ipa(t) —palt)] <
< Do+ ByMy+ Byky+ Dyky+ Dykpre+ Do My + Dy Mp R)lt— 1, ",

przy ezym state dodatnie D;, 1 < ¢ < 10, wystepujace w nieré6wnosciach
(82) i (53) nie zalezg od punktu (@, (t), ,(t), ..., @a(t)) zbioru E oraz od
funkeji F, i P,y a =1,2,...,n.

Tak wiec, zwiazki (41) beda przeksztalcaly zbior F w siebie, jedli
spelnione beda nastepujace nieréwnosei:

D1+Asz+D21V[F+DsﬂIFR+D4kF+D5kF“ < R,

54
(64) D+ ByM,+ Byky+ D, kyp+ Dekpr-+ DyMp+ DyyMpR < x.
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Elementarne obliczenia prowadza do wniosku, ze jesli tylko stale kj
i My sa dostatecznie mate, a mianowicie
1

1
bb kp < ——m o oraz My < ——
(63) "< D1 b, " Dok Dy

to mozna tak dobra¢ state R = R, x = x, aby uklad (54) byt spelniony, np.:
(Dy+ A My + Dy Mp+ Dykrp) (1 — Dykp)

R, = !
" (1—DyMp)(1— Dyky)— Dy Dy kpMp
N Dskr(Ds+ ByMy+ Byky+ Dikp+ Dy M)
(A—Dy M )1 —Dykp)—DDikp My
(56) ,
o _ (Dot BoMpt Byky+ Dikop+ Dy M) (1— Dy M)
R

(1—D3Mp) (1 — Dykp)—D; D1okpMp
Dy My (Dy+ A2 My + Do Mp+ Dykir)
(1 =Dy Myp)(1—Dgkp) —DsDyokp My

Poniewaz funkeje w,(t) spelniajg warunki (39), wiec sg wspolnie
ograniczone i jednakowo ciggle. Zbiér punktéw przeksztatconych jest
wiec zwarty na moey twierdzenia Arzeli.

W sposéb analogiczny jak w pracy [4] mozna takze dowie$é, ze prze-
ksztatcenie (41) jest ciaggle w przestrzeni .

Je§li spelnione sg zalozenia 1° i 2° a ponadto warunki (55), to na
mocy twierdzenia Schaudera ([5], str. 18) uklad réwnan calkowych (30)
ma co najmniej jedno rozwigzanie. Je§li wiréd rozwigzan tego ukladu
znajduje sie takie (pf(t), p3(f), ..., (p:(i)), ktére spelnia warnnek

(57) fq dv =0,

bedacy odpowiednikiem warunku (11), gdzie ¢(t) jest macierza przekatnio-
wg okre§long wzorem (12) za$ H (f) kolumng

(58)  H(t) = (X+(0)={a(t)+b(t)

x{c(t)+lf’(t,¢r(t)+(pr(t) o) gt —ei(t)  ga() —gn(t) ]l

92 1 2 ’ 2f ’ ’ 24

to badane zagadnienie nieliniowe ma c¢o najmniej jedno rozwigzanie dane
wzorem (28), gdzie w miejsce @ (f), @2(t), ..., pu(f) mnalezy podstawié
PL(E), @3 (L), ..., pn(t). Mozemy wiec wypowiedzie¢ nastepujace

TWIERDZENIE. Jeseli spelnione sq zalozenia 1° ¢ 2° warunki (55),
oraz jesli wérdd rozwiqzan ukladu (30) znajdujq sig takie, ktore spelniajq
warunek (b7), to nieliniowe zagadnienie Riemanna z warunkiem brzegowym
(21) ma co najmniej jedno rozwiqzanie.
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W. LEKSINSKI (Warszawa)

THE GENERALIZED (,ONTINUOUb BOUNDARY PROBLEM OF RIEMANN
. FOR A SYSTEM OF n FUNCTIONS

SUMMARY

The author considers the continuous problem of Riemanun for a system of n
funections, with the non-linear boundary condition (21). Applying the theory
of linear problems, he seeks solutions in the form (28), with unknown functions
o (), go(t), ..., pa(t), which satisfy the Holder condition. Problem (21) is reduced
to the system of the integral highly-singular equations (30). The author proves
that it has at least one solution if the assumptions 1°, 2° and condition (55) are
fulfilled, applying Schauder’s theorem about the invariant point. Problem (21)
has at least one solution if there are solutions of system (30) which satisfy
condition (57).



